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%Mﬁé

Ce mémoire vise a proposer une contribution a [’étude d’un probléme de transmission
entre deux fluides de Bingham incompressibles, rigides et viscoplastiques dans une couche
mince bidimensionnelle en régime stationnaire, en supposant que les coefficients caractéris-
tiques des deux fluides sont différents et en imposant a linterface de contact fluide-fluide
des conditions auz limites de transmission naturelle, c’est-a-dire continuité des vitesses et
continuité des contraintes, ainsi que des conditions sur ['un des deux bords de la couche
mince. Le mémoire comporte trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous introduisons
les notions générales de la mécanique des milieux continus, ainsi que diverses équations
et outils mathématiques. Dans le deuxiéme chapitre, nous montrons [’existence et ['unicité
d’une solution faible a ce probléme de transmission. Dans le troisiéme chapitre, nous nous
intéressons a l’étude du comportement asymptotique d’un probleme mécanique de transmais-
s10M.

Mots - clés : fluide de Bingham ; transmission; couche mince; comportement asympto-

tique.
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A trszer

This dissertation aims to propose a contribution to the study of a transmission problem
between two incompressible, rigid, and viscoplastic Bingham fluids in a two-dimensional thin
layer in a stationary regime, assuming that the characteristic coefficients of the two fluids
are different and by imposing on the interface of fluid-fluid contact conditions at the limits
of natural transmission, in other words, continuity of speeds and continuity of stresses, as
well as conditions on one of the two edges of the layer thin. The dissertation includes three
chapters. In the first chapter, we introduce general notations of the mechanics of continuous
mediums, as well as various equations and mathematical tools In the second chapter, we
showed the existence and the uniqueness of a weak solution to this transmission problem. In
the third chapter, we are interested in the study of the asymptotic behavior of a mechanical
problem of transmission.

Key words and phrases : Bingham fluid ;transmission ; thin layer; asymptotic behavior.
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Notations

Si Q est un domaine de R?, on note par :
0] I’athérence de (2.

r la frontiére de (2, supposée réguliére.

[;(i =1,2) une partie de la frontiére de T.

mes(I;) la meseure de Lebesgue superficielle de I';.
v la normale unitaire sortante a I
Uy, Uy les ¢ omposantes normale et tangentielle du champ vectoriele v sur £2.
Ct (ﬁ) I’espace des fonctions réelles continiiment différentiables sur €2.
CL (Q) = Vlespacedes fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support compact
D(Q) contenu dans (2
D'(Q) 'espace de distributions sur 2
H, {o € L*(2)™" | Div(o) € L*(02)"}.
LP () I’espace des fonctions Lebesgue-mesurables de puissance p-iéme integrable sur €2
H'(Q) I'espace de Sobolev d’ordre 1 sur €.
H; (Q) 'adhérence de D () dans H' (Q)
H1(Q) I'espace dual de H} (£2)
H = (I) Pespace de Sobolev d’ordre § sur T'.
oy lespace { p € H (Q) : =0 sur I';}
v I’application trace.
Si H est un espace de Banach réel, on utilise les notations :
H’ le dual topologique de l'espace H.
H'=  {o=(w) /@€ Hi=T,n}
H " = { z = (vij)/wyy = x5 € Hyi,j =1,...,n},
(., ErxH le produit de dualité entre 'espace H' et I'espace H .
IBIF?: la norme de l'espace H .
2 I’ensemble de toutes les parties de H.
Ty —> X la convergence forte de la suite (z,,) vers I’élément x dans H .
Ty — X la convergence faible de la suite (z,,) vers I'élément x dans H .
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Pour une fonction f, on note :

dom(f) le domaine de f.

epi(f) I’epigraphe de f .

8% la dérivée de f par rapport a la i-éme composante x;.

1! la dérivée de f par rapport au temps.

%{ la dérivée particulaire de f .

Vf le gradient de f .

D(f) la partie symétrique du gradient de f, D(f) = 3(Vf+ V' f).
div(f) la divergence de f.

af le sous-différentiel de f.

Autres notations :

lim inf la limite inférieure.

Sh I’espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 sur R”.
Div(o) la divergence du tenseur o € S, .

o le déviateur du tenseur o € S,, .

tr(o) la trace du tenseur o € .5, .

) le tenseur identique.

p.p presque partout .

|.| la norme Euclidienne de R" et .S, .

%

le produit scalaire Euclidienne de R" et S, .
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Introduction

Un fluide de type Bingham, qui est un milieu visco-plastique, vérifie les lois générales de
la mécanique des milieux continus et a une loi de comportement non linéaire particuliére. Il
est utilisé pour modéliser plusieurs types de fluides, comme par exemple des peintures et la
lave volcanique, d’ou le grand intérét de son étude.

Dans les écoulements de faible épaisseur, lorsque 1’épaisseur diminue, 'influence relative
des effets de surface par rapport aux effets de volume augmente. Il convient alors d’accorder
une importance particuliére & ce qui se passe & l'interface fluide solide et qui induit les
conditions aux limites & imposer aux équations décrivant 1’écoulement.

Usuellement, la plupart des travaux mathématiques concernant les équations de Navier-
Stokes supposent des conditions d’adhérence aux parois, plus rarement des conditions de
glissement ou des conditions en pression. Dans le cas des écoulements de faible épaisseur, on
sait justifier |2, 6, 20| par des techniques asymptotiques I’approximation des équations de
Navier-Stokes par une équation dite de Reynolds, laquelle prend en compte implicitement
les conditions limites aux parois.

L’étude du comportement asymptotique a déja été faite et des résultats ont été obtenus
pour plusieurs fluides. Le premier résultat, di & Bayada et Chambat [5] justifie I'équation
de Reynolds, obtenue a partir deséquations de Stokes considé rées dans un domaine mince.
L’écoulement du type Nazarov-Stokes est traité par Assemien, Bayada et Chambat [4], ainsi
que par Nazarov [33] pour différentes conditions aux limites du domaine d’étude.

Pour les problémes non linéaires, plusieurs résultats sont connus, mais aucun n’englobe
le cas du fluide de Bingham. Ainsi, I’ écoulement d’un fluide dont la viscosité est donnée par
une loi de puissance a été traité par Mikelic et Tapiéro [30, 31] et par Bourgeat, Mikelic et

Tapiéro |9] Par ailleurs, Taous [41] a ¢ tudié une classe des fluides a viscosité non linéaire,
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le modéle de viscosité étant celui de Litvinov [26] . En fin Bunoiu et Saint Jean Paulin
[13] ont étudié une classe des fluides & viscosité non linéaire, parmi les quels ont trouve les
fluides du type Cross, Carreau et Williamson. Les auteurs de [11, 12] ont étudié le méme
probléme, dans lequel seules les conditions de Dirichlet sur la frontiére ont été considérées.

Ce mémoire a pour objet ’étude d’un probléme de transmission entre deux fluides incom-
pressibles, rigides et viscoplastiques de Bingham dans une couche mince bidimensionnelle en
régime stationnaire, en supposant que les coefficients caractéristiques des deux fluides sont
différents et en imposant sur 'interface de contact fluide-fluide des conditions aux limites de
transmission naturelles, autrement dit continuité des vitesses et continuité des contraintes,
ainsi que des conditions sur I'un des deux bords de la couche mince.

Cependant, nous abordons ici un probléme de transmission entre deux domaines bidi-
mensionnels 5 et 25 en couche mince (les épaisseurs relatives au parameétre €), et nous
supposons qu’il n’y a pas de séparation entre les domaines pendant le processus, c’est-a-
dire que le contact est bilatéral. Nous avons donc la méme difficulté induite par I’absence
des hypothéses de symétrie que dans le probléme du revétement. On cherche & connaitre le
comportement asymptotique des fluides lorsque ¢ tend vers zéro.

Le travail est composé comme suit :

Le premier chapitre, aborde briévement des notions générales pour faciliter la lecture
de ce mémoire. Aussi bien que pour la bonne compréhension des problémes traités dans la
suite. Nous commengons par un rappel des notions générales de la mécanique de milieux
continus : on introduit mathématiquement par I’établissement d’un systéme d’équations aux
dérivées partielles posé sur un domaine de R?. Ce systéme comprend la loi de comportement
du fluide, ’équation du mouvement et du corps ainsi que les conditions initiales et aux
limites auxquelles il est soumis. La loi de comportement du fluide de Bingham traitée dans

ce mémoire donnée par :

G = pe*D(u) + gerpid si |D(u)] #0 e )
5 <ge si [D(u)| =0 ’

ou ¢ désigne le déviateur du tenseur des contraintes o, u représente le champ des vitesses,
D(u) désigne le tenseur taux de déformation, pe?, ge > 0 sont les coefficients qui caracté-
risent le modeéle de Bingham et qui représentent respectivement : la consistance (la viscosité)
et le seuil de plasticité

Ce modéle est proposé par Eugéne Cook Bingham (1878-1945) en 1916. lorsque g = 0,

on retrouve le modéle de Navier-Stokes (Newtonien).
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Nous présentons ensuite quelques résultats classiques de ’analyse fonctionnelle non li-
néaire : on introduit les fonctions convexes, les opérateurs fortement monotone, les inéqua-
tions variationnelles elliptiques. Pour finir nous rappelons les espaces fonctionnels et les
principales notations utilisées.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a I’étude d’un probléme de transmission
entre deux fluides incompressibles, rigides et viscoplastiques de Bingham dans une couche
mince qui occupent deux domaines bornés 2] et €25 en dimension deux avec contact bilatéral
et des conditions aux limites de transmission naturelles, en supposant que les coefficients
caractéristiques des deux fluides sont différents. Dans ce cadre, on décrit la position du
probléme et les conditions aux limites, concernant le champ de vitesse, et le champ des
contraintes qui nous permettent de faire la formulation variationnelle du probléme méca-
nique de départ, puis nous étudions l'existence et 1'unicité de solution faible du probléeme.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude du comportement asymptotique
d’un probléme de transmission lié par les fluides incompressibles, rigides et viscoplastiques
de Bingham en régime stationnaire avec des viscosités différentes i, et s, dans des domaines
3, Q5 supposés minces, avec des conditions aux limites de transmission naturelles a 'in-
terface de contact entre deux domaines. Nous commengons par décrire le cadre fonctionnel
dans lequel nous allons travailler, et la formulation variationnelle du probléme concernant le
champ de vitesse et le champ de la pression. Ensuite, nous utilisons les différentes inégalités
de Poincaré, Korn, Cauchy-Schwartz, Young et Holdre pour obtenir des estimations a priori.
Ce qui nous permet de faire un passage a la limite afin d’obtenir le probléme limite [35, 38].

Dans ce cas nous avons obtenu [39] :

d du | V2 . [(Ouy Oun | V2 . [(Oun
H1 + - g1519n + 2 + = g2s1gn

Oy dy 2 oy Ay 2 dy
—~ dp ~ dpy .
:fn—%—i-fm—%lnf[ 1O UQy).

Ot pq et uo sont les consistances de milieux €2 et €25 respectivement, g; et g sont le seuil de
plasticité de milieux €2; et {25 respectivement, 7,\1 est la premiére composante de la fonction
]?i qui représente une densité massique des forces extérieures de milieux Q; (i =1, 2), uy
est la premiére composante de la fonction @; (i = 1, 2) et ((u11,0), (¢21,0)), (p1,p2) sont le

champ de vitesse et la pression des problémes limites dans €21 U §2s.
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Chapitre
Modélisation et outils mathématiques

Le but de ce chapitre est d’introduire les outils mathématiques et mécaniques nécessaires
pour une bonne compréhension de la suite des problémes traités. Il comporte deux sections.

Dans la premiére section, nous commencons par un rappel des résultats essentiels de la
théorie des milieux continus et la loi de comportement du fluide de Bingham , puis, nous
présentons le systéme d’équations aux dérivées partielles qui modélisent quelques problémes
aux limites modéisant le comportement fluide dans le cas stationnaire et ce dans un domaine
bornéen dimension deux, ensuite nous décrivons les diférentes conditions de contact qui
interviennent dans tout le document.

La deuxiéme section comprend des rappels sur les résultats classiques de 'analyse fonc-
tionnelle non linéaire, on y présente ici quelques résultats fondamentaux concernant les
fonctions convexes, les inéquations variationnelles elliptiques. Pour finir, nous rappelons les

notions de bases ainsi que quelques résultats sur les espaces de Sobolev.
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Saihi Bochra 1.1 Modélisation

1.1 Modélisation

L’objet de cette section est d’établir le cadre physique et mathématique décrivant des
problémes de contact en mécanique des solides et des fluides utilisés dans ce mémoire en
suivant [7], [14], [17], [24], [40] et [29]. Ceci se traduit mathématiquement par I’établissement
d’ un systéme d’ équations aux dérivées partielles posé sur un domaine de R? (d = 2, 3). Ce
systéme comprend la loi de comportement du matériau ou fluide, I’ équation du mouvement

du corps ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

1.1.1 Les équations de conservation

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné 2 de R? pendant un inter-
valle de temps |0, T[. Lorsque 'hypothése des milieux continus est vérifiée, nous considérons
un milieu continu qui occupe un domaine borné 2 de R? pendant un intervalle de temps
10, T régi par les principes de la thermomécanique des milieux continus qui permettent
d’établir les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement. Nous allons

préciser ici 'ensemble des équations correspondantes, dans (2, on a :

1. I’équation de conservation de la quantité de mouvement :
Soit u(z,t) le champ des vecteurs vitesse a 'instant ¢ €]0, T'[ des points x = (z1,23) €
2 du milieu continu en mouvement par rapport au repére (ox), o(x,t) de composantes
O (I,m = 1,2), est le tenseur des contraintes. La loi fondamentale de la mécanique
des milieux continus exprimant ’équivalence entre le tenseur des forces extérieures et
le tenseur des accélérations pour un systéme matériel quelconque, conduit a I’'équation
du mouvement suivante :

p <% + u.Vu) = Divo + f. (1.1)

ou le vecteur f, de composantes fj(I = 1,2), représente une densité massique des
forces extérieures, p = p(z,t) est la densité du milieu au point z € 2 et Div désigne

I'opérateur divergence, c’est- a-dire

&nm

Divo = ,(I,m=1,2). (1.2)

Tm

2. L’équation de conservation de la masse :
La forme locale de la conservation de la masse s’applique seulement sur un point

x = (x1,29) € §2 de I'élément de volume 02 du milieu. L’expression générale de
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Saihi Bochra 1.1 Modélisation

I’équation de conservation de la masse s’écrit :

0
a—f 4 u.Vp+ pdiv(u) = 0. (1.3)

Le processus d’évolution modélisé par (1.1) contient un terme non linéaire par rap-
port aux composantes de la vitesse, dans certaines situations I’équation (1.1) peut se
simplifier. S’il s’agit d’un probléme statique le premier membre des équations (1.1) est

identiquement nul et on les appelle équations d’équilibre
Divo+f=0 (1.4)

Elles sont alors linéaires par rapport aux composantes o, du tenseur des contraintes.
Cette situation s’applique également lorsque le champ de vitesse u varie trés lentement
par rapport au temps dans le cas ou les deux termes p% et pu.Vu sont négligeables

(processus quasi-statique).

3. L’hypothése d’incompréssibilité du volume pour les milieux fluides :
Un fluide est dit incompréssible lorsque son volume demeure constant sous l'action
d’une pression externe. L’hypothése d’incompréssibilité trés réaliste physiquement, se
traduit par
TrD(u) =0

ot D(u) est le tenseur des taux de déformation, de composantes

1
_ 1w Oy g o (1.5)

m() =55+ 5,

Le milieu est dit homogéne, si sa densité est indépendante de z. Donc I'équation de
conservation de la masse se réduit a

9]

P 0.
ot

p constante indépendante de z et t. Il est méme possible de poser p = 1, ce qui est

fait dans la suite, et revient simplement a choisir I'unité de densité de la masse.
Dans le cas du milieu non-isotherme, 1’¢é quation de conservation de I’énergie du pre-
mier principe de la thermodynamique. Cependant, nous considérerons toujours que la
température milieu sera constante dans tous les problémes posés dans ce mémoire.
D’un point de vue mathématique, nous disposons trop d’inconnues par rapport au

nombre d’équations. Il est facile de voir que les fonctions inconnues sont au nombre
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Saihi Bochra | 1.1 Modélisation

de cinq, représentées par les composantes oy, (I, m = 1,2) du tenseur des contraintes
(symétrique) et les composantes u; (I = 1,2) de la vitesse. Donc les équations pré-
cédentes sont insuffisantes pour décrire les mouvements des milieux continus, elles
doivent étre complétées par d’autres relations que I'on appelle lois de comportement,
qui sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations et
leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour établir
une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidimension-
nels constituent le point de départ dans I’établissement de ces lois. Nous présentons
ci-dessous la loi de comportement visco-plastique du fluide de Bingham traitée dans

ce mémoire.

1.1.2 Loi de comportement du fluide de Bingham

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu
continu. Bien quelles doivent respecter certaines propriétés d’invariance, leur origine est
souvent expérimentale et ¢’ est toute une série d’essais physiques qu’il faut réaliser pour
obtenir une loi de comportement. On présente ici une description de la loi de comporte-
ment visco-plastique du fluide de Bingham traité dans ce mémoire en suivant [21], [22] et
[32]. Le modéle de Bingham est caractérisé par la propriété suivante : le matériau com-
mence & s’écouler seulement si les forces appliquées dépassent une certaine limite, dit seuil
de plasticité . Pour décrire ce modéle, on a besoin de certaines notations.

Soient u le champ des vitesses et D le tenseur taux de déformation défini par :

1
D(u) = §(Vu + V'u). (1.6)
On considére aussi son déviateur
- 1
D=D-— Etr(D)é, (1.7)

ou tr(D) représente la trace de D et ¢ le tenseur identique. On note par o le tenseur des

contraintes de Cauchy et son déviateur
o =0+ po. (1.8)

Dans ’équation (1.8) le scalaire —p = %tr(a) représente la partie sphérique du tenseur des
contraintes. On peut identifier p avec la pression. En plus des déviateurs D et &, e un autre
tenseur S est introduit comme étant la partie des contraintes qui correspond aux propriétés

plastiques du matériau. Pour décrire un tel processus, on utilise une collection de fonctions
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Saihi Bochra | 1.1 Modélisation

réguliéres t — (D(t),5(t),S(t)) pour t € [0,7] ot T > 0 est la durée du processus. Le

modeéle rigide viscoplastique de Bingham supposé que

& =S4 2uD, (1.9)
f(8) =15 —g¢* <0, (1.10)
D = A28, (1.11)

ou u est le coefficient de viscosité ,\% est le seuil de plasticité pour le cisaillement pur et A

est une fonction telle que

{)\(t)zo si f(S)<0 ou f(S)=0 et f/(S)<0,

(1.12)
At)>0 si f(S)=0 et f/(S)=0.

Dans (1.12), f/(S) désigne la dérivée par rapport au temps de la fonction ¢ — f(S(¢)) et
(1.10) est la condition de Von Mises (1883-1953). En tenant compte de (1.10), I'invariant
Sy = %\S > ne doit pas dépasser la carré du seuil de plasticité pour le cisaillement pur \%.

D’aprés (1.11) et (1.12), il vient que le déviateur du tenseur taux de déformation peut
varier seulemet si S reste sur la surface f(S5) = 0, en se déplagant le long de cette derniére.
Pour tout autre processus, D est nul. CVest la raison pour laquelle |S| = g est appelé
condition d’écoulement.

Dans le modéle de Bingham, on suppose toujours 'incompressibilité du volume, c’est-a-

dire

pour n’importe quel processus de n’importe quelle durée T" > 0.
Le modéle de Bingham peut étre considéré en utilisant seulement les tenseurs D et 7
En effet , de (1.9) et (1.11) , on a

&= (14 4p))S. (1.13)
5] = (1 +4p\)|S]. (1.14)

Si|o| > g, alors de (1.10) et (1.14) on déduit que A > 0 et de (1.12) on a |S| = ¢ > 0.

L’équation (1.14) entraine que

De (1.11) et (1.13), on a
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Comme tr(D) = 0, on aura d’aprés (1.7) que D = D. Par conséquent

1 g>~
D:— 1—T .
2u< ]

Supposons maintenant que || < g. Alors si |[S| = ¢, de (1.14) on obtient A = 0, et si
|S| < g, de (1.12) on aura aussi A = 0. D’ou finalement D = 0. Ainsi, on obtient la loi de

comportement du fluide de Bingham suivante :

1 L
D:{ (1= 5o si o] >g. (1.15)

0 st o] <g.

On peut aussi inverser ’équation constitutive (1.15). Si |[D| = 0, d’aprés (1.15), ona |6 < g
etsi|D|#0,onald|>g.
Par ailleurs, on sait que |6] = 2u|D| + g, donc si on combine cette formule avec (3)

I'équation constitutive (1.15) s’écrit :

{ & =2uD+g Si|D|#0, 116

6| <g Si |D| =0.

11 facile de voir que les deux lois constitutives (1.15) et (1.16) sont équivalentes. Par consé-
quent, on considére (1.16) comme étant la loi de comportement du fluide de Bingham. Par
ailleurs, les expériences physiques ont montré que les coefficients qui caractérisent le modele
mécanique de Bingham, autrement dit la viscosité p et le seuil de plasticité g, dépendent de

la température, ce qui explique le comportement thermique de fluide de Bingham.

Remarque 1.1.1. Si dans la loi de comportement (1.16), on prend g = 0 , on obtient la
loi de comportement d’un fluide visqueux incompressible Newtonien. Par conséquent, pour
g suffisamment petit, le fluide de Bingham peut étre considérer comme un modéle voisin
des fluides visqueux Newtoniens. Si g est strictement positif, on obtient la loi de comporte-
ment du fluide de Bingham, on observe des zones rigides au sein de [’écoulement. Quand
g croit, ces zones rigides augmentent et peuvent bloquer completement l’écoulement. Cette
propriété s’appelle propriété de blocage. Le fluide de Bingham posséde la particularité supplé-
mentaire, mise en évidence par la loi de comportement (1.16) : tant que le seuil g n’est pas
atteint, le fluide se déforme comme un milieu rigide sans couler. On explique physiquement
ce phénomene par le fait que ces fluides sont pour la plupart des suspensions de particules
quasi-sphériques dans un solvant. Quand les particules sont faiblement concentrée, le seul
effet de leur présence est d’augmenter la viscosité proportionnellement a la concentration des

particules. Si on augmente toujours la concentration, les particules finissent par se toucher.

Mémoire :Probleme de transmission entre deux fluides de Bingham dans une couche mince

9]



Saihi Bochra | 1.1 Modélisation |

Le solvants n’occupe plus que les interstices. Le liquide devient pdateur a cause des forces
entre les particules en contact. Pour provoquer son écoulement, il faut vaincre toutes ces
. N . .
forces, ce qui permet d’expliquer [’existence du seuil g.
Un tel comportement s’observe dans le cas de certaines huiles ou de certaines boues,
utilisé es dans la technique des forages pétroliers ainsi que dans certaines peintures. On
l'utilise aussi pour décrire ’écoulement a haute température de certains corps solides, par

exemple le processus de moulage de métaux. Pour plus d’exemples, on revoit auzr ouvrages

13, [16], [19] et [34].

1.1.3 Condition aux limites de contact

Nous présenterons les différentes conditions aux limites utilisées pour la fermeture du
probléme que nous utilisons par la suite dans ce mémoire. Supposons dans cette section que

le milieu occupe un domaine {2 de R? donné par
Q={(r,y) eER*: 0<x<1,0<y<h(x)},

de frontiére réguliére notée I' = I'y Uy , ot I'; est la frontiére inférieure d’équation y = 0,
[’y est la frontiére supérieure d’équation y = h(z). On suppose que

h :]0,1[— R%, est une fonction de classe C".

— T, la surface ou on a des conditions imposées en vitesse (condition de Dirichlet) :
u = 0.

Contact bilatéral entre deux domaines. Supposons dans ce paragraphe que le milieu
occupant deux 2, et (2, de R? ol les deux domaines sont en contact bilatérali.e. il n'y a
pas de séparation entre deux corps pendant le processus, il s’git d’un contact bilatéral.En
posant (21 =]0,1[x]|0,hi(x)] et (2% =|0,1[x]hi(z), ho(x)], ot h,; :]0,1[— R’ est une
fonction de classe C1,i =1, 2.

Les frontiéres des (21, (2, seront notées 0y = Ty U et 0y, = Ty UT,
respectivement.l'y est la surface bilatérale définie par y = hy(z).I'; est la surface inférieure
définie par y = 0 et I'y est la surface supérieure définie par y = hs(x). On note par n le
vecteur normal extérieur unitaire sur la frontiére I'y orientée vers 'extérieur de §2; et vers
Iintérieur de (2.

— Sur la surface inférieur et supérieure ,nous supposons

u; =0 sur I';;i=1,2.

Mémoire :Probleme de transmission entre deux fluides de Bingham dans une couche mince



Saihi Bochra 1.2 Outils mathématiques

— Sur la frontiére bilatérale entre deux domaines,nous supposons

u —us =0 sur Iy,

om—oon =0 sur I,

autremennt dit continuité des vitesses et continuité des contraintes .

1.2 Outils mathématiques

Dans cette section, nous introduisons des rappels sur les résultats classiques de ’analyse
fonctionnelle non linéaire, on y présente ici quelques résultats fondamentaux concernant les
fonctions convexes, les inéquations variationnelles elliptiques. Pour finir, nous rappelons les

notions de bases ainsi que quelques résultats sur les espaces de Sobolev.

1.2.1 Elément d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Nous rappelons quelques résultats concernant les inéquations variationnelles elliptiques
qui interviennent dans 1’étude des problémes mécaniques.Nous donnons aussi quelques théo-
réemes de convergence faible dans un espace de Hilbert.Nous commencons par rappel sur les
fonctions convexes,les fonctions semi-continues inférieurement et la différentiabilité , voir
pour plus détails [10] et [18].

Fonctions convexes et différentiabilité
Etant donné un espace vectoriel réel X, soit ® : X — R une fonction .On note par

dom(®) I'ensemble défini par :
dom(®) ={ueX : ¢(z)< +oo},
® est dite propre si dom(P) # &. P est dit convexe si
P(Au+ (1 = AN)v) < A(u) + (1 — A\)P(v) Yu,v € dom(®),VA € [0,1],

La fonction ® est dite strictement convexe si cette derniére inégalité est stricte pour tout
u,v € dom(®) et tels que u = v.

Soit X un espace topologique, une fonction ® : X — R est dite semi-continue inférieurement
(s.c.i) si 'ensemble {u € X : ®(u) < a} est fermé pour tout o € R. Si une fonction & est

s.cien u et si (u,) est une suite qui converge vers u on a lim, , inf P(u,) > ®(u) . La
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norme d’un espace normé est semi-continue inférieurement pour la topologie faible . On a

donc , pour tout v € X : (u,) — v on a

n—oo

Théoréme 1.2.1. soit X un espace de Hilbert et soit ® : X — R une fonction conveze et
propre . Alors ® est semi-continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue

inférieurement pour la topologie faible de X .

Proposition 1.2.1. Soit X un epace topologique et soient @, : X —]— o0, +oo[ deux fonc-
tions semi-continue inférieurement en u € X. Alors ® 41 est semi-continue inférieurement

en u.

Une fonction ® : X — R est dite Gateaux-différentiable en un point u € X sil existe un
élément VO(u) € X tel que

! _ d 1 —1
(@' (u),v)y = afb(u + AU) |x=0= )\1210/\ (®(u+ Av) — P(u)) Vv e X.

L’élément ®'(u) est appelé la différentielle au sens de Gateaux de ¢ au point u.
La fonction ® est dite Gateaux-différentiable si elle Gateaux-différentiable en tout point
de X, dans ce cas l'opérateur u — V& : u € X — ®'(u) € X s’appelle le gradient de la
fonction ®.

Nous donnons une caractérisation de la convexité en termes de différentielle au sens de

Gateaux de la fagon suivante .

Proposition 1.2.2. Soit X un espace de Hilbert et soit & : X — R une fonction Gateauz-
différentiable. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) ® est conveze ,

(11)) ®(v) — ®(u) > (P (u),v —u)x Vu,v € X.

(iii) (P'(v) — D'(u),v —u)y =0 Vu,v € X.

Convergence faible dans les espaces de Hilbert.
Une suite (f,,) C X converge faiblement dans X vers un élément f € X, et on note f, — f,
si pour tout v € X, le produit scalaire (f,,v) converge vers (f,v)

limite faible de la suite (f,).

dans R. f s’appelle

xT
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Théoréme 1.2.2. (Théoréeme de représentation de Riesz-Fréchet). Soit X un espace
de Hilbert réel et (f,v) un produit scalaire de X.Pour tout p € X', il existe f € X unique
tel que

() xrx = (fiv), YoeX et ol =fllx-

L’importance de ce théoréme est que toute forme linéaire continue sur X peut se repré-
senter a 'aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme isométrique
qui permet d’identifier X et X’. Donc tout espace de Hilbert est réflexif,on a le théoréme

suivant :

Théoréme 1.2.3. Soit (f,) une suite bornée de X il existe alors un élément f € X et une

sous-suite de f, telle que f, — f.

Proposition 1.2.3.
(1) Toute suite faiblement convergente est bornée .
(2) Soient (f,) une suite qui converge faiblement vers u et (g,) une suite qui converge
fortement vers g.Alors
im (fn, 9n) = (f19)x -
(3) Si X et Y sont des espaces de Hilbert réels,et si u € L(X,Y),alors l'image par u de

toute suite dans'Y wvers u(x).

Le résultat crucial suivant est une conséquence du théoréme Riesz-Fréchet et du théoreme

de Banach-Alaoglu .

Théoréme 1.2.4. (Théoréme de compacité faible de la boule unité fermée des
espaces de Hilbert. Si X est un espace de Hilbert , alors toute suite bornée dans X admet

une sous-suite faiblement convergente.

Inéquations variationnelles elliptiques

Nous commencons ce paragraphe par quelques propriétés des formes bilinéaires dans un
espace de Hilbert. Donc, on considére un espace de Hilbert X muni du produit scalaire
(.,.)x et la norme associée ||.|| et X' I'espace dual de X en notant par (.,.) .,y pour le
produit de dualité entre X et X’.
On dit qu’une forme bilinéaire a : X x X — R est :

(i) Continue , s’il existe un réel C' > 0 tel que

a(u,v) < Clluflx [lvllx, Vu,veX
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(ii) Coercive , 8’il existe un réel o > 0 tel que

a(v,v) > alvli, YveX

Théoréme 1.2.5. (Représentation des formes bilinéaires). Soit a : X x X — R une

forme bilinéaire,continue sur X x X. Alors il existe un unique opérateur linéaire borné
A€ L(X; X') tel que :

Vu,v € X :a(u,v) = (Au,v) iy x -

De plus

lallx = 1AL x.x0) -

Nous rappelons un théoreme d’existence et d’unicité pour les inéquation variationnelles

de 2¢™¢ espéce qu’on va utiliser dans le deuxiéme chapitre de ce mémoire .

Théoréme 1.2.6. Soit K un convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert X, muni de la
norme ||.||x ,a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercitive de K x K dans R, et J une
fonctionnelle de K dans R convexe , semi-continue inférieurement et propre , alors pour
tout forme linéaire L définie sur X , il existe un unique u dans X solution de l’inéquation

variationnelle :
a(u,v—u)+ J(v) —J(u) > L(v —u).

Opérateurs monotones et inéquations variationnelles

Soient H un espace de Banach réflexif et séparable, A : H — H’ un opérateur non
linéaire , ¢ : H —] — 00, +00[ une fonction propre et f € H'. Un nombre considérable et
problémes aux limites en mécanique des milieux continus ont un lieu avec les problémes
suivants.

Trouver u € H tel que
(Au, v —uw)mxu + ¢(v) —pu) > (f,v — w)mna Vv e H, (1.17)

ou (., Yy xu est le produit de dualité entré H' et H.

Le probéme (1.17) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce sur
H.
L’opérateur A est dit :
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(i) Strictement monotone si

(Av — Au,v —u)gxag >0. Yu,v € H, (1.18)
(Av—Au,v—u)gyg =0=v=nu. '
(ii) coercif si
A /
li AW WHAR i = oo, (1.19)

[ufle
(iii) Hémi-continu si la fonction réel le ¢ — (A(u + tv, v))m «u est continue pour tout
teR.

En ce qui concerne le probléme (1.17), on a le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 1.2.7. (Minty(1929-1986)-Browder(1927-2016)) .

Soit A : H — H' un opérateur Strictement monotone, borné , hémi-continu et coercif
et soit ¢ une fonction convere et semi-continue inférieurement pour la topologie faible de
H. Alors l'inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce (1.17) admet une solution

unique.

1.2.2 Espaces fonctionnels et opérateurs divergence et déformation

Nous commencons par un rappel d’analyse fonctionnelle concerant 1’espace des distri-
butions , les espaces L?(2) et les notions principales de la convergence faible. Ensuite ,
nous présentons également les espaces de Sobolev et les principales propriétés notamment

les théorémes de trace .[1], [15], [16], [22], |23], [10] et [25].

Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Nous allons introduire dans ce paragraphe un résumé d’analyse fonctionnelle, et quelques
résultats qui interviennent dans 1’étude de probléme de ce mémoire .

Soit 2 un ouvert de R . On désigne par C§°(£2) (ou D({2) I'espace des fonctions de classe
C> a support compact dans (2.

On munit C§° de la < pseudo — topologie >, c’est-a-dire qu’on définit une notion de

convergence dans Ci°((2).

L’espaces des distributions D’'({2) est le < dual > de D({2), c’est-a-dire I'espace de

formes linéaires continues sur D(2) .On note (T, ®) = T'(P) le produit de dualité entre une
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distribution T" € D'(§2) et une fonction ® € D(S?2) : ce produit de dualité généralise 'inté-
grale usuelle |, o I ® dx. En effet, on vérifie que si f est une fonction localement intégrable

dans {2, alors on peut définir une distribution 7% par :

(Ty, ®) = [, f.® dr.

On peut aussi munir D’({2) d’une notion de convergence : on dit qu’une suite T,, € D'({2)

Converge au sens des distributions vers 7" € D'({2) si, pour tout ® € D({2),

lim (T,®,) = (T, ®).

n—+400

Définissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si 7" € D'({2), la

dérivée 2L € D'(12) est définie par :

<§£’q>> - <T’ §—i> V@ € D(£2). (1.20)

Pour 1 < p < 0o . on note LP({2) l'espace de Lebesgue défini par :

LP(2) = {u: 2 - R mesurable; [, |u(z)]" dz < 0o},

muni de la norme
oy = (fo lu(x) " dz)*
et pour p = 0o, on note
L>®(2) ={u: 2 = R mesurable;sup ess,cq |u(z)] < +o0},
muni de la norme
ull oy = SUPsegess u(@) =inf (M >0 [u(@)| <M ppwe )

Pour tout 1 < ¢ < oo on notera ¢ 'exposant conjugué de p défini par % + % = 1 avec la
convention - = 0. Pour tout u € LP(£2) et v € Lif2) ,onauv € LY(02) et

luvll gy < Nl ooy - 1Vl ooy (Pinégalité de Holder).

Théoréme 1.2.8. (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue (1875-1941).
Soit (uy,) une suite de fonctions mesurable .On suppose que
(1) u,(z) = u(z) ppx e 2,

(ii) il existe une fonction v € L*(2) telle que pour chaque n,
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|un ()| > v(z)p.p.x € 2;Vn € N
Alors w € L'($2) et |Jun — ull 1) — 0.

Remarque 1.2.1. [l résulte de l'inégalité de Holder que si (u,) une suite telle que u,, — u
dans LP(§2), et (v,) une suite telle que v, — v dans Li(§2) .On obtient que la suite

(unvy,) C LY(£2)converge vers uv dans L'(§2), ce qui implique

lim U Uy, dr = |, uv dzx.
im [ upon Jo

Le résultat suivant, qui est presque l'inverse du théoréme de convergence dominée de
Lebesgue, il est d’une certaine importance dans I’étude des équations non linéaires, il établit
une certaine relation entre la convergence dans le sens de la norme de L (2) et la convergence

presque partout sur {2.

Théoréme 1.2.9. Soit (u,), une suite de fonctions intégrables telle que w, — u dans

LY(02). Alors, il existe une sous suite (uy,, ) et v € L*(£2) telle que
up, = v p.p dans 2 et |uy|<v p.p dans (2.

Définition 1.2.1. Soit E un espace de Banach . Une suite (u,) C E converge faiblement

dans E vers élément u € E , et on note u, — u, st
(fyun) — (f,u) ,Vf € E' est dual de E .

Théoréme 1.2.10. (de Bolzano (1781-1848) et Weierstrass (1815-1897)).
Soit E un espace de Banach réflexif, et soit (z,,) une suite bornée dans E. Alors il eziste

une sous suite extraire (x,,) qui converge faiblement dans E.

Proposition 1.2.4. Soit E un espace de Banach , et une suite (u,) C E. Alors
(1) u, — u implique u, — u.
(2) Siu, — u, alors (u,) est bornée et nli_rgg l|wn]] > [|ul| -
(3) Siu, = u dans E et f, — f dans E, alors il suit que {fn,u,) — (f,u).
(4) St u, —u dans E' et f, = dans E, alors il suit que (fn,u,) — (f,u).

Définition 1.2.2. Soit E un espace de banach . Une suite (f,) C E' converge faiblement

étoile vers un élément u € E', et on note f, —=* f, si
(fosu) = (fiu),Vu e E

Théoréme 1.2.11. (d’Aloaglu)
Soit E un espace de Banach séparable , et soit (f,) une suite bornée dans E' le dual de E.

Alors il existe une sous -suite extraire (f,,) qui converge faiblement dans E'.
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Proposition 1.2.5. Soit E un espace de Banach , et soit (f,) une suite dans E' le dual
d’espace E.

(1) fn — f implique f, —=* f.

(2) Si fn, —* f, alors (f,) est bornée et nli_)ng Nl = 1A

(3) Siu, »u dans E et f, —=*f dans E', alors il suit que (f,,u,) — (f, u).

(4) Si f, = f dans E' implique f, —* f.

(5) Si E est réflexif , alors f, —* f est équivalente a f, — f dans E'.

Théoréme 1.2.12. (Théoréme de représentation de Riesz - Fréchet).
Soit H un espace de Hilbert réel et (.,.)g un produit scalaire de H.Pour toute ¢ € H', il
existe f € H unique tel que :

(o, V) e = (Frv)n Yo e H et gl = £l

Nous dirons qu’une suite (f,,)nen dans H converge faiblement vers (f € H) si pour
tout v € H les produits scalaires (f,,v) convergent vers (f,v) dans R.Nous noterons cette
convergence par le symbole — pour la distinguer de la convergence forte (c’est-a-dire pour

la norme hilbertienne) :

fu = T m -7l =0
fn — f&Yued, Jilgo(fn,v):(f,v),

Proposition 1.2.6.

(1) Une suite dans H qui converge fortement vers f € H converge aussi faiblement vers
f.

(2) La propriété < toute suite dans H qui converge faiblement vers f € H qui convege
faiblement vers f € H converge fortement vers f > est vraie si et seulementsi la
dimension de H est finie .

(3) Toute suite faiblement convergente est bornée .

(4) St E et F sont des espaces de Hilbert réels, et si uw € L(E,F) , alors l"image par u
de toute suite dans E faiblement convergente vers un élément x € E est faiblement

convergente dans F vers u(z).

Le résultat crucial suivant est une conséquence du théoréme de Riesz-Fréchet et du

théoréeme (1.2.11) de Banach-Alaoglu.

Théoréme 1.2.13. (Théoréme de compacité faible de la boule unité fermée des

espaces de Hilbert).
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St H est un espace de Hilbert , alors toute suite bornée dans H admet une sous-suite faible-

ment convergente .

Rappels sur les espaces de Sobolev

Nous définissons les espaces de Sobolev qui sont les espaces de fonctions permettant de
résoudre les formulation variationnelles d’equations aux dérivées partielles.Par la suite, {2 est

un ouvert borné régulier de R3. Pour p = 2, L?(§2) est I'espace des fonctions mesurables de

carré sommable dans £2.Muni du produit scalaire

(u,v) L2(92) — frz

L*(£2) est un espace de Hilbert.On note

1
[l 120 = (Jq lu(z )| dz)*®

la norme correspondante.

Définition 1.2.3. Soit 2 un ouvert de R%.L espace de Sobolev H(§2)est défini par :

ou
aZL'i

HY () = {u € L*(92) tel que Vi€ {1,...,d} € L2(Q)} , (1.21)

ol g—“ est dérivée partielle de u est la dérivée de u au sens des distributions (1.20)

Proposition 1.2.7. L’espace de Sobolev H'(§2) est muni du produit scalaire
()i = | (ua)o(e) + (o). v via)ds

et de la norme )
3

ol = ([ (ut)F + 19ut)Pyte ) (122
espace de Sobolev H'(£2) est un espace de Hilbert.

Voici 'inégalité trés utile portant sur les normes de Sobolev.

Proposition 1.2.8. (Inégalité de Poincaré .)

Soit 2 un ouvert de borné de R?, Alors il existe une constante C' telle que pour toute

fonction u € H(02),

[l 2y < Cllvull g2
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En particulier , ||7ul[ 2o - est une norme équivalente a celle de Hi(Q2) ( H) () désigne le

sous espace vectoriel des fonctions de H'(§2) nulles sur T ).

Traces des fonctions H(2)

On peut mentionner le résultat suivant sur les traces des fonctions H'({2).

Théoréme 1.2.14. Soit 2 un ouvert régulier de R? . Alors il existe un opérateur trace , tel

que :
v : HY(2) — L*(T') est compact.
On définit Uespace vectoriel Hz(I') comme suit :
HA(T) = {4(u);u € H'(2))
que [’on munit de la norme

1l = inf {lull o570 = £}

Les premiéres propriétés les plus remarquables et utiles a notre exposé sont les suivantes :

(1) Siue HY(R2, alors v : H'(2) — Hz (D) est linéaire surjectif et
(@l p < Cllully o Vu € HY($2).
(2) Comme £ est régulier, toute fonction u € H2(2)est la trace d’une fonction @ €

HYG), i.e. ipo = u, ot G est un ouvert de R? contenant 2.

Sur les questiones concernant les espaces traces , voir par exemple J.L. Lions et
E.Magenes .
Le théoréme de trace permet de généraliser aux fonctions de H'(2) la formule de Green

établie pour des fonctions de classe C*.
Dualité

Rappelons que le dual V' d'un espace de Hilbert V' est ’ensemble des formes linéaires
continues sur V' .Par application du Théoréme (1.2.12) de représentation de Riez,le dual de
L*(£2) est identifié a L?*(£2) lui-méme .On peut aussi définir le dual d’un espace de Sobolev

. En Poccurrence le dual de H{(£2) joue un réle particulier dans la suit .
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Définition 1.2.4. (Le dual de l’espace de Sobolev). Le dual de [’espace de Sobolev
H}(02). On note (L, <I>>H_17H01(Q) = L(®) le produit de dualité entre H}($2) et son dual pour
tout forme linéaire continue L € H=(§2) et toute fonction ® € HL(12).

Proposition 1.2.9. (propriétés de l’esspaces H'(2))
(1) L’espace H=1(§2) est caractérisé par
H7Y() = {f = v+ 2, gi avec Vg, vy, ..., Vg € LQ(Q)} :
(2) H™' est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme :

1Ll =102y = SUD)0]] 1 (L, ®) yr-1(0),113(02)| -
Remarque 1.2.2. Pour tout £2 un ouvert de R, ona
H}(2) C L*(2) = (L*(2)) c H ().

Opérateurs divergence et déformation

Nous désignons S, I'espace des tenseurs d’ordre deux sur R"(n = 2,3), et par ”.” et |.|
représentent respectivement, le produit scalaire et la norme Euclidienne induite sur R” et
Sh.
Ainsi,

n
uwv = Zuivi, lu| = (u.u)% Yu,v € R",
i=1

n
1
o7 = E 0ijTij,  |o| = (0.0)2 Vo, T €S,.
ij=1
On utilise les notations suivantes :

LX) = {o = (0i)/0i; = 05 € L*(2)/i,j = 1,n},

H' ()" = {u=(u)/u; e H(2)/i =1,n},= {u e L*(2)"/D(u) € L*(2)*"},
M, = {o e L*Q2)”"/Div(o) € L} (2)"},

ou D : HY(2)" — L2(2)™" et Div : H; — L?(£2)" sont les opérateurs de déformation

et de divergence définis par

D(w) = (Dy(w) : Dy(w) = S(usy +uy.) et Divlo) = (o13,) (1.23)

Comme la frontieére I' est Lipschitzienne, le vecteur normale sortant v a la frontiére est

" nous conservons la notation v pour

défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v € H'(£2)
désigner la trace de v sur I' et on note par v, et v, les composantes normale et tangentielle

de v sur la frontiére, données par les formules :

V,=V.U, V,=V—V,U (1.24)
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Désignons par v 'application trace
7 HY(Q)" — L)
et faisons introduire les notations
Hy = H:(D)" = y(H'(Q)") et Hp=H ()",

et par (., ->H’Fpr le produit de dualité entre H. et Hp. Pour tout o € H;, il existe un

élément noté ov € Hy tel que la formule de Green suivante soit satisfaite
(ov, )y = (0, D(V))12gpnn + (Div(o), v)rz@gpn Vv € H'(2)".
En outre, si o est assez régulier (par exemple C!), nous avons

(ov, yV)apxHy = /O‘V.Vd’}/ vv € H' ()",
r

ou dv représente I'élément de surface. Nous définissons de fagcon analogue les composantes

normale et tangentielle de o sur la frontiére I' par les formule :
O, = 0V.V,0; = OV — O, V. (1.25)

Tout au long de ce mémoire, dans les problémes mécaniques, I" est partitionnée en deux
parties mesurables et disjointes I'; et I'y, telles que mes(I'y), mes(I'y) > 0.

Nous aurons besoin de I'espace des déplacements admissibles
V={veH2)":v=0 sur T}.

L’inégalité de Korn s’applique sur V' : il existe une constante C' > 0, dépendant unique-

ment de (2 et T', telle que

ID(V)llgz(een = CllVIeoy Vv € HY(Q)" (1.26)

Mémoire :Probleme de transmission entre deux fluides de Bingham dans une couche mince



Chapitre

Probléme de transmission gouverné par le

fluide de Bingham

Dans ce travail, on a montré I'existence et 'unicité d’une solution faible de ce probléme
de transmissin. Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans la section 1, nous
présentons le probléme mécanique de transmission en régime permanent pour les deux fluides
de Bingham . En outre, nous introduisons quelques notations et le cadre fonctionnel dans
lequel nous allon travailler. Dans la section 2, nous obtenons la formulation variationnele
du probléme. Nous montrons dans la section 3 I'existence et I'unicité d’une solution faible

de ce probléme de transmission.
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2.1 Position du probléme

Nous considérons deux fluides de Bingham rigides, viscoplastique et incompressibles
occupant deux domaines bornés 25 et (25 de R? On note par £ (0 < & < 1) est un petit
paramétre qui tend vers zéro ,avec ses frontiéres 925 et 025 de classe C! et sont divisées

en trois parties I'y, I'] et I'5 | telles que mes(I'7), mes(I'§) > 0,données par
002 =T Ul et 0025 =T5UT%,

ol
— I'§ est I'interface de contact fluide-fluide définie par xo = ehy(z1).
— I'{ est la surface inférieure définie par xo = 0.
— T est la surface supérieure définie par zo = ehy(xq).
Telle que h; :]0,1[— R% (i = 1,2) est une fonction de classe C'*(]0, 1[).
On désigne par §2° le domaine (27 U {25 et On suppose que :

8 ={(w1,15) ER20< 2 <1 et 0<xy<echi(z)}

et
25 ={(w1,m3) €ER?,0< 21 <1 et ehi(z1) < a9 < chy(x1)}.

Les fluides sont soumis & des forces volumiques données de densités ff, f5 respectivement.

On note par Sy I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R?, et par 7.” et
|.| respectivement, le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S,. Ainsi, pour tout
u,v € R* ww = wuy, Ju| = (uu)% , et pour tout 0,7 € Sy, 0.7 = OppTim, o] = (0.0)% . Ici et
ci-dessous, les indices [ et m sont compris entre 1 et 2 et la convention de sommation sur
des indices répétés est adoptée.

On désigne par 5 le déviateur du tenseur des contraintes o7 = ((05)yn), donné par

e = ((6)im), () tm = (05 )im — tr(;f)

5lm7i = 17 2'7

Ou 6 = (§n) est le tenseur identique.
Nous considérons les tenseurs de taux déformations défini pour chaque us € H'(§2%)?
par

D(ui) = (Dim(u7)), Dim(u7) = %((Uf)z,m + (U)ma) i = 1,2.

On note par n le vecteur normal extérieur unitaire sur la frontiére I'f orientée vers ’extérieur

de (2] et vers l'intérieur de (25 .
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Pour chaque champ des vecteurs v € H'(£2°) on écrite aussi v pour sa trace sur 92,
1=1,2.

Le probléme de transmission en régime permanent pour les deux fluides de Bingham est
donné par le probléme mécanique suivante :
Probléme (P.2.1). Trouver le champ des vitesses w;® = (u5}, u5,) : 25 — R? | le champ

des contraintes of = (05, 05) : 28 — Sy, = 1,2, tels que

Dive§ + ff =0 dans £, (2.1)

Divos + f5 =0 dans (25, (22)
d:&‘ :2 €2D ua —'— EILUE) SiDua 0

1= 2m (i) + gy s #0 0, (2:3)
oi < gie si|D(uf)| =0
08 = 2u.e2D(u) + gL“é) st|D(u5 0

2 pae” D(ug) + gee iy silD(ug)| # dans 2, (2.4)
05 < go€ si|D(u3)| =0

divu; =0 dans (27, (2.5)

divug =0 dans §25, (2:6)

uj =0 sur IT, (2.7)

us; =0 sur Iy, (2.8)

u— =0 sur I, (29)

oin—osn=0 sur If. (2.10)

Ici,’écoulement dans les domaines (2 et (25 sont respectivement données par (2.1) et
(2.2) ou les densités sont supposées égales a un pour les deux fluides.les équations (2.3) et
(2.4) représentent , respectivement, la loi de comportement des deux fluides de bingham ot
U pie?, uge® > 0 et gie,gee > 0 sont respectivement la viscosité et le seuil de plasticité
du fluide de Bingham .(2.5) et (2.6) représentent la condition d’incompressibilité pour deux
fluides respectivement .(2.7) et (2.8) représentent la condition sur la vitesse sur les frontiéres
I'{ et I’ respectivement.Enfin sur la fronticre I', (2.9) et (2.10) représentent la condition
de transmission pour l'interface liquide-liquide .

On introduit le cadre fonctionnel suivant :
V($2) = {v; € H'(2)* : divv; =0 dans 2 et v; =0 sur T5}i=1,2.

Ve ={(v1,v9) € V(£2]) x V(§25) :v1 —va =0 sur I}
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V (§25),i = 1,2 qui est un espace de Hilbert pour la norme induite

[0l () = ol ey

et V¢ devient un espace de Hilbert pour la norme suivante :

(v, v2)[lve = l|villvies) + lvallvias),
ou

1
OV, ?
[Vl (0e) = (HVH%Q(QE) + Z HG_le%Z(QE)) :

1<l,m<2
On désigne par (.,.)ye 1 le produit de dualité entre V' et Ve.
Dans toute la suite on désignera par ¢ des constantes positives diverses (probablement

différentes) dépendant seulement des données du probléme.

2.2 Formulation variationnelle du probléme

Nous allons dériver dans cette section une formulation variationnelle du probléme mé-

canique (2.1)-(2.10)

Lemme 2.2.1. Supposons que (f5, f5) € V<.

Soit (u5,u§) solution de (2.1)-(2.10), alors elle vérifie le probleme variationnel suivant :

Trouver (u§,u5) dans V= telle que
a((uf, u3), (V1 —uf, v —uj)) + J(v1, v2) — J(uf, u3) (2.11)
> fQT fi(vy — us)dzydzy + f(zg f5.(vg — u§)drdry, ¥V (vi,v9) € VE,

ol

a : VExVE—R, V(uj,ui), (v,v9) € VE x V=,

a((us,us) , (vi,v2)) = 2me* | D(us).D(vy)drdz,
2

+2u28” [ D(uf).D(vq)dxyda,
25

j . VE—R,

j(Ul,UQ) = 0g1¢€ |D(U1)|d$1dl’2
25

+925 |D(U2)|d$1dl‘2.
25
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Démonstration.Supposons que (uj, u3) solution de (2.1)-(2.10) soit suffisamment réguliére.
En multipliant I’équation (2.1) par vy —uj, et 'équation (2.2) par vy —uj ou (vy,vy) € V=,

et en utilisant la formule de Green sur le domaine (27,7 = 1,2 on obtient

J

Ui.D(Ul—ui)darldx2+/

JE.D(vg—ug)dxld:vz—/
12

oiny.(vy —ui)ds—/ o5na.(Va—us)ds
005

i 0823

= fi-(vy —uf)dridrs + | f5.(v2 — u§)deides, Y (v1,v9) € VE. (2.12)
2 125

En utilisant maintenant la condition aux limites (2.7)-(2.10) ,on trouve

ainl.(vl—ui)ds—i—/ oiny.(v1—uj)ds
s

/ ainl.(vl—ui)dxld:cg—l—/ o5ng.(Va—us)dridry = /
13 13
Rles 092

1
/
I

Donc (2.12) devient comme suit

J

agng.(vg—ug)ds+/ osng.(Uy—us)ds :/
r

5

ain.(vl—ui)ds—l—/ osn.(ve—ug)ds = 0.

€ 5 €
2 0 1—‘O

o1.D(vy — uj)dzidze + /

05.D(vy — ug)dzdry = fi-(v1 — uj)dzdzsy
$25 §2

&
1

+ [ f5(vog —u§)deidey, Y (v1,v9) € VE.
25

Par ailleurs, on aura, en utilisant la définition de 05,7 = 1,2 et les conditions d’incompres-

sibilité (2.5) et (2.6)

A

+/ (Ug_ﬁ”(;?)5).D(U2—u§)d{l?1d$2 :/
02

e &
2 ‘Ql

(fg.D(vg—u‘;)dmlde:/ (crf—tr(al)é).D(vl—ui)dxldxg

(ff.D(Ul—ui)dxldxqu/ 5
2

12

ai.D(vl—ui)dxldxgjL/m 05.D(vy—us3)dxidzs.
2

Alors

J

o7.D(vy — uf)dzrdzy + /QE 05.D(vy — ug)dxidry
2

<2me* | D(u§).D(vy — us)daidwy + 2p0e” | D(u§).D(vy — uf)dada,
2 2

£
1

+gi1e | |D(vy)|dzidre—gre | |D(ui)|dridaatgoe [ |D(ve)|dzidrs—goe | |D(us)|daidas.
27 27 23 25
Par conséquent
a((uia u;)7 (Ul - Ui, Uy — Ug)) + J(Uh U2> - J(Ui, u;)
> fi-(v1 — uf)dzydzy + f5(ve — u3)dridry ¥ (v1,09) € VE.
2 23

La preuve est terminée .[]
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2.3 Reésultats d’existence et d’unicité

Théoréme 2.3.1. Supposons que (f5, f5) € V. Alors il existe un unique v = (u$,u) € Ve

solution du probleme variationnel (2.11).

Démonstration. On peut facilement prouver que a une forme bilinéaire, continue et

coercitive sur V¢ x V=. En effet, soit les éléments (u, u5), (vf,v5), (wi,ws) de Ve x V=, et

a,0 €R,ona

a(or (u, u3) + 4 (vf, v3) , (Wi, w3))
= af(auy + puf, auy + vs) , (w, w3))

D(aui + pof).D(wi)dxidxs

= 2[11182

+24196” /
Q

= « (2/“52 D(u3).D(wi)dz1dzs + 2u2€2/
05 0

e
2

D(aus + pv3).D(ws)dridxs

D(ug).D(wg)dxldm)

€
2

+5 (2@152/ D(v5).D(ws)dxdwy + 2pu0e” D(vg).D(wg)dacld@)
7

€ €
1 “QZ

= af(a((uy, u), (wi,wy)) + B (a((v7,07) , (Wi, ws)),

et

a((uf, u3), o (vi, v5) + B (wi,wy)) = al(uf,u3), (@i + fwi, avs + Sw;))

= a(a((uj, u3), (v1,v5)) + B (a((uy, u) , (W, w3)).

Ce qui prouve que la forme a bilinéaire sur V¢ x Ve,

D’autre part, pour tout,(u$, u5), (v,vs) € VE x V. Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

on obtient

la((ui, u3) , (1, v2))]

IA

IN

IA

2u152/ D(uS).D(vy)dx dag + 29e® | D(us).D(vs)daiday
0

£ £
1 92

2pne? (/ |D(u§)deldg[,-2>é (/Q

€
1 1

1241963 (/ |D(u)[? d$1d1’2> (/
o5 0

246 ||U§||V(Q§) ||U1||v((z;) + 2p196” ||u§||v((z§) ||U2||V(Q§)

1
2

|D(U1)’2 dI1d$2>

1
2

|D(’U2)’2 d$1d332>

£
2

2M152 ||(U§7U§)Hve ||(U17U2)||ve + 2M252 H(U§,u;)||ve H(Ulavz)”ve .
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Alors
3C e R ¢ fa((ui, u5) , (v1,v2))| < Cf[(ui, u3)lly- [[(vr, v2)ly-

Ce qui prouve que la forme bilinéaire a est continue sur V¢ x V<.

Maintenant, d’aprés 'inégalité généralisée de Korn, qu’ il existe une constante ¢ > 0 telle

que
(A(us, u5), (U5, u5))yer e > c(luillion + 1usllbos),  V(us,u5) € Ve
Alors ) )
1> €
(A(u3, uf), (U], us))yer e ||u1||V(Q§) + ||U2||v(!2§) V(i ul) €V
[ (ug, u3)lv — lusllvies) F llusllvias) b

Par passage a la limite quand ||(u5, u5)||ys= — +00 nous trouvons

(A(ui, u3), (ui, uj))ye e : r2cos®0 + r?sin*f
— >c lim : = 400
(w5, us)||ve r—tocef0,z] TS0 + rsind

il s’ en suit que la forme bilinéaire a est coercif sur V¢ x Ve.

Par ailleurs, la fonctionnelle
j:VeE—R
(v1,vV2) > j(v1,v2) = g1 | |D(v1)|dzidzs + goe | |D(v2)|dxids,
2 25
est continue et convexe sur V¢, elle est donc semi-continue inférieurement sur Ve.
En effet, pour montrer la continuité de j il suffit de considérer une suite (vy,, va,) € VE

qui converge vers (v, Ug,) dans Ve, et utiliser 1" inégalité de Couchy(1789-1857)-Schwartz
(1843-1921) et la continuité de gy, g2 sur V¢ pour obtenir

),

|7 ((V1n; v2n)) — 3 ((v1,02))| <

gl|D(’lJ1n)|de‘1dlL‘2 - 8/ gl|D(’U1)|dI1dl’2
2

&
1

+ 6/ gz|D(U2n>|dl‘1d$2 —6/ g2|D(U2)|de‘1d$2
25 23
1
2
1
< giemes(£2)2 ( |D (v, — vl)|2dq:1dx2>
QE
1 1
L 2
—|—92€m68(9§>§ ( |D(’U2n — U2)|2d$1d$2>
25
< c(llvin = villves + llvan — vallvies))
< c||vin — 1, V2 — Ua|ve.
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De plus, pour la convexité , on a pour toute (us,us), (vy,v1) € Ve t € [0,1]

g15]D(tu§+(1—t)vl)|d:c1dx2+/ g2e| D (tus+(1—t)vy)|dz 1 da

(b (1—t)vy, i+ (1)) :/
25

2

g/ g15|D(tu§)]dx1dx2+/ g15|D((1—t)vl)|d:c1dx2+/ gog| D(tus)|dzyda,
U 2 25

+/
+(1—z&)</Q

Par conséquent le résultat d’existence et d’unicité de la solution faible résulte de théoréme
de Guido Stampacchia (1922-1978), voir [10].

Goe| D((1 — t)vg)|dx1dxe <t (/ g1e| D (ug)| +/ 92£|D(u§)|dx1dx2>
@ 25

g1€|D(v1)|dzyday +/ 925|D(U2)|d$1d$2> < tj(ui, us) + (1 —1)j(vi, va).
025

£
1
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Chapitre

Comportement asymptotique d'un probléme
de transmission entre deux fluide de Bingham

dans une couche mince

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’étude de comportement asymptotique d’un probléme
mécanique de transmission entre deux fluides incompréssibles, rigides et visco-plastiques de
Bingham dans une couche mince bidimensionnelle en régime stationnaire avec des viscosités
différentes et les conditions aux limites de transmission naturelles & l'interface de contact.
Ce chapitre est organisé de la maniére suivante :

Dans la section 1, nous introduisons quelques notations et le cadre fonctionnel dans
lequel nous allons travailler. Dans la section 2, nous présentons le probléme mécanique et
sa formulation variationnelle. Dans la section 3, nous nous intéressons au comportement
asymptotique, pour cela nous prouvons quelques résultats de convergence concernant la
vitesse et la pression lorsque |’ épaisseur tend vers zéro. En outre, 'unicité d’une solution

limite a également été établie.
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3.1 Introduction et cadre fonctionnel du probléme

On note I l'intervalle ouvert I =|0,1[. On introduit la fonction h; : I — R tel que
h; € Cl(I),Z =1,2.

Nous considérons les domaines suivants :

2 = {(z,y) Rz el et 0<y<h(x)},

Q2 = {(z1,22) eR*/a1 €1 et 0<ay<ehi(z1)},

Q2 = {(z,y) eR*/z el et h(z)<y<hs(z)}

2 = {(ml,xz)eRQ/xlel et Ehl(x1)<x2<sh2(x1)},

ol £ > 0 est un petit paramétre qui tendra vers zéro. Remarquez que si (1, z5) € £2¢ | on
a(r,y) = (r1,2) € 12 .

Cela nous permet de définir, pour chaque fonction ¢ : 2 — R, la fonction
©° : 02, — R, donnée par ¢ (z,y) = % (x1,22),i = 1,2,

fi = (fi1, fi2) € L*(£2;)* une fonction donnée. Nous définissons la fonction ff € L?(£2)?
tel que ff = fi,1=1,2.

Pour chaque domaine 2%, nous supposons que sa frontiére 92¢ est de classe C',i = 1,2,
et est divisée en trois parties I'j, I'], I'§ mesurables,et mes(I']), mes(I';) > 0, données par
002 =T5 Ul et 025 =T5UTS | ou I' est la frontiére latérale définie par xo = chq(xy).
la surface inférieure I'{ est définie par x5 = 0, la surface supérieure I' est définie par
x9 = €hay(x1). Nous désignons par 2° le domaine 25 U (25.

7N

On note S, I'espace des tenseurs symétriques sur R? et par et |.| respectivement,
le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S,. Ainsi, pour tout u,v € R% u.w =
wy, [u| = (u.u)%, et pour tout 0,7 € Sy, 0.T = OpnTim, |o| = (0. 0) Ici, les indices [ et m
sont compris entre 1 et 2 et la convention de sommation sur des indices répétés est adoptée.

On introduit le cadre fonctionnel suivant :
Hrg (25)={v; € H'({%)*:v; =0 sur TI:}

Hy5(02) = {v; € HY(25)? : div(v;) =0 dans 2},

H, (1) = {v; € H'(£2)* : div(v;) =0 dans 2},
_ 2 i 8901 2 -
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Hy($21) x Hy($22)

Lg((gf) = {% € L*(1%) /Q 5 (x1, xy)dr1dae = 0}

Ly(£2:) = {901' € L*($%) : /Q i1, x2)dridrs = 0} 0 =1,2

ngz{(vl,w) H;;((Z) Hé;(()s) vy =vy sur T'gvy =0 sur I'{ et ,v9=0 sur F;}

H® = {(Ul,vg) € H%i(Qf) X H%E(Qg) DU = vy Sur FS}

Tous ces espaces sont des espaces de Hilbert.
On désigne par (.,.) e, - le produit de dualité entre H* et H® et par [-[[a1 (02 la
norme de Pespace H] (£2),i=1,2 .

3.2 Le modéle et sa formulation variationnelle

Nous considérons deux fluides de Bingham rigides , viscoplastiques et incompréssibles
qui occupent les domaines (2{ et (25. Les deux fluides son en contact latéral, avec un
frottement, le long de la partie commune I'y.

On note par u5 = (u5,u$,) le champ de vitesse, par of = (05,05) les tenseurs des
contraintes et par D(u5) les tenseurs de déformations linéarisées , 1 = 1, 2.

Nous modélisons les matériaux avec le tenseur de contrainte total de Cauchy
0 (u7) = —pilz + o5 (u7),

ou 5-5 désigne la partie déviateur, et p7 la pression , i=1,2. Le fluide est supposé étre incom-
préssible, rigide et viscoplastique, et la relation entre a et D(u$) est donnée par le modéle
de Bingham :

DU i () #0
|D(u5)| i=1,2
05| < gie st |D(ug)| = 0.

0f = 2,2 D(uf) + gie

ol ge; est le seuil de plasticité, p;e? est la viscosité (g; > 0 et u; > 0 sont des constantes
indépendantes de ¢ ), p représente 'indice de loi de puissance, u$ est le champ de vitesse et
D(uf) = 5(Vu; + (Vuf)"),i = 1,2.

On note par n le vecteur normal extérieur unitaire sur la frontiére I'y orientée vers

I'extérieur de (2] et vers l'intérieur de §25.
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— L’équation de conservation de la quantité de mouvement
div(o;) + ff =0 dans §25,i=1,2,
ot le vecteur ff,i = 1,2 de composantes f;; (j = 1,2), représente une densité mas-
sique des forces extérieures.
— L’équation d’ incompréssibilité
div(u;) =0 dans 27,i=1,2.
Nous décrivons les conditions aux limites sur la frontiére 0f2;. Nous supposons que

— Sur la surface inférieure et supérieure, nous supposons
u; =0, sur I'f, i =1,2.
— Sur la frontiére bilatérale entre deux domaines,nous supposons
uj —u; =0 sur IF§.
oin—os;n=0 sur I7.

autrement dit continuité des vitesses est continuité des contraintes.

Le probléme de transmission en régime stationnaire pour les fluides de Bingham en
couche mince est donné par le probléme mécanique suivant :
Probléme (P.3.1). Trouver le champ des vitesses u$ = (u$),us,) : 2f — R?., le champ

des contraintes 0§ = (05}, 0%5) : 25 — Sy et la pression pf : 2° — R, i = 1,2, tels que

d’ £ + 3 — 0
ot fi dans (27, (3.2)
div ug =0
di S fe =0
Wt dans (25, (3.3)
div uj =0
oi(ui) = oi(ui) + pily
= D(uj . 5 e
o5 = me*D(us) + glaﬁ si |D(uj)| #0p dans (2, (3.4)
1
i < gie st [D(ui)| =0
05 (u3) =03 (u3) + P31
e 2 5 D(”%) . 5 5
05 =p9e” D(u3) + gzng(ue)] si|D(u3)| #0 p  dans 25, (3.5)
2
05 < goc si |D(u3)] =0
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ui =0 sur T§ (3.6)

us; =0 sur T%. (3.7)

ui —u; =0 sur TF§. (3.8)
oin—osn=0 sur IY. (3.9)

Dans toute la suite, on désignera par ¢ des constantes positives diverses (probablement
différentes) dépendant seulement des données du probléme.
Formulation variationnelle
En multipliant 'equation(3.2) par v; — u§ ,et 'équation (3.3) par vs — u§, et en utilisant
la formule de Green sur chaque sous domaine (27,7 = 1,2, et par addition , on trouve
/ o7.D(vy — uf)dzdzy + / 05.D(vy — u3)dzdzsy
o)

2

- / oiny.(vy — ui)ds — / osny.(vy — uj)ds
092

0925

&
1

= fi-(vy —uf)drydzy + | f5.(vo — ug)daidzy, Y(vy,v9) € HE.
2 25
En utilisant maintenant les conditions (3.2)-(3.9), on trouve la formulation faible.

Trowver (uf,u5) € Hy et (pf,pf) € L3(20) x L3(%5) tel que
D((ug, u3), (Vi — uj, v2 —u5)) — (pi, div(ve — ug)) + (p5, div(ve — u3)) + J(v1,v2) — J(uf, u3)
> fﬂf fi(v1 — u)dridxs + fn; 15 (vy — u§)dzrdrs, Y(v1,v9) € HE,
(3.10)

ou

O((us,u5), (v1,v2) = e D(ui).D(Ul)dxldI2+M2€2/ D(u5).D(vg)dxydxs,
@ 25

(pf,dZU(Uz)) = / pfdlv(U”L)dajldeuz - ]-727
o

ju,ve) = gie |D(vy)|dx1dxs + goe | D(vs)|dx1ds.
27 25

On sait que ce probléme variationnel a une solution unique (uj,u3) € H, et (pi,p5) €

L3(05) x L&($25), voir pour plus détails [40, 5, 41, 27, 28, 39).
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3.3 Comportement asymptotique

Dans cette section, nous établissons quelques résultats concernant le comportement
asymptotique de la solution lorsque ¢ tend vers zéro. Nous commencons par rappeler les

lemmes suivants, voir [30, 8, 10, 18, 11, 35].

Lemme 3.3.1.
1. L’inégalité de Poincaré (1854-1912). Pour chaque v; € Hf. (£25)* nous avons

ov;
8:)52

i=1,2. (3.11)
L2(QiE)2

V5 |2 (y2 < €
1

2. L’inégalité de Korn (1870-1945). Pour chaque v; € H{ (£29)* il ewiste une constante

positive Cy indépendante de €, tel que
||VU1-E||L2(_QZ_E)4 S OO||D(U§)”L2(QZ‘?)47 1= ]_, 2. (312)

Lemme 3.3.2. (Minty (1929-1986)). Soit E un espace de Banach, A : E — E' un

opérateur monotone et semi-continu, J : E —] — oo, +oo[ une fonctionnelle propre et
conveze. Soit u € F et f € E'.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (Au;v — wWpikp + J(v) — J(u) > (f;v—u)pxp Yv € E.
2. (Av;v —w)pxp+ J(v) — J(u) > (fiv—uwypxp Yv € E.

Les principaux résultats de cette section sont énoncés par la proposition suivante.

Proposition 3.3.1. Soit (u§,u5) € H5, et (p5,p5) € Li(§25) x L3(£25) la solution du
probléme variationnel (3.10). Alors, il existe (uy,wz) € Ha(21)? x Ha((2%)* et (p1,p2) €
L3(£2y) x L3($2;) tels que

(U5, 15) — (@, @) faiblement dans Hy(£2,)? x Hy(£25)?, (3.13)
Ous, Ous, . > 2
: — (0,0) faiblement dans L°({) x L*({25) (3.14)
dy = Oy
(05, 05) — (D1, p») faiblement dans L2(£2y) x L(12). (3.15)
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Démonstration :

En Choisissant (v1,v2) = (0,0) comme fonction de test dans I'inégalité (3.10), on en

déduit que

| D(ui) [ F2goeye + 1282 | D(u5) | Fogoye < | fiufdandey + | f5usdedrs.
23 25

En utilisant les inégalités de Poincaré , Korn et par passage aux variables x et y, on obtient

05| 22y + U5 2y < c (3.16)
Ous Ous
aU1 8“2 <, (3.17)
y LQ(QI)Q y LQ(QQ)Q
T “
ouj oy <& (3.18)
L2(£21)2 L2(2:)2 €

De plus, nous utilisons la condition d’incompréssibilité (3.2) ,(3.3) et la formule de Green,

pour tout fonction (¢, 5) € HE (£25) x Hp, (125)

Uy~ / Ousy—~ / —0p% / B
cdxd — 225 dxdy = ¢ —=dxd e dxdy.
/91 y piaray + o, Oy psadray = € Qlunax ray +¢€ 92u218x ray

Ce qui donne, en faisant usage de (3.1)

< ce. (3.19)

H=1() H=1(£2:)

On peut alors extraire une sous-suite encore notée par (u§, u5) telle que

(us,u5) —> (@1, @) faiblement dans L?*(£2,)? x L*(12,)?, (3.20)

0w 0 oG 0y

( 9 By ) — (G_y’ 8_3/) faiblement dans L*(£2))* x L*(£2,)?, (3.21)
Ousy Oy . 200 % L2(00)?
( 5 oy ) — (0,0) faiblement dans L(§21)° x L*({25)", (3.22)

Soit maintenant (vf,v5) € Hp (£2§)* x HY, (£25)%, on obtient en réglage (uj — vf,us — v3)
comme fonction de test dans I'inégalité (3.10), en utilisant les conditions d’incompréssibilité

(3.2) et (3.3) ainsi que la formule de Green et I'inégalité de Cauchy-Schwartz

Mémoire :Probleme de transmission entre deux fluides de Bingham dans une couche mince



Satht Bochra ’ 3.3 Comportement asymptotique

Vpi.vidridrs + Vp§.wsdrdas

2 25
( |D(Uf)|2dx1dm2)
2

+glegMeas(Ql)% ( ’D(Ui)’2d$1d9@>
@

1 1
2 2

< ye? ( |D(ui)|2dm1dx2)
2

NI

+ 5||ff||L2(91)2||UTHH§1(91)2 + €”f2€HL2(Qz)2||’U§||Hll2((22)2

2

>
+ 198> < |D(u§)]2d1‘1dm2> ( |D(U§)|2dx1dx2> +gae? Meas(§2)
25 2

[NIES

N[

( |D(U§)|2dx1dxg>
25
(3.23)

d’autre part, il est facile de vérifier que, aprés quelques manipulations algébriques, on trouve

1
( \D(Uf)\zd:ﬂldm) <c: HJZ-EHHI;(QZ.)J =1,2. (3.24)
0 :
Par conséquent, de (3.17), (3.18), (3.23) et (3.24) il s’ensuit que
Vpj.vidrides + | Vpywsdaidrs < CS(H@HH%l(m) + HUAEHH%Q(m))- (3.25)
G £25

En passant aux variables z et y dans le cété gauche de (3.25), on retrouve les estimations

siuvantes :
1Tl L2y + D3l L2 < € (3.26)
op ops
< 3.27
ox + ox =6 ( )
H=1(2) H=1(122)
ops ops
a + || <ec, (3.28)
dy dy
H=1() H=1(£22)

Par conséquent, nous pouvons extraire une sous-suite encore notée par (ﬁj‘, pAg) telle que
(95, 05) — (P1,D2) faiblement dans L2(£;) x L2(£2y), (3.29)

La preuve est terminée. Cette preuve permet également de déduire que la pression limite vé-
rifie (p1(z,y), p2(2,y)) = (b1 (2), p2(x)). O

Proposition 3.3.2. La limite de vitesse donnée par (3.13) vérifie

hl(m) hg(w)
/ 1z, y)dy + / U (z,y)dy =0 Va €L (3.30)
0 0
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J

Cela implique, en utilisant la formule de Green

Démonstration : Nous savons des conditions d’incompréssibilité (3.2) et (3.3) que :

div u3 (1, 22)p1(x1)dridry +/ div u (21, T2)p2(21)dridry = 0, V(p1,p2) € D(I)2.

e £
1 ‘QZ

d d
/Ui(ﬂfl,@)ﬁ(%)dﬂhd@ﬂL/ ugl(xl,xg)d—%(xl)dxld:rg

2 L2

= %($1,$2)@1($1)d$1d$2 + aU22

o 81'2 (‘rh x2)§02<xl)d$1d$2.
2

Par conséquent, par passage aux variables x et y, en utilisant le théoréme de Fubini et la

formule de Green, nous pouvons déduire

1 d hi(z) 1 d ha(z) )
0 dz Jg 0 dx hi(z)

Alors,

1 d hi(x) . ha(x) -
[ew (5[ @iy [ Gy ) de =o€ D)

1(z)

d [ @ __ ha(@) __
d—(/ Uil(x,y)dy+/ uél(x,y)dy> =0.
T\ Jo hi(z)

de plus, le fait que (@,@) € L2(2) x L*(§2) et (hy, hy) € (C'(I))? donne, en utilisant
I'injection de Sobolev H'(I) c C°(I)

Alors,

hi(z) - ha(z) . .
/ (@, )y + / iy € O
0 hi(x

Ainsi, par passage a la limite lorsque € tend vers zéro, en tenant compte des conditions aux
limites (3.6),(3.7) et (3.8) , la propriété (3.30) peut étre déduite.[]

Nous extrayons dans la proposition ci-dessous 1’équation vérifiée par la solution limite
(ty,12) € Hy X Hy et (p1,pa) € LE($21) x LE(£2,) .

dy 7 Oy
par (3.13) et (3.15) vérifie le probleme de limite

a(g@@ V2 (&ﬁ) i dim | V2 (aza))

Proposition 3.3.3. Si (a“/\“ 862\1) # (0,0), alors le point limite (uy,us) et (p1,p2) donné

- g151gn + = —— + —g2sign

B oy \ 2 0Oy 2 dy 2 Oy 2 oy
—~ dﬁ\l — df); 4
— - _ o HYQ). (3.31
fu . + for T dans (2). (3.31)

Mémoire :Probleme de transmission entre deux fluides de Bingham dans une couche mince



Satht Bochra 3.3 Comportement asymptotique

Démonstration : Introduisons 'opérateur ® défini comme suit
® : H°— H*

(@ (u5,u5) , (V5,0 jperoge = e | D(us).D(vS)daidry + poe® [ D(uf).D(v5)dxds.
2 25

Il est facile de vérifier que ® est monotone et semi-continu ( pour plus de détails, voir les

références [35, 11, 9]). De plus, nous savons que la fonctionnelle
(vi,v3) € H® — gie | |D(vi)|dzrdxg + goe | |D(v3)|dxidxs
25 23

est propre et convexe. Alors, I'utilisation du lemme de Minty permet d’affirmer que (3.10)

équivalent a l'inégalité suivante

me? | DD — uS)dryday + gie | |D(vS)|dwiday
5 e

—gie | |D(uS)|dxidry + pee® | D(v5)D(v5 — uf)drday
0 25

+goe | |D(v3)|dx1dzy — goe | |D(uj)|dxidas
25 21
fi-(v] — uf)dzydzy + / pidiv(v] — uf)dzidxs
25 1
f5 . (v5 — u3)dzyday —|—/ psdiv(vy — ug)dridry YV (v, 05) € HE.
25 3
Notre but est maintenant de passer a la limite lorsque ¢ tend vers zéro. Pour cela, nous uti-

lisons la proposition (3.3.1) et la faible semi-continuité inférieure de la fonctionnelle convexe

et continue

(vi,v3) € H® — g1 | |D(v])|dx1dzy + goe | |D(v5)|dzidzs.
@ 2

On trouve l'inégalité limite suivante

1 [0071 0(0n — 1) | 0012 O(0rs — 1) | / 1 |oon P oo ?
- n dady+ ) AR I e R
“1/ {33/ Ay Ay ay | V2 | oy dy v

dur | L 2wz ik / 1 [0U21 0(021 — Uz1) | 002 O(U2 —@z)]
dzdy+ = + dzd
2 [\/_‘ dy IR o2 oy dy dy Oy ’

1 1
1 |00y 2 OUa i 3U21 8172\2 2|
+g / — d:cdy—g dzdy
* o, [\/5 Oy 0y “Ja, \/_ dy

7r.(5: — @) dady + / Bidiv( — @)dedy + [ Jau (5 — @)dady

.Ql 92

+/ padiv(Uy — uy)dxdy YV (vi,v5) € H. (3.32)
2

L0
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En outre, de (3.13) et (3.14) nous trouvons
Quiz Otgs
—,—— | =(0,0) € £y x (.
( oy oy ) = WO €
Il suit, en gardant a Uesprit (3.30), que 4y (z,y) = (un1(x,y),0) et, ux(x,y) = (u2(z,y),0).
Cela permet également de choisir (012,09) = (0,0) dans (3.32). Considérons maintenant

I'opérateur ® tel que

®:Hy, — H)

p [ Ouy Ovy po [ Otig1 O
— dxdy + —
2 Jo, Oy Oy 2 Jo, Oy Oy

<(I)(1j1\171j2\1>7(171\17172\1>>HéXH2 dxdy

Il est clair que 'opérateur ® est monotone et semi-continu et la fonctionnelle

2
V2 dedy +—gQ/
22

(011, 091) € Hy — —-g
2 o

est propre et convexe. Par conséquent, nous en déduisons en utilisant encore le lemme de

Minty (3.3.2).

('3@11

Jy

81}21

H1 8171\1 a(171\1 - Un) / 8Un \/§ 8712\1
— dxd — - — dxd
> Jo By oy T 91 o 2 9| oy |
Oty O - OV Ol
i @ U271 (U21 U21)d dy i _92/ V21 du dy _ _92/ U21
2 29 y dy 2 0y 2
f11-(U11 - Un)dlﬁdy - d_(Un - un)dmdy
Q1 Ql €T

+/ E.(@—@)dmg—/ di(vm—ﬁ;l)dxdy Y (001, 01) € Ho. (3.33)
025

Cela donne, via la formule de Green

M1 0 (oun\ , ~ /
_ drd vy
o 8y < ay ) (Un Un) ray + 91 o

M2 0 (0uz\ , ~ /
Zv2a _ drd vy
o, 8y ( dy ) (O21 — g1 )dxdy + 92 0

—_~ —_~ d —_~ —_~
f11 (’UH — un)dxdy — / dpl (UH — Uu)dflfdy + f21 (’Ugl — UQl)dZEdy
.Ql x 92

[0

dp>
_/ dp2 (U21 - u21)d$dy \V/(UH,U21) S HQ (334)
2, AT

a cause du fait que Hp, (£2;) est dense dans Hy((2;), voir [8, 13|, on peut prendre 0y =
U1 £ @1 et Uy = Uy £ ¢y dans (3.34), ou (o1, 2) € Hf (£21) x H,(£2;) pour obtenir les

inégalités suivantes :
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m o (o V2 / A(un + 1)
dody + — = "V dxd
913y<3y)%xy+2gl > dy e
\/_ 0u11 8 8112\1
S dedy — = [ — dxd
2 ), & 923y<8y>902xy
4 —gz/ U21 + <P2 drdy — _92/ 3“21
QQ 92
- dpy —~ dp>
> fupidxdy — —sold:vdy + [ farpadrdy — ——padxdy
2 o dx 2 o, dr

V (g1, 92) € Hp, (1) x HE, (125).

et
0 [ Ouqy
H1 _( Ull) g@ldxdy—f——gl/ U11 901) dady
2 Jo, Oy \ Oy o dy
V2 Ouqy 0 [ Ouyn
- — dxdy dxd
29 Jo, | oy +5 9289(0@/)%)%3}
2 0 Ol
i 792/ U21 902 dady — —gg/ U21
92 92
dA dps
> — fncpld:pdy + d—goldxdy — fglgpgdxdy + —gpgda:dy
-Ql (21 xz .QQ .QQ dl‘

V (1, 02) € HY, (1) x HY, (1)

Remplacer dans ces deux inégalités la fonction de test (p1,@2) par (Ag1, Adpa), A > 0, en
divisant les inégalités obtenues par \. Le passage a la limite quand A tend vers 0 implique,

sous 1’hypothése <%j\1, 8;—?) #(0,0), que

ul 9 (9un V2 / . (Oun (¢
" 8y ( By )gplda:dy—l— 5 g1 o sign By 8y dxdy

,u2 Qg @ / . Dl 8902
o 83/ ( )gogdxdy—l— 5 go o sign By 83/ dxdy

o~

D1 - d
Fugrdody ~ [ Poviy s [ Fagutriy — | oty

.QQ 92

2

V(1. 2) € Hr, (£1) x Hy, (1)

Mémoire :Probleme de transmission entre deux fluides de Bingham dans une couche mince



Satht Bochra ’ 3.3 Comportement asymptotique

et

ul 0 (0uy B ﬁ / . duir\ (9p1
+ — o 8y ( By )galdxdy 5 g1 o stgn Dy (?y dxdy
,u2 o Ot V2 / Qg Ops
podxdy — — dzdy

i
> — fnsoldxdy+ %soldxdy— lesozdxdy+ / —wzdxdy

_Ql Ql

V (g1, 92) € Hp, (1) x HE, (125).

Par conséquent, on obtient en combinant ces deux inégalités et en utilisant une intégration

simple par parties

L[ ) (25

0 | pe
a2 N =)

—~  dp
_ (fn - d—) ordady + (fgl _ —) padrdy

V (1, 2) € HY, (1) x H, (122).

Considérons
p1 dans ()
pEH)(2):p= 7
w9 dans ()
et
~ _8% [(%%) + \/759152'971 (8”“” dans
ap = :
0 dans (2
~ 0 dans (2
ay = o 7
2 _8% [(%%ﬁl) + \Qfgzszgn (8“§1>] dans (2
~ <A1 - %) dans (2
by = ’
0 dans (2
- (f 1 dz?;) dans (2
by =
0 dans (2
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Alors

/ (@ + az) pdxdy = / (@ + a2) prdxdy + / (@ + az) podxdy
N 2 $29

:/ (il(pld:vdy+/ azpadxdy
[O71

B 0 -,ul Ol Oty
—/Ql—a—y ?< Dy > + 2 glszgn( ) prdzdy

padxdy

— d’\ Do
= / (fn — %) prdxdy +/ (f21 - —) podxdy
.Ql x 92

= / I;lgoldxdy + / l;ggogdxdy = / <b~1 + b~2> pdxdy Vo € H(l) (£2).
.Ql QQ ?

Ce qui donne finalement (3.31).
Désormais, nous désignerons par (11, Uz1) € Hy et (p1,p2) € LE(£21) x L3(§2,) par la
solution du probléme limite (3.31).

La proposition suivante montre 'unicité de la solution limite (u11,p1) et (uz1,p2).

Proposition 3.3.4. Le probléme forte limite (3.31) a une solution unique (1, Us) €

Hy et (p1,p2) € LE(21) x L2(£2) avec la condition (3.30).

Démonstration. Supposons que le probléme de limite(3.31) a au moins deux so-
lutions (i, 1) € Ha,(Ffs) € L3(2) x L3(2) et (in.0a) € Ha (Ppa) €
L2 (1) x L%(§2). En particulier, (w11, U2 ), (p1,p2) et (uTH, uTm) , (])71, ])72> sont solutions
de la formulation faible (3.33).

Alors
i1 O(011 — 2 2 Ouq;
& Oun 3(1)11 Un)d dy+—gl/ 31}11 du d \/_91/ U11
2 o}) (9y 8y 2 ol} ay 2 ol} 8
n 2 gy (Va1 — U21) Y+ —2g2/ 81)21 \/_ / 3U21
2 2 3y 8y 2 2 2
T~ dpi DU
fll(Ull — Ull)d.%dy — d—<U11 — un)d:cdy
.Ql Ql x

—~ dp; _ -
f21(U21 - u21)d$dy - / P2 (U21 - Uzl)diUdy V(Un, U21) € Hy (3-35)
22

{29
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et
po [ 9 0011 — ) V2 / S V2 / Ot
— dxd — dxdy — — dxd
0, 0y dy SRR o | Oy 2 & o | Oy e
1) Qg O(Ug1 — U21) V2 / 31)21 V2 g
= dxdy + —g ——g dxdy
2 2 (9y 8y 2 2 2 2 2 2 8y
T~ —_— dT o~ —_—
fi1 (0 — an)dzedy — / %(Un — uy1)dzdy
.Ql Ql x

2

T~ —_— d
f21 (Ugl — Ugl)dﬁt?dy — / dp$2 (Ugl — ’LLQl)dZL‘dy \V/ (UH, ’Ugl) < HQ, (336)
2o

Réglage 011 = U11, V91 = U1 €t U113 = Uy, U1 = Uz comme fonctions de test dans (3.35)

et (3.36), respectivement. En soustrayant les deux inégalités obtenues, on peut déduire

111 iy, Oun | Oty — Ugy) iz, Otz | Otz — )
[ 3y 3y ] 3y dzxdy + By 3y 3y dzxdy

d d(p
</ %@H_un)dmw / M=) (= vaedy (3.97)
2

2 dl‘
Cela conduit, en utilisant (3.37), a
—_— o~ 2 —_— o~
H1 8(“11 - Uu) dady + Ha2 0(uz1 - Uzl) dady
2 Jo, dy 2 Ja, dy
d d
< / w(un — 11 )dxdy +/ M(uzl — g1 )dxdy
) x 25 dx

1 d ~ = hl(z)? - 1 d ~ T~ h2(93)T -
= / —(p1 P / (17 — uny)dy dl‘—i-/ M/ (U121 — tg1)dy | dz = 0.
. dz 0 0 dx hi(x)

L’utilisation de (3.30) donne

_ 2 — 2
pa [ |9(un — ) po [ O(t21 — U21)
o2 U gegy + B2 |20 TRV gy — 0. 3.38
2 Jo y 2 Ja, dy ( )
Ce qui donne, en gardant a l'esprit (3.38)
Ay Ay

Depuis (Tu(x, ha (@), @ (z, hg(a:))) = (@i (x, h(2)), @i (2, ha(2))) = (0,0), on en déduit

que (@,@) = (U1, Ug1)a.e. dans 21 X (2. Enfin, pour prouver I'unicité de la pression,
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nous utilisons I’ équation (3.31), avec les deux pressions (@,E) et (]3\2,]972)

Nous trouvons ( _) ( _)
d(p1 — p1 d(pz — P2
M P g e M2 P2
dx ¢ dx

Ensuite, en raison du fait que <pA1,pTl) € L3() x L3(f), (@,E) € L3(£2) x L3(£2), le

résultat peut atre facilement déduit. [

=0
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Conclusion et perspectives

@ns ce mémoire, on a étudié l'existence et l'unicité de la solution d’un probléme de
transmission entre deux fluides de Bingham incompressibles, rigides et viscoplastiques dans
une couche mince bidimensionnel en régime stationnaire, en supposant que les coefficients
caractéristiques des deux fluides sont différents et en imposant a I'interface de contact fluide-
fluide des conditions aux limites de transmission naturelle, ¢’est-a-dire continuité des vitesses
et continuité des contraintes, ainsi que des conditions sur I'une des deux bords de la couche
mince.

ﬁ a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle (ou l'in-
équation de la formulation variationnelle), et on utilise le théoréme de Guido Stampacchia
( 1922-1978) introduir dans [10] pour obtenir l'existence et I'unicité d’une solution faible.

a%ude de comportement asymptotique d’'un probléme mécanique de transmission
entre deux fluides incompressibles, rigides et viscoplastiques de Bingham dans une couche
mince bidimensionnelle en régime stationnaire avec des viscosités différentes, et les conditions
aux limites de transmission naturelles a 'interface de contact fait une partie trés imprortant
dans ce mémoire.

Travaux perspectives

1. En considérant le cas ot les coefficients caractéristiques des deux fluides sont différents

et variantes.

2. L’étude d’'un probléme mécanique de transmission entre deux fluides incompressibles
)

rigides et viscoplastiques de Bingham dans une couche mince tridimensionnel.
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