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Notations

_ B(xo,r) est la boule ouverte de centre zy et de rayon r
_ B (wg,7) est la boule fermée centrée en xq et de rayon r
_int I.est U'intérieur de I,

_ Aest adhérence de A

_S(zo,r) est la sphére de centre zpet de rayon r

_ Vi, est voisinage de xg



Introduction

Dans ce travail nous nous somme intéresser par ’étude de résolution des systemes
différentiels par des méthodes matricielles .

A cet effet on a organiser notre mémoire en trois chapitres;

le premier chapitre est consacrer a I’étude et I'existence et 'unicité de la solution
dans le cas Lipchitzien ;

une démonstration a été effectuée se basant sur le théoréeme du point fixe

Le deuxiéme chapitre a pour but rappelé de calcul matriciel ; valeurs et vecteurs
propres , diagonalisation des matrices ,..

Le dernier chapitre est consacrer a résolution des systémes différentiels a coeffi-
cients constants

Plusieurs applications concernant 1’étude envisagée a été faites a la fin de cette

étude



Chapitre 1

Théorémes d’existence et d’unicité

1.1 Notations, définitions et notions préliminaires

soit I un intervalle de R, U un ouvert de R"”,f une application continue de I x U
dans R™. On s’intéresse a des systémes différentiels du type suivant

(E) 2'(t) = f (t,x(t))

Définition 1.1.1 Une fonction x définie sur un intervalle I, C R a valeur dans
R"est

appelée solution de (E) lorsque les propriétés suivantes sont verifiées

(i) Ix Clintlx #0

(i) xeClIx;U)

(iii) 2(t) = f (t,z(t)) pour tout t € I

Notations : pour z € R™ | |z| désigne la norme euclidienne de .

Sif:U CR" — R” est une application différentiable en z € U,

on notera indifféremment sa différentielle par f'(z)ou D f(x).
Définition1.1.2 (Fonction lipschitzienne) Une fonction f : U C R — R" est
une application lipschitzienne de rapport k sur U si |f(z1) — f(x2)| < k|z1 — 4]

pour tout x; € U, et tout x5 € U



Définition1.1.3 Une fonction f : U C R” — R" est localement lipschitzienne

sur U si pour tout xg € U , il existe un voisinage V, C U de zg tel que [ |y,

soit lipschitzienne sur V,,
Exemple : La fonction © — ¢z et localement lipschitzienne sur R* , mais pas
lipschitzienne
Proposition 1.1.1 Si f € C*(U ;R") alors f est localement lipschitzienne sur U
Si de plus U est convexe (ou méme étoilé) , et si g—gﬁ: € Cy(U;R™)
pour tout ¢ =1,...;n alors f est lipschitzienne sur U
Définition1.1.4 Une fonction I x U — R" est dite continue et lipschitzienne
sur U uniformément par rapport a t € I si
(i) continue sur I x U
(ii) Il existe k > 0 tel que |f(t,z1) — f(t,x2)| < k|xy — xo| pour tout t € I |
tout ;1 € U, et tout 9 € U
Définition 1.1.5 Une fonction I x U — R" est dite continue et localement
lipschitzienne par rapport & x € U uniformément en ¢ , si
i) f continue sur I x U
ii)pour tout (to, zo), il existe un voisinage V;, x V,, C I x U de (g, o),
tel que f {Vtoxvxo soit lipschitzienne sur V,,, uniformément par rapport a t € V;,
Propositionl.1.2 Si f € C (I xU ;R"),sipourtout t € I f(t,-) est différentiable
0

, et si 8—£ est continue sur I x U , alors f est localement lipschitzienne par rapport a

x € U , uniformément en t

1.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

théorémel.2.1 (théoréme d’existence locale et d’unicité) soit
f I xU — R"continue sur I x U localement lipschitzienne en x € U

uniformément en ¢ , pour tout (tg,z9) € I X U le probléme de Cauchy

(©) 2(t) = [ t,2(@)) , 2(to) = o



admet une solution (z, I,) (ty € I,) de plus la solution x est unique sur I,

Remarque : (z, I, )est solution de (c) si et seulement si z € C'(Ix;R")et

z(t) = zo + fti) f (s,z(s))ds , pour tout t € I,

Définition 1.2.1 Un cylindre S = [ty — T, to + T] x B (o, R) est dite cylindre
de sécurité pour (c¢) quand toute solution de (c¢) surftg — Tty + T reste
contenue dansB (20, R)

preuve de théoréme : on construit d’abord un cylindre de sécurité pour (c) .

soit D=[tg — 7,to + 7] X B (o, R) C I x Uyou 7 > 0 etR > 0 sont tels que
pour tout t € [to — 7,t9 + 7] f (t,-) est lipschitzienne de rapport k > 0 sur

B (x, R) .posons M = max(zep |f (t, )| ,et soit T=min(7, R/M)
soit ¢ : © — ¢(z),lapplication définie sur C([to — T, to + T1; é(l’g, R)) par
o(x)(t) = xo+ fti f (s,2(s))ds . on verifie aisément que ¢ est une contraction sur
C([to—T,to + T ;é (g, R))muni de la distance associée a la norme
Jill, = masiciy i) (xp(~2k ]t — to]) (1)
En effet si xe C([to — T, to + T ;é(xo, R)) ,alors p(x) € C([to — T, to +T7; é(xo, R))
(vérification facile).De plus
16(1) — 6] < S 1F (5,5(5)) — F (5, 2(5))] ds
et [ 17 (0()) = 1 (s =) ds < [ P00k [y(s) = 2(5) e
et j:; e2Kls=tol |y (s) — z(s) |e~2Kls—tl gs

dou Von déduit |¢(y) — 6(2)]l. < lly — =I5

< e2Kblly — 2],

Définition1.2.2 (prolongement ) soient (1, I,,) et (z2, I,,) deux solutions de (E).
on dit que (a:l,lml ) est un prolongement de (xs, I,,) lorsque I, D I, et xo ‘le = 1,.51
de plus I, # I, on dit que (z1, I,,) est un prolongement strict de (x2, I,.,)

Définition1.2.3 (Solution maximale) on dit qu’une solution (z, I,) de (E) est une
solution maximale si elle n’admet pas de prolongement strict

théorémel.2.2 (existence locale d’une solution maximale ) toute solution (z, I,.)
se prolonge en une solution maximale (pas nécessairement unique )

preuve soit I, = |a,b] C I .Nous allons montrer 'existence d’une solution maxi-



male adroite (I’existence d’une solution maximale & gauche se démontre de maniére
identique ) On construit des prolongements successifs (zy, |a, bx[)(i-e ]a, bgy1][)est un
prolongement de (x, |a, bg[).On pose (xx,]a, bi[) = (z,]a, b]).On suppose que
b1 {0c0,sinon  la preuve est terminée .
pour tout £ > 1, on pose ¢ =sup {c | (zx—1 ,a,]a,bx_1[ admet un prolongement sur |a,c[}
On a ¢ > by_1.Supposons que ¢ est fini & partir d’un certain rang. Le cas ou
¢ est infini pour tout k est étudié a la fin de la preuve . Par définition du ’sup’ ,
il existe by € [br_1, cx] et xx :]a, b[ — R" tels que (g, |a, b[) est un prolonge-
ment de (xp_1,]a,by_1[). De plus; on peut choisir by
tel que ¢ — by (min((cx —br_1)/k,1/k) La suite (¢ ) est décrissante car I’ensemble

des prolongements de x;_; contient les prolongements de x;, .

Nous avons by < by < ... < b < .op < cp1 < ... < 0o et les suites (by)r et (cx)k
sont adjacentes.
Soit b = limy__ o0 b = limy .o cx.Soit (7, [a, B])
le prolongement commun des solution z; (si la solution est prolongeable & b , on
prendra [a, 5} comme intervalle de définition maximale sinon on prendra ] a,b [).Pour
montrer que ce prolongement est maximal, raisonnons par ’absurde . Soit (z, |a,c|)

un prolongement strict de (z,

a,B’).Alors (z,|a,c|)prolonge (xy_1,]a,bx_1[) pour tout
k)let donc ¢ < ci,par définition de ¢; Par passage & la limite on obtient ¢ < b,ce

G’B’)” Le

qui est en contradiction avec (z,|a,c|) est un prolongement strict de (z,
théoréme est donc démontré dans le cas ou ¢, est fini a partir d’un certain rang .Dans
le cas ou ¢ = oo pour tout k on peut choisir by > k dans la construction précédente
et on a limy_ ,. by, = 0o

théorémel.2.3 (Théoréme d’existence de solution maximale et d’unicite) Les hy-
pothéses sont celles du théoreme d’existence locale . Pour tout (tg,x¢) € I x U , il
existe une solution maximale unique (z, (o, xo)) de (E) vérifiant x(ty) = zo Linter-
valle maximale I (to,zo) = (¢~ (to, z0),t" (to, o)) est ouvert dans I .

De plus ¢~ vérifie t~ = inf I ou limy ;- min(d (x(t),0U), 1/ |z(t)|) = 0 de méme



t* vérifie t* =supl ou limpy 4+ min(d (z(t),0U), 1/ |z(t)]) =0

preuve : On suppose que I est ouvert .Le lecteur pourra adapter la preuve aux
autres cas On pose t(tg,x9) =sup{t € I /(c) a une solution sur [ty ,t] },

t~(to,z0) = inf {t € I /(c)a une solution sur [t ,to] },Donc (c) admet une solu-
tion sur |t~ ,t*[, De plus ,(c) n’a pas de solution sur |t~ [ (ni sur [t~ ,tT]),

sinon on pourrait prolonger la solution sur |t~ ,t* + [ avec £ > 0,et on aurait une
contradiction avec la définition de ¢™.De la partie unicite du Théoréme d’existence
locale et d’unicité , il découle que la solution définie sur |t~ ,t*[ est unique . Vérifions
la propriétes énoncée pour t*.Supposons que ¢t*(sup /.0On veut montrer que :

limy 4+ min(d (z(¢),0U), 1/ |x(t)|) = 0 Raisonnons par I’absurde .Supposons qu’il
existe € > 0 et une suite (t;); , t; / tT, telle que |z(t;)| < 1/(2¢) et d (z(t),0U) > 2¢
, pour tout 7. Sans perte

degénéralité, on supposera que € < 1/2¢.

Posons M=max{ |f (¢t,2)||to <t <t',|z] <1/e,d (x,0U) > £}Soit

0 < § < e/M Montrons que ,pour tout i ,et tout s vérifiant 0 < s < det s <t —1;
ona |x(t;+s)|(l/e et d (x(t;+s5),0U) > ¢ (1.1)

Pour montrer (1.1) on raisonne par I’absurde . On suppose qu’il existe i et 3
€ [0, min(d,t* — ;)] tels que |z(t; +s)| < 1/e et d (z(t; +5),0U) > €  pour tout
0<s<pBetlr(t;+p)=1/c ou d(z(t;+p),0U)=¢

Etant donné que lon a |f (¢t + s,2(t; + 5))| < M pour tout 0 < s < [,on obtient

jw(ti + B) — a(t)| < [FP1f (s,2(s)|ds < BM < 6M < e
Par conséquent |z (t; + B)| |z (;)] +& < 1/(2e) +e < 1/e, car e < 1/(2¢). Mais
d (x(t;),0U) — |z(t; + B) — x(t;)])2e —e =¢.

On a une contradiction et (1.1) est prouvé.

on a aussi d (x(t; + 3),0U) >

De (1.1),on déduit que ,pour tout i tel que t* —¢; < § ,on a:
lz(t) — z(s)| < fst |f (r,z(7))|dr < M |t —s| (1,2) pour tout s,t € [t,t7],s <t

Montrons que limp 4+ z(t) existe .Soit (¢x)x une suite telle que ;( t* et



lim,_ ot = tT.L’inégalité (1,2) montre que (x(t})) est une suite de cauchy dans
R™.Soit y la limite de cette suite , cette limite ne dépend pas de la suite (¢); . En
effet si (sg)r est une autre suite telle que s, < t* et limy__o 5, =t , et si z est la
limite de (z(sg))x , on a |z —y| < M x limy_, |si — tx] = 0 donc limp 4+ x(¢) existe
et appartient a U

De maniére analogue , on démontrerait que lim 4+ ft'; f (7,z(7))dr existe . ceci
permet de construire une solution de (C) sur [t7,¢"]. Ce qui contredit le choix de ™.

Le théoréme est donc démontré.

1.3 Théoréme de Cauchy-Peano-Arzéla

soit f une fonction continue sur I xU & valeur dans R” .On veut montrer ’existence

locale de solution pour (c) sous cette seule hypothése de continuiteé.

Soit Cy = [tg — To, to + T,] X B (20, Ro) un cylindre de longueur 27j et de rayon Ry ,
contenu dans I x U .Notons M = max .yec, |f (t,2)| < oo . Le théoréme d’existence
locale est basé sur la construction de solution approchées pour (c) dans le cylindre
[to — T, to + T x B(x,, Ry) ou T = min(Ty, Ry/M).Pour construire de telles solutions
on utilise la méthode d’Euler ;on construit cette solution sur [to, tg + T, la construction
sur [to — T, ty] est analogue . On se donne une subdivision ( réguliérepour simplifier )
de [to,to+T] 1 to (ty (ta (ol ty=to+T

Le pas de la subdivision est h = T'/N .pour chaque subdivision de pas h = T//N
, on définit une fonction yy continue sur[tg, to + T , et affine sur les intervalles de la
subdivision, de la facon suivante :

yn(to) = o

yn(t) = yn(tn) + € = ta)f (tn,yn(tn)) sit € [t tnia]

Proposition 1.3.1 pour toute subdivisionsde pas h = T'/N ,la fonction y, définie
ci-dessus est contenue dans la boule B (20, Ro)

preuve : soit h = T/N donné .On vérifie par reccurence sur n < N que
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lyn(t) — o] < M |t —to| pour tout t € [to, t,) (1,3)

La propriétés (1,3) est varie pour n = 0 . supposons la varie pour n ,

soit t € [tn, tni1],

on a :|yn(t) = zo| < |yn(t) = yn(tn)l + lyn(tn) — ol < [f (b, yn(ta))| (& = tn) +
M(t, —to) < M(t —to)

onalf (tm,yn(tn))| < M caryy(t,) € B(zo, Ro) , La proposition est donc démontré

Théorémel.3.1 (Théoréeme de Cauchy-Peano-Arzéla) Le probléme (c) admet une
solution définie sur [ty — Tty + 7| & valeur dans é(mo, Ro)

Preuve : soit yy la fonction définie par la méthode d’Euler .La suite (yy)y est
uniformément bornée , car toutes les solutions vivent dans é (xo, Ro) . Les fonctions yy
sont Lipschitzienne de rapport M (par construction et parce que |f (t,,yn(tn))] < M
sit, € [to—T,to+T] et yn(t,) € é(mo, Ry)). La famille (yy)y est donc équicontinue
.D’aprés le Théoréme d’Ascoli-Arzélz , il existe une sous -suite , que ’on indexe toujours
par N pour simplifier les notations , et une fonction y € C([to — T, to + T ; B (x0, Ro)),
tele que (yn)n converge vers y uniformément sur [tg — T, tg + T .Pour montrer que y
est solution de (c) , introduisons le module de continuité de f sur

[t — T to + T) x B(xg, Ro) : wy (8) = max {|f (71,41) — [ (72,92)| [71 — 7a| + |10 — 1)| < 6}

Pour tout 7 € (t,;t,11), les fonctions yy vérifient

lyn(7) = f (Toyn (7)) = | (b yn(tn)) — f (T, yn (7)) S wp (M +1)h)

par conséquent ,nous avons :

yn(t) = x0 = [y f (Toyn(r))dr| < |t = to|wy (M + 1)h).

En passant a la limite dans cette estimation , on montre que y est solution de (c)

Théoréme 1.3.2 (Téoréme d’Ascoli-Arzela ) soit k un espace métrique compact
, et soit Fun sous-ensemble de C'(K;R") .Alors F est relativement compact dans

C(K;R™) si et seulement si F est borné ,et équicontinue
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1.4 Lemmes techniques

Pour démontrer qu'une trajectoire quitte une région donnée en temps fini nous
utiliserons parfois le lemme suivant

lemmel.4.1 Si z est une fonction de [, 00| & valeur dans R , de classe C*. Si la
limite de x quand t tend vers l'infini existe dans R,et si la limite de 2" quand ¢ tend
vers l'infini existe dans R,alors  lim; . 2{(t) =0

lemmel.4.2 Si x est une fonction réelle positive ou nulle ,Lipschitzienne de rang

k sur [a, oo et si Iintegrale [°° x(t)dt converge ,alors limy oo z(t) =0



Chapitre 2

rappel du Calcul matricielle

2.1 valeurs propres et vecteurs propres

1) Définition

Définitionl considrons une matrice A€ M, (R)on recharche un vecteur X# 0
de dimension n tel que AX soit prportinnael & X soit AX=AX cette relation s’ecrira
encore : AX-AX= 0 ou encore (A-AL,)X ou A désignnera un nombre réel.

par définiton, le vecteur X ainsi déterminé est appelé vecteur propre de la matrice
A.

Remarque 1 le vecteur X cherché est dons solution du systéme linéaire

(A—)\In)Xza deux cas se présenteront :

1°"cas : si p(A) = det(A-AL,) # 0 le systéme linéaire aura une solution unique qui
sera X=0.ce cas ne nous intéressera dans pas.

2¢mecas : si p(\) = det(A-AI,) =0

I’équation obtenue par cette relation nous donnera une équation polynomiale ap-
pelée polyndme caractéristique de la matrice A ; une solution de cette équation carac-

téristique est appelée valeur propre de la matrice A.

12
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a)propriétés des valeurs propres

proposition 1 une matrice carrée d’ordre n admet n valeur propres ,comptées
avec leur multiplication ces valeurs propres peuvent étre complexes et ,si A\, est valeur
propre complexe de partie imaginaire non nulle , alors son conjugué A

sera également une valeur propre de la matrice A avec le méme ordre multiplicité
que celui de Ay .

proposition 2 si Ae M,(R) et si S et une matrice carrée inversable ,alors le
polynéme caractéristique des matrice A? est STTAS sera le méme et par suite,ces deux
matrices ouront les mémes valeurs propres.

preuve.on a :det(A" -AI,,) = det(A" -AI!) = det[(A -A1,)"] = det(A -)L,), et
det(STTAS-AI,) = det(STTAS-ASTT,S) = det(STH(A -AL,)S) = det(S71).det(A-AL,).det(S)
ce qui donne :det(STYAS-)AI,,) = det(A-\I,) puisque det(S™!) = detl(s)nous en déduisons
que :det(STAS-AL,) = det(A-AL,).

proposition 3 si A est une valeur propre non nulle d’'une matrice A inversable,alors

1

3 est une valeur propre de AL

preuve. on a donc AX=MX par consiquent : NMA7!X =A"1AX =X.

par suit ,nous avons : A7'1X = %X ce qui preuv qui % est valeur propre de A1,

proposition 4 si A est une valeur propre non nulle d’'une matrice A ,alors Vp
€ N*,\? est une valeur propre de A”.

preuve. Démontrons ce résultat par récurrence sur p.

Initialisation : on a : A'X = AX = AX = A\'X, donc \! est une valeur propre de
Al

Hérédité on asuppose que A" est une valeur propre de A™ pour tout entier naturel
non nul n < p (p étant fixé> 1) et on montre que N*lest une valeur propre de APT! .

on a :APHX = AP(AX) =AT(AX) = X (WX) = ATHIX,

par conséquent A\ est une valeur propre de APt

la propriété est donc héréditaire.

Conclusion : Yp€ N* ) est une valeur propre de A”.
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proposition 5 les valeurs propres d’ une matrice triangulair sont les valeurs des
¢éléments de la diagonale principale de la matrice.

preuve : la matrice étant triangulaire , son équation caractérististique sera :

p(A) =(a11-A)(age-A) .... (a,,-A) = 0 et par suite ,ses valeurs propres seront :

A1= aiq , A= agy ..... A= nn.

b) propriétés des vecteurs propres

propriétés 6 A toute valeur propre associer au moins un valeur propre.

preuve .les valeur propre sont les solution de ’équation caractéristique :

det(A-AL,) = 0.

par conséquent ,ces valeurs propres rendent la matrice A-\, non inversible ;par suite
nous en déduisons I’éxistence d’un infinité de solutions pour I’équation caracéristique
vectorielle : AX=)\X.

propriétés 7 les vecteurs propres sont définis a un facteur prés.

preuve . si AX = \X ;alors ona:Va € R A(aX)= a(AX) = a(AX) =A(aX),donc
aX sera un vecteur propre associé a valeur propre A pour la matrice A.

propriétés 8 tout combinaison linéaire de vecteurs propres associés & une méme
valeur propre est elle-méme vecteur propre pour cette valeur propr.

preuve. supposons que : X;,Xo,....X,, sont p vecteur propre associés a la valeur
propre A

on adonc :Vk € {1,2,....... p} alors : AXx = Xg.

si aq, g, ...apdésiginent p nombres réels quelconnques ,nous obtenons :

A(Zp: arXk) :Zp: ar(AXy) = zp: ar (AXy) = )\(Zp: ap Xy ). par suite ,Zp: o Xgsera
un Veckt:elur propre kd:el la matrice Ak;slsocié ala Valeu1’: ?ropre A =
Remarque2  Une étude plus compléte de l'algébre linéaire, nous montrerait
que ’ensemble des vecteurs Propres associés a une valeur propre ,ensemble auquel on

ajoute le vecteur nul ,forme un sous-espace vectoriel de I’ensemble R”. Ce sous-espace

vectoriel est appelé sous-espace propre associé & lavaleur propre en question.
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Proposition9 Des vecteurs propres associés & des valeurs propres différentes sont
linéairement indépendants.

Preuve. Considérons p vecteurs propres X1,...,.Xp de la matrices M,, € (R) cor-
respondants Respectivement aux valeurs propres différentes respectives Ay, ...,\,.Nous
allons démontrer le résultat a I'aide d’ un raisonnement par I’absurde.Supposons donc
que ces p vecteurs ne sont pas linéairement indépendants.Appelons r le nombre maxi-
mum de vecteurs qui sont linéairement indépendants parmi ces p vecteurs.

Nous avons donc r<p.

Pour simplifier les notations ,supposons que ces 1 vecteurs soient les vecteurs

Le vecteur Xp sera donc combinaison linéaire de ces r vecteurs.

.,
Il existera donc r nombres réelsay,...,a,tels que :Xp=>" a;Xj.

k=1
r

.,

Comme nous avons : AXp = A\, Xp,nous en déduisons donc que :A( > o, Xy)=\, > o Xy,
k=1 k=1

T T

Soit encore : > apAXi=>

k=1 k=1
Nous en déduisons donc que : ) ag(A, — A\p) Xy = 0.

k=1
La famille { X7, ..., X, }étant libre, nous en déduisons que : Vk € {1,....,r}on a :

Oék)\kaZ)\p Z Oéka
k=1

ag(A, — A)=0 Et puisque pour tout k nous avons A, # A\gz,nous en tirons que les
coeflecients aysont tous nuls.

Par suite ,le vecteur Xp sera nul , ce qui est impossible puisqu’ il est un vecteur
propre.

Par conséquent ’hypothése faite est fausse , d’ ou le résultat annoncé.

Proposition 10 : A une valeur propre de multiplicité q ,on peut associer au plus
q vecteurs propres Linéairement indépendants.

Preuve .Ce résultat est admis.

Proposition 11 : Si la matrice A est inversible et si A est une valeur propre non

nulle de la matrice A, Alors les vecteurs propres

1

1 sont les mémes que ceux De la

de la matrice A~! relatifs & la valeur propre
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matrice A relatifs a la valeur propre A.

Preuve : Ce résultat provient immédiatement du résultat vu dans le paragraphe
précédent relatif Aux valeurs propres de la matrice A~

Proposition 12 : Pour tout entier naturel non nul ,les vecteurs propres de la
matrice sont les Mémes que ceux de la matrice A.

Preuve : Ce résultat provient immédiatement du résultat vu dans le paragraphe

précédent relatif aux valeurs propres de la matrice AP.

2.2 Exemple

0 -1

3 4
le polynéme caractéristique de la matrice asera :

-2 -1
=(—A)(4 — \) + 3=0,s0it cette équation posséde deux racines réelles
3 4-A
qui sont : A\y =1 et \y = 3.

considérons la matrice : A=

recherchons maintenant les vecteur propres associés.pour la valeur propre A\; = 1:

—XTy =2
ili faut donc résoudre le systéme : AX = X< 2 ' en posant :
3T 1+ 42 = T9

T = —XT2
X= (2) cela donne
To est quelconque (non nul )

donc tout vecteur de la forme :X= (;’22)sera vecteur propre ( avec Xz # 0)

pour la valeur propre \y = 3 :

—Ty =3
ili faut donc résoudre le systéme : AX = 3X<—= 2 ! en posant :
3[L’1 + 42 == 31‘2

T — —3332

X= (g) cela donne

To est quelconque (non nul )

donc tout vecteur de la forme :X= (3“21)sera vecteur propre ( avec x; # 0)

propriétés
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2.3 La diagonalisation d’ une matrice

1)Définition

Définition 2 : Considérons une matrice carrée A d’ordre n.La matrice A est dia-
gonale s ’il existe une matrice d’ordre n , inversible S telle que la matrice ST*AS soit
diagonale.

Remarque 3 : Puis que : det(S™'AS-)AL,)=det[S™ (A-AL,)S]=det(S™!)det(A-AL,)det(S)
= det(A-)I,),nous En déduisons que la matrice ST'AS aura le méme polynéme carac-
téristique que la matrice A.

Les éléments diagonaux de la matrice ST'AS seront donc les valeurs propres de la

matrice A.
A0 o0
. ) 0 X O
Nous noterons dans ce cas :S™'AS = diag(\y, ..., \,) oudiag(Ar, ..., \,) =
0
0 .. 0 A\,

Remarque 4 : Si la matrice A est diagonalisable ,iln’y a pas unicité de la matrice

2)Propriétés

Théorémel : La matrice Ae M, (R) est diagonalisable si et seulement si elle
admet n vecteurs propres linéairement indépendants.

De plus ,les colonnes d’e la matrice S de transformation sont les vecteurs propres
de la matrice A rangés dans 'ordre ol apparaitront les valeurs propres dans la matrice
diagonale.

Preuve : Supposons que la matrice A soit diagonalisable et posons S= [C; ,....,C,]
ou C; désigne la i®™“colonne de la matrice S.

Puisque :S™'AS=diag(\, ....., A, ),nous déduisons : AS=S diag(\y, ....., \,),ce qui

donne encore

[ACY, ..., ACy] = [MCY, ooy AaCl]



18

Par conséquent : Vi € {1,...,n}on a : AC,=);C .Cela montre que les n colonnes
de la matrice S sont les vecteurs propres de la matrice A qui sont nécessairement
linéairement indépendants

Puisque det (S) # 0 car la matrice S est inversible.

Réciproquement ,si les n vecteurs propres Xj,..., X, de la matrices A€ M, (R)sont
linéairement Indépendants ,on considére la matrice S=[X1, ....., X,,].

On a alors :S7'A S=S7!1[AX, ..., AX,]= S7} [N X0, oo, A X

Soit encore : :STTA S=S71 (X4, ..., X, diag( My, ..., A= diag(Ai, ..., Ay

Proposition 13 :

La matrice A€ M, (R)est diagonalisable si et seulement si le nombre de vecteurs
propres Linéairement indépendants associés a chaque valeur propre est égal a 1’ordre
de multiplicité De cette derniére comme solution de 1’équation caractéristique.

Preuve : Ce résultat est admis.

Remarqueb5 Compte tenu de cette propriété ,nous pouvons dire qu’une matrice

qui n’admet que des Valeurs propres simples est diagonalisable.

2.4 Exemples

0 —1
Exemple 1 : Reprenons la matrice A= vue au début de ce chapitre.
3 4

Nous avions deux valeurs propres simples : A\;=1 et \y=3.
De plus ,pour A; ,un vecteur propre était xlz(*ll)et pour Ay on avait Xo :(_13).
Ces deux valeurs propres étant simples , nous pouvons en déduire que la matrice

A est diagonalisable.

-1 1
Posons : S= et vérifions que la matrice S est inversible et que la ma-

1 -3
trice ST AS esT Bien diagonale.

Comme det(S)=2#0,nous endéduisons que la matrice S est inversible et que :
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-3 -1
§-1=1
-1 -1
_ —3 -1 0 -1 1 1 _
De plus ; ,soit encore : STLAS = % soit en-
-1 -1 3 4 1 -3
-3 -1 -1 3 2 0 10 A0
core :STTAS =2 =1 — — !
-1 -1 1 9 0 6 0 3 0 X
2 20
Exemple 2 : On considére la matrice 1 2 1
0 2 2

Recherchons les valeurs propres de la matrice A
2—X 2 0
Ona:det( A-MI3)= 1 2—-)\ 1

On a:det( A-AI3)=| X 2— )\ 1 (on a remplacé C; par C;—Cy+Cjs),s0it

-A 2 2—A
encore :
—1 2 0 —1 2 0
det( A-AI))=A| 1 2—- )\ 1 =\ 0 4-—)\ 1 (on a remplacé Ly
—1 2 2— A 0 0 2—A

par Lo—L;+1L; et L3 par Ly—Ly)
En définitive ,le ploynome caractéristique est : p(A\)=-A(4-1)(2-1)=0
Nous obtenons donc trois valeurs propres simples A\; = 0 ,\y = 4e tA3 = 2.
La matrice A sera donc diagonalisable.
Recherchons maintenant les vecteurs propres
*Relativement a A= 0

Il faut résoudre le systéeme AX= 0 soit :
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201+ 325 =0 T = T2
1+ 229 +23=0 & xs quelconque (non nul)
2x9 + 223 =0 T3 = —Ty
-1
Un vecteur propre sera donc :X; = 1
—11

*Relativement o Ny = 4

Il faut résoudre le systéme : AX=4X soit :

2r1 + 2z9 = 44 —2r1+3r9=0 T1 = To
T1+2x+x3 =419 = § 71— 29 +23=0 <= T2 quelconque (non nul)
229 + 213 = 4x3 209 — 223 =10 T3 = o
1
Un vecteur propre sera :Xo = | 1
1

*Relativement a A3 = 2

Il faut résoudre le systéme : AX=2X soit :

2x1 + 229 = 224 9 =10 T, = —I3
T1+ 204+ 23=229 & T1+2x3=0 & z9 =0
219 + 2w3 = 213 209 =0 x3 quelconque (non nul)
—1
Un vecteur propre sera : Xy = 0
1
-1 1 -1 000

La matrice S sera : S= 1 1 0 etonaura : ST'AS=| 0 4 0

-1 1 1 0 0 2
3 -1 1
Exemple 3 : On considére la matrice A=| —1 3 1
2 2 2

Recherchons les valeurs propres de la matrice A
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33—\ —1 1 3—X\ —1 1
Ona:det( A-\3)=| -1 3—-X 1 [|=] =X =X X\ |[,soit:
2 2 2—A 2 2 2=
33—\ —1 1 4—X 0 0
det( A-MIz)=A| —1 -1 1 [=A] -1 -1 1 |=-X4-))7?
2 2 2—A 0 0 2—2A

Le ploynome caractéristique est donc p(\)=-A(4-1)?=0.

Nous obtenons donc deux valeurs propres : A\; = 0 qui est simpleet \o=4
Qui est double

.Recherchons maintenant les vecteurs propres

*Relativement a A;=0

Il faut résoudre le systéeme AX= 0 soit :

3x1 — 29+ 319 =10 T1 = To
—r1+3xy+23=0 <= x9 quelconque (non nul)
201 4+ 229 + 223 =0 T3 = —2%9
1
Un vecteur propre sera donc :X; = 1
-2

*Relativement a \o=4

Il faut résoudre le systéme : AX=4X soit :

3x1 — To + 319 = 414 T1 = —Xo9 + T3
—21 4+ 329+ a3 =41y S {—T1—T2+23=0% xo quelconque (non nul)
271 + 279 + 225 = 415 r3 quelconque (non nul)
Nous avons cette fois deux vecteurs propres linéairement indépendants :
1 -1
Xo=| 0 |et X3= 1

1 0
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1 1 -1 00O
La matrice S sera :S= 1 0 1 et on aura :ST'AS=| 0 4 0

-0 1 0 0 0 4

2.5 Que fair lorsque la matrice (dit de transition)
A est non diagonalésable ?

— soit A une matrice carée nxn (réelle ou compexe).

—soit Ay k=1,.....m=< n les valeurs propres distinctes de multiplicité r, > 1de le
metrice A.

on suppose que la matrice A n’ est pas diagonalisable,auterment dit il n’ est pas
possible de trouver ry vecteur v linéairement indipondants satisfaisant (A-AIj)v=0
(pour tout k= 1,...,m).

—on peut quand méme exhiber une matrice de passage H telle que A = H 1 AH est
une matrice bloc diagonale.le nombre de bloc correspond au nombre de valours propres
distinctes.chaque bloc associé & une valeur propre A\iest une matrice triangulaire
supérieure de dimension ry.

— Ce chagement de base sous intéresse cer il permettra de résoudre un systéme
d’équations différentielles linéaires de facon récursive.

on obtient les vecteurs de la matrice de passage de la facon suivante :

pour chaque valeur propre distincte \;,on procéde récursivement.on commence en
choisissant une base du sous espace propre engendré par la valeur propres Ag,c’est
-a-dire en choisissant q;, vecteurs vy 1, ....., Vg, non nul linéairement indépendants tels
que (A — \,)vg; =0 pour i=1,...,qy

on cherche alors un vecteur o = (ay, ...... , ap, ) tel que’ il existe un vecteur w solution
non nulle de :

(A= AL)w=(Ug1,.eos Vkp, ) ¥

si qx + 1= 1, on s’ arréte la et les colonnes de la matrice de passage associée & Ay
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sont ( Vi1, ....., Ugp, ,w). si non on reprend 'étape précédante avec (i1, ....., Ugp, W)

pour sous espace propre engendré par .

2.6 Exemple

3 3 1

soit la matrice réelle : A =| —2 —2 —1 sont polynom caractéristique est

2 3 2
Pa(A) = (1 — A\)? et il admet une racine triple A = lles vecteur propres sont les

solutions du systéme suivant :
2$1+ 3372"‘563:0
221 — 3Ty — 23 =0 < 271 + 323 + 73

2$1+3$2+£E3:O
que est de rang un .il n’ exeiste que deux vecteurs propres linéairement

indépendants (la matrice A n’est pas diagonalisable)

viet vo forment une base du sous espace propre engendré par A= 1 les systéme
(A-I3)w =aw; + awvy oeut s’écrire sont la forme :
2wy + 3wg + ws =
—2wy; — 3wy — w3 = o

211)1 + 3102 + w3z = —3041 — 20[2
et iI'n’admet de solution que si oy = a5 ( sinon les deux premiéres équations ne

sont pas compatibles).En posant a; = 1, on peut choisir :

la matrice de trasition est :



A=H''AH =

01
0 0

-1
1

24



Chapitre 3

résolution matricielle du systéme

différentielle

3.1 Introdiction

le but de ce chapitre est la résolution des deux types de systéme différentiels linéaires
suivants dans K"(K =R ou C) :

(

2/1 = a11Y1 + Q12Y2 + A13Y3 + A1aYs + ... + Q1pYn
ylg = 02191 + Q22Y1 + A23y1 + A2aY1 + ... + A1 Yn

L y;, = Up1Y1 + An2Y2 + an3yYs + palYs + ... + Gnnln
Y'(t) = AY (t),t € R,

( !

Y1 = 1191 + @129 + a13Y3 + a14Ys + ... + @1nYn + b1 (1)
y/g = a1Y1 + A2Y1 + a3y + a24Y1 + ... + a1nYn + ba()

\ y; = Ap1Y1 + An2Y2 + An3Y3 + QnaYs + ... + GpnYn + by (t)
& Y'(t)= AY (t) + B(t),t € R,

les inconnues sont yi, ys ,...,y, fonctions de la variable réelle t , & valeur dans

25
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K,dérivable par rapport a la variable réelle t sur R ou I, intervalle de R

1
Y2 . -
*Yite I - Y(t) = € K" est une fonction dérivable sur R ou un
Yn
intervalle ouvert I de R
ai; ai2 ... QAip
* A agy Q22 ... QAa2p c M,rm(K),
Ap1 Ap2 ... QApp
by
ba : : :
* Biel — B(t) = € K™ est une fonction continue sur un intervalle
by

ouvert I de R

Remarque :s;dans (Sg),onfait B(t) = 0 et I = R,on obtient alors (S;).

3.2 Théoréme de Cauchy ,propriétes générales.

1-Définition : Le systéme (S;) est appelé systéme différenciel linéaire homogene

du premier ordre & coeffitients constants dans K,d’inconnues yi,ys, ....,y,, On appelle

solution de (S;) toute fonction y définie dérivable sur Ra valeur dans K™ vérifiant(S;)

le systéme s2 est appéle systéme différentiel linéare du promier ordre avec second

membre(ou inhomogene) & coefficients constant dans K defini sur 7, d’inconnuese

V1,¥2, ....,Vn,on appelle solution de S, toute fonction y défini sur l'intervalle I a la
valeur dans Ky vérifant (Ss).

2-probléme de cauchy.théoréme de cauchy.
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Résoudre un probléme de cauchy et la recherche de solution(s) d'un systéme
différentiel de type (S;)ou (sg) vérifiant une condition initiale donnée Yo € K"  en

un temp donné (to € I) Autrement dit,on cherche a résoudre :

Y'(t) = AY (t) + B(t)

Y(to) = Yo
Yo € K™

ou B(t) est éventuellement nul et ty € I, (ou R),

Théoréme de Cauchy(admis) :

—Pour tout tg € R et Yy € K™.,il existe une unique solution du systéme(S;) vérifiant
Y (to) = Yo.

—Pour tout ty € I et Yy € K™ ,il existe une unique solution du systéme(S,) vérifiant

Y (to) = Yo.

3-Propriété de ’ensemble des solution de (S;) ou (S:)
—TI’ensemble des solution de (S;) est un espace vectoriel sur K
— Soit U(t) une solution particuliére alors toute solution de (S;) s’écrit :
Y(to) =U(t) + Z(t)
ou Z(t) est la solution générale du systéme linéare différentil (S;) associé(c’est

-a-dire sans second memebre).

3.3 Méthode de résolution explicité des systéme
linéare a coeffitient constant (S;) ou (S;)

(a) Cas n=1:
Alors les systeme (Sp)et(Sy) se réduisent aux deux équations différentielle  sui-
vantes :
(E1) y'=ay
(Ez) y' =ay+b(t)
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La solution générale de la premiere (E;) est : y(t)=Xe™.

Si on impose la condition initiale y(0)=yq ,on obtient A = yo

Quant a la seconde(Ey) ,d’aprés les propriétés 3 du paragraph 7, la solution générale
s’écrit :

y(t) = u(t) + Ae™

ou u(t) est une solution particuliére de (Ey) .Comment trouver une solution parti-
culiere de (Ez) 7, On utilisera la méthode ,dite de la variation de la constants que 'on
verra plus tard , de fagon générale ,mais qui est la suivantes :On cherche u(t) sous la
forme u(t) =u(t)e™ . En injectant dans I’équation,on obtient : p/(t)e™ = b(t)

soit

¢ t

p(t) = [e*b(s)ds dou u(t) = ([e**b(s)ds)e™

Il Sufﬁttode prendre une solutiont 0particuliére (d’ou I'abscence de constante :ici on a
u(t)=0).

La solution générale de (Ey) s’écrit :

y(t) = (ieasb(s)ds)e“t + e

Si on imtpoose la condition initiale y(to) on obtient A = yq

Remarque :

On peut généraliser I’équation E; en ne supposant plus le coeffitient o constant
mais en le prenant comme une fonction de t. On obtient une équation différencielle
linéare ,avec second membre, en dimension 1 ,qui n’est n’est plus a coefficient constant
,de la forme :

(Eqbis) o = a(t)y + b(t)

Les propriétés 3 du paragraphe I restent vraies et la méthode de résolution donnée
ci-dessus aussi ,soit la solution s’écrit :

y(t) = yo(t) + u(t)
avec :

fa(s)ds
i. yosolution générale y = a(t)y soit yo = Aefo = \g(t)
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ii.u(t) est obtenue par la variation de la constante comme précédemment ce qui
donne ,avec les méme notations
o e =0

u(t) = [23ds ou u(t) = ([ 23ds)g(t)

to to

(b ) cas n=2
a

A= Alors les systeémes(S;)ou(S;)se raménent respectivement a deux
0 as

équation de type (E;) ou (E3) que l'on sait résoudre .
Exemple : Soit a résoudre le systéme(.Sy)suivant :
o' (t) = 2z(t) 2 (t) 20 x(t)
=

y'(t) = 3y(t) y'(t) 0 3 y(t)
Alors on a deux équations de type (E3) que l'on résoud séparément . La solution

est donnée par :

x(t xoe?t
vi= [ )=
y(t) Yyoe®!
Zo s
ou la colonne yy = correspond a la valeur initiale pour tg = 0
Yo
.. ailr Q2 .1, R , .
1. A= Considérons seulement le systéme (s;).Alors(se)est équivalent
0 a922

2/ (t) = anx(t) +ay(t)

y'(t) = axy(t)
La deuxiéme équation est de type (E;)que I'on sait résoudre . On reporte sa solution

générale dans la premiére équation du systéme qui devient alors du type (E;) ou la
fonction inconnue est x(t) On sait résoudre mais dans ce cas le paragraphe suivant va
nous fournir un méthode plus rapide.

Le cas A générale sera vu plus tard ,pour n’import quelle dimension d’espace .

2.Résolution explicté du systéme (5) :

Théoréme :
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(a) L’unique solution Y(t) du systéme S(t) dans K, de condition initiale Y (0)=Ys’écrit :
Y(t) = Ralt)Yy
ou R 4(t) est une matrice carrée de M, (K )indépendante de la condition initiale. R 4 (t)s’appelle
la matrice résolvante de (S)et est unique

(b) Ra(t) est donnée en fonction de A et t coomme suit :

a1 0 0 et 0 0
. . 0 a9 ... 0 0 e*2 . 0
i.st A= alors Ra(t) =
0 0 Ann 0 0 etnn
a a1 ... Qip
L a ... Q2q . . . .
ii. si A = = al, + N avec N triangulaire supérieure stricte
0 0 .. a

dons N" = 0, alors :

Ra(t) = e (]n + N+ N2 + L+ ﬁt”*lN’H)

T 0 .. 0

o 0 Tp .. 0 | |

1. 815 = ou T;(i = 1....p) est une matrice d’ordre n; de la
o 0 .. 1T,

forme donnée dans ii),s0it

T = A, + N; avec N; triangulaire supérieure stricte,et ny +ng + ... +n, = n

alors :
Ry, (1) 0 . 0
0 Rr,(t) .. 0
Ra(t) =
0 0 . Ry, (1)

ou R(t) est donnée par 1)
iv.51 A est quelconque dans M, (K'),A est nécessairement trigonalisable dans M,,(C)

donc il existe une matrice complexe de changement de bases P telle que P~1AP=A
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est de la forme précédente(donnée dans i1).Alors Ra(t) = PRa/(t)P~'.De plus si A
est réelle R (t)est aussi réelle .

(c) Dans tous cas R4(t) vérifie les propriétés suivantes :

R4(0) = 1.

£ (Ra(t)) = ARA(t) = Ra(t)A.

Ra(t+s) = Ra(t)Ra(s).

Ra(t)est inversible et(Ra(t)) ™! = Ra(—t).

Pour chaque cas de A donné dans (b) on vérifie successivement & la main que
Y (t) = Ra(t)Yy pour les différents R4(t) proposés dans (b) est solution de (S;) et
vérifié la condition initiale. Le Théoréme de Cauchy permet de déduire que c’est la
solution unique . Elle se présente donc bien sous la forme énoncée dans o L’unicité

de RA(t)résulte du méme théoréme de Cauchy .

2 00
Exemple : Persons pour A la matrice suivante A=| (0 1 1 | soit le systéme :
0 01
2 00
Yit)=1 0 1 1 [Y()
0 01
(t)
Y(t) =1 y(t)
2(t)
On releve du cas (b) iii)théoréme ci-dessus .alore on a
11 10 01
Ty =2et Ty = = + = I, + Ny avec N2 =0
01 01 0 0
el tel
alors Ry, = e* et Ry, = €'(I, + tNy) = dou :

0 €
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e 0 0 e 0 0
RA(t) = 0 et tet et Y(t) = 0 et tet Y(O)
0O 0 O 0O 0 O

On peut facilement déduire la proposition suivante :

Proposition :

I’ensemble ¢ des solutions de (S;) est un espace vectoriel de dimension n sur K et
de base (E1, B, ...., E,) ou Ei(t) = Ra(t)e;,i = 1,2,...,n et (ey, e, ...,¢e,) est la base
canonique de K™ .Les solutions (Ey, Es, ...., E,) sont appelées solutions fondamentales.

3-Résolution explicite du systéme (S;) :

Théoréme : I'unique solution de (Sz) définie sur l'intervalle I contenant 0 avec
condition initiale Y (0) = Y} est donnée par :

Y(t) = Z(t)+ U(t)

ou Z(t) = Ra(t)Yy est I'unique solution du systéme (S;) associé(sans second
membre) avec condition initiale Z(0) = Y (déterminée par le théoréme du théoréeme
du paragraphe 2)et U(t) une solution particuliére de (Ss) obtenue par la méthode de
la variation de la constante soit :

U(t) = ftRA(t — u)B(t)du.

Alors laosolution Y (t) est donnée par :

Y (t) = Ra(t)Yo + jRA(t — u)B(t)du.

Preuve :Elle consisge a vérifier directement , en utilisant les propriétés de R4 (t),queU (t)est
solution de (S3)

4-Conclusion :

Pour résoudre le systéme (S53)avec condition initiale Y (0) = Y, on procéde comme
suit :

(a) On résout le systéme associé(S) de la fagon suivante :

i. On diagonalise si possible la matrice A dans C,sinon on trigonalise dans

C.(d’aprais ce que nous avans vu dans précédents)



33

Par changement de base de matrice P,si on pose Z(t) = P1Z(t) A* = P"'AP,on

se raméne donc au cas b)i, b)iou b)iii du paragraphe 2 .On résout le systéme

(Z(t)*) = A*Z(t)* avec la condition initiale Z(0) = P~'Y; soit Z(t) + Ra-(t)
Py,

ii. La solution est donnée par Z(t) = PZ(t)* = PR (t)P~'Yy = R(t)Ypon a
danc Ru(t) = PRa-(t)p'.

(b)On calcule la solution particuliere U(t) de (S3) donnée dans le paragraphe 3
précédent.

(c) La solution cherchée est Y (t) = Z(t) + U(t).

3.4 Exemples ( le cas général) :

Exemple 1 :
résoudre le systeme différentiel suivant
' =4dxr —2y
y=x+y
C’est un systéme différentiel linéiare d’ordre 1 homogene d’équation matricielle
4 =2 x(t)
X'=AX avec A= et X(t) =
1 1 y(t)

la valeur propre de la matrice A est{2.3}

1 2
Eq(A) = vect JE3(A) = vect

1 1

1 2
pour p= A= PDP~! avec D=
11 0 3
pour Y = P'X, X' = AX &Y' = DY
)\627&
Y'=DY &Y = avec \, p € k.
et
o2t o3t
X'=AXe X(t) = A +p ek
€2t €3t

Exemple 2 :
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résoudre le systeme différentiel suivant
' =z + 319 + €
Yy = 211 + 4
C’est un systeme différentil de taille 2 lineiare a coefficients constant d’equation
matricielle X = AX + B(t) avec
T -1 3 e

X= A= et B(t) =
Y -2 4 0

I’équation homogene : X' = AX

3 1
les valeur propre est{1,2}, F1(A) = vect et Fy(A) = vect
2 1
31 10
onaA=PDP!avec P= et D=
2 1 0 2
et donc X/ = AX & X'=PDP X & P'X'=DP1X
pousons Y = P~'X.onaY’ = P 'X/ et doncX = AX = DY
pousons Y= h
Yo
| = t) =\ €
Y'=DY& hi=i & ay) ! avec A, Ay € k
Yy = 2yo Ya(t) = Aope®
A=PDP~! avec
2 =2 1 1 2 5 0
pP— pi=l et D=
1 1 -1 2 0 -3
pour Y = P71 X est solution de Y’ = DY + C(¢)
et _|_ 2673t
C(t) =P 'B(t) = ;
—et 4 2¢73t
apres résolution ,on obtient
APt — Lot _ 1,3t
YI =DY +C(t) < Y(t) = fom 16
pe 3t — 1—16€t + %te’?’t
2€5t _26—315 _te—3t o l€—3t
puis X'=AX+BA(t)& X () =X +1 + ®
oot o3 —let 4 Ltem3t — L3t

on peut aussi procéder par variation des constantes apres résolution séparée de

I’équation homogéne.
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