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Notations

_ B(x0, r) est la boule ouverte de centre x0 et de rayon r

_
_

B (x0, r) est la boule fermée centrée en x0 et de rayon r

_ int Ixest l’intérieur de Ix

_
_

Aest l’adhérence de A

_ S(x0, r) est la sphère de centre x0et de rayon r

_ Vx0 est voisinage de x0
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Introduction

Dans ce travail nous nous somme intéresser par l’étude de résolution des systèmes

différentiels par des méthodes matricielles .

A cet effet on a organiser notre mémoire en trois chapitres ;

le premier chapitre est consacrer à l’étude et l’existence et l’unicité de la solution

dans le cas Lipchitzien ;

une démonstration a été effectuée se basant sur le théorème du point fixe

Le deuxième chapitre a pour but rappelé de calcul matriciel ; valeurs et vecteurs

propres , diagonalisation des matrices ,..

Le dernier chapitre est consacrer à résolution des systèmes différentiels à coeffi -

cients constants

Plusieurs applications concernant l’étude envisagée a été faites à la fin de cette

étude



Chapitre 1

Théorèmes d’existence et d’unicité

1.1 Notations, définitions et notions préliminaires

soit I un intervalle de R, U un ouvert de Rn,f une application continue de I × U

dans Rn. On s’intéresse à des systèmes différentiels du type suivant

(E) x′(t) = f (t, x(t))

Définition 1.1.1 Une fonction x définie sur un intervalle Ix ⊂ R à valeur dans

Rnest

appelée solution de (E) lorsque les propriétés suivantes sont verifiées

(i) IX ⊂ I, intIX 6= ∅

(ii) x ∈ C1(IX ;U)

(iii) x́(t) = f (t, x(t)) pour tout t ∈ IX

Notations : pour x ∈ Rn , |x| désigne la norme euclidienne de x.

Si f : U ⊂ Rn −→ Rn est une application différentiable en x ∈ U,

on notera indifféremment sa différentielle par f ′(x)ou Df(x).

Définition1.1.2 (Fonction lipschitzienne) Une fonction f : U ⊂ Rn −→ Rn est

une application lipschitzienne de rapport k sur U si |f(x1)− f(x2)| ≤ k |x1 − x2|

pour tout x1 ∈ U, et tout x2 ∈ U

4
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Définition1.1.3 Une fonction f : U ⊂ Rn −→ Rn est localement lipschitzienne

sur U si pour tout x0 ∈ U , il existe un voisinage Vx0 ⊂ U de x0 tel que f
∣∣
Vx0

soit lipschitzienne sur Vx0

Exemple : La fonction x −→ 2
√
x et localement lipschitzienne sur R∗+, mais pas

lipschitzienne

Proposition 1.1.1 Si f ∈ C1(U ;Rn) alors f est localement lipschitzienne sur U

Si de plus U est convexe (ou même étoilé) , et si ∂f
∂xi
∈ Cb(U ;Rn)

pour tout i = 1, ...;n alors f est lipschitzienne sur U

Définition1.1.4 Une fonction I × U −→ Rn est dite continue et lipschitzienne

sur U uniformément par rapport à t ∈ I si

(i) continue sur I × U

(ii) Il existe k > 0 tel que |f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ k |x1 − x2| pour tout t ∈ I ,

tout x1 ∈ U, et tout x2 ∈ U

Définition 1.1.5 Une fonction I × U −→ Rn est dite continue et localement

lipschitzienne par rapport à x ∈ U uniformément en t , si

i) f continue sur I × U

ii)pour tout (t0, x0), il existe un voisinage Vt0 × Vx0 ⊂ I × U de (t0, x0),

tel que f
∣∣
Vt0×Vx0 soit lipschitzienne sur Vx0 , uniformément par rapport à t ∈ Vt0

Proposition1.1.2 Si f ∈ C (I×U ;Rn),si pour tout t ∈ I f(t, ·) est différentiable

, et si ∂f
∂x
est continue sur I × U , alors f est localement lipschitzienne par rapport à

x ∈ U , uniformément en t

1.2 Théorème de Cauchy-Lipschitz

théorème1.2.1 (théorème d’existence locale et d’unicité) soit

f : I × U −→ Rncontinue sur I × U localement lipschitzienne en x ∈ U

uniformément en t , pour tout (t0, x0) ∈ I × U le problème de Cauchy

(C) x́(t) = f (t, x(t)) , x(t0) = x0
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admet une solution (x, Ix) (t0 ∈ Ix) de plus la solution x est unique sur Ix
Remarque : (x, Ix)est solution de (c) si et seulement si x ∈ C(IX ;Rn)et

x(t) = x0 +
∫ t
t0
f (s, x(s))ds , pour tout t ∈ Ix

Définition 1.2.1 Un cylindre S = [t0 − T, t0 + T ]×
−
B (x0, R) est dite cylindre

de sécurité pour (c) quand toute solution de (c) sur[t0 − T, t0 + T ] reste

contenue dans
−
B (x0, R)

preuve de théorème : on construit d’abord un cylindre de sécurité pour (c) .

soit D=[t0 − τ , t0 + τ ]×
−
B (x0, R) ⊂ I × U ,ou τ > 0 etR > 0 sont tels que

pour tout t ∈ [t0 − τ , t0 + τ ] f (t, ·) est lipschitzienne de rapport k > 0 sur
−
B (x0, R) .posons M = max(t,x)∈D |f (t, x)| ,et soit T=min(τ , R/M)

soit φ : x −→ φ(x),l’application définie sur C([t0 − T, t0 + T ] ;
−
B(x0, R)) par

φ(x)(t) = x0 +
∫ t
t0
f (s, x(s))ds . on verifie aisément que φ est une contraction sur

C([t0 − T, t0 + T ] ;
−
B(x0, R))muni de la distance associée à la norme

‖x‖∗ = maxt∈[t0−T,t0+T ] (exp(−2k |t− t0|) |x(t)|

En effet si x∈ C([t0 − T, t0 + T ] ;
−
B(x0, R)) ,alors ϕ(x) ∈ C([t0 − T, t0 + T ] ;

−
B(x0, R))

(vérification facile).De plus

|φ(y)− φ(z))(t)| ≤
∫ t
t0
|f (s, y(s))− f (s, z(s))| ds

et
∫ t
t0
|f (s, y(s))− f (s, z(s))| ds ≤

∣∣∣∫ tt0 e2K|s−t0|k
∣∣y(s)− z(s)

∣∣e−2K|s−t0| ds
∣∣∣

et
∣∣∣∫ tt0 e2K|s−t0|k

∣∣y(s)− z(s)
∣∣e−2K|s−t0| ds

∣∣∣ ≤ e2K|t−t0| ‖y − z‖·/2
d’ou l’on déduit ‖φ(y)− φ(z)‖· ≤ ‖y − z‖·/2

Définition1.2.2 (prolongement ) soient (x1, Ix1) et (x2, Ix2) deux solutions de (E).

on dit que (x1,Ix1 ) est un prolongement de (x2, Ix2) lorsque Ix2 ⊃ Ix1 et x2

∣∣
IX1

= x1.Si

de plus Ix2 6= Ix1on dit que (x1, Ix1) est un prolongement strict de (x2, Ix2)

Définition1.2.3 (Solution maximale) on dit qu’une solution (x, Ix) de (E) est une

solution maximale si elle n’admet pas de prolongement strict

théorème1.2.2 (existence locale d’une solution maximale ) toute solution (x, Ix)

se prolonge en une solution maximale (pas nécessairement unique )

preuve soit Ix = ]a, b[ ⊂ I .Nous allons montrer l’existence d’une solution maxi-
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male àdroite (l’existence d’une solution maximale à gauche se démontre de manière

identique ) On construit des prolongements successifs (xk, ]a, bk[)(i.e ]a, bk+1[)est un

prolongement de (xk, ]a, bk[).On pose (xk, ]a, b1[) u (x, ]a, b[).On suppose que

b1〈∞,sinon la preuve est terminée .

pour tout k ≥ 1, on pose ck = sup {c | (xk−1 , a, ]a,bk−1[ admet un prolongement sur ]a,c[}

On a ck ≥ bk−1.Supposons que ck est fini à partir d’un certain rang. Le cas ou

ck est infini pour tout k est étudié à la fin de la preuve . Par définition du ’sup’,

il existe bk ∈ [bk−1, ck] et xk :]a, bk[ −→ Rn tels que (xk, ]a, bk[) est un prolonge-

ment de (xk−1, ]a, bk−1[). De plus ; on peut choisir bk

tel que ck−bk〈min((ck−bk−1)/k, 1/k) La suite (ck)k est décrissante car l’ensemble

des prolongements de xk−1 contient les prolongements de xk .

Nous avons b1 ≤ b2 ≤ ... ≤ bk ≤ ...ck ≤ ck−1 ≤ ... ≤ c2 et les suites (bk)k et (ck)k

sont adjacentes.

Soit
_

b = limk−→∞ bk = limk−→∞ ck.Soit (
_
x,
[
a,
_

b
]
)

le prolongement commun des solution xk (si la solution est prolongeable à
_

b , on

prendra
[
a,
_

b
]
comme intervalle de définition maximale sinon on prendra

]
a,
_

b
[
).Pour

montrer que ce prolongement est maximal, raisonnons par l’absurde . Soit (z, |a,c|)

un prolongement strict de (
_
x,
∣∣∣a,_b∣∣∣).Alors (z, |a,c|)prolonge (xk−1, ]a, bk−1[) pour tout

k〉1et donc c ≤ ck,par définition de ck Par passage à la limite on obtient c ≤
_

b,ce

qui est en contradiction avec (z, |a,c|) est un prolongement strict de (
_
x,
∣∣∣a, _b∣∣∣),, Le

théorème est donc démontré dans le cas ou ck est fini à partir d’un certain rang .Dans

le cas ou ck = ∞ pour tout k on peut choisir bk ≥ k dans la construction précédente

et on a limk−→∞ bk =∞

théorème1.2.3 (Théorème d’existence de solution maximale et d’unicite) Les hy-

pothéses sont celles du théoreme d’existence locale . Pour tout (t0, x0) ∈ I × U , il

existe une solution maximale unique (x, I(t0, x0)) de (E) vérifiant x(t0) = x0 Linter-

valle maximale I (t0, x0) = (t−(t0, x0), t+(t0, x0)) est ouvert dans I .

De plus t−vérifie t− = inf I ou limt↘t− min(d (x(t), ∂U), 1/ |x(t)|) = 0 de même
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t+ vérifie t+ = sup I ou limt↘t+ min(d (x(t), ∂U), 1/ |x(t)|) = 0

preuve : On suppose que I est ouvert .Le lecteur pourra adapter la preuve aux

autres cas On pose t+(t0, x0) = sup {t ∈ I /(c) a une solution sur [t0 , t] } ,

t−(t0, x0) = inf {t ∈ I /(c)a une solution sur [t , t0] } ,Donc (c) admet une solu-

tion sur ]t− ,t+[ , De plus ,(c) n’a pas de solution sur ]t− ,t+[ (ni sur [t− ,t+[),

sinon on pourrait prolonger la solution sur ]t− ,t+ + ε[ avec ε > 0,et on aurait une

contradiction avec la définition de t+.De la partie unicite du Théorème d’existence

locale et d’unicité , il découle que la solution définie sur ]t− ,t+[ est unique . Vérifions

la propriétes énoncée pour t+.Supposons que t+〈sup I.On veut montrer que :

limt↘t+ min(d (x(t), ∂U), 1/ |x(t)|) = 0 Raisonnons par l’absurde .Supposons qu’il

existe ε > 0 et une suite (ti)i , ti ↗ t+, telle que |x(ti)| ≤ 1/(2ε) et d (x(t), ∂U) ≥ 2ε

, pour tout i. Sans perte

degénéralité, on supposera que ε ≤ 1/2ε.

Posons M= max { |f (t, x)| |t0 ≤ t ≤ t+ , |x| ≤ 1/ε, d (x, ∂U) ≥ ε}Soit

0 ≤ δ ≤ ε/M .Montrons que ,pour tout i ,et tout s vérifiant 0 ≤ s ≤ δ et s ≤ t+− ti
,on a |x (ti + s)| 〈1/ε et d (x(ti + s), ∂U) > ε (1.1)

Pour montrer (1.1) on raisonne par l’absurde . On suppose qu’il existe i et β

∈ [0,min(δ, t+ − ti)] tels que |x(ti + s)| ≤ 1/ε et d (x(ti + s), ∂U) ≥ ε pour tout

0 ≤ s ≤ β et |x (ti + β)| = 1/ε ou d (x(ti + β), ∂U) = ε

Etant donné que l’on a |f (ti + s, x(ti + s))| ≤M pour tout 0 ≤ s ≤ β,on obtient

|x(ti + β)− x(ti)| ≤
∫ ti+β
ti
|f (s, x(s))| ds ≤ βM ≤ δM ≤ ε

Par conséquent |x (ti + β)| 〈|x (ti)| + ε ≤ 1/(2ε) + ε ≤ 1/ε , car ε ≤ 1/(2ε). Mais

,on a aussi d (x(ti + β), ∂U) ≥ d (x(ti), ∂U)− |x(ti + β)− x(ti)|〉2ε− ε = ε.

On a une contradiction et (1.1) est prouvé.

De (1.1),on déduit que ,pour tout i tel que t+ − ti ≤ δ , on a :

|x(t)− x(s)| ≤
∫ t
s
|f (τ , x(τ))| dτ ≤M |t− s| (1,2) pour tout s, t ∈ [t, t+] , s ≤ t

Montrons que limt↘t+ x(t) existe .Soit (tḱ)k une suite telle que tḱ〈 t+ et
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limk−→∞ tḱ = t+.L’inégalité (1,2) montre que (x(tḱ))k est une suite de cauchy dans

Rn.Soit y la limite de cette suite , cette limite ne dépend pas de la suite (tḱ)k . En

effet si (sk)k est une autre suite telle que sk ≺ t+ et limk−→∞ sk = t+ , et si z est la

limite de (x(sk))k , on a |z − y| ≤ M × limk−→∞ |sk − tḱ| = 0 donc limt↘t+ x(t) existe

et appartient à U

De maniére analogue , on démontrerait que limt↘t+
∫ t
t0
f (τ , x(τ))dτ existe . ceci

permet de construire une solution de (C) sur [t−, t+]. Ce qui contredit le choix de t+.

Le théorème est donc démontré.

1.3 Théorème de Cauchy-Peano-Arzéla

soit f une fonction continue sur I×U à valeur dans Rn .On veut montrer l’existence

locale de solution pour (c) sous cette seule hypothése de continuité.

Soit C0 = [t0 − T0, t0 + T0 ]×
−
B(x0, R0) un cylindre de longueur 2T0 et de rayon R0 ,

contenu dans I×U .NotonsM = max(t,x)∈C0 |f (t, x)| ≺ ∞ . Le théorème d’existence

locale est basé sur la construction de solution approchées pour (c) dans le cylindre

[t0 − T, t0 + T ]×
_

B(x0 , R0) ou T = min(T0, R0/M).Pour construire de telles solutions

on utilise la méthode d’Euler ;on construit cette solution sur [t0, t0 + T ], la construction

sur [t0 − T, t0] est analogue . On se donne une subdivision ( régulièrepour simplifier )

de [t0, t0 + T ] : t0 〈 t1 〈 t2 〈.....〈 tn = t0 + T

Le pas de la subdivision est h = T/N .pour chaque subdivision de pas h = T/N

, on définit une fonction yN continue sur[t0, t0 + T ] , et affi ne sur les intervalles de la

subdivision, de la façon suivante :

yN(t0) = x0

yN(t) = yN(tn) + (t− tn)f (tn, yN(tn)) si t ∈ [tn, tn+1]

Proposition 1.3.1 pour toute subdivisionsde pas h = T/N ,la fonction yN définie

ci-dessus est contenue dans la boule
−
B(x0, R0)

preuve : soit h = T/N donné .On vérifie par reccurence sur n ≤ N que
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|yN(t)− x0| ≤M |t− t0| pour tout t ∈ [t0, tn] (1,3)

La propriétés (1,3) est varie pour n = 0 . supposons la varie pour n ,

soit t ∈ [tn, tn+1],

on a :|yN(t)− x0| ≤ |yN(t)− yN(tn)| + |yN(tn)− x0| ≤ |f (tn, yN(tn))| (t − tn) +

M(tn − t0) ≤M(t− t0)

on a |f (tn, yN(tn))| ≤M car yN(tn) ∈
−
B(x0, R0) , La proposition est donc démontré

Théorème1.3.1 (Théorème de Cauchy-Peano-Arzéla) Le probléme (c) admet une

solution définie sur [t0 − T, t0 + T ] à valeur dans
−
B(x0, R0)

Preuve : soit yN la fonction définie par la méthode d’Euler .La suite (yN)N est

uniformément bornée , car toutes les solutions vivent dans
−
B(x0, R0) . Les fonctions yN

sont Lipschitzienne de rapport M (par construction et parce que |f (tn, yN(tn))| ≤M

si tn ∈ [t0 − T, t0 + T ] et yN(tn) ∈
−
B(x0, R0)). La famille (yN)N est donc équicontinue

.D’après le Théorème d’Ascoli-Arzélz , il existe une sous -suite , que l’on indexe toujours

par N pour simplifier les notations , et une fonction y ∈ C([t0 − T, t0 + T ] ;
−
B(x0, R0)),

tele que (yN)N converge vers y uniformément sur [t0 − T, t0 + T ] .Pour montrer que y

est solution de (c) , introduisons le module de continuité de f sur

[t0 − T, t0 + T ]×
−
B(x0, R0) : ωf (δ) = max {|f (τ 1, y1)− f (τ 2, y2)| |τ 1 − τ 2|+ |y1 − y2)| ≤ δ}

Pour tout τ ∈ (tn; tn+1), les fonctions yN vérifient

|yŃ(τ)− f (τ , yN(τ))| = |f (tn, yN(tn))− f (τ , yN(τ))| ≤ ωf ((M + 1)h)

par conséquent ,nous avons :∣∣∣yN(t)− x0 −
∫ t
t0
f (τ , yN(τ))dτ

∣∣∣ ≤ |t− t0|ωf ((M + 1)h).

En passant à la limite dans cette estimation , on montre que y est solution de (c)

Théorème 1.3.2 (Téorème d’Ascoli-Arzela ) soit k un espace métrique compact

, et soit Fun sous-ensemble de C(K;Rn) .Alors F est relativement compact dans

C(K;Rn) si et seulement si F est borné ,et équicontinue
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1.4 Lemmes techniques

Pour démontrer qu’une trajectoire quitte une région donnée en temps fini nous

utiliserons parfois le lemme suivant

lemme1.4.1 Si x est une fonction de [α,∞[ à valeur dans R , de classe C1. Si la

limite de x quand t tend vers l’infini existe dans R,et si la limite de x́ quand t tend

vers l’infini existe dans R,alors limt−→∞ x́(t) = 0

lemme1.4.2 Si x est une fonction réelle positive ou nulle ,Lipschitzienne de rang

k sur [α,∞[ et si l’integrale
∫∞
α
x(t)dt converge ,alors limt−→∞ x(t) = 0



Chapitre 2

rappel du Calcul matricielle

2.1 valeurs propres et vecteurs propres

1) Définition

Définition1 considrons une matrice A∈ Mn(R)on recharche un vecteur X6=
→
0

de dimension n tel que AX soit prportinnael à X soit AX=λX cette relation s’ecrira

encore : AX-λX=
→
0 ou encore (A-λIn)X ou λ désignnera un nombre réel.

par définiton, le vecteur X ainsi déterminé est appelé vecteur propre de la matrice

A.

Remarque 1 le vecteur X cherché est dons solution du systéme linéaire

(A-λIn)X=
→
0 deux cas se présenteront :

1ercas : si p(λ) = det(A-λIn) 6= 0 le systéme linéaire aura une solution unique qui

sera X=
→
0 .ce cas ne nous intéressera dans pas.

2émecas : si p(λ) = det(A-λIn) = 0

l’équation obtenue par cette relation nous donnera une équation polynomiale ap-

pelée polynôme caractéristique de la matrice A ; une solution de cette équation carac-

téristique est appelée valeur propre de la matrice A.

12
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a)propriétés des valeurs propres

proposition 1 une matrice carrée d’ordre n admet n valeur propres ,comptées

avec leur multiplication ces valeurs propres peuvent être complexes et ,si λk est valeur

propre complexe de partie imaginaire non nulle , alors son conjugué
_

λk

sera également une valeur propre de la matrice A avec le même ordre multiplicité

que celui de λk .

proposition 2 si A∈ Mn(R) et si S et une matrice carrée inversable ,alors le

polynôme caractéristique des matrice At est S−1AS sera le même et par suite,ces deux

matrices ouront les mêmes valeurs propres.

preuve.on a :det(At -λIn) = det(At -λItn) = det[(A -λIn)t] = det(A -λIn), et

det(S−1AS-λIn) = det(S−1AS-λS−1InS) = det(S−1(A -λIn)S) = det(S−1).det(A-λIn).det(S)

ce qui donne :det(S−1AS-λIn) = det(A-λIn) puisque det(S−1) = 1
det(S)nous en déduisons

que :det(S−1AS-λIn) = det(A-λIn).

proposition 3 si λ est une valeur propre non nulle d’une matrice A inversable,alors
1
λ
est une valeur propre de A−1.

preuve. on a donc AX=λX par consiquent : λA−1X =A−1AX =X.

par suit ,nous avons : A−1X = 1
λ
X ce qui preuv qui 1

λ
est valeur propre de A−1.

proposition 4 si λ est une valeur propre non nulle d’une matrice A ,alors ∀p

∈ N∗,λp est une valeur propre de AP .

preuve. Démontrons ce résultat par récurrence sur p.

Initialisation : on a : A1X = AX = λX = λ1X, donc λ1 est une valeur propre de

A1.

Hérédité on asuppose que λn est une valeur propre de An pour tout entier naturel

non nul n ≤ p (p étant fixé≥ 1) et on montre que λp+1est une valeur propre de Ap+1 .

on a :AP+1X = AP (AX) =AP (λX) = λ (λpX) = λP+1X.

par conséquent λP+1 est une valeur propre de AP+1.

la propriété est donc héréditaire.

Conclusion : ∀p∈ N∗,λp est une valeur propre de AP .
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proposition 5 les valeurs propres d’une matrice triangulair sont les valeurs des

éléments de la diagonale principale de la matrice.

preuve : la matrice étant triangulaire , son équation caractérististique sera :

p(λ) =(a11-λ)(a22-λ) .... (ann-λ) = 0 et par suite ,ses valeurs propres seront :

λ1= a11 ,λ2= a22 .....,λn= ann.

b) propriétés des vecteurs propres

propriétés 6 A toute valeur propre associer au moins un valeur propre.

preuve .les valeur propre sont les solution de l’équation caractéristique :

det(A-λIn) = 0.

par conséquent ,ces valeurs propres rendent la matrice A-λn non inversible ;par suite

nous en déduisons l’éxistence d’un infinité de solutions pour l’équation caracéristique

vectorielle : AX=λX.

propriétés 7 les vecteurs propres sont définis à un facteur prés.

preuve . si AX= λX , alors on a :∀α ∈ R A(αX)= α(AX) = α(λX) =λ(αX),donc

αX sera un vecteur propre associé à valeur propre λ pour la matrice A.

propriétés 8 tout combinaison linéaire de vecteurs propres associés à une méme

valeur propre est elle-même vecteur propre pour cette valeur propr.

preuve. supposons que : X1,X2,....Xp sont p vecteur propre associés à la valeur

propre λ

on adonc :∀k ∈ {1, 2, ........p} alors : AXK =λXK .

si α1, α2, ...αpdésiginent p nombres réels quelconnques ,nous obtenons :

A(
p∑

k=1

αkXk) =
p∑

k=1

αk(AXk) =
p∑

k=1

αk (λXk) = λ(
p∑

k=1

αkXk). par suite ,
p∑

k=1

αkXksera

un vecteur propre de la matrice Aassocié à la valeur propre λ.

Remarque2 Une étude plus complète de l’algèbre linéaire, nous montrerait

que l’ensemble des vecteurs Propres associés à une valeur propre ,ensemble auquel on

ajoute le vecteur nul ,forme un sous-espace vectoriel de l’ensemble Rn. Ce sous-espace

vectoriel est appelé sous-espace propre associé à lavaleur propre en question.
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Proposition9 Des vecteurs propres associés à des valeurs propres différentes sont

linéairement indépendants.

Preuve. Considérons p vecteurs propres X1,...,XP de la matrices Mn ∈ (R) cor-

respondants Respectivement aux valeurs propres différentes respectives λ1,...,λp.Nous

allons démontrer le résultat à l’aide d’un raisonnement par l’absurde.Supposons donc

que ces p vecteurs ne sont pas linéairement indépendants.Appelons r le nombre maxi-

mum de vecteurs qui sont linéairement indépendants parmi ces p vecteurs.

Nous avons donc r≺p.

Pour simplifier les notations ,supposons que ces r vecteurs soient les vecteurs

X1, .....,Xr

Le vecteur XP sera donc combinaison linéaire de ces r vecteurs.

Il existera donc r nombres réelsα1,...,αrtels que :XP=
r∑

k=1

αkXk.

Comme nous avons : AXP = λpXP ,nous en déduisons donc que :A(
r∑

k=1

αkXk)=λp
r∑

k=1

αkXk,

Soit encore :
r∑

k=1

αkAXk=
r∑

k=1

αkλkXk=λp
r∑

k=1

αkXk

Nous en déduisons donc que :
r∑

k=1

αk(λp − λk)Xk =
→
0 .

La famille {X1, ..., Xr}étant libre, nous en déduisons que : ∀k ∈ {1, ...., r}on a :

αk(λp − λk)=0 Et puisque pour tout k nous avons λp 6= λk,nous en tirons que les

coeffecients αksont tous nuls.

Par suite ,le vecteur XP sera nul , ce qui est impossible puisqu’il est un vecteur

propre.

Par conséquent l’hypothèse faite est fausse , d’où le résultat annoncé.

Proposition 10 : A une valeur propre de multiplicité q ,on peut associer au plus

q vecteurs propres Linéairement indépendants.

Preuve .Ce résultat est admis.

Proposition 11 : Si la matrice A est inversible et si λ est une valeur propre non

nulle de la matrice A, Alors les vecteurs propres

de la matrice A−1 relatifs à la valeur propre 1
λ
sont les mêmes que ceux De la
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matrice A relatifs à la valeur propre A.

Preuve : Ce résultat provient immédiatement du résultat vu dans le paragraphe

précédent relatif Aux valeurs propres de la matrice A−1.

Proposition 12 : Pour tout entier naturel non nul ,les vecteurs propres de la

matrice sont les Mêmes que ceux de la matrice A.

Preuve : Ce résultat provient immédiatement du résultat vu dans le paragraphe

précédent relatif aux valeurs propres de la matrice Ap.

2.2 Exemple

considérons la matrice : A=

 0 −1

3 4


le polynôme caractéristique de la matrice asera :∣∣∣∣∣∣ −λ −1

3 4− λ

∣∣∣∣∣∣=(−λ)(4− λ) + 3=0,soit cette équation posséde deux racines réelles

qui sont : λ1 = 1 et λ2 = 3.

recherchons maintenant les vecteur propres associés.pour la valeur propre λ1 = 1 :

ili faut donc résoudre le systéme : AX = X⇐⇒

 −x2 = x1

3x1 + 42 = x2

en posant :

X=
(
X1
X2

)
cela donne

 x1 = −x2

x2 est quelconque (non nul )

donc tout vecteur de la forme :X=
(−x2
x2

)
sera vecteur propre ( avec x2 6= 0)

pour la valeur propre λ2 = 3 :

ili faut donc résoudre le systéme : AX = 3X⇐⇒

 −x2 = 3x1

3x1 + 42 = 3x2

en posant :

X=
(
X1
X2

)
cela donne

 x1 = −3x2

x2 est quelconque (non nul )

donc tout vecteur de la forme :X=
(
x1
3x1

)
sera vecteur propre ( avec x1 6= 0)

propriétés
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2.3 La diagonalisation d’une matrice

1)Définition

Définition 2 : Considérons une matrice carrée A d’ordre n.La matrice A est dia-

gonale s ’il existe une matrice d’ordre n , inversible S telle que la matrice S−1AS soit

diagonale.

Remarque 3 : Puis que : det(S−1AS-λIn)=det[S−1(A-λIn)S]=det(S−1)det(A-λIn)det(S)

= det(A-λIn),nous En déduisons que la matrice S−1AS aura le même polynôme carac-

téristique que la matrice A.

Les éléments diagonaux de la matrice S−1AS seront donc les valeurs propres de la

matrice A.

Nous noterons dans ce cas :S−1AS= diag(λ1, ..., λn) où diag(λ1, ..., λn) =


λ1 0 ... 0

0 λ2 0 ...

... ... ... 0

0 ... 0 λn


Remarque 4 : Si la matrice A est diagonalisable ,iln’y a pas unicité de la matrice

S.

2)Propriétés

Théorème1 : La matrice A∈ Mn(R) est diagonalisable si et seulement si elle

admet n vecteurs propres linéairement indépendants.

De plus ,les colonnes d’e la matrice S de transformation sont les vecteurs propres

de la matrice A rangés dans l’ordre où apparaîtront les valeurs propres dans la matrice

diagonale.

Preuve : Supposons que la matrice A soit diagonalisable et posons S= [C1 ,....,Cn]

où Ci désigne la iémecolonne de la matrice S.

Puisque :S−1AS=diag(λ1, ....., λn),nous déduisons : AS=S diag(λ1, ....., λn),ce qui

donne encore

[AC1, ...., ACn] = [λ1C1, ...., λnCn]
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Par conséquent : ∀k ∈ {1, ..., n}on a : ACk=λkC .Cela montre que les n colonnes

de la matrice S sont les vecteurs propres de la matrice A qui sont nécessairement

linéairement indépendants

Puisque det (S) 6= 0 car la matrice S est inversible.

Réciproquement ,si les n vecteurs propres X1,...,Xnde la matrices A∈ Mn(R)sont

linéairement Indépendants ,on considère la matrice S=[X1, ....., Xn].

On a alors :S−1A S=S−1 [AX1, ....., AXn]= S−1 [λ1X1, ....., λnXn]

Soit encore : :S−1A S=S−1 [X1, ....., Xn] diag(λ1, ....., λn)= diag(λ1, ....., λn)

Proposition 13 :

La matrice A∈ Mn(R)est diagonalisable si et seulement si le nombre de vecteurs

propres Linéairement indépendants associés à chaque valeur propre est égal à l’ordre

de multiplicité De cette dernière comme solution de l’équation caractéristique.

Preuve : Ce résultat est admis.

Remarque5 Compte tenu de cette propriété ,nous pouvons dire qu’une matrice

qui n’admet que des Valeurs propres simples est diagonalisable.

2.4 Exemples

Exemple 1 : Reprenons la matrice A=

 0 −1

3 4

vue au début de ce chapitre.
Nous avions deux valeurs propres simples : λ1=1 et λ2=3.

De plus ,pour λ1 ,un vecteur propre était x1=
(−1

1

)
et pour λ2 on avait X2 =

(
1
−3

)
.

Ces deux valeurs propres étant simples , nous pouvons en déduire que la matrice

A est diagonalisable.

Posons : S=

 −1 1

1 −3

et vérifions que la matrice S est inversible et que la ma-
trice S−1AS esT Bien diagonale.

Comme det(S)=26=0,nous endéduisons que la matrice S est inversible et que :
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S−1=1
2

 −3 −1

−1 −1


De plus ; ,soit encore : S−1AS = 1

2

 −3 −1

−1 −1

 0 −1

3 4

 −1 1

1 −3

 soit en-
core :S−1AS = 1

2

 −3 −1

−1 −1

 −1 3

1 9

 = 1
2

 2 0

0 6

 =

 1 0

0 3

 =

 λ1 0

0 λ2



Exemple 2 : On considère la matrice


2 2 0

1 2 1

0 2 2


Recherchons les valeurs propres de la matrice A

On a : det( A-λI3)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 2 0

1 2− λ 1

0 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.

On a : det( A-λI3)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 2 0

λ 2− λ 1

−λ 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (on a remplacé C1 par C1−C2+C3),soit

encore :

det( A-λI3)=λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 0

1 2− λ 1

−1 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 2 0

0 4− λ 1

0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (on a remplacé L2

par L2−L1+L1 et L3 par L3−L1)

En définitive ,le ploynôme caractéristique est : p(λ)=-λ(4-λ)(2-λ)=0

Nous obtenons donc trois valeurs propres simples λ1 = 0 ,λ2 = 4e tλ3 = 2.

La matrice A sera donc diagonalisable.

Recherchons maintenant les vecteurs propres

*Relativement à λ1= 0

Il faut résoudre le système AX=
→
0 soit :
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
2x1 + 3x2 = 0

x1 + 2x2 + x3 = 0

2x2 + 2x3 = 0

⇔


x1 = x2

x2 quelconque (non nul)

x3 = −x2

Un vecteur propre sera donc :X1 =


−1

1

−11

.
*Relativement à λ2 = 4

Il faut résoudre le système : AX=4X soit :
2x1 + 2x2 = 4x1

x1 + 2x2 + x3 = 4x2

2x2 + 2x3 = 4x3

⇔


−2x1 + 3x2 = 0

x1 − 2x2 + x3 = 0

2x2 − 2x3 = 0

⇔


x1 = x2

x2 quelconque (non nul)

x3 = x2

Un vecteur propre sera :X2 =


1

1

1


*Relativement à λ3 = 2

Il faut résoudre le système : AX=2X soit :
2x1 + 2x2 = 2x1

x1 + 2x2 + x3 = 2x2

2x2 + 2x3 = 2x3

⇔


x2 = 0

x1 + x3 = 0

2x2 = 0

⇔


x1 = −x3

x2 = 0

x3 quelconque (non nul)

Un vecteur propre sera :X2 =


−1

0

1



La matrice S sera : S=


−1 1 −1

1 1 0

−1 1 1

etonaura : S−1AS=


0 0 0

0 4 0

0 0 2

.

Exemple 3 : On considère la matrice A=


3 −1 1

−1 3 1

2 2 2


Recherchons les valeurs propres de la matrice A
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On a : det( A-λI3)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 1

−1 3− λ 1

2 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3− λ −1 1

−λ −λ λ

2 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,soit :

det( A-λI3)=λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 1

−1 −1 1

2 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣.=λ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4− λ 0 0

−1 −1 1

0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −λ(4− λ)2

Le ploynôme caractéristique est donc p(λ)=-λ(4-λ)2=0.

Nous obtenons donc deux valeurs propres : λ1 = 0 qui est simpleet λ2=4

Qui est double

.Recherchons maintenant les vecteurs propres

*Relativement à λ1=0

Il faut résoudre le système AX=
→
0 soit :

3x1 − x2 + 3x2 = 0

−x1 + 3x2 + x3 = 0

2x1 + 2x2 + 2x3 = 0

⇔


x1 = x2

x2 quelconque (non nul)

x3 = −2x2

Un vecteur propre sera donc :X1 =


1

1

−2


*Relativement à λ2=4

Il faut résoudre le système : AX=4X soit :
3x1 − x2 + 3x2 = 4x1

−x1 + 3x2 + x3 = 4x2

2x1 + 2x2 + 2x3 = 4x3

⇔ {−x1 − x2 + x3 = 0 ⇔


x1 = −x2 + x3

x2 quelconque (non nul)

x3 quelconque (non nul)
Nous avons cette fois deux vecteurs propres linéairement indépendants :

X2 =


1

0

1

et X3 =


−1

1

0


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La matrice S sera :S=


1 1 −1

1 0 1

−0 1 0

 et on aura :S−1AS=


0 0 0

0 4 0

0 0 4

.

2.5 Que fair lorsque la matrice (dit de transition)

A est non diagonalésable ?

—soit A une matrice carée n×n (réelle ou compexe).

—soit λk k=1,....,m≺ n les valeurs propres distinctes de multiplicité rk ≥ 1de le

metrice A.

on suppose que la matrice A n’est pas diagonalisable,auterment dit il n’est pas

possible de trouver rk vecteur v linéairement indipondants satisfaisant (A-λkIk)v=0

(pour tout k= 1,...,m).

—on peut quand méme exhiber une matrice de passage H telle que
^
A = H−1AH est

une matrice bloc diagonale.le nombre de bloc correspond au nombre de valours propres

distinctes.chaque bloc associé à une valeur propre λkest une matrice triangulaire

supérieure de dimension rk.

—Ce chagement de base sous intéresse cer il permettra de résoudre un systéme

d’équations différentielles linéaires de façon récursive.

on obtient les vecteurs de la matrice de passage de la façon suivante :

pour chaque valeur propre distincte λk,on procéde récursivement.on commence en

choisissant une base du sous espace propre engendré par la valeur propres λk,c’est

-a-dire en choisissant qk vecteurs vk,1, ....., vk.pk non nul linéairement indépendants tels

que (A− λIn) vk,i = 0 pour i=1,...,qk

on cherche alors un vecteur α = (α1, ......, αpk) tel que’il existe un vecteur w solution

non nulle de :

(A− λIn)w = ( vk,1, ....., vk.pk )α

si qk + 1= rk on s’arréte là et les colonnes de la matrice de passage associée à λk
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sont ( vk,1, ....., vk.pk , w). si non on reprend l’étape précédante avec (vk,1, ....., vk.pk , w)

pour sous espace propre engendré par λk.

2.6 Exemple

soit la matrice réelle : A =


3 3 1

−2 −2 −1

2 3 2

 sont polynom caractéristique est

PA(λ) = (1 − λ)3 et il admet une racine triple λ = 1les vecteur propres sont les

solutions du systéme suivant :
2x1 + 3x2 + x3 = 0

−2x1 − 3x2 − x3 = 0

2x1 + 3x2 + x3 = 0

⇐⇒ 2x1 + 3x2 + x3

que est de rang un .il n’exeiste que deux vecteurs propres linéairement

indépendants (la matrice A n’est pas diagonalisable)

v1


0

1

−3

 v2 =


1

0

−2


v1et v2 forment une base du sous espace propre engendré par λ= 1 les systéme

(A-I3)w =αv1 + αv2 oeut s’écrire sont la forme :
2w1 + 3w2 + w3 = α2

−2w1 − 3w2 − w3 = α1

2w1 + 3w2 + w3 = −3α1 − 2α2

et il’n’admet de solution que si α1 = α2 ( sinon les deux premiéres équations ne

sont pas compatibles).En posant α1 = 1, on peut choisir :

w=


0

0

−1


la matrice de trasition est :
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H=


0 1 0

1 0 0

−3 −2 −1


on a :

H−1=


0 1 0

1 0 0

−2 −3 −1


et

^
A = H−1AH =


1 0 1

0 1 −1

0 0 1





Chapitre 3

résolution matricielle du système

différentielle

3.1 Introdiction

le but de ce chapitre est la résolution des deux types de système différentiels linéaires

suivants dans Kn(K = R ou C) :

(S1)



y
′
1 = a11y1 + a12y2 + a13y3 + a14y4 + ....+ a1nyn

y
′
2 = a21y1 + a22y1 + a23y1 + a24y1 + ....+ a1nyn

: = : : . . :

y
′
n = an1y1 + an2y2 + an3y3 + an4y4 + ...+ annyn

⇔

Y
′
(t) = AY (t), t ∈ R,

(S2)



y
′
1 = a11y1 + a12y2 + a13y3 + a14y4 + ....+ a1nyn + b1(t)

y
′
2 = a21y1 + a22y1 + a23y1 + a24y1 + ....+ a1nyn + b2(t)

: = : : . . :

y
′
n = an1y1 + an2y2 + an3y3 + an4y4 + ...+ annyn + bn(t)

⇔ Y
′
(t) = AY (t) +B(t), t ∈ R,

les inconnues sont y1, y2 ,...,yn fonctions de la variable réelle t , à valeur dans

25
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K,dérivable par rapport à la variable réelle t sur R ou I, intervalle de R

* Y :t∈ I → Y (t) =


y1

y2

:

yn

 ∈ Kn est une fonction dérivable sur R ou un

intervalle ouvert I de R

* A=


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

: : :

an1 an2 ... ann

 ∈Mnn(K),

* B :t∈ I → B(t) =


b1

b2

:

bn

 ∈ K
n est une fonction continue sur un intervalle

ouvert I de R

Remarque :sidans (S2),onfait B(t) = 0 et I = R,on obtient alors (S1).

3.2 Théorème de Cauchy ,propriètes générales.

1-Définition : Le système (S1) est appelé système différenciel linéaire homogène

du premier ordre à coeffi tients constants dans K,d’inconnues y1,y2, ....,yn On appelle

solution de (S1) toute fonction y définie dérivable sur Rà valeur dans Kn vérifiant(S1)

le système s2 est appéle système différentiel linéare du promier ordre avec second

membre(ou inhomogène) à coeffi cients constant dans K defini sur I, d’inconnuese

y1,y2, ....,yn,on appelle solution de S2 toute fonction y défini sur l’intervalle I à la

valeur dans KN vérifant (S2).

2-problème de cauchy.théorème de cauchy.
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Résoudre un problème de cauchy et la recherche de solution(s) d’un système

différentiel de type (S1)ou (s2) vérifiant une condition initiale donnée Y0 ∈ Kn en

un temp donné (t0 ∈ I) Autrement dit,on cherche à résoudre : Y
′
(t) = AY (t) +B(t)

Y (t0) = Y0

ou B(t) est éventuellement nul et t0 ∈ I, (ou R),

Y0 ∈ Kn.

Théorème de Cauchy(admis) :

—Pour tout t0 ∈ R et Y0 ∈ Kn.,il existe une unique solution du système(S1) vérifiant

Y (t0) = Y0.

—Pour tout t0 ∈ I et Y0 ∈ Kn ,il existe une unique solution du système(S2) vérifiant

Y (t0) = Y0.

3-Propriété de l’ensemble des solution de (S1) ou (S2)

– L’ensemble des solution de (S1) est un espace vectoriel sur K

– Soit U(t) une solution particulière alors toute solution de (S2) s’écrit :

Y (t0) = U(t) + Z(t)

ou Z(t) est la solution générale du système linéare différentil (S1) associé(c’est

-à-dire sans second memebre).

3.3 Méthode de résolution explicité des système

linéare à coeffi tient constant (S1) ou (S2)

(a) Cas n=1 :

Alors les système (S1)et(S2) se réduisent aux deux équations différentielle sui-

vantes :

(E1) y′=αy

(E2) y′ =αy+b(t)
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La solution générale de la première (E1) est : y(t)=λeat.

Si on impose la condition initiale y(0)=y0 ,on obtient λ = y0

Quant à la seconde(E2) ,d’aprés les propriétés 3 du paragraph I, la solution générale

s’écrit :

y(t) = u(t) + λeat

ou u(t) est une solution particulière de (E2) .Comment trouver une solution parti-

culière de (E2) ?, On utilisera la méthode ,dite de la variation de la constants que l’on

verra plus tard , de façon générale ,mais qui est la suivantes :On cherche u(t) sous la

forme u(t) =µ(t)eat.En injectant dans l’équation,on obtient : µ′(t)eat = b(t)

soit

µ(t) =
t∫
t0

easb(s)ds d’ou u(t) = (
t∫
t0

easb(s)ds)eat

Il suffi t de prendre une solution particulière (d’ou l’abscence de constante :ici on a

u(t)=0).

La solution générale de (E2) s’écrit :

y(t) = (
t∫
t0

easb(s)ds)eat + λeat

Si on impose la condition initiale y(t0) on obtient λ = y0

Remarque :

On peut généraliser l’équation E2 en ne supposant plus le coeffi tient α constant

mais en le prenant comme une fonction de t. On obtient une équation différencielle

linéare ,avec second membre, en dimension 1 ,qui n’est n’est plus à coeffi cient constant

,de la forme :

(E2bis) y
′
= a(t)y + b(t)

Les propriétés 3 du paragraphe I restent vraies et la méthode de résolution donnée

ci-dessus aussi ,soit la solution s’écrit :

y(t) = y0(t) + u(t)

avec :

i. y0solution générale y
′
= a(t)y soit y0 = λe

t∫
t0

a(s)ds

= λg(t)
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ii.u(t) est obtenue par la variation de la constante comme précédemment ce qui

donne ,avec les même notations

u
′
(t)g(t) = b(t)

u(t) =
t∫
t0

b(s)
g(s)

ds ou u(t) = (
t∫
t0

b(s)
g(s)

ds)g(t)

(b ) cas n=2

A=

 a1 0

0 a2

.Alors les systèmes(S1)ou(S2)se ramènent respectivement à deux

équation de type (E1) ou (E2) que l’on sait résoudre .

Exemple : Soit à résoudre le système(S1)suivant : x′(t) = 2x(t)

y′(t) = 3y(t)
⇔

 x′(t)

y′(t)

 =

 2 0

0 3

 .

 x(t)

y(t)


Alors on a deux équations de type (E2) que l’on résoud séparément . La solution

est donnée par :

Y (t) =

 x(t)

y(t)

 =

 x0e
2t

y0e
3t


ou la colonne y0 =

 x0

y0

 correspond à la valeur initiale pour t0 = 0

ii.A=

 a11 a12

0 a22

 Considérons seulement le système (s1).Alors(s2)est équivalent

à :  x′(t) = a11x(t) +a12y(t)

y′(t) = a22y(t)

La deuxième équation est de type (E1)que l’on sait résoudre . On reporte sa solution

générale dans la première équation du système qui devient alors du type (E1) ou la

fonction inconnue est x(t) On sait résoudre mais dans ce cas le paragraphe suivant va

nous fournir un méthode plus rapide.

Le cas A générale sera vu plus tard ,pour n’import quelle dimension d’espace .

2.Résolution explicté du système (S1) :

Théorème :
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(a) L’unique solution Y(t) du système S(t) dans K, de condition initiale Y(0)=Y0s’écrit :

Y (t) = RA(t)Y0

ouRA(t) est une matrice carrée deMn(K)indépendante de la condition initiale.RA(t)s’appelle

la matrice résolvante de (S1)et est unique

(b) RA(t) est donnée en fonction de A et t coomme suit :

i. si A =


a11 0 ... 0

0 a22 ... 0

: : ... :

0 0 ... ann

 alors RA(t) =


ea11 0 ... 0

0 ea22 ... 0

: : ... :

0 0 ... eann



ii. si A =


a a12 ... a1n

0 a ... a2n

: : ... :

0 0 ... a

 = aIn + N avec N triangulaire supérieure stricte

dons Nn = 0, alors :

RA(t) = eat
(
In + tN + 1

2
t2N2 + ....+ 1

(n−1)!
tn−1Nn−1

)

iii. si S =


T 1 0 ... 0

0 T2 ... 0

: : ... :

0 0 ... Tn

 ou Ti(i = 1....p) est une matrice d’ordre ni de la

forme donnée dans ii),soit

TI = λIni + Ni avec Ni triangulaire supérieure stricte,et n1 + n2 + ... + np = n

alors :

RA(t) =


RT1(t) 0 ... 0

0 RT2(t) ... 0

: : ... :

0 0 ... RTP (t)


ou R(t) est donnée par ii)

iv.Si A est quelconque dans Mn(K),A est nécessairement trigonalisable dans Mn(C)

donc il existe une matrice complexe de changement de bases P telle que P−1AP=A
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est de la forme précédente(donnée dans ii).Alors RA(t) = PRA′(t)P
−1.De plus si A

est réelle RA(t)est aussi réelle .

(c) Dans tous cas RA(t) vérifie les propriétés suivantes :

RA(0) = I.

d
dt

(RA(t)) = ARA(t) = RA(t)A.

RA(t+ s) = RA(t)RA(s).

RA(t)est inversible et(RA(t))−1 = RA(−t).

Pour chaque cas de A donné dans (b) on vérifie successivement à la main que

Y (t) = RA(t)Y0 pour les différents RA(t) proposés dans (b) est solution de (S1) et

vérifié la condition initiale. Le Théorème de Cauchy permet de déduire que c’est la

solution unique . Elle se présente donc bien sous la forme énoncée dans α L’unicité

de RA(t)résulte du même théorème de Cauchy .

Exemple : Persons pour A la matrice suivante A=


2 0 0

0 1 1

0 0 1

 soit le système :

Y ′(t) =


2 0 0

0 1 1

0 0 1

Y (t)

Y (t) =


x(t)

y(t)

z(t)


On relève du cas (b) iii)théorème ci-dessus .alore on a

T1 = 2 et T2 =

 1 1

0 1

 =

 1 0

0 1

+

 0 1

0 0

 = I2 +N2 avec N2
2 = 0

alors RT1 = e2t et RT1 = et(I2 + tN2) =

 et tet

0 et

 d′ou :
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RA(t) =


e2t 0 0

0 et tet

0 0 0

 et Y (t) =


e2t 0 0

0 et tet

0 0 0

Y (0).

On peut facilement déduire la proposition suivante :

Proposition :

l’ensemble ϕ des solutions de (S1) est un espace vectoriel de dimension n sur K et

de base (E1, E2, ...., En) ou E1(t) = RA(t)ei, i = 1, 2, ..., n et (e1, e2, ..., en) est la base

canonique de Kn .Les solutions (E1, E2, ...., En) sont appelées solutions fondamentales.

3-Résolution explicite du système (S2) :

Théorème : l’unique solution de (S2) définie sur l’intervalle I contenant 0 avec

condition initiale Y (0) = Y0 est donnée par :

Y (t) = Z(t) + U(t)

ou Z(t) = RA(t)Y0 est l’unique solution du système (S1) associé(sans second

membre) avec condition initiale Z(0) = Y0 (déterminée par le théorème du théorème

du paragraphe 2)et U(t) une solution particulière de (S2) obtenue par la méthode de

la variation de la constante soit :

U(t) =
t∫

0

RA(t− u)B(t)du.

Alors la solution Y (t) est donnée par :

Y (t) = RA(t)Y0 +
t∫

0

RA(t− u)B(t)du.

Preuve :Elle consiste à vérifier directement , en utilisant les propriétés deRA(t),queU(t)est

solution de (S2)

4-Conclusion :

Pour résoudre le système (S2)avec condition initiale Y (0) = Y0 on procède comme

suit :

(a) On résout le système associé(S1) de la façon suivante :

i. On diagonalise si possible la matrice A dans C,sinon on trigonalise dans

C.(d’aprais ce que nous avans vu dans prècèdents)
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Par changement de base de matrice P,si on pose Z(t) = P−1Z(t) A∗ = P−1AP ,on

se ramène donc au cas b)i, b)iou b)iii du paragraphe 2 .On résout le système

(Z(t)∗)′ = A∗Z(t)∗ avec la condition initiale Z(0) = P−1Y0 soit Z(t) + RA∗(t)

P−1Y0.

ii. La solution est donnée par Z(t) = PZ(t)∗ = PRA∗(t)P
−1Y0 = RA(t)Y0 on a

danc RA(t) = PRA∗(t)p
−1.

(b)On calcule la solution particulière U(t) de (S2) donnée dans le paragraphe 3

précédent.

(c) La solution cherchée est Y (t) = Z(t) + U(t).

3.4 Exemples ( le cas général) :

Exemple 1 :

résoudre le système différentiel suivant x′ = 4x− 2y

y′ = x+ y

C’est un système différentiel linéiare d’ordre 1 homogène d’équation matricielle

X’=AX avec A=

 4 −2

1 1

 et X(t) =

 x(t)

y(t)


la valeur propre de la matrice A est{2.3}

E2(A) = vect

 1

1

 ,E3(A) = vect

 2

1

 .

pour p=

 1 2

1 1

 , A = PDP−1 avec D=

 2 0

0 3

 .

pour Y = P−1X,X ′ = AX ⇔ Y ′ = DY

Y ′ = DY ⇔ Y =

 λe2t

µe3t

 avec λ, µ ∈ k.

X’=AX⇔ X(t) = λ

 e2t

e2t

+ µ

 e3t

e3t

 , λ, µ ∈ k

Exemple 2 :
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résoudre le système différentiel suivant x′ = x1 + 3x2 + et

y′ = 2x1 + 4x2

C’est un système différentil de taille 2 linèiare à coeffi cients constant d’èquation

matricielle X = AX +B(t) avec

X=

 x

y

 A =

 −1 3

−2 4

 et B(t) =

 et

0


l’équation homogène : X ′ = AX.

les valeur propre est{1, 2} , E1(A) = vect

 3

2

 et E2(A) = vect

 1

1

 .

on a A = PDP−1 avec P =

 3 1

2 1

et D =

 1 0

0 2

 .

et donc X′ = AX ⇔ X ′ = PDP−1X ⇔ P−1X ′ = DP−1X

pousons Y = P−1X. on a Y ′ = P−1X′ et doncX ′ = AX = DY

pousons Y=

 y1

y2


Y’=DY⇔

 y′1 = y1

y′2 = 2y2

⇔

 y1(t) = λ1 e
t

y2(t) = λ2e
2t
avec λ1, λ2 ∈ k

A=PDP−1 avec

P=

 2 −2

1 1

 , P−1 = 1
4

 1 2

−1 2

 et D=

 5 0

0 −3


pour Y = P−1X est solution de Y ′ = DY + C(t)

C(t) = P−1B(t) = 1
4

 et + 2e−3t

−et + 2e−3t


après résolution ,on obtient

Y ′ = DY + C(t)⇔ Y (t) =

 λe5t − 1
16
et − 1

16
e−3t

µe−3t − 1
16
et + 1

2
te−3t


puisX ′=AX+BA(t)⇔ X(t)=λ

 2e5t

e5t

+µ

 −2e−3t

e−3

+

 −te−3t − 1
8
e−3t

−1
8
et + 1

2
te−3t − 1

16
e−3t


on peut aussi procéder par variation des constantes après résolution séparée de

l’équation homogène.
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