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I CHAPITRE 1 : Rappels et préliminaires. I

1. ESPACES VECTORIELS [5] :

On dit que 'ensemble E est un espace vectoriel sur K, ou un K-
espace vectoriel, si :

est muni d’une loi interne + pour laguelle E'est un groupe

commutatif.

- il existe une application (a,u) » au delK X E dans dite loi
externe telle que :

- V(a,B) € K4, V(u,v) € E?:

- (a+Pu=au+pfu, alu+v)=au+av

a(fu) = (af)u, lu=u

2 SOUS-ESPACE VECTORIEL [5] :

Soit E un espace vectoriel sur K soit F une partiede E .
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si :

V(u,v) € F2,v1 e K
ut+veFet AueF
- Muni des lois induites, F est un espace vectoriel.

- F Est stable pour les deux lois :{

3. ESPACE DE HILBERT [41]:

On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel muni d’un
produit scalaire dont 1’espace normé induit est complet.
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CHAPITRE 1 : Rappels et préliminaires. I

4, ESPACE DE SOBOLEY [4]:

On s’intéresse aux espaces de sobolev qui représentent
I’avantage d’étre mieux problémes d’évolution de la physique.

Adaptés aux plus de détails, on pourra consulter des ouvrages
spécialisés tels que.

Dans un systeme dynamique 1’état est représenté a chaque
instant par une fonction définie sur une région spatiale donnée, 1’état
devient un ¢lément d’un espace vectoriel de dimension infinie (en
génerale).

Les espaces LP (Q) jouent un role privilégié.

Soit  Q une région spatiale ouverte de R™, on definit 1’epace
D(Q) des fonctios indefiniment diffrentiables a support compacte dans
Q et D'(Q) le dual topologique de D (Q).

DEFINITION (4.1) :

On appel espace (des classe) des fonctions LP (L), I’espace de
fonctions f tel que :

1/p
(flflpdx> < o0, 1<p< oo,
Q

L’espace LP () muni de la norme
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CHAPITRE 1 : Rappels et préliminaires.

1/p
1flleca, = < j T dx> |
QO

Est un espace de Banach.
Cas particulier I’espace des fonctions de carrée sommable L?(Q).

En munissant L?(Q) des produit scalaire définie par :
i = | £.9d,
Q

On peut montrer qu’il est un espace de Hilbert.

A partir de ’espace L2(£), on definit les espaces de sobolev,
d’ordre m, H™ ().

DEFINITION (4.2) :

On appelle espace de sobolev d’ordre m (m € N) le sous espace
H™(Q) et D'(Q) définie par :

H™(Q) ={feD'(Q)) / fe L?(Q)etdif € L?>(Q),|q| < m}

i=n

01=0% . 0" etlal=) ai  q=(qu )

=1
Et ayant pour norme

2 _ 2
11 meqy = ) 109 FIZsqqy,

lg|sm
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CHAPITRE 1 : Rappels et préliminaires.

Cette norme munit 1’espaceH™ (Q1) d’une structure de Hilbert avec le
produit scalaire

f> PDum@) = z (0f,099) 12(q)-

lglsm

Soit X un espace de banach, ]a,b[un ouvert de R™.on introduit
maintenant des espaces spécifiques aux problémes d’évolution : les
espaces LP(a, b, X).

DEFINITION (4.8) :

a / On désigne par LP(a,b,X) (1 <p < o) I’espace des
(classesde) fonctions f:]a, b[ - X
telles que

t = f(t)
I/ f est mesurable pour dt,
. b 1/2
i/ 11f b, = ([ IF @I dt) " < oo,
b / On désigne par L®(a,b,X) (1 <p < o) I’espace des
(classes de) fonctions f de ]a, b[ dans X verifiant i/ et
iii/ f est bornée presque sur ]a, b ,
Etona
Iflio@pxy =inf{M>0 [[f(Dllx <M p.p sur]a,b[}

PROPOSITION (4.1):
L’espace LP(a, b, X) est un espace de Banach pour toutl < p < oo.
PROPOSITION (4.2) :

Si X est un espace de Hilbert, alors ’espace L?(a, b, X) est aussi
un espace de Hilbert muni du produit scalaire
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CHAPITRE 1 : Rappels et préliminaires.

b
(. D iztan = | (F0,9(0) e

a
Du fait que la boule unité est compacte faiblement éetoilé ([4]).

PROPOSITION (4.3):

Si X est un espace de Banach reflexif séparable et (X;,),en €St
une suite bornée dans L (a, b, X) alors il existe un sous suite, encore
notée (X,,)nen , qQui converge faiblement étoilé.

5. FORME BILINEAIRE

a est une forme bilinéaire sur V. x V si:
1. a est définiede V x V dans R,
2. a est linéaire par rapport a chaque argument.

6. COMMENT CLASSIFIER UNE EDP DU SECOND ORDRE ?

Une équation du seconde ordre définie dans R? et du type

0%u ou ou

0%u 9%u _
W) g H DO 50, + ) g = Py g, 5 ()

Si :b%(x,y) — 4a(x,y)c(x,y) > 0 dans un domaine D c R?,
alors (1) est dite hyperbolique.

On prend comme exemple dans le cas hyperbolique 1’équation
des ondes.
Ou I’équation des ondes s’écrit sous la forme :
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CHAPITRE 1 : Rappels et préliminaires. I

(0%u .
W—Au—f dans (0 X R}
u=20 sur 0Q x R}
u(t =0) =u, dans Q)
ou

ka(t=0)=u1 dans ()

Si :b%(x,y) — 4a(x,y)c(x,y) = 0 dans un domaine D c R?,
alors (1) est dite parabolique .

On prend comme exemple dans le cas parabolique 1’équation de
la chaleur.

Ou I’équation de chaleur s’écrit sous la forme :

(au
E—Au=f dans Q x Rf
u=20 sur 00 X RY
u(t =0) =u, dans ()

6.1 LES CONDITIONS AUX LIMITES HOMOGENES DE DIRICHLET :

u(0,t) = u(l,t) =0 VvVt=0

6.2 L& FORMULE DE TRAPEZE :

b b—a
j u(lx) = > (u(a) + u(b)).
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

I. METHODE DES ELEMENTS FINIS [3]

1. INTRODUCTION :

La méthode des eléments finis est une méthode numeérique pour
résoudre des équations différentielles partielles.

La méthode consiste a approcher, dans un sous-espace de
dimension finie, un probleme écrit sous format variationnelle (comme
minimisation de I'énergie en genéral) dans un espace de dimension
infinie.

La solution approchée est dans ce cas une fonction déterminee
par un nombre fini de paramétres comme, par exemple, ses valeurs en
certains points ou nceuds du maillage.

L’idée de base de la méthode des éléments finis est de remplacer

I’espace de Hilbert V sur lequel est posee la formulation variationnelle
par un sous-espace Vx de dimension finie. Le probleme «approché»

posé sur V, se raméne a la simple résolution d’un systéme linéaire,

dont la matrice est appelée matrice de rigidité. Par ailleurs on peut
choisir le mode de construction de Vx de maniére a ce que le

sous_espace Vy soit une bonne approximation de V et que la solution
up dans V,  de la formulation variationnelle soit «proche » de la
solution exacte u dans V' .

92, APPROXIMATION INTERNE GENERALE :

Nous considérons a nouveaux le cadre générale du formalisme
variationnelle introduit [1] étant donné de HilbertV, une forme
bilinéaire continue et coercive a(u,v) , est une forme linéaire

continue [ (v) , on considere la formulation variationnelle :
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

Trouveru € Vielquea (u,v) =1l (v) VveV (2.1)

I’approximation interne de (2.1) consiste a remplacer 1’espace
de Hilbert VV par un sous-espace de dimension finie vy, c’est-a-dire a
chercher la solution de :

Trouver uy € V3, tel que a (uh p) =1L (vy) Y, €V (22)

3. METHODE DES ELEMENTS FINIS (PRINCIPES
GENERAUX) :

Le principe de la méthode des éléments finis est de construire
des espaces d’approximation interne V;, dont la définition est basée sur
la notion géométrique de maillage du domaine Q. Un maillage est un
pavage de I’espace en volumes élémentaires trés simples : triangles,
tétraedres, parallélépipedes.

Dans ce contexte le paramétre h de V, correspend a la taille
maximale des mailles ou cellules qui composent le maillage.
Typiquement une base de 1/}, sera constitué de fonctions dont le
support est localisé sur une ou quelques mailles. Ceci aura deux
conséquences importantes : d’une part, dans la limite h — 0, I’espace
V;, sera de plus en plus «gros » et approchera de mieux en mieux
I’espace V tout entier, et d’autre part, la matrice de rigidité k; du
systéme linéaire sera creuse, c’est-a-dire que la plupart de ses
coefficients seront nuls (ce qui limitera le colt de la résolution
numérique).
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

&, ELEMENTS FINIS EN DIMENSION NV = 1 :

Pour simplifier I’exposition nous commengons par présenter la
méthode des éléments finis en une dimension d’espace. Sans perte de

généralité nous choisissons le domaine Q = ]0,1[ .en dimension 1 un
maillage est simplement constitu¢ d’une collection de points
(xj) 0<j<n+1(comme pour la méthode des différences finies) tels
que :

Xo=0<x;y <+ <x, <xp41 = 1.

Le maillage sera dit uniforme si les points x; sont equidistantes,
c’est-a-dire que :
. 1 :
xj=jh Avec h=——/ 0<j<n+1.

n+1

Les points x; sont aussi appelés les sommets (ou nceuds) du
maillage .par souci de simplicité nous considérons, pour I’instant, le

probleme modele suivant :

—u'" = f dans ]0,1]
{ 1(0) = u(1) = 0, (2:3)

Dont nous savons qu’il admet une solution unique dans Hj (Q)
si f € L*(©2). Dans tout ce qui suit on notera [P, I’ensemble des
polynomes a coefficients réels d’une variable réelle de degré inférieur
ou égale a k
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

4 .1 ELEMENTS FINIS P, :

La méthode des éléments finis IP,repose sur 1’espace discret des
fonctions globalement continues et affines sur chaque maille

V, ={v e C([0,1)])

Tel que V| i €P; pourtout. 0 < j <n} (24)
j

X1
Et sur son SOous-espace
Vor={v € V}, tel que v(0) = v(1) =0} (2.5

La méthode des éléments finis P; est alors simplement la
méthode d’approximation variationnelle interne appliqué aux espaces
Vi, ou V,,, définis par (2.4) et (2.5).

9

8

\/ Al
3 \/ —1

/N

x(0)=0 x(1)  x(2) x(j) x(n)

FIG 2.1:maillage de @ = ]0, 1[ et de fonction de base en éléments fimis Py.
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

On peut représenter les fonctions de V; ouV,,, affines Par
morceaux, a 1’aide de fonctions de base trés simples.

Introduisons la « fonction chapeau » & définie par :

1—|x] six]<1
si |x| > 1.

cb(x):{ 0

Si le maillage est uniforme, pour 0<j < n + 1, on définit les
fonctions de base

(voir la figure 1.1)

®;(x) = ® (%)

Cet exemple des éléments finis a nouveau de comprendre
I’intérét de la formulation variation elle. En effet les fonctions de
,, ne sont pas deux fois dérivables sur le segment [0,1] et cela n’a pas
de sens de résoudre, méme de maniere approchée, 1’équation (2.3) (en
fait la dérivée seconde d’une fonction de V;, est une somme de masses
de Dirac aux nceuds du maillage !). Au contraire, il parfaitement
légitime d’utiliser des fonctions de V;, dans la formulation
variationnelles (2.2) Qui ne requiert qu’une seule dérivee.

Décrivons la résolution pratique du probleme de Dirichlet
(2.3) par la méthode des éléments finis P; .la formulation
vaiationnelle (2.2) de I’approximation interne devient ici :

Trouver u;, € Vy;, tel que :
1

1
j U R (V' (x) dx = f FEW ) dx Yy € Vo
0

0
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

On décompose uy, sur la base des ((25]-)1<j<n et on prend v, = 9;

ce qui donne
n 1 1
> () [ 0,000 0 dx = [ F)8 00 dx.
j=1 0 0
En notant

1
U, = (uh(xj))1sj5n' b, = jf(x)® i (x) dx.
0

1<jsn

Et en introduisant la matrice de rigidite :

1
1= [0@e@ar)
0 1<i,j<n

La formulation variationnelle dans V;, revient a résoudre dans R" le
systeme lineaire :

khUﬁ:bh'

Comme les fonctions de base @; ont un petit support, I’intersection
des supports de @ ;et @; est souvent vide et la plupart des coefficients
de k;, sont nuls.

Un calcul simple montre que :
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

(—h™t  sij=i—-1

| 050 0adx = 27 st
—~h™' sij=i+1
\ 0 sinon
Et la matrice k,, est tridiagonale :
2 —1 0
—1 2 —1
kh = h_1 .

—1 2 —1
0 —1 2

Pour obtenir le second membre b, il faut calculer les integrales :

Xit+1

(by); = j f(x)D;(x)dx sil<i<n.

L’évaluation exacte du second membre b, peut etre difficile ou
impossible si la fonction f est complique.

En pratique on a recours a des formules de quadrature (ou formules
d’intégration numérique) qui donnent une approximation des
intégrales definissant by, .

Par exemple on peut utiliser la formule des Trapézes :

Xi+1

j PEdx ~ 2 (D) + P Cx)).

Xi+1—Xj
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

Cette formule est exacte pour les fonctions i affines. Si la fonction y
est reguliere quelconque, alors cette foormule est simplement

approchee avec un reste de I’ordre de O (h?).

La résolution du systeme linéaire K, U, = by, est la partie plus
couteuse de la méthode en termes de temps de calcul.
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

[I. METHODES DES DIFFERENCES FINIES[11]

1. INTRODUCTION :

La méthode des différences finis est aussi une méthode
numérique consiste a remplacer les dérivées partielles par des
différences divisees ou combinaisons de valeurs ponctuelles de la
fonction en un nombre fini de points discrets ou nceuds du maillage.

2. LE PRINCIPE DE L& METHODE DES DIFFERENCES FINIS :

A part dans quelques cas tres particuliers, il est impossible e
calculer explicitement des solutions des différents modeles présentés
ci-dessus.

Il est donc nécessaire d’avoir recours au calcul numérique sur
ordinateur pour estimer qualitativement et quantitativement ces
solutions.

Le principe de toutes les méthodes de résolution numérique des
¢quations aux derivées partielles est d’obtenir des valeurs numériques
discrétes (c’est-a-rire en nombre fini) qui approchent la solution
exacte.

Il existe de nombreuses méthodes d’approximation numerique
des solutions d’équations aux deriveées partielles, nous présentons
maintenant une des plus anciennes et des plus simples, appelée
méthode des différences finies (nous verrons plus loin une autre
méthode, dite des éléments finis), pour simplifier la présentation, nous
nous limitons a la dimension un d’espace, nous n’abordons pour
I’instant que les principes pratiques de cette la méthode, c’est-a-dire la
construction de ce qu’on appelle des schémas numérique.
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

3. METHODES DES DIFFERENCES FINIES
CLASSIQUES [3]

Le moyen le plus simple pour construire une formule du type

h z Ui = Z Brf (xi—k), (2.6)
k=—m k=—m'

Consiste a revenir a la définition de la dérivée. Si f'(x;)existe,
alors :

i +h)—f(x;
£(x) :hll%hf(x + })l f(x)_ 2.7)

En remplagant la limite par le taux d’accroissement, avec h fini,
on obtient 1’approximation

uFD _ f(xi + h) _f(xi)

; - , 0<i<n-1. (28

La relation (2.8) est un cas particulier de (2.6) ou m = 0,
m' = 1)5—1 = 1':80 = _1':81 = 0.

Le second membre de (2.8)est appelé différence finie
progressive.

L’approximation que 1’on fait revient a remplacer f'(x;) par la
pente de la droite passant par les points (xi, f (xi)) et

(xl-+1, f(xi+1)), comme le montre la Figure 2.2.
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

Pour estimer ’erreur commise, il suffit d’écrire le développement de
Taylor de f (qui sera toujours supposee assez réguliere) :

f@irn) = FG) +hFO0 + 2 £7(8), 00 8 € Jxg xiaal

Ainsi,

P h I’
fro0 —ufP = _Ef (6:).

-

L;_1 X Litr1

Fig.2.2. Approximation par différences finies de f'(x;):
rétrograde (trait discontinu), progressive (trait plein) et centrée
(pointillés).

Au lieu de (2.2), on aurait pu utiliser un taux d’accroissement
centré, obtenant alors I’approximation suivante :

2013/2014 Page 17



La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

uiCD _ f(xi+1)2—hf(xi—1) C1<i<n—-1 (29

m = 0, Leschéma (2.9) est un cas particulier de (2.6) ou
a,=1, m'=1,_,=1/2,6,=0, p; =—-1/2.
Le second membre de (2.9) est appelé différence finie centrée.

Géométriquement, I’approximation revient a remplacer f'(x;)
par la pente de la droite passant par les points x;_q, f(x;_1) et
(xi41, f (xi41)) (voir Figure 2.2)

En écrivant a nouveau le développement de Taylor on

obtient

2

. h nr
FrOD —uf = == (5,

La formule (2.9) fournit donc une approximation de f’(x;) qui

est du second ordre par rapport a h.
Enfin, on peut définir de maniéere analogue la différence finie
rétrograde par

’LLBD . f(xl) — f(xi—l)
A h ’

1<i<n,

a laquelle correspond 1’erreur suivante :

/ ; h 144
FrO0 —uf? = 2 £(6)).
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

Les valeurs des paramétres dans (2.6) sont m =1, ay =1

m =1letf_1=0p0,=10, =-1.

Des schémas d’ordre €levé, ou encore des approximations par
différences finies de dérivées de u d’ordre supérieur, peuvent étre
construits en augmentant I’ordre des développements de Taylor. Voici
un exemple concernant I’approximation de ', si f € C*([a, b]) on
obtient facilement

f”(xi) — f(xi+1) - Zf}ffl) + f(xi—l)

2
~SL(FOG o) + fO—wh), 0<6,0<1,

d’ou on déduit le schéma aux différences finies centrées

y! = f(xi+1) - Zf(xl) + f(xi—l)

l. - 1<i<n-1, (2.10)

Auguel correspond I’erreur
144 hz
frow —u = —z(f@)(xi +0;h) + f® (x; — wih))-

La formule (2.10) fournit une approximation de f''(x;) du
second ordre par rapport a h.
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

9. DIFFERENCES FINIES COMPACTES

Des approximations plus précises de f sont données par les
formules suivantes (que nous appellerons différences compactes) :

au;_q1 +uU; + au;4q

= L (s~ i) + L (aa + fi) @1)

Ou i = 2,..,n— 2 etouonaposé pour abréger f; = f(x;).

Les coefficients «, 5 et y doivent étre déterminés de maniere a
ce que les relations (1) conduisent a des valeurs de u; qui approchent
f'(x;) alordre le plus élevé par rapport a h. Pour cela, on choisit des
coefficients qui minimisent 1’erreur de consistance.

1 1 1
ai(h) = af ) + £V —af])

- (% (firr — fi-0) + ﬁ (firz — fi—2)> (2.12)

Cette formule est obtenue en “injectant” f dans le schéma
numeérique (2.11).
Pour abréger, on pose fgk) = f(k)(xl-) k=172,..
Plus précisément, en supposant que f € C>([a,b]) et en écrivant le
développement de Taylor en x;, on trouve
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

o, Po P e M ow,
fixr = fi £ hf; +7fz iffz f
+ 0(h®),

1 1 2 3
fi(ﬂ):fl()+hf()+ f()

Par substitution dans (2.12), on obtient

h? h*
o;(h) = 2a + 1)fl-(1) + a7fi(3) + aﬁfi(s) — (B + y)fi(l)

)] 2 o

On construit des schémas du second ordre en annulant le
coefficient de fi(l), c’est-a-dire 2a + 1 = f + v ; des schémas d’ordre

4 en annulant aussi le coefficient de fi(3) :6a = +4y; et des
schémas d’ordre 6 en annulant aussi le coefficient de

£ :10a = B + 16y.

Le systeme linéaire formé par ces trois derniéres relations est
non singulier.

Ainsi, 1l existe un unique schéma d’ordre 6 et il correspond aux
parametres

a=1/3, B=14/9, y=1/9

Il existe en revanche une infinité de méthodes du second et du
quatriéme ordre.
Parmi celles-ci, citons un schéma tres utilisé qui correspond aux

coefficientsa = 1/4, = 3/2,y = 0.
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La méthode des éléments finis et la méthode des différences finis.

Des schémas d’ordre plus élevé peuvent €tre construits au prix
d’un accroissement supplémentaire du stencil.

Les schéemas aux différences finies traditionnels correspondent

au choix a = 0 et permettent de calculer de maniére explicite
I’approximation de la dérivée premiére de f en un nceud, contrairement
aux schémas compacts qui nécessitent dans tous les cas la résolution

d’un systéme linéaire de la forme Au = Bf (avec des notations
évidentes).

Pour pouvoir résoudre le systeme, il est n"nécessaire de se
donner les valeurs des variables u; pouri < Oeti > n.

On est dans une situation particulierement favorable quand f est
une fonction périodique de période b — a, auquel cas u;,,, = U;
pourtouti € Z.

Dans le cas non périodique, le systeme (2.11) doit étre complété

par des relations aux nceuds voisins des extrémités de 1’intervalle
d’approximation.

Par exemple, la dérivee premiére en x, peut-étre calculée en
utilisant la relation :

1
Ug + auq = E(cﬂﬁ + Bf, + Cf; + Dfy),

Et en imposant

3+a+ 2D
2 )
B =2+ 3D,
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1—a+ 6D

C =
2

Afin que le schéma soit au moins précis a I’ordre deux.
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1 METHODE NUMERIQUE DANS LE CAS PARABOLIQUE [3]

1.2 INTRODUCTION :

Dans cette section, nous montrons comment la méthode des
éléments finis (présentée au chapitre 2) s’adapte a la résolution
numérique de I’équation de la chaleur : on utilise des éléments finis
pour la discrétisation spatiale, et des différences finies pour la
discrétisation temporelle.

1.2 SEMI-DISCRETISATION EN ESPACE

Il s’agit de discrétiser en espace seulement la formulation
variationnelle de I’équation de la chaleur.

Pour cela, comme dans le cas des problemes elliptiques, nous
construisons une approximation variationnelle interne en introduction

un sous-espace Vyp, de Hg (€)), de dimension finis.

Typiquement, V;, sera un sous-espace d’élément finis P ou
(Qy) sur un maillage triangulaire (on rectangulaire).

La semi-discrétisation est donc I’approximation variationnelle
suivant :

Trouver uy, (t) fonction de 10, T[ a valeurs dans Vy, telle que :

d
EWh(t):vh) 2y + a(up (), vp) = (f(€)vn) 12V Vn € Vo, 0 <t <T,
up(t =0) = ugp (3.1)

Ol uUg p, € Vop, est une approximation de la donnée initiale wu,,.
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Cette méthode d’approximation est aussi comme sous le nom de
« méthode des lignes ».

On peut adapter le cadre abstrait du Théoreme 8.2.3 [3] pour montrer
que (3.1) admet une unique solution, mais il est beaucoup plus simple et
parlant de vérifier que (3.1) est en fait un systtme d’équations
différentielles ordinaires a coefficients constants dont on calcule
facilement 1’unique solution.

De maniére pratique, pour résoudre (3.1) on introduit une base
(®i)1sisndl de Vo, (typiquement, la base des éléments finis), et on
cherche u;, (t) sous la forme :

nqi

w () = ) UMOB  (32)
i=1

Avec UM = (Ulh) le vecteur des coordonnées de up,.

1<isng

Il est important de noter que dans (3.2) les fonctions de base @;ne
dependent pas du temps et que seules les coordonnées U (t) sont des
fonctions du temps t.

De méme, on pose :

ndi

uo,h(t) = z Uio'h Di,
=1

et (3.11) devient, pourtout 1 < i < ny; ,
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fndl Uh(t) nqi

1 2050000 =g+ ) a(8,,9)UL® = (O, 00z
j=1 j=1

UMt =0) = u)"

Introduisant la matrice de masse M, definie par :
(Mr)ij= (D), 0:) 120y 1 < i < ngy
Et la matrice de rigidité &, définie par :
(Kn)ij= (9}, 0:)12q) 1 S i < ng

L’approximation variationnelle (3.1) est équivalent au systeme
linéaire d’équation différentielle ordinaire a coefficients constants

du™
Mhﬁ(t) + K, UMNE) =b(t), 0<t<T,

Uh(t — 0) — UO,h (33)
Avec bl-h(t) =(f (), 0:)12()-

L’existence et 1’unicité, ainsi qu’une formule explicite, de la
solution de (3.3) s’obtient classiquement par simple diagonalisation

simultanée de My et K.

Comme il est difficile et couteux de diagonaliser (3 ,3), en pratique
on résout numériquement (3.3) par discrétisation et marche en temps.
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1.8 DISCRETISATION TOTALE EN ESPACE-TEMPS :

Apres avoir discrétisé 1’équation de la chaleur en espace par une
méthode d’¢léments finis, on termine la discrétisation du probléme en
utilisant une méthode de différences finis en temps.

Concretement, on utilise des schemas de différences finies pour
résoudre le systéme d’équations différentielles ordinaires (3.3) issu de
la semi-discrétisation en espace.

Nous allons donc retrouver de nombreux schémas, puis
réécrivons le systeme sans mentionner la dépendance par rapport au
parameétre h de maillage spatial

M% () + KU(L) = b(0),
U(t=0)=1U° (3.4)

Pour simplifier I’analyse on va supposer que b(t) est continu
sur[0, T].

On découpe ’intervalle de temps [0, T] en n, intervalles ou pas

T
de temps At = — eton pose :
0

t, =nAt 0<n<n,.
On note U™ I’approximation de U (t,) calculé par un schéma.

Pour calculer numériquement des solutions approchées de (3.4)

Le schéma le plus simple et le plus utilisé et le 8-schéma
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Un+1_ n

M=+ H(OU™ + (1 — OIU™) = Ob(ty11) + (1 — O)b(ty).

(3.5)

Lorsque & = 0, on appelle (3.5) schéma explicite, lorsque
6 = 1, schéma implicite, et pour 8 = 1/2, schéma de Crank-
Nicholson.

On peut réécrire (3.5) sous la forme :

(M + OALFOU™Y = (M — (1 — O)ALK)U™ + At(0b(tr41) + (1 — 0)b(L).
(3.6)

Remarquons qu’en générale la matrice M n’est pas diagonale,
et donc que, méme pour le schéma explicite, il est nécessaire de

résoudre un systéme linéaire pour calculer U™t en fonction de U™ et
du second membre (sauf si on utilise une formule d’intégration

numérique qui rende M diagonale).
Evidemment, on peut construire une foule de schémas.

Ces schémas sont consistants, et on peut analyser leur précision
(uniquement par rapport a la variable de temps).
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2. METHODE NUMERIQUE DANS LE CAS HYPERBOLIQUE[S]:

2.1 INTRODUCTION

Les méthodes numériques pour résoudre 1’équation des ondes
sont tres semblables (dans le principe, mais pas toujours dans la

pratique) a celles que nous avons pour 1’équation de chaleur.

2.2 SEMI-DISCRETISATION EN ESPACE :

On discrétise en espace seulement la formulation variationelle
(8.25) [3] de I’équation des ondes ( 3.8).

Pour cela, on construit une approximation variation elle interne
en introduisant un sous-espace V,;, deHj(Q), en dimension finie
(typiguement, un sous-espace d’élément finis).

La semi-discrétisation de (8.25) [3] est donc I’approximation
variationnelle suivante : trouver u,; (t) fonction de ]0, T[ a valeur dans
Von telle que

d2

F (uh(t),vh) LZ(Q) + a(uh(t), Uh) = <f(t),vh> LZ(Q) Y 14 € VOh'O <t<T
ou

up(t =0) = ugp ,6—:@ =0) =u, (3.7)

Olugp € Vppetuy, € Vyp sont des approximations des
données initiales u, et u;.

Pour montrer que (3.7) admet une unique solution et la calculer
de maniere pratique, on introduit une base (@;)1<j<n,, de vox(qui ne

dépend pas du temps), et on Cherche uy, (t) sous la forme :
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ndi
— h
up(t) = z u; (t) 0y,
i=1
h — h .
avec U™ = Uy, ;o le vecteur des coordonnees uy,.
En posant
( Ll
0,h
uO,h — 2 ui @i;
i=1
) Nl
1h
Ugp = z u;" 9,
i=1
h .

L’approximation vaiationnelle (3,7) est équivalente au systeme
linéaire d’équations diffeérentielles ordinaires d’ordre 2 a coefficients
constants

Zuh

dt?

M, (t) + K,U(t) = b (1), 0<t<T,

aun
Uh(t = 0) = U, F(t =0) = bV, (3.18)

Ou on trouve les mémes matrices de masse M, et de rigidité
K5, que pour I’equation de la chaleur

(M) = (9, ¢j>L2(m ()i =a{0,0;) 1<i,j<ny
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L’existence et I'unicité ainsi qu’une formule explicite, de la
solution de (3.8) s’obtiennent facilement par simple diagonalisation

simultanée des matrices M}, et Kj,.

Comme il est difficile et couteux de diagonaliser (3.8), en
pratiqgue on résout numériguement (3.7) par discretisation et marche
en temps.

2.3 DISCRETISATION TOTALE EN ESPACE-TEMPS :

On utilise une méthode de différence finis en temps pour
résoudre le systéme d’équations différentielles ordinaires (3.8).

Pour simplifier les notations, nous réécrivons le systeme (3.8)
sans mentionner la dépendance spatiale en h :

M‘%’(t) + KU = b(D)
U(t=0)=U, < (t=0)=U;

(3.9)
Ou on suppose que b(t) est continue sur [0, T].

On découpe I’intervalle de temps [0, T'] en n, pas de temps
At =T /ngy,onpose t, = nAt 0 < n < nyetonnote U™
I’approximation de U (t,,) calculé par un schema.

Pour 0 < 6 < 1/2 on propose le 8-schéma :

Un+1 _ Zun + Un—l
(At)?

+ KOU™ + (1 -20)U™+0U™ 1)

= 0b(t,.,) + (1 —26)b(t,) + O0b(t,_,). (3.10)
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Lorsque & = 0, on appelle (3.10) schéma explicite.

. . . . 1 , :
Pour démarrer le schéma il faut connaitre U%t U", ce qu’on obtient
grace aux conditions initiales :

1 0

0 _ U—-U" _
U = Uy et Y = U;.

Un schéma plus fréeqguemment utilisé car plus générale est le
schéma de new-mark.

Pour résoudre le systeme « amorti » :

dU dU
Mﬁ(t) + CE(LL) + KU(t) = b(t)

On approche U(t), dU /dt (t), dU?/dt? (t) par trois suitesU™, U™, U™

( MU + contl + yntt = b(tn+1)

Untt = gn + Ae(SU™ + (1 - 6)U™)

. At)?
Ut = g 4 aeim 4 2)
\

(3.11)

(200™*1 + (1 —20)U™)

avec0<d<1let0<O0<1/2.

Lorsque la matrice d’amortissement est nulle (C = 0), on peut

éliminer les suites, U, U™ et (8.69) est équivalent & :
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Un+1 _ 2Un + Un—l
(At)?

1 1
+7C<9U”+1+(§+6—20)U”+(§—5+9)U”‘1)

— Ob(t,.,) + G 45— 29) b(t,) + (% 45— 29) b(t, )
(3.22)

Remarquons que pour § = 1/2 le schéma de Newmark redonne
le 8-schéema.

En pratique, plus & est grand, plus le schéma est dissipatif et robuste
(les erreurs numériques passées s’amortissement plus vite), méme s’il
est moins précis.
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