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Bref Historique

Otto Toeplitz (1 Aout 1881 — 15 Février 1940) Mathématicien Allemand

travaillant dans L’analyse Fonctionnelle.

Le pere et le grand-pere de Toeplitz étaient des professeurs de mathématiques. Toe-
plitz a étudié les mathématiques a I’Université de Breslau et a recu un doctorat en
géométrie algébrique en 1905. En 1906, Toeplitz est arrivé a I’'Université de Gottin-
gen, qui était alors le premier centre mathématique au monde, et il est resté la pen-
dant sept ans. La faculté de mathématiques comprenait David Hilbert, Felix Klein
et Hermann Minkowski. Toeplitz a rejoint un groupe de jeunes travaillant avec Hil-
bert : Max Born, Richard Courant et Ernst Hellinger, avec qui il a collaboré pendant
de nombreuses années. A cette époque, Toeplitz a commencé a retravailler la théorie
des fonctions linéaires et des formes quadratiques sur les espaces n-dimensionnels
pour les espaces dimensionnels infinis. Il a écrit cinq articles directement liés a la
théorie spectrale des opérateurs que Hilbert développait. Au cours de cette période,
il a également publié un document sur les processus de synthese et a découvert les
idées fondamentales de ce qu’on appelle maintenant les opérateurs de Toeplitz. En
1913, Toeplitz devient professeur extraordinaire a I’Université de Kiel. Il a été promu
professeur en 1920.

En 1911, Toeplitz proposa le probleme carré inscrit :
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Est-ce que chaque courbe de la Jordanie contient un carré inscrit ?

Ceci a été établi pour des courbes convexes et des courbes lisses, mais la question
reste ouverte en général (2007).

Avec Hans Rademacher, il a écrit un classique des mathématiques populaires Von
Zahlen und Figuren, qui a été publié pour la premiere fois en 1930 et traduit plus
tard en anglais en Plaisir des mathématiques.

Toeplitz était profondément intéressé par I'histoire des mathématiques. En 1929, il
a cofondé ”Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik” avec Otto Neuge-
bauer et Julius Stenzel. A partir des années 1920, Toeplitz préconise une «méthode
génétique> dans l'enseignement des mathématiques, qu’il a appliqué en écrivant
le livre Entwicklung der Infinitesimalrechnung («The Calculus : A Genetic Ap-
proach>). Le livre introduit le sujet en donnant un récit historique idéalisé pour mo-
tiver les concepts, en montrant comment ils se sont développés a partir des problemes
classiques des mathématiques grecques. Il a été laissé inachevé, édité par Gottfried
Kothe et publié a titre posthume en allemand en 1946 (traduction anglaise : 1963).
En 1928, Toeplitz réussit Eduard Study a 1’Université de Bonn. En 1933, la loi sur
la fonction publique est entrée en vigueur et les professeurs d’origine juive ont été
retirés de ’enseignement. Initialement, Toeplitz a pu conserver son poste en raison
d’une exception pour ceux qui avaient été nommés avant 1914, mais il a néanmoins
été renvoyé en 1935. En 1939, il a émigré en Palestine, ou il a été conseiller scien-
tifique du recteur de I’Université hébraique de Jérusalem. Il est mort a Jérusalem

d’une tuberculose un an plus tard.

Livres

— Hans Rademacher and Otto Toeplitz, The enjoyment of mathematics. Selec-
tions from mathematics for the amateur (translated by Herbert Zuckerman),
Princeton University Press, 1957.

— Otto Toeplitz, The calculus : a genetic approach, The University of Chicago
Press, 2007
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Introduction

Ce mémoire est dédié a 1’étude des opérateurs de Toeplitz et ceux de type « sur

'espace de Hardy H?(ID) qui est défini par :

H*(D) = {f € Hol: lim QL/QTr | f(re™)|?dt < oo}
T Jo

r—1-

et I'espace Modele K2 qui est défini par :
K? = (uH*)* = H* © uH?;

pour une certaine fonction intérieure u.
On définit Popérateur de Toeplitz tronqué de symbole ¢ sur I'espace K2 comme

suit :

ALK — K

fo—= ALf) = Pulef)
La matrice de représentation de 'opérateur Ag est de la forme :

ap a—1 aA_—o9 0a_3
aq Qo a_1 a_9
(05} aq Qo a_q

as Qo ay Qo

telle que a,, sont les coefficients de Fourier de symbole .
Donald Sarason a donné quelques propriétés de cet opérateur [21].
Notre mémoire commence par l'étude des opérateurs de Toeplitz sur 'espace de

Hardy et 'espace Modele et 1’étude des semi-groupes d’opérateurs.
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Notre but est de calculer le semi-groupe engendré par un opérateur de Toeplitz
avec quelques exemples.
On sait que : 7 L’opérateur A est infinitésimal générateur d’un semi-groupe uni-
formément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire borné ”.
Alors l'opérateur de Toeplitz tronqué AY engendre un semi-groupe uniformément
continu (7°(t)):>o donné par :

T(t) = e

Le manuscrit est composé de quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a la présentation de I’espace de Hardy H? et
I'espace Modele K? avec une caractérisation de ces espaces avec quelques propriétés.
Dans le deuxieme chapitre on a éludé les opérateurs de Toeplitz sur ’espace de
Hardy et sur ’espace Modele - les opérateurs de Toeplitz tronqué - et les opérateurs
de Toeplitz de type a. Nous redonnons les résultats fondamentaux, en particulier la
notation matricielle de ces opérateurs.

Le troisieme chapitre est consacré aux semi-groupes des opérateurs avec quelques
propriétés fondamentales, par exemple le théoreme de Hille-Yosida, on a étude les
semi-groupes matriciels avec quelques exemples simples.

Dans le quatrieme chapitre, nous avons calculé le semi-groupe engendré par un
opérateur de Toeplitz tronqué en utilisant la relation T'(t) = e (A un opérateur de

Toeplitz tronqué ) et la forme matriciel de 'opérateur A.



Chapitre 1

Espace de Hardy H? et Espace
Modele

1.1 Rappels

On désignera par D le disque unité ouvert de C et par T le cercle unité de C.

L’ensemble des fonctions holomorphes sur D est noté Hol(D).

L’espace L*(T)

L’espace L*(T) est défini par I'espace des fonctions de carré sommable par rap-
port a la mesure de Lebesgue normalisée sur T, notée m, est un espace de Hilbert
muni du produit scalaire (f, g) = [, fgdm.

Une base orthonormale est donnée par la famille
B={z"nel}
Chaque fonction f € L?(T) peut se développer en série de Fourier sous la forme

f() =) fn)="

nez

tel que )
fn)=(f,z") = /0 f(ew)eme%, nez



L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

Théoréme 1.1.1. (de Plancherel-Parseval)

Si f € L*(T) et si (c,),n € Z est la suite de ses coefficients de Fourier telle que

1 /Qﬂ— f( it) —intdt
Cp = — e’e
2m Jo

Alors

151 = (o [ repar)’ =3 fel

nel

De plus f est la somme de la série de Fourier {S,,(f)}n>0 ol
Sn(f)(ezt> _ Z Ckeikt
Ik <n
avec

lim ||f — Sy|]2 = 0.
n—r00

Théoreme 1.1.2. (de Riesz-Fischer)
Toute suite (ay)nez dans [? est une suite des coefficients de Fourier d’une fonction

g € L*(T).



L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

1.2 Espace de Hardy H*(D)

Définition 1.2.1.
On définit I'espace de Hardy H? sur le disque unité ID par :

(D) = { f € Hol(D) : lim /|f reit)[2dt < oo

On définit la norme de I'espace H*(D) par :

21

ey = tim o= [ Lp(reas
Théoreme 1.2.1.
Soit f une fonction holomorphe sur D, de la forme f(z Z apz", On dit
que f € H*(D) si et seulement si
2

1
2 it\ —int
E nl” < 00. n= — f dt
~ |CL | (0.¢} a 9 / (6 )6

0

Preuve.
400

Soit f(z Zanz pour z € D et d’apres le Théoreme de Plancherel-

n=0
Parseval 1.1.1, on a pour r € [0,1[ et t € R :

+o00
Zan n znt /|f 7”6 th Z|an|2 2n
n=0
On passe a la limite, on a :
+o00
)2 2 2n _ 2
rligl_ —/|f re’)|dt = hm Z la,|“r " = ZO la,|” < oo.

n=

Remarque 1.2.1.

On a donc une autre écriture de la norme de f € H*(D) :

+o0 %
1fll2 = (Z !an!2)
n=0



L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

1.3 L’espace H*(T)

Définition 1.3.1.
On définit I'espace de Hardy H? sur le cercle unité T par :

o~

H*(T) = {f € LA(T) ; f(n) =0, n < 0}.

Théoreme 1.3.1. (la limite radiale)

+oo
Supposons que f(z) = Z a,z" une fonction dans H*(D), et f* une fonction
n=0
dans L*(T) tel que :
+o00o
f*(ezt) _ Z anemt
n=0

Alors
lim f(re") = f*(e")

r—1-

existe presque partout sur T, de plus

[l ez = (1|2

On note par f* la limite radial de f.

On peut identifier H*(T) & I'espace H*(D), d’aprés le théoréme suivants :

Théoréme 1.3.2. [5]

L’application :

¢: H?*(D) — H?*T)
f — O(f) = f"
est un isomorphisme isométrique.

Avec f* la limite radial.

Preuve.

1. ® est isométrique :

Puisque
Tim [ = £, =0 (f:(7) = f(re))

4



L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

On a
£l = tim £l = £
Comme ]a‘(n) = 0 pour tout n < 0, 'application ® : f — f* est bien une
isométrie de H?(D) dans H?(T).
2. L’application @ est linéaire (Par définition).

3. ® est un isomorphisme :
— l'application est automatiquement injective.
— lapplication surjective : Soit g € H*(T),

donc g est de la forme g(e) = Z ane™ avec Z |an|? < oo
n>0 n>0
Alors la fonction f définit sur D par :

f(z) = Z anz"

n>0

appartient a H?(ID) et apres la définition de Hardy, I'application ® est sur-
jective.

Ainsi ® est bien un isomorphisme isométrique.

Théoréme 1.3.3. [§]
Si1<p < oo, l'espace de Hardy H?(D) muni de la norme ||.||, est un espace

de Banach.

Théoréme 1.3.4. [5]

H?(D) est un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire :
2T
< [,9>mm=< 9" >r2m)= %/f (e t)g*(elt)dt-
0

Preuve.

Par définition,
< i f >mm= 17413

Comme

1712 = N1 £1l2

5



L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

la norme sur H?(D) se déduit bien du produit scalaire que nous avons fixé.
De plus H?(D) est complet, d’apres le Théoreme 1.3.3, Ainsi H?(ID) est bien

un espace de Hilbert. O

Théoreme 1.3.5. (Estimation de Growth )
Pour toute f € H*(D), on a :

/112

, Vz e D.

Preuve.
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz a la série de puissance de f on
obtient, pour tout z € D :

@ <Y anz"

n>0

<D lanll2"|

n>0

“(zw) ()
= 1l x (1_122)2.

Corollaire 1.3.1.
Toute suite convergente en norme dans H?(D) converge (vers la méme

limite) uniformément sur tout compact de D.

Preuve.
Supposons que { f, }nen est une suite convergente en norme dans H?(D) vers
une fonction f € H*(D), i.e.|fn — fll2 = 0 quand n — oo.

Pour 0 < R < 1 et n fixé, on utilise (L’estimation de Growth) on obtient :

B Ifn = fll2
ﬁglfn@) f(2)] < i

donc f, converge uniformément vers f dans le disque fermé {|z| < R}, comme R

, V2eD

est arbitraire, alors f, converge uniformément vers f sur tout le compact D. O



L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

Exemple 1.3.1.

1 n
La fonction z +— log( ) = Z z appartient & H?*(ID), car la série
1 n

— Z
n>0

1
Z — est finie. ( Théoreme 1.2.1 )
n

n>0

On note par H* (D) Iespace de fonctions f holomorphes sur D telles que

sup | £(2)] < oc.
zeD

Corollaire 1.3.2.
H>(D) C H*(D). En générale, si b € H*(D) et si f € H*(D) alors

bf € H*(D)

De plus
16112 < [[blloc]| f]2-

Preuve.
Soit b € H*(D) et f € H*(D), donc on a :

zeD

2m 21
1 < 4 2 1 .
2 _ 35 _ it ity |2 < : i ity |2
o1 = tim 5 [ ey p (e P < (suplogal) (i 5 [ 15ty
0 0

Ceci termine la preuve.



L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

1.4 Espace Modele

1.4.1 Préliminaires

Théoreme 1.4.1.
Soit H un espace de Hilbert et A € L(H). Alors il existe un unique opérateur

A* € L(H), appelé adjoint de H, qui vérifie la relation suivante :
(Azx,y) = (z, A%y), Ve, y € H
De plus, on a

1Al = {17

Opérateur Shift

L’opérateur de décalage & droite (ou shift) sur H? est définit par :

SIfI(z) = 2f(z2), VfeH?>VzeT

1.4.2 Caractérisation des Sous-Espaces Invariants par le Shift

dans H?

Définition 1.4.1.

Un sous-espace M de H? est dit invariant par S s’il est fermé et tel que
SM C M.

Définition 1.4.2. ( fonction intérieure )
Une fonction de H* de module égal a 1 presque partout sur T est appelée

fonction intérieure.



L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

Théoréme 1.4.2. ( Beurling )[13]
M #£ {0} est un sous-espace de H? vérifiant zM C M, si et seulement si il

existe une fonction intérieure u telle que
72
M =uH

Le Théoreme de Beurling donne une caractérisation complete des sous espaces

invariant par le shift dans H?, ils sont tous de la forme :
uH? = {uh, he H?},
ou u une fonction intérieure de H?.

Définition 1.4.3. ( Espace Modele )
Si E est un sous espace fermé invariant par S dans H? si et seulement si F+ est
invariant par S* implique que les sous espaces fermés non nul de H?, invariant par

S* sont de la forme :

K? = (uH?*)* = H? © uH?

pour une certaine fonction intérieure u € H?

K? un sous-espace fermé de H?(T) est appelé espace modele correspondant a la

fonction intérieure w .

Proposition 1.4.1.

Soient u; et us deux fonctions intérieures telles que u; divise us dans H*. Alors
2 2
K, CK,,.

Preuve.
Soit f € K2 . Alors fLuyh pour toute fonction h € H?. Par hypothese, uy = w9,
ou g € H*. Si h € H?, alors

(f,uzh) = (f,uagh) =0
car gh € H* ( voir Corollaire 1.3.2 ), et donc

fekK;.



L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

Proposition 1.4.2.
Soit u une fonction intérieure divisible dans H? par z. Alors K? contient des

constantes.

Preuve.
Il suit de la proposition précédente que K? C K2, mais K? est exactement

'ensemble des applications constantes, car si f € K? alors

(f,2") =0 pour tout n > 1.

1.5 Noyau Reproduisant d’un Espace de Hilbert

Définition 1.5.1.
Soit H un espace de Hilbert de fonctions définies sur D et a valeurs dans C, on
note par (,) et ||.||, respectivement le produit scalaire et la norme de H. On dit

qu’une application £ de D x D est un noyau reproduisant pour H si
1. Pour tous z,w € D, k,(w) = k(z,w) est une fonction de w qui appartient a H.

2. Pour tout z € D et tout f € H
f(z) = ([, k2)-
En particulier pour tous z,w € D, on a
ka(w) = (kovka) et Ikl = (ko) = k(2 2)3.

Ainsi, on dit qu’un espace de Hilbert H admet un noyau reproduisant s’il

existe k € H vérifiant les conditions 1 et 2.

Proposition 1.5.1.
Soit H un espace de Hilbert de fonctions holomorphes sur D, admettant un noyau

reproduisant k. Alors

1. k est unique.

2. Pour tout z,w € D, k(z,w) = k(w, 2).

10



L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

3. Soit z € D, k(z,2) =0« f(2) =0  pour tout feH

4. Pour tous z,w € D, |k(z,w)| < k(z,2)2 x k(w,w)z. Pour tout z € D, Pappli-
cation k, = k(z,-) est bornée sur tout compact de D et k est bornée sur tout

compact de D x .

Définition 1.5.2.

Pour A € D le noyau reproduisant en \ la fonction ky € H?, définie par

1
ha(z) = 1— )z
On a pour toute fonction f € H?,
(fikx) = F(A).
De plus
I = (b k) = () = =57

La projection orthogonale P de L? sur H? peut étre exprimée en terme d’un opérateur
noyau :

P -5 [

On note par P, la projection orthogonale de L*(T) sur K? et par M, et M les

¢l f € LX(T).

opérateurs de multiplication par u et u respectivement.

Proposition 1.5.2.
Soit u une fonction intérieure de H2.
— M,P M est la projection orthogonale sur uH?.
— la projection orthogonale de L?(T) sur K2 est

P,=P — M,PM;.
Pour tout f € L*(T), on a :

<f7k>\> = <f>Puk/\> = <Puf>k)\>

B 1= u(Vu(Q)
_ %/f 1—)\C L= ulAue), g



L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

Comme dans le cas de H?, chaque K2 est un espace & noyau reproduisant. On sait
que, si £ est un sous espace de H? et ky le noyau reproduisant de H?, alors la

projection orthogonale Pgk) de k) sur E est le noyau reproduisant de E, donc
kx — Pgk

est le noyau reproduisant de Et, c’est-d-dire que le noyau reproduisant de K2 est

la projection orthogonale de ky sur K2, et est donné par :

ki (z) = # (A z) €D xT.

En effet, si f = uh € uH?, alors

FA) =uNh(A) = u(A)(h, k)
= w(A)(uf, k)
= <f7WUk>\>

donc le noyau reproduisant de uH? est u(\)u(z)ky.

Si f € K2 alors

F) = (k)

De plus

Car, pour tout h € H?,

(uh, (1 —u(MNu)ky) = u(AN)h(X) — u(X)(uh, uky)
{

= u(V)AO) = u(N) (. k)

On déduit que :
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L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

Définition 1.5.3.

Une fonction f analytique sur D admet une limite non-tangentielle [ au point
w € T sipour tout 6 >0 f(z) — [ quand z — w sur toute région non-tangentielle
Fo(w)={z€T:|z—w| <61 —10))}.
On dit que la fonction u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au
point € T si u a une limite non-tangentielle au point 1 et u' admet une limite
non-tangentielle u () au point 7.
On sait que v admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory au point 7 si
et seulement si chaque fonction dans K? possédé une limite non-tangentielle 7.
Donc il existe un noyau reproduisant k' telle que (f, k') = f(n).
Autrement dit £, est la limite de £} en faisant tendre A vers 1) non-tangentielle dans
le disque et donc

o 1= )

= zeT
K 1 -7z

Proposition 1.5.3.

Soit u une fonction intérieure .
L’espace modele K2 est ensemble des fonctions f € H? telles que f = uzg presque
partout sur T pour une certaine fonction g € H?.

Autrement dit,

K} = H*(\uzH?

Preuve.
Pour chaque f € K2 on a f1luH? donc

(f,uh) =0, VYhe H?* < (uf,h)=0, Vhec H?
& uf € (HH)*: =10 H? = zH?
& fewuzH? car |ul=1, ppsur T
alors f € (uH?)" si et seulement si f € uzH2. O

Pour chaque fonction intérieure u, les compressions de S et S* sur K2 sont notées

respectivement par S, et S.

13



L’espace de Hardy H? et L’espace Modele

Proposition 1.5.4.
Soit u une fonction intérieure .
Si u(z) = 2™ alors K2 est I'ensemble des polynomes de degré (n — 1) a coefficients

dans C. c’est-a-dire

Ki = {CLO + a1z + CL222 +--+ anflznil; g, ,0p-1 € C}

14



Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz

Nous allons voir dans ce chapitre un apergu de certains opérateurs tres étudiés

sur 'espace de Hardy H? = H?(T) et I'espace Modele K2.

2.1 Opérateur de Laurent

Soit Py : L*(T) — H? la projection orthogonale définie par :

o0 oo
PH2< E anemt> = E a,e™
n=0

n=—0oo

On a,
| Pazfll2 < ||f]l2 pour tout f € LQ(']I‘).

Définition 2.1.1.
Soit ¢ € L>(T). Alors 'opérateur de Laurent (ou opérateur de multiplication)
M, : L*(T) — L*(T) est donné par :

(Mg f)(e") = p(e") f(e"). (2.1)

Théoréme 2.1.1.

Soit ¢ € L*®(T). Alors M, est un opérateur borné et sa norme est donne par

[|M|| = [ll]oo

De plus,
sup{||[Myfllo = f € H, || flla = 1} = |||

15



Opérateurs de Toeplitz

Si ¢ est une fonction mesurable sur T qui n’est pas dans L>°(T), alors M, n’est pas

un opérateur borné sur L*(T).

Preuve.

Il est clair que, ||M,|| < ||¢]]e0, car :

1 27

1Mo fllz = [o(e™)f(e")|dt

27 Jo

1 2m ;
< llelge [ 1P = el

La réciproque est un peu plus compliquée. Etant donné ¢ > 0 on peut trouver un

ensemble A, C T, de mesure strictement positive tel que
()] > [lpllo —€  sur A

On définit x = xa, comme la fonction qui est égale a 1 sur Ac et 0 sur son
complémentaire.

On a y € L*(T) et ||x||3 = u(Ae), ou p est la mesure de Lebesgue normalisée sur le
cercle unité.

De plus,
2 1 2 it it |2
I = o [ el e
T™Jo
2
> (lgll =€) nA)

Par conséquent

| Mx 2
o > el —e et [[My]] > [l¢lloo — €

[Ixll2

Comme € > 0 était arbitraire, cela nous montre que ||M,|| > ||¢||o, et nous avons

donc égalité.

A présent, notons que xy = n’est pas nécessairement dans H?, mais, si I'on écrit
p ) que X = XA, p ) )

x(e) =>"02 . cxe™, alors la suite de fonctions (f,,) donnée par

o0

fm(eit) _ eimtx(ez‘t) _ Z Ckei(kz—&-m)t

k=—o00

satisfait || fin|l2 = ||x]]2 et

1Mo fnllz = 1Mo Ml > (11elloo = €)1

16



Opérateurs de Toeplitz

On remarque que :

||PH2fm_me2 _ || Z Ck€z’(k+m)t_ Z Ckei(k+m)t||2

k=—m k=—o00
—m—1 1
2\ 2
= < Z x| > —0 lorsque m — oo
k=—o00

Par conséquent

1 Pr2 frnll2 = [IxIl2 et [|MpPy2 fn — My fmll2 = 0
Ce qui implique

|| My Prz2 frnll2 = || Myx||2 lorsque m — oo

|| My, P2 fin] |2

|| Ptz fon |2
ce qui donne l'inégalité inverse.

Notons que Py f,, € H? et > (||¢||oo —€) pour m suffisamment grand,

En fin, si ¢ est essentiellement non borné, alors nous pouvons prendre des fonctions
on € L®(T) telles que |¢,(e™)| croit de fagon monotone vers |¢(e)| presque partout
et ||¢nllooc — 0o(on remplace simplement ¢ par 0 aux points ou la valeur absolue de

¢ est supérieure & n). Alors || M, f|| > ||M,, f|| pour toute fonction f € H? et
1Mo, || = [lenlloo — 00,

de sorte que M, est non borné sur H? . O
Corollaire 2.1.1.
Supposons que ¢ € H>® . Alors M, : H*> — H? définit par (2.1) satisfait
M| = el

Preuve.
Ci résulte du Théoreme 2.1.1, une fois que l'on a vérifie que ¢ - f € H? (et pas
simplement dans L?*(T)) pour ¢ € H*® et f € H? . On peut montrer directement en

multipliant les séries, ou alternativement, en calculant les produits scalaires :

(- f,e*) = (g, fe*) =0 pour k <0,

car p € H? et f(e™)e* n’a que des coefficients de Fourier d’indice strictement

négatifs non nuls. O

17



Opérateurs de Toeplitz

Notation Matricielle

Notons (e,)%__ la base orthonormale de L?*(T), définie par e,(e”) = €™ ou
en(z) = 2™ . Rappelons que (e,)2, est une base orthonormale de H?.

On remarque ensuite que Mye, = > o dpee™ ou p(z) = > 12, diz* (la conver-
gence devant étre prise au sens L? ) et ¢ € H>™ . Alors nous obtenons la matrice

infinie suivante :

dy 0 0 0
d dy 0 0
dy dy dyp O---
ds dy dy dy

Une matrice qui est constante sur les diagonales orientées Nord-Ouest /Sud-Est,
comme ci-dessus est appelée une matrice de Toeplitz.

Il existe un moyen d’obtenir un opérateur ayant une matrice de Toeplitz générale,
pas nécessairement triangulaire inférieure, et c’est ce que nous allons voir dans la

suite.

2.2 Opérateur de Toeplitz sur L’espace de Hardy
HQ

Définition 2.2.1.

Pour ¢ € L*>(T), lopérateur de Toeplitz de symbole ¢ est défini par :

T,: H* — H?
= Tof = Py2(M,f)
Comme ||Py2|| =1 et ||M,|| = ||¢|| on sait que T, est un opérateur borné sur

H? qui satisfait [|T,]| < ||¢||s. Dans le cas ou ¢ € H*, on remarque aussi que T,

est le méme opérateur que M. Nous allons voir plus bien que

Tl = Nl
pour tout symbole ¢ € L>(T).

18



Opérateurs de Toeplitz

2.2.1 Notation Matricielle

Soit p(z) = > o dzF. Alors

oo
Toe, = Pu( Z de'Fe™)

k=—o0
0o

— ipt
- E dp—n6 )
p=0

ou p = n + k. Ceci donne une matrice de Toeplitz de T, ; a savoir la matrice

do d—y d_o d_3
dy dy d-y d-o
dy dy dy d_q---
ds do dy dy

Des cas spéciaux importants sont les suivants :
— si ¢ =1, alors T}, est I'identité;
— sl ¢(2) = z, alors T, est le shift (a droite) ;
— si@(z) = 1, alors T, est 'adjoint du shift (ou encore le shift a gauche).

— Enfin, il est clair que, T}, = 0 si et seulement si ¢ = 0.

2.2.2 Propriétés des Opérateurs de Toeplitz sur H?
Théoreme 2.2.1.

Pour ¢ € L>®(T) on a ||T,|| = ||¢||s ; ¢’est-a-dire,

sup{[| T, fll2 : f € H* || fll2 = 1} =[]l

Preuve.
Comme ||T,|| = ||PuzM,|| < ||My|| = |l¢|]eo, il suffit simplement de prouver
que l'inégalité inverse est vrai.

Etant donné € > 0, il existe une function f € H? avec ||f|]» = 1 et

1Mo fll2 > llello — €,
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Opérateurs de Toeplitz

par le Théoreme 2.1.1. on peut supposer, sans perte de généralité que f est un

polynome
N

e =3 e,
k=0
car on peut toujours trouver une suite de polynémes p,, telle que
\[pn — fll2 =0 et [[Mypn — My fl| — 0.
Nous allons tout d’abord montrer que, pour tout £ > 0, on a

(T, — M) (™ e*)||y — 0 lorsque m — oo

A cette fin, avec ¢ ayant les coefficients de Fourier (d,) comme ci-dessus, cette

quantité est simplement

0o —1-m—k
H([_PHQ) Z drezrtezmtezkt||2 _ H Z dTez(r+m+k)tH2
—1-m—k 1
= (X kP -0

lorsque m — oo. Il s’ensuit que

N
(T = M) (™ p(eDl2 < leal[|(T, = Mp)e™e* ||y — 0
k=0
lorsque m — oo.
imt

Comme ||e"p||a = ||p||2, on a donc

1T (e™ D)2 = [[My(e™p)l|2 = lle™ wpll2 = || Mpl2.
D’autre part,
[[Mepl] > [llloc — €
Ce qui donne le résultat car € > 0 est arbitraire. O
Le résultat ci-dessus est de grand intérét et de grande importance. En effet, en
général, étant donnée une matrice infinie, il n’existe pas de formule qui nous donne
sa norme comme opérateur agissant sur [? .

Bien que les opérateurs de Toeplitz peuvent étre bornés, ils ne sont pas, en général,

des opérateurs compacts.
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Opérateurs de Toeplitz

Proposition 2.2.1.

Le seul opérateur de Toeplitz qui soit compact est Ty = 0.

Preuve.
Soit (e,) une base orthonormale de H? . Il est facile de voir que si S est un

opérateur de rang fini, alors ||Se,|| — 0 lorsque n — oo, on peut écrire

T

Sen =Y (en, )Yk,

k=1

ou (zx)5_, et (yx)h_; qui sont des suites finies de H?. Alors

1Seall < Iens z)lllysll =0

k=1
lorsque n — oo, car (e,,x;) — 0 pour tout k.
Pour tout opérateur compact S sur H? , cela reste vraie, car on peut écrire S comme
la limite (en norme d’opérateur) d’une suite (Si) d’opérateurs de rang fini et I'on
observe que ||Se,|| < [|S — Sk|| + ||Sken||- Etant donné € > 0 on peut rendre le

premier terme inférieure a § en choisissant k assez grand et on peut rendre le second

£

5 en choisissant n assez grand.

terme inférieure a
Cependant, il est facile de voir que pour un opérateur de Toeplitz T,,, on ne peut pas
avoir ||T,e,|| — 0 lorsque n — 0o, & moins que T, soit 'opérateur identiquement
nul. En éffet, ||T, e,|| > |dn| dés que d,, apparait dans la (n + 1) iéme colonne, ce

qui se produit dés que n > —m. Donc T,, est non compact sauf si tous les coefficients

de Fourier de ¢ sont nuls (i.e. ¢ = 0). O

Remarque 2.2.1.
On note par Pol 'algebre des polynomes trigonométriques (engendrée par {z, }nez)

et Pol. celle des polynémes en z (engendrée par {z,}n>0)-

Définition 2.2.2.

1. Une matrice infinie {a;;}; ;>0 est dite de Toeplitz s’il existe une suite numérique

{bn }nez telle que a;; = b;_; pour tout 4, j > 0.

2. Un opérateur T défini sur Pol, est dit de Toeplitz si sa matrice par rapport a

la base {z,}n>0 est de Toeplitz.
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Opérateurs de Toeplitz

Le lemme suivant donne ’équation fondamentale des opérateurs de Toeplitz :

Lemme 2.2.1.
Soit T un opérateur de Pol, dans H?. T est un opérateur de Toeplitz si et

seulement si

S*rs =T.

Preuve.

On remarque que 1'équation S*T'S = T signifie que pour tout (i,5) € N2,
< S*TSZ 2 >=< T2 27 >
c’est a dire
< T2 >=< 2T 27 >=< T2 21 > (2.2)

Soit, A = (a;;); jen la matrice de T dans la base {z,,n > 0}. Alors il est facile de voir
que pour tout 7,7 > 0,a;; =< T2’z >. Ainsi I’équation (2.2) montre que {a;;}i >0

est de Toeplitz si et seulement si
Ajj = Aiy1j+1, Vi,j >0

c’est a dire

< T2, 20 >=< T 2 s—c 2T Bk

> .
On a ainsi I’équivalence voulue. O

Ce lemme implique en particulier que 7' est un opérateur de Toeplitz si et seule-

ment si la matrice de T dans une base {z,,n > 0} est constante par diagonale.

Théoreme 2.2.2.
L’application ¢ — T, linéaire, borné, injective application de L*> a ’espace des

opérateurs de Toeplitz, de plus on a :
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Opérateurs de Toeplitz

Preuve.

I est clair que ¢ — T, linéaire, et
T, || = [|PM,]| < [|Ml| = [l¢lloo

Alors I'application est borné.
Si T, et T, sont égale. Puis en comparant leurs matrices. Alors ¢ et ¢ ont le mémé
coefficients de Fourier ce implique que ¢ = 1 est I’application soit injective.

Si f,g€ H? ona:

(T7f.9) = (I.T, )—(f Pr2Myg) = (f, ¢9)

= L[ eetemgeman

= — / (e®) f(e)g(ei?)df
= sof 9) = (PuzMgf, g)
= (T¢f7 g)
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2.3 Opérateurs de Toeplitz Tronqués

2.3.1 Opérateurs de Conjugaison

Définition 2.3.1.

Soit H un espace de Hilbert sur C. Un opérateur de conjugaison sur H est un
opérateur C' : H — H vérifiant

e (Cz,Cy) = (y,x)

o C?=1Idy
Un opérateur T" défini sur H est dit C-symétrique, s’il existe un opérateur de conju-

gaison C' sur H tel que T* = CTC.
Chaque espace modele K2 admet un opérateur de conjugaison définit par
C:K> - K?

fo= Clflz) =u(2)2f(2),  =z€T

On note f = C[f]

Lemme 2.3.1.

Pour chaque A€ Det z€ Ton a:

1. ]%\L(Z) _ u(z)=u())
2. JN =k ),  [eK?
Preuve.

1. Puisque |u| =1 p.p sur T, pour tout z € T. Alors on a :

Be) = um
1 —u(MNu(z)
11—z
_u(2) — ()

1— Az
u(z) —u(A)
z—A

= u(2)z

2. (K, f) = (CkY, f) = (Cky, C2f) = (OFf, k) = (k%) = F(N).
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2.3.2 Définition et Propriétés des Opérateurs de Toeplitz
Tronqués

Définition 2.3.2.

L’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole ¢ € L? sur K2 est défini par :
AZ : Kz — Kg
= AL(f) = Pulef)

ou P, est la projection orthogonale de L*(T) sur K2 .

L’ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqué sur K2 est noté par L,.
L’adjoint (AZ)* de AY € L, est 'opérateur de Toeplitz tronqué de symbole .
On noté par K° = K2 N H™.

Il est & remarquer que K2° est dense dans K2 .

Lemme 2.3.2.
les opérateurs de Toeplitz tronqués sur K2 sont C-symétriques par 1'opérateur

de conjugaison C'.

Preuve.

Soit p € L? telle que Ay € Ly, pour tout f € Ki® et g € K2 ona:

(CALCL, g) = (Cg,ALC)
- / w(Q) ST QPO S () dm (<)

_ / 2O FO90dm(0)
= (AL, q) = ((AY)"f. g)

[]

Pour ¢ € K2 I'opérateur de Toeplitz tronqué AY, commute avec Sy, et son adjoint
(A2)* commute avec Sy
L’opérateur de Toeplitz tronqué A¥ est la compression sur K? de T'opérateur de
Toeplitz T,, défini sur H?, et S, est la compression de S sur K2 donc, puisque
p € K C H*, T, commute avec S ( voir Lemme 2.2.1 ) alors A% commute avec

Sy et son adjoint (AY)* commute avec S .
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Lemme 2.3.3.
Soit u une fonction intérieure, et k% le noyau reproduisant de K?.

e Pour A€ Don a:

SEEY = MY — u(A\)ky (2.3)
Suky = M —u(Vkg (2.4)
e Pour A\ e D\ {0} on a:
u 1 u U
Suky = i(k,\ — kg) (2.5)
* s 1 x /2
SRy = (- ) (2.6)

Ces égalités sont aussi vraies pour A € T et si u admet une dérivée angulaire au sens

de Carathéodory au point .

Preuve.
Soit u € H? une fonction intérieure.

— Par définition de S*, pour f et g deux fonctions on a :
fg9 — f(0)g(0)
z
fg—fg(0) + fg(0) — f(0)g(0)

9= 9l0) , S 10),

S*(fg) =

= f (0)

= f5"(g) + S*(f)g(0).

Pour A€ Don a:

Suky = 5"((1 = u(Mu)k»)

Posons f = (1 —u(MNu) et g = ky, 'équation précédente devient :

Skl = Q—Jﬁ@ym+m@yu—ﬂ7w
_ Q_Ji@“_fmﬁﬁT%w (kn()5°(2) = 0)
_ (1 B mu> 1_1AZZ— 1 ey u(0)
= (1 - muﬁm - u()\)/%
= MR —u(\kg
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Pour la deuxiéme égalité en appliquant 'opérateur de conjugaison C' a la

premiére égalité, on obtient :
Skt = CS:CCKY
= CS.ky
= (s — uk)
= MY — u(\)kY
— Pour A e D\ {0}, on a:

Sk = P,Sk!

- PUS<(1 - mu)k,\>
— P,Sky <car P.Su(Nuky :o)
Comme
Ska(z) = zki(2)
B 2
1-Xz B
1/,1-1 A
N §< 1 ——;zz >
1 1
- §<1 — Xz 1>
= %(k:,\(z) — 1)
donc
Skl = %Pu<k,\(z) - 1)
= SR

la deuxiéme égalité découle de la premiere égalité, en appliquant l'opérateur

de conjugaison C', on a :

Siky = CS8,CCkY

— CS.k
= o5 - w)

1 ~  ~
= X( N — k)
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]

Définition 2.3.3. Soient H un espace de Hilbert sur C et z,y € H. Le produit

tensoriel de x et y est 'opérateur sur H défini par :
r®y:z€ H— (z,y)x € H

Lemme 2.3.4.

Soit H un espace de Hilbert sur C et soient x,y, z,t € H. Soit A un opérateur
continu sur H, alors

e Alz@y)=Ar)®y et (r@y)A =1 A*(y)

o z®Y)(2®1t)=(z,y)z Rt

e 2Ry + 2y =(@+2)®yY

e rRy=20t<3dacC\{0} : zaz et y=uat

Lemme 2.3.5. [2]]
Soit u € H? une fonction intérieure. Alors
o [ —S.S:=kj @Fk§
o [ — 58, =ki®kt

Remarque 2.3.1.

Le symbole de I'opérateur de Toeplitz T;, défini sur I’espace de Hardy est unique
car T, = 0 si et seulement si ¢ = 0.
Par contre dans ’espace modele ce n’est pas le cas, le symbole d'un opérateur de
Toeplitz tronqué n’est pas unique, on peut voir par exemple que l'opérateur de

symbole ¢ sur K2 est souvent nul méme si ¢ # 0.

Théoréme 2.3.1.

Soit ¢ € L? et u une fonction intérieure. Alors
u 2 2
A,=0 < peulH +uH

Preuve.
Soit ¢ € L?. On suppose que ¢ € uH? + uH?, alors il existe 1,y € H? telles
que :

p = uy +ux
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Pour tout f € K° on a :
of =upf+uxf
qui est orthogonale & K2 car uK® C uH> et uK® C uH®™.
Donc Ay = 0 pour tout f € K° et ainsi Af =0 (car K2° est dense dans K?)

Réciproquement, on suppose que Ag =0, et ¢ = +X avec ¢, x € H 2. Donc
Ay = —A%

Les opérateurs AL et S commutent, ainsi que les opérateurs Ay et S, alors les

opérateurs Ay et Ay commutent avec S, et S;. Donc
Ay (1= 8.8) = (1= 8.8:) Az

et
AZ,(I — SUSZ)k;g = (I — SUSZ)AZk;g (2.7)

En appliquant le Lemme 2.3.5 on obtient :

AS(T — S, Sky = AbL(ki @ kg ks
= [(Auky) @ k] kg
— (kL kAR

et aussi

(I - S,S)A%Y = (ky @ ky)ALkY
= (AGko, ko) kg

Donc I'équation (2.7) devient :
(K, K ALRS = (ALK, KRS
D’ou Aj kg est un multiple de kg, c’est-a-dire il existe un scalaire ¢ € C tel que :
Ay = cky
Par conséquent

0 = (A% — cl)kY :Aa<¢—@u—ummﬂ
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car (¢ — ¢)(1 — u(0)u) € uH?, donc

Ce qui implique que

Y —c € uH?
alors
Ap_c=0
de plus on a :
Ay =cl
Comme Aj = — A% alors
AL = —cl

En répétant le méme raisonnement ci-dessus, on trouvé que y + ¢ € uH? donc
X+ c € ul?

D’ou
p=1v—c+X+c€ul’+ul?

]

Dans la proposition suivante nous donnons un exemple tres simple d'un opérateur

de Toeplitz tronqué qui a plus d’un symbole.

Proposition 2.3.1.
Soit u une fonction intérieure. Soient Ay, Ay et A@ les opérateurs de Toeplitz

tronqués de symbole, 1, k¥ et k¢ respectivement. Alors

I=Ay = Ay = Agg
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Preuve.
Soit f € K2
Ona: A f=PFP,(1-f)=P,(f)=falors Ay =1.etona:

Ai(f) = A (f) = Al Lawu(f)
= Agulf)
- rfi)
= u(0)P,(uf)
~ 0 (car ufgum:(KS)L)

donc Ay = Ay, mais A; est auto-adjoint, donc

— ol— JE—

Théoréeme 2.3.2. [20]
Pour A € D

1. les opérateurs l%\‘ ® kY et kY @ lgy sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de

rang 1.

2. Si u admet une dérivée angulaire au sens Carathéodory au point n € T alors

ky ® K, est un opérateur de Toeplitz tronqué de rang 1.

3. Les seuls opérateurs de Toeplitz tronqués de rang 1 sont des multiples des

opérateurs définis dans (1) et (2)
Sarason montré aussi que pour A € D :

1. l'opérateur de Toeplitz tronqué /%{ ® kY est de symbole —*~

2. l'opérateur de Toeplitz tronqué k§ ® /%f est de symbole —*=

3. pour i € T, l'opérateur de Toeplitz tronqué k; @ k; est de symbole &} —|—k_};— 1.
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2.4 Opérateurs de Toeplitz Tronqués de Type «

Définition 2.4.1.
Soit & € D. Un opérateur de Toeplitz tronqué A est dit de type « si et seulement

s'il existe p € K2 telle que

A=A ceC.

pt+aSyp+c?

On note par BY 'ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués de type a.

Proposition 2.4.1. [22]
Si Ay est de type a, alors il existe py € K2 et ¢ € C telle que p(0) = 0 et
Ap = Ay Fmte

Comme exemple d’opérateurs de Toeplitz tronqués de type a, on a les opérateurs

de Toeplitz de rang 1 donnés par Sedlock.

Lemme 2.4.1. [22]
Soit A € D, Alors :
e Si A € D, 'opérateur l%f ® kY est un opérateur de Toeplitz tronqué de type a,
ou a = u(A), son symbole est la fonction ¢ = /{NK + u(N) S kL.
e Si A € T et u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en A,

l'opérateur kY ® kY est un opérateur de Toeplitz tronqué de type u(A) est son

symbole est la fonction ¢ = kY + u()\)SuEKL.

Preuve.
e Ona:
-2 190
alors
u(z) u(A)
z—A = k() z—A

D’apres le Théoreme 2.3.2 'opérateur de Toeplitz tronqué kNK ® kY est de sym-

bole % alors
Z—A

okl = As =A

= = Ay
- A@m(x)% (ASu’fi‘:ASkx)
= A

kY +u(\)Suky
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donc /;7/{ ® kY est de type u(A).
e On a dé¢ja vu dans le Théoreme 2.3.2 que pour A € T alors k} ® kY est un

opérateur de Toeplitz tronqué de symbole £ + k:_f\‘ — 1, de pluson a :

= u(z) (N

S
a1 uu(2))
B A1 —Az)
= (N,

d’apres I’équation (2.4), on a :
Suky = () (K — k)

alors

Asig = Aava—p = -y

donc

Fi-1 Ky kg

u(A)SuEg
Par conséquent
Rk = Ay, = A —
A © Ry kX +EX -1 kY +u(X)Suky

Donc kY ® kY est un opérateur de Toeplitz tronqué de type u(\).

Théoréme 2.4.1. [22]
Tout opérateur de Toeplitz tronqué de rang 1 appartenant a une certaine classe

BS, telle que « est de la forme av = u(\) pour un certain A € C.

Preuve.
Soit A € L, tel que A est de rang 1. D’apres le Théoreme 2.3.2, on a :
— ou bien, A est multiple de I'un des opérateurs k?;{ ® kY ou kY ® l%f
— ou bien A est multiple de £§ ® kY ou v admet une dérivée angulaire au sens

de Carathéodory au point .
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Et d’apres le Lemme 2.4.1 'opérateur A est un opérateur de Toeplitz tronqué

de type u(\).

Lemme 2.4.2. [22]
Soient A un opérateur borné et o € .

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. AeBy.
2. Tl existe ¢ € K2 telle que : A = Ay qa(o—u(0))

3. Il existe p € K2 telle que : A= A_e

1—au

4. Tls existent o1, o € K2 continues telles que
A=A, 15 et @S, — @2 € span(ky).

Preuve.
Soient A un opérateur borné et o € .

e 1=28i Ac By, par définition il existe p € K7, telle que A = A_, o=

Rappelons que l'opérateur .S, est un opérateur de Toeplitz tronqué de symbole

z, donc S, est C'— symétrique c’est-a-dire
S.CS, =C*
dans ce cas on a :

Sup = SuCy
= OS¢
= P (3le - ¢00)])
= O(Fle—2O]) ( car Zlo-p(O0) KD
= u(p—¢0).

D'ou A<p+a§{5 - Aw+aﬂ(§0—<ﬂ(0))'

e 2 = 3 Supposons que A = A, iaz(p—u(0), Pour ¢ € K.

1
1—aw

Comme =7 ,(am)™, (série convergente dans L?).
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on a :

¥ - —\n — = —\n
—— =) plow)" =¢+pati+ ) p(om)"
n=0 n=2

Vue que up € zH?, d’apres la Proposition 1.5.3, on a : up € zH? C H?.

Par un calcul simple on obtient, pour f,g € K2 :
(" f,g) = (@ f,upg) =0 pour tout k > 2.

Il résulte que :

A<p+om(<p—so(0)) = Aptrpon =A_¢_

1—au

e 3= 4 Supposons que A=A_«_ avec p € K2. On a :

1—au

A P - ALP'HPQE'

l—auw

On a aussi

up = S.p
donc ils existent ¢y et oy telle que :
pr=¢, @2 =050,

De plus
@S, 1 — 2 = aSup — aS,p = 0 € span(ky).

e 4 =1 Supposons que A = A, 17 tel que @S,p1 — @2 € span(ky), alors
w2 =aS,p1 + cky avec ¢ € C.

Donc
AWI +p2 - A

P1 +a5uﬁ+ﬂ

puisque A@ =¢A; = ¢l ( Proposition 2.3.1 ), on déduit que A € B2.
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2.4.1 Shift Généralisé

Définition 2.4.2.
Pour o € D, on défini I'opérateur S¢ par :
T I —" S ¥
1 — au(0)

2

Cette opérateur appelée ” I'opérateur shift généralisé ” est un opérateur de

Toeplitz tronqué.

Remarque 2.4.1.

Notons que :

e V=25,
o S, =AY
o SF= AL

Théoréme 2.4.2. [21]
Soit o € C. Un opérateur borné A sur K2 est un opérateur de Toeplitz tronqué

si et seulement 8’ils existent deux fonctions ¢, € K2 telles que :
A= STA(SY)" = (¢ @ k) + (kg @ 1))

Cette théoreme donne un caractérisation des opérateurs de Toeplitz tronqués sur
I'espace modele K2.

Le corollaire suivant est un résultat du théoreme précédent.

Corollaire 2.4.1.
Si un opérateur borné A € K2 commute avec S alors A est un opérateur de

Toeplitz tronqué.

Lemme 2.4.3. [22]
Soit a € D.

L’opérateur SO est un opérateur de Toeplitz tronqués de type a, plus particulierement

1

a u
u

1 —au(0) Sukg+aky
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Preuve.
Soit a € D
a ~
Sy =Sy + ——k @ k§
1 — au(0)
Omn a:
1 — au(0) 1 —au(0) =
= A% .
1—au(0)
= Av I
u — u(0) + u(0)
Z(1 — au(0))
= A" =
o (R +ul0)2)
_ » au(0) .,
1—au(0) % 1—au(0)
B a " au(0)
1—au(0) % 1—au(0)
Alors
I O u au(0) ’
1 —au(0) % 1—au(0)
1 — au(0) 1 —au(0) *
. 1 u + Q u
1—au(0) " O au(0) ko
o 1 u a u
1 — au(0) S (0) &3

- — w —
1 — au(0) Sukgtaky

[]

Dans le théoreme suivant, Sedlock donne un caractérisation des opérateurs de

Toeplitz tronqués de type a.

Théoréme 2.4.3. [22]
Soit A un opérateur borné sur K? et soit o € D.

Alors A est de type « si et seulement si
ASy = SZA.

37



Opérateurs de Toeplitz

Preuve.
Soit A un opérateur borné sur K? et soit o € D.

e (=) Si A est de type a, d’apres le Lemme 2.3.2 on a :

AS® = (C2ASOC?
= C(ASY)*C
= O(SY) A*C
— (C28°C?AC?
= S°A.

e (<) On suppose que AS® = S@A, d’apres le corollaire 2.4.1, A est un opérateur

de Toeplitz tronqué, donc C'— symétrique. On sait que :

ASY = ASy + — 2 (AR @k = AS, + — Ak ® k).
1 — au(0 1 — au(0)
et
SOA =S A+ — 0 e (A = SuA + — k@ (AR
u u 1— am 0 0 u 1_ am 0 0/
D’ou
« ~ a —
1 — au(0) 1 — au(0)
0 .
~ akrekr 4 MY g O g (5, AR
1 — au(0) 1 — au(0)
AkY AkY
= PR g +asuc<—0_>.
1 — au(0) 1 — au(0)
Donc

_ Ak aSuC<—1 _Aj%)

est un symbole de A, alors A est de type a.

Théoreme 2.4.4. [22]
Pour a € CU {oo}, on a :
e BY={5%} le commutant de S¢.

e BB est une algebre commutative fermée.
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1
A € BY si et seulement si A* € B .

e Si A € B? est inversible alors A~ € B~

e Deux opérateurs de Toeplitz tronqués A, et A, commutent si et seulement
s’ils appartiennent a une méme classe B{ pour un certain «, dans ce cas le
produit AB € B.

o Sia; # ay € CU{oo} alors B NBY2 = C; ou I désigne l'opérateur identité
sur K2.

e Pour chaque «, la classe B est une sous-algebre maximale contenue dans L,,.
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Chapitre 3

Semi-Groupes

3.1 Rappels

Opérateurs Fermés

Définition 3.1.1.
On dit qu'un opérateur A € L(E, F) est fermé si le graphe de A noté

G(A) = {(z,Az)| z€D(A)}CExY

est fermé dans E x F.

Dans la suite, On noter par X 'espace de Banach sur le corps des nombres complexes
C et par B(X) l'algébre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans X. Nous
désignerons par I l'unité de B(X).

Pour un opérateur linéaire A : D(A) C X — X nous noterons 'image de A par :
ImA = {Az|x € D(A)}

et le noyau de A par :
KerA = {x € D(A)|Az =0}

L’opérateur A : D(A) C X — ImA est surjectif. Si KerA = {0}, alors A est injectif.

Pour un opérateur bijectif, on peut définir 'opérateur inverse :

AN DAY CX = X
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par A~ly = z si Az = y. Evidemment D(A™') = ImA.
On note par GL(X) 'ensemble des éléments inversibles de B(X). L’ensemble GL(X)

est un ensemble ouvert dans B(X)

Lemme 3.1.1.

Soit X un espace de Banach et f : [a,b] — X une application continue. Alors

1
lim —
t—=0 ¢

/ " f)ds = fla)

Preuve.

Nous avons :

1 a+t 1 a+t
- s)ds — f(a)|l| = ||= s) — f(a)lds su s) — f(a)ll.
I [ s@s = 5@l =115 [ 1)~ sl < s 156) - F@)

L’égalité de I’énoncé résulte de la continuité de 'application f. O]

Définition 3.1.2.

L’ensemble :
p(A) ={A e C telleque A — A estinversible dans B(X)}

s’appelle 'ensemble résolvant de A € B(X).

Proposition 3.1.1. [6]
Soit A € B(X). Alors p(A) est un ensemble ouvert dans C.

Preuve.

Définissons I’application :

»:C — B(X)
A o d(A) = AT — A

Evidemment ¢ est continue. Si A € p(A), alors A\ — A € GL(X) et par suite

p(A) = oH(GL(X)).

Comme GL(X) est un ensemble ouvert dans B(X), on voit que p(A) est ouvert. [J
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Définition 3.1.3.
L’application :
R(;A):p(A) — B(X)
A — RNA) =(O—-A)

s’appelle la résolvante de A.

Lemme 3.1.2. [6]
Si Ae B(X) et ||A]| <1,alors I — A€ GL(X) et

(I-A)"= iA”

Proposition 3.1.2. [20]

La résolvante d’un opérateur linéaire A € B(X), a les propriétés suivantes :

1. Si A\, € p(A), alors :
R(X; A) — R(pi; A) = (1 — VRO A)YR(si; A).

2. R(-; A) est une application analytique sur p(A).
3. SiAe Cet N\ >|]4]], alors A € p(A) et nous avons :

00 An
R<)\’ A> - Z /\n+1
n=0

4. Yn € N,YA € p(A), on a :

%R()\; A) = (=1)"n!R(\; A",

Preuve.

1. Nous avons successivement :

RN A) =R A) = (M —A)" = (ul — A~
= (A= A)™Mul — A— M+ A)(ul — A)™"
= (u—=NRN ARG A), YA pu e p(A).
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2. Soit Ag € p(A). Notons par D(\o; le disque ouvert de centre Ay et de

;)
[[R(Xo;A)

rayon m. Alors, pour A € D(A; m), nous avons :
M- A= [1 — (Mo — VRO A)| (Aol — A).

Comme :

(Ao = M) R(Xo; A)|| = [Ao — All[R(Xo; A < 1.
et compte tenu du Lemme 3.1.2, on a :
I~ (A — NR(A; A) € GL(X),

d’ou

A — A€ GL(X)

et :

M —=A)"" = Aol —A) I = (Ao — NR(No; A)] 7!

WE

= R(Ao;4) (Ao = A)"R(Ag; A)"
- Z(—l)n()\ — Xo)"R(Ao; A)HH

Donc R(+; A) est analytique sur p(A).

3. Soit A € C tel que |A| > ||A]]. Alors
XAl < 1
d’aprés le Lemme 3.1.2. On a :

I-)2TAegL(Xx).

De plus :
I—X\1A) ! = ATA = A7
( =Dty =3

Par conséquent :

n

. _ -1 __ y—1 -1 -1 __
RNA) = (M — A= X1 = X\tA) _ZWI
n=0
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4. En utilisant la récurrence sur n, pour n = 1, nous avons :

d d
ﬁR(/\ A) = ™

—(M A= (A - A)? = —R()\; A)?
Supposons que pour k € N, on ait :

dk

TG A) = (D RO A

Montrons que :

dk—i—l
Nous avons :
dk:—H d
e A A) = _A<WR (4 4) )
d

- [1k'AI Ay }

>

DFE(—k — 1) (M — A)~*

I
/-\ AQ,

DRk + 1)IR(\; A)F2
et par conséquent :
d'rl

TGROGA) = (1" RRG A, Ve N

Remarque 3.1.1.

Compte tenu de la Proposition 3.1.2, il résulte que :

{AeCl >[Il € p(A)
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3.2 Semi-Groupes Uniformément Continus

Définition 3.2.1.

Soit X un espace de Banach et soit (7'(t)):>0 une famille d’opérateurs linéaire

borné de X dans X. On dit que (7'(t)):>o est un semi-groupes si :
e T(0)=1 (I identité opérateur sur X)
o T'(t+s)=T()T(s) Vt,s >0

Proposition 3.2.1.

Soit (T'(t))¢>o un semi-groupe, Pour tout n € N on a les propriétés suivantes :

1. T(nt) = (T(t))"

Preuve.
L T(nt) = Ty 1) = [Ty () = (T(0)"
2. THT(—=t)=T{t—-t)=T(0)=1

3. on pose t = 1 dans 1 on obtient T'(n) = (T'(1))"

On dit que le semi-groupes (7'(t)):>o est uniformément continu si
lim||7(t) — I]] =0
im [7(6) 1]

La générateur infinitésimal de semi-groupe (7'(t));>o définit par :

Tt)r —x

D(A) ={z € X, 1}&)1 exists}

et
_ +
Ap = lim LT =@ IO by
£10 t dt t=0

Remarque 3.2.1.

Si le semi-groupe (T'(t)):>o est uniformément continu, alors on a :

lim ||T(s) — T(1)]] = 0

s—t
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Théoréme 3.2.1. [20]
On dit que l'opérateur A est infinitésimal générateur d’un semi-groupe uni-

formément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Preuve.

e Soit A un opérateur linéaire borné sur X. On défini

Tty = et = 3 UAS (3.2)

n!
n=0

Pour tout ¢ > 0. la relation (3.2) converge en norme et défini un opérateur
linéaire borné. On a :

T0) = I
B tA SA t Ak > S A © 0 "= kA'rL k kAk
TMT(s) = Z ZZ Jo)k!

o t n n
_ Z *5 A —T(t+s)

n=0

De plus on a :

fmAn | A" 0
i) —IH<HZ P i SR
n=1 ’

et
e nflAn

AT 3%

n=2

| < t]| APt 22 0

ce qui implique que (7())¢>0 est un semi-groupe uniformément continu et A
un infinitésimal générateur de T'(t).

e Soit (7'(t))s>0 un semi-groupe uniformément continu d’un opérateurs linéaire
borné dans X.
Fixer p > 0, assez petit, tell que ||[I —p~" [ T(s)ds|| < 1. Alors d’aprés le
Lemme 3.1.2 on a :

p! fo s)ds est inversible ainsi fo s)ds est inversible. Donc

(s + h)ds — /OPT(s)ds)

J
/ T(s ds—/OhT(s)ds>
= <h 1/0 T(s+ h)ds —h~ /OpT(s)ds>
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d’apres le Lemme 3.1.1 on a :

w0 = (0 [ 2wt [ 1) ([ 1)

Si h — 0. alors h='(T'(h) — I) converge en norme & l'opérateur linéaire borné

(T(p) — I)(JJ T(s)ds)™" (infinitésimal générateur de (T'(¢));=0).

Théoréeme 3.2.2. [17]
Soit (T'(t))i>0 et (S(t))i>0 deux semi-groupe uniformément continu d’opérateurs

linéaires bornés. Si

lim ) —1 = lim S@) -1 = A (3.3)
tl0 t 10 t
Alors :
T(t) = S(t) Vit >0
Preuve.

Soient t > 0 et z € D(A). définissons I’application
0,t] 55 = U(s)xr=T(t — s)S(s)x € D(A).
Alors :
d d

d
TUs)e = STt —s)S(s)v + T(t —5)-S(s)x

= —AT(t—s)S(s)z+T(t—s)AS(s)z =0
quel que soit x € D(A). par suite U(0)z = U(t)x, pour tout z € D(A), d’ou :
T(t)x=S(t)r, Vre D(A) et t>0

puisque

Il résulte que :
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Corollaire 3.2.1. [9]
Soit (T'(t))s>0 un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaire borné.

Alors :
1. Il existe un constante w > 0 telle que ||T(¢)|| < e“*.

2. Il existe une unique opérateur linéaire borné A telle que T'(t) = €. ( A

infinitésimal générateur de T'(t) )
3. t — T(t) dérivable en norme avec

dT(t)
= = AT() = T(t)A

Preuve.
Le point 2 est clair ( voir les Théoremes 3.2.1 et 3.2.2 ).
Maintenant on utilise le point 2 pour démontrer facilement les points 1 et 3. ( Car

A est borné et I'exponentiel est dérivable ) ]

3.3 Semi-Groupes Fortement Continus

Définition 3.3.1.
Un semi-groupe (7'(t)):>o d’opérateurs linéaire borné de X est fortement continue
si

ImT(t)x =z Ve € X.
10

Les semi-groupes fortement continue sont appelé semi-groupe de classe Cy ou Cy—semi-

groupe.

Remarque 3.3.1.

Les semi-groupes uniformément continus sont Cy— semi-groupes puisque :
T (t)x — || <||T(t) = I||||z|]]| =0  quand ¢ — 0.

Mais il existe des Cy— semi-groupes qui ne sont pas uniformément continu. (voir

I'exemple 3.4.2)
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Théoréme 3.3.1. [9]
Si (T(t))t>0 est un Cp— semi-groupe, il existe une constante w > 0 et M > 1

telle que
|T(#)|| < Me™ VYt >0.

Preuve.

T'(t) est un semi-groupe d’opérateur linéaire borné. Alors :
aM > 0; |T(s)|| <M  Vsel0,1]
Onposet =s+n, Vse€l0,1], VneN. Ona:

Tl =T +n)ll = [TEINT ()]

IA

M|
MM" = M

IN

MenlogM

IA

IN

Me*", vVt > 0;w = log M

3.4 Exemples

Exemple 3.4.1.

Considérons I'espace LP(]0, +o00[), 1< p < 400, avec la norme :

o= { [ rf<x>rpdx}’l’

avec cette norme, LP(]0, +oo[), 1 < p < 400 est un espace de Banach. Définissons :

(T)f)(x) = f(t+x), Vt > 0,Vx €]0, +00]
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Nous avons :

Tl =

Donc ||T(t)|| =1, Vt>0.
Il est évident que T'(0) = et T'(t +s) =T(t)T(s), Vt,s>0.

De plus on a :

-

iy 1767 = 7ll, =t ([ 1000 @) - f@)pds)’

t—0 0
=ty ([ I+ - o)’
= 0

donc (T'(t))s>0 est un Cy— semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur LP(]0, +00)(nommé
le Cy— semi-groupe de translation a droite)

Soit A : D(A) C L*(]0,+oc[) — LP(]0,4+00]) le générateur infinitésimal du Cp—
semi-groupe (7'(t)):>o0-

Si f € D(A), alors nous avons :

Af(z) = lim

uniformément par rapport a x. Par conséquent :
D(A) C {f € L(J0, +oc])| [ € L7(J0, +o0[)}

si f € LP(]0, +oc[) tel que f* € LP(]0, +o0|), alors on a :

HT(t)f—f _f/Hp _ (/O Oo‘<T(t)f)(f) — [(z) —f/(x)|pd:€>;

t
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Mais :
= [GAOIE [ @l

et / ,
|5 [ F©-rwig»0 sit-0
uniformément par rapport a x si t — 0. Alors :

Hw—f’up—w si t—0

et on voit que : {f € LP(]0,+oc[)| f € LP(]0,+oc)} C D(A).

par conséquent :
D(A) = {f € LP(0,+oc[)| f € LP(J0,+0c))} et Af=f

Exemple 3.4.2.

Soient p € [1,00] et

lp = {(xn)neN* i |z, [P < oo}
n=1

avec la norme

el = (3 l2aP)’

n=1

Considérons une suite de nombres réels positifs (a,)n,en+ et définissons une famille

(T'(t))i>0 d’opérateur linéaires sur 'espace [, par
T(t) (@) nen = (€T )nen+, VE >0
pour tout (z,)nen+ € l,. On voit que
T(0)(zn)nen- = (eianoxn)neN* = (Tn)nen-
donc T'(0) = I. De méme, pour tous t,s > 0 on a :

THT(s)(@p)nen = T#) (e ™ p)nen = (7 e 5, ) pen

_ (eia"(tJrs)l’n)nEN* = (T(t"— 8)(1%)) N+
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quelque soit (2, )nen+ € l,. Donc T'(t +s) = T'(t)T(s), pour tous t,s > 0. De plus,

pour tout ¢t > 0 et tout (a:n)neN* € lp nous avons

||T(t)(xn)n6N* — (Tn)nen: b = ||(6_ant$n)n6N* — (@) nen-| [P
p p

o0

= Dl =Pl
n=1

Comme

L e

la série Y | |z,|P est convergente, avec le théoreme de Weierstrass il en résulte que

la série
oo
> et = 1P|,
n=1

est uniformément convergente. Donc

o

_ : —ant _
p= D limle = 1P, =0

n=1

1{% HT(t) (l'n)nGN* - (xn)neN*

Par conséquent

11{% T(t)(@n)nen = (Tn)nen

pour tout (T,)nen+ € [,. Il s’ensuit donc que (T'(t))i>0 est un Cy— semi-groupe
d’opérateurs linéaires bornés sur [,,.
Dans la suite, nous prouvons que le générateur infinitésimal du Cy— semi-groupe

(T'(t))e>0 est Popérateur linéaire A définit sur I'ensemble

D(A) = {(zn)nen € L] (an@n)nen- € by}

par

A(-rn)neN* = (_anxn)nEN* .

Soit (zp)nen+ € 1, tel que la limite

lim T(t) (xn)nEN* - (xn)nEN*
t\0 t

existe et soit (Y )nen+ € I, sa valeurs. Donc

lim ||T(t)(xn)n€N* - (xn)nEN*
t\0 t

- (yn>n€N* z =0
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d’ou
lim || (e_antxn)neN* - (xn)neN*
t\0 t

- (yn>n€N* g =0

Il vient que

L
lim » " —ml[" =0

d’ou
—ant
e "y, — T,

Yn = 1{%# = —AanpTy

pour tout n € N*. Par conséquent
D(A) C {(zn)nen- € lp’ (anTn)nen+ € lp}
et pour tout (x,)nen € D(A) on a :
A(xp)nens = (—nTn)nens-

Pour l'inclusion inverse, on considéré (x,)nen+ € [, tel que (a,2p)nen € I,. On voit

que Y 2 |a,z, P < 0o, donc cet série est convergente. Alors pour tout ¢ > 0 on a :

T(t) (xn)neN* — (xn)neN*
t

+ (anxn)nEN* z

H (e_antxn)nEN* - (xn)nEN*
t

+ (anxn)neN* g

—ant

> e X X
n - “4n
Z‘ / ity

p

—ant __

[e%e] 1 P

S 1 il
ant

n=1

Considérons 'application

Alors

Pour 'application

23



Semi-Groupes

on voit que A’ (x) > 0, pour tout z > 0. Compte tenu de la monotonie de la fonction

h sur lintervalle [0, co[, on déduit que g'(z) > 0, pour tout = > 0

Comme
lim g(z) =1,
il vient
g(z) <1, Ve >0
Par suite
—ant __ 1 P
¢ + 1‘ |anx,|P < |apx,|?
ant

et comme la série ) |a,z,|P est convergente, avec le théoreme de Weierstrass on

déduit que la série
e—ant o

1 p
1] lanaal”
o + 1| |anzy|

>

est uniformément convergente. Par conséquent

T(t . — .
lim H ( )(l‘n)nEN (l‘n)nEN
t\0 t

+ (anxn>n€N*

p
p

o0 —ant __ 1 P

= limz ‘e—t + 1| |apz,P =0
Qn

n=1

D’ou (zp)nen+ € D(A) et

A(ZEn)neN* = (_anxn)nEN* .

Donc

{(xn)neN* S lp| (anxn)neN* € lp} - D(A)
Finalement on voit que
D(A) = {(IH)HEN* € lp‘ (a’nxn)neN* S lp}

et
A(xn>n€N* = (_anxn)nEN*a v(xn)nEN* € D(A>

De plus, si (a,)nen+ est bornée, alors D(A) = [, et A est un opérateur linéaire borné.
Donc il engendré un semi-groupe uniformément continu. Par contre, si (a,)nen st

non-bornée, alors il existe (ny)ren+ avec les propriétés ng > k et a,, > k% pour tout
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ke N oua=1pourp>1eta>1pourp=1.

Définissons la suite (x,,)nen+ par

0, n#ng
Il est évident que (z,)nen+ € lp, mais (anTn)nen ¢ l,. Par suite, dans ce cas, on
a D(A) # [, et, par conséquent, A ne peut pas engendrer un semi-groupe uni-

formément continu sur [,.

Définition 3.4.1.
On dit que (T'(t));>0 est un semi-groupe de type (M, w) avec M > 1 et w € R*.
Si
vVt >0, |T(t)]| < Me™.

(T'(t))e>0 est un Cy— semi-groupe de contraction si de type (1,0), i.e :
vt=0, [Tl <1.

Corollaire 3.4.1.

Si (T'(t))e>0 est un Cyo— semi-groupe, Alors I'application :
0,403t —T(t)r e X
est continue sur [0, +00] quel que soit x € X.

Preuve.

Soient tg, h € [0,400] et x € X si ty < h, nous avons :

[T (to + h)x — T(to)z|| = |[|T(to)T(h)x —T(to)zl|
< ([Tt T(h)x — ||

< Me"||T(h)z — |

si tg > h, nous obtenons :

[T (to — h)x = T(to)z|| = |[|T(to—h)x —T(to — h+ h)z||
= |[T(to — h)x = T(to — h)T(h)x|]
< |[T(to — WIIT(h)x — z]|

< Mew(to_h)HT(h)x — x|
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la continuité forte en ¢y de 'application considérée dans I’énoncé est évident. O

Corollaire 3.4.2.
Si (T'(t))i>0 est un Cy— semi-groupe, alors 'application (t,z) — T(t)x est

conjointement continue sur [0, +o0o[x X dans X.

Preuve.
Soit z,y € X, t>0et heR*

ecas1Sih>0.0na:

T+ h)y =Tzl < |[T(E+h)y =T+ h)x|[+ [T+ h)x—T(t)|

< [T+ My = 2|l + [Tt + h)z = T(t)x]]

IN

Mz —y|| + ITOINT (h)a — ||

on obtient :

lim  T(t+h)y=T(t)z.
i, T+ h)y =T()

e cas2Sih<0.ona:

T+ h)y —=T@)xl| = [T+ h)y =T+ h)T(=h)zl]
< T+ wllly = T(=h)z|

< M (lly — af| + ||T(~h)x — a|)

on a :

lim  T(t+h)y =T(t)z.
i T+ h)y =T()

Théoréme 3.4.1. [17]
Soient {T'(t)}+>0 un Cy— semi-groupe sur un espace de Banach X et A son

générateur infinitésimal. Alors :

e D(A)=X

e A est un opérateur fermé.
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Preuve.

e Soient z € X et t,, > 0 avec n € N, tel que lim,,_, t,, = 0. Alors :
[t
Ty = t_/ T(s)xds € D(A), Vn € N
n Jo
d’ou :

n—oo n—oo n

1 [t
lim z, = lim —/ T(s)xds =T(0)x =z
0

Par conséquent D(A) = X. (Grace de Lemme 3.1.1)

e Soit (y)neny C D(A) tel que lim,, o z, = x et lim,,_,, Az, = y. Alors :
[T'(s)Azy, — T(s)yl| < |[T(s)|[|[Azy — y[| < Me™*||Az,, — y]]

quel que soit s € [0,t]. Par suite T(s)Az, — T(s)y, pour n — oo, uni-

formément par rapport a s € [0,¢]. D’autre part, puisque x, € D(A), nous

avons :
t
Tz, —x, = / T(s)Az,ds,

0

d’ou :
¢
JLHC}O[T(t)J:n — x| = nh_)IIolo i T(s)Az,ds,

ou bien :

t
Tt —x= / T(s)yds.
0
Finalement, on voit que :

T(t)x — I
lim TMr=w =lim- [ T(s)yds =y.
t\0 t (AN t 0

pour z € D(A) et Az =y, il résulte que A est un opérateur fermé.
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Théoréme 3.4.2. [20]
Soit (T'(t))¢>0 un Cp— semi-groupe de type (M, w) et (A, D(A)) sont générateur
infinitésimal. Alors on a :

e Si A e C telle que R(\)z = [~ e T (s)xds existe pour tout 2 € X. Alors
R(X\A)=R(}),  VAep(4)
e Si ReA > w. Alors A\ € p(A) et

RO\ A) = / M (s)ds.

M
[[R(A, A < Red—w VReA > w
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3.5 Théoreme de HILLE-YOSIDA

Théoréeme 3.5.1. [20]
Pour tout opérateur linéaire (A, D(A)) sur un espace de Banach X, les proposi-

tions suivantes sont équivalentes :
1. (A, D(A)) générateur de Cp- semi-groupe de contraction.

2. o A est fermé et D(A) dense dans X

e Pour tout A >0on a:
Aep(A) et [AMAM—-A)7Y<1

Preuve.
1 = 2 Soit (A, D(A)) un générateur du Cp— semi-groupe de contraction. Alors
on a, A fermé et D(A) dense dans X. (Grace au Théoreme 3.4.1)

D’autre part, a partir du Théoreme 3.4.2 on a

M
[[R(A, A < Re)—w VReA > w

comme A est le générateur du Cy- semi-groupe de contraction. Alors w = 0 et
M =1, cela implique que A > w et

1 1
RNA| < —— =~
1RO A < =5 = 5

2 = 1 pour cela on a besoin des lemmes suivants.
Lemme 3.5.1. [17]
Soit. A un opérateur qui vérifier la condition 2 du Théoreme de Hille-Yosida

3.5.1. Alors :
lim AR\, A)z = x; Ve e X
A—00

Preuve.
Soit € D(A). Alors :

AR\, A)x — z|| = ||AR(), A)x|| (car A,R(\A) commute)
= ||R(\, A)Ax|| (car A,R(\A) borné)

1
< X||Ax|| — 0, lorsque A — o0
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Mais, D(A) est dense dans X, Alors : si A — oo on a AR(\, A)x — x pour
tout z € X. [l

Remarque 3.5.1.

On a défini 'approximation de Yosida de A comme suit :
Ay = MR\ A) = NR()\, A) — M VA >0

Lemme 3.5.2. [17]
Soit A un opérateur qui vérifier le condition 2 de Théoreme de Hille-Yosida

3.5.1. si Ay 'approximation de Yosida de A. Alors on a :

lim Ayr = Ax, Vo € D(A).

A—00

Preuve.

lim Ayx = )\lim AR\, A)x; VA >0
—00

A—00

= lim AR(\, A)Ax

A—00

= Az

Lemme 3.5.3. [17]
Soit A un opérateur qui vérifier le condition 2 de Théoreme de Hille-Yosida
3.5.1. si Ay 'approximation de Yosida de A. Alors A, est le générateur de Cy—

semi-groupe de contraction et4*. et
|e"4 — et || < || Axz — Az, VA, >0, VrelX.

Preuve.
Il est clair que A, est un opérateur linéaire borné et générateur de Cy— semi-

groupe, on a :

HetA/\H < e—)\tHet)\QR()\7A)H < e—Atet/\QHR(z\,A)H <1
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Ce que implique que e** est un Cy— semi-groupe de contraction.

Par définition on sait que (e, e) et (Ay, A,) commute. Alors :
td
||etA)‘:L‘ _ etA“IH _ || - <€t5AAet(1—5)Au$> d3||
o ds
1

< / et M 094 (A7 — A )| ds
0
< t|Axz — Auz||

O
On revient a la démonstration. 2 = 1
Soit x € D(A). Alors
||€tA’\:L‘ — etA“xH < t]|Axe — Ayl
< t||Axz — Ax|| + t||Az — A ]| (3.4)

de (3.4) et le lemme 3.5.2 on a : pour tout x € D(A)
etz convergent lorsque A — co. et cet convergence est uniform sur un inter-
valle borné. De plus D(A) est dense dans X et ||[e!||] < 1. Alors on obtient

lim e = T(t)a; Vo e X

A—00

De plus cet limite est continu uniforme sur un interval borné. Alors T'(t)z
vérifie la propriété de semi-groupe et :

T(0)z = lim "Mz = x; Ve e X

A—00
T(0) = I

on a donc :

1T <1

et t — T'(t)x continu pour tout ¢t > 0, comme limite d’'une fonction uniforme
continus t — e! .
Alors T'(t) est de Cy— semi-groupe de contraction sur X.

Enfin, il suffit démontrer que A est un générateur infinitésimal de T'(t).
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Soit x € D(A). On a :

Ttz —z = lim ™Mz —z
A—00
¢

= lim M A\ xds
A—00 0

= /Ot T(s)Azds

(car la converge uniforme de e Ayz vers T'(t) Az sur un intervalle borné )
Soit B un générateur infinitésimal de T'(¢).
Soit z € D(B) et Av = Bret AC B.!

Puisque B infinitésimal de T'(t), alors par la condition nécessaire on a
1€ p(B)

D’autre part, de la condition 2 dans la Théoreme de Hille-Yosida 3.5.1 on a

1 € p(A) et comme A C B, Alors :

donc

1. Si A, B sont deux opérateurs non bornés de domaines D(A), D(B), on note A C B lorsque
D(A) C D(B) et B\D(A) = A.
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3.6 Semi-Groupes dans un Espace de Hilbert

3.6.1 Préliminaires

Définition 3.6.1.
On dit qu'un opérateur non borné A sur un espace de Hilbert H est coercif s’il

existe une constante C' > 0 telle que
Re(Au,u) > C|ulf?, Yu € D(A).

Lemme 3.6.1.

Un opérateur non borné A : D(A) — H coercif et fermé admet un inverse continu
A™': H — D(A)
(de norme inférieur & C~' ou C est la constante de coercivité).

Remarque 3.6.1.
Si D(A) = H et A € L(H) est borné alors il est automatiquement fermé.

Preuve.

On commence par remarquer que A est injectif car par Cauchy-Schwarz
lull < C7H[Aul|, u € D(A) (3.5)
De plus, si A est inversible alors, de I'inégalité précédente, on déduit
1A™ ]| < C7HJo]
que A~! est borné. Il suffit donc de montrer que A est surjectif. De I'inégalité
Re{Au,u) > C||u|?

on tire que (ImA)* =0 et donc H = ImA. 1l reste & montrer que I'image de A est
fermée ; ceci découle du fait que si (v, = Au,)nen est une suite convergeant vers v
dans H alors (uy)nen est une suite de Cauchy ( grace a (3.5)). Comme A est fermé
et comme la suite (uy, v, )neny du graphe de A converge vers (u,v) on a v = Au, ce

qui montre que ImA est fermé. Finalement

ImA =1ImA = H.
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Lemme 3.6.2.

L’adjoint A* d’un opérateur A a domaine dense est fermé.

Preuve.
Soit (tp, vy, = A*uy,)nen une suite du graphe de I'adjoint A* de A convergeant

dans H x H vers (u,v). Soit ¢ € D(A), on a

(v =A%, 0) = (v,) = (u, Ap) = Tim (Aup, ) = (un, Ap) = 0.

n—o0

Comme D(A) est dense dans H, cela implique que v = A*u et donc ImA* fermée. [

3.6.2 Théoreme de Lumer-Phillips

Définition 3.6.2.

Un opérateur non borné est dissipatif si
Re(Au,u) <0, u € D(A).
Il est maximal dissipatif si en plus il existe Ay > 0 tel que A — A\l soit surjectif.

Remarque 3.6.2.

En fait A — A\¢I est bijectif d’inverse continu car
—Re{(A — XoD)u, u) > Nol|ul)?
implique que A — A\l est injectif et de plus par Cauchy-Schwarz
1A = AoD)ul| = Aol[ul|
ce qui implique que ||(A — X\I) 7] < )\LO

Lemme 3.6.3.
Soit A un opérateur maximal dissipatif et B un opérateur dissipatif, si A C B

alors A = B.

Preuve.
Soit v € D(B), il existe u € D(A) tel que (B — A )v = (A — Al )u et comme
Au = Bu,on a (B — A )(v —u) =0. Or B est dissipatif donc

0=—((B=A)(v—u),v—u) > Av—ull’
ce qui implique u = v et donc v € D(A). Ceci donne D(A) = D(B)et A=B. O
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Remarque 3.6.3.
Ce lemme justifie la dénomination de maximal dissipatif : il n’y a pas d’opérateur
dissipatif B plus grand pour la relation d’ordre ( C ) qu'un opérateur maximal

dissipatif.

Lemme 3.6.4. [11]

Un opérateur maximal dissipatif est a domaine dense.

Preuve.

Soit v € D(A)*, comme A — A\l est surjectif, il existe u € D(A) tel que
v=(A—Xl)u

On a alors

0 = Re(u,v) = Re{Au,u) — )\0||u||2 < —)\0||u||2

ce qui implique u = 0 et v = 0. Ainsi D(A)* = {0} et donc D(A) est dense dans
H. O]

Lemme 3.6.5. [11]
Soit A un opérateur maximal dissipatif, alors il existe Ay > 0 tel que (A4 — AI)

soit inversible, d’inverse continu pour tout A > Aq.

Preuve.

D’aprés la remarque 3.6.2, A — Aol est inversible, d’inverse R(Ag; A) borné. on

(A=) = <A ol — (M — AOI)) - (A - M) (1 — (A= A)R(; A))
il suffit donc de montrer que 'opérateur borné
Ty =1— (A= X)R(Mo; A) € L(H)
est inversible, d’inverse continu pour tout A > Ag. Or on a
(Tyu,u) = [Jull® = (A = M) (R (s A)u, ) > |[u]

ce qui implique que T} est coercif et par le Lemme 3.6.1 que Ty € L(H) est inversible,

d’inverse continu. O
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Théoréme 3.6.1. ( Lumer-Phillips ) [15]
Un opérateur non borné a domaine dense dans un espace de Hilbert, est le
générateur infinitésimal d’'un semi-groupe fortement continu de contraction si et

seulement s’il est maximal dissipatif.

Preuve.

Si A est a domaine dense et maximal dissipatif alors A vérifie les hypotheses du
Théoreme de Hille-Yosida, et il existe donc un unique semi-groupe de contraction
associé a A. Réciproquement si A est le générateur infinitésimal d’un semi groupe

de contraction alors, pour tout u € D(A), par Cauchy-Schwarz
Stu—u 1
Re( 20—, u) < £ (IIS@ullllull = [[ul*) <0

et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient que A est dissipatif. Par le Théoreme 3.4.2,

A est maximal dissipatif. n

Théoréme 3.6.2. ( Lumer-Phillips ) [15]
Soit A un opérateur non borné de domaine dense. A est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe de contraction si et seulement si A et son adjoint A* sont dissipa-

tifs.

Preuve.
Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction

alors A* est dissipatif. Si u € D(A) N D(A*) alors on a
Re{A*u,u) = Re(u, Au) < 0.
Le cas ou u € D(A*) est un différent. Soit u € D(A*) et A > 0, si I'on note
uy = —AR(N; A)u

uy € D(A) et lim uy = u

A—00
Par conséquent
1
Re(A*u,uy) = Relu, Auy) = —XRG«A — M)uy, Auy)

1
= Re(uy, Auy) — XHAUAW <0
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converge vers (A*u,u) qui est par conséquent négatif. Ce qui implique le caractere
dissipatif de A*.

Démontrons a présent la réciproque. On suppose que A et son adjoint A* sont dissi-
patifs. En particulier (A* — I) est coercif, d’aprés le Lemme 3.6.2 c’est un opérateur
fermé donc d’aprés le Lemme 3.6.1, il est inversible d’inverse continu.

Par conséquent A* est maximal dissipatif, en particulier & domaine dense (Lemme
3.6.4). On peut alors répéter 'argument précédent en remplagant A* par A pour en

déduire que A est maximal dissipatif. n

Lemme 3.6.6. [11]

L’adjoint A* d’un opérateur maximal dissipatif A est & domaine dense.

Preuve.

Comme A est maximal dissipatif, il existe Ay > 0 tel que R(\o; A) € L(H) existe

et comme
R*(Ng; A) = (A* — N\I) ™!
On a
ImR*(\g) C D(A").
Or
1
(ImR*(AU)) — kerR(\; A) = {0}
donc ImR*(Ag; A) est dense, par conséquent D(A*) est également. O

3.6.3 Semi-Groupes Unitaires et Théoreme de Stone

Définition 3.6.3.
On dit qu'un opérateur non borné a domaine dense A est auto-adjoint, si D(A) =

D(A*) et si A= A*. On dit qu’il est anti-adjoint si D(A) = D(A*) et si A = —A*.

Remarque 3.6.4.
D’aprés le Théoreme 3.6.2, les opérateurs auto-adjoints dissipatifs a domaine
dense et les opérateurs anti-adjoints a domaine dense sont les générateurs infi-

nitésimaux d’un semi-groupe de contraction.
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Lemme 3.6.7.

La fonction ;
S*:[0,4+00] — L(F)
t — S*(t)=95(t)"
obtenue par adjonction d’un semi-groupe de contraction fortement continu S est un

semi groupe de contraction fortement continu dont le générateur infinitésimal est

Iadjoint A* du générateur infinitésimal A du semi-groupe de départ S.

Preuve.
Soit S un semi-groupe de contraction fortement continu. Alors S* est un semi-

groupe de contraction
St+t) = (St+t)) = (SH)SEt) =S*(t)s*(t),  S*(0)=1,
1S @I = NIS@Il < 1.
De plus, on a :
1S (#)u — ul)® < 2l|ul]> — 2Re(S* (t)u, u) = 2||ul|* — 2Re{u, S(t)u)

pour tout u € H. On en déduit que S* est fortement continu, car le terme de droite
tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0.

Soit B le générateur infinitésimal de S*, soit u € D(B) et soit v € D(A), on a :

(Bu,v) = lim 1(5*(1&)11 —u,v) = lim 1(u, S(t)yv —v) = (u, Av).

t—0 ¢ t—0 ¢
On en déduit que la forme linéaire u — (Bu,v) est bornée par ||Av||, et donc que
u € D(A*) ainsi que Bu = A*u.
, . . d(Su)
Soit u € D(A*) et v € D(A), en intégrant =7~ = Au on a

(S(t)v —v,u) = /0 (AS(T)v, u)dr

ce qui donne par adjonction :
t
(u, S*(t)yv —v) = / (v, S(T)*A*u)dr
0

et comme D(A) est dense dans H, on en déduit S(t)*u —u = fg S(7)*A*udr.
Ceci permet de conclure que v € D(B) et A*u = Bu. Ainsi a-t-on D(A*) = D(B)
et A* = B. O]
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Définition 3.6.4.

Soit S un semi-groupe fortement continu, on dit que S est unitaire, si
S(t)*S(t) = S(t)S*(t) =1, vt > 0.

Théoréme 3.6.3. ( Stone )[20]
Un opérateur non borné A a domaine dense D(A) est le générateur infinitésimal

d’'un semi-groupe fortement continu unitaire si et seulement A est anti-adjoint, i.e.

D(A*) = D(A) et A* = —A.

Remarque 3.6.5.
A est un opérateur anti-adjoint si et seulement si iA est auto-adjoint. D’aprés
le Lemme 3.6.2, un opérateur non borné a domaine dense qui est auto-adjoint ou

anti-adjoint est fermé.

Preuve.

Soit S un semi-groupe fortement continu unitaire, pour tout u € D(A) on a :

i S g ) (S0

t—0 t t—0 t

On en déduit que D(A) C D(A*) et que A*u = —Au pour tout u € D(A). En
intervertissant les roles de S et S* on obtient que A est anti-adjoint.

Réciproquement, supposons que A soit un opérateur anti-adjoint. On calcule
—Re((A = Du,u) = [|ul]?

lorsque u € D(A). On en déduit que A — I est coercif, et qu’il n’est pas difficile de
voir qu'il est fermé car A est fermé (voir Remarque 3.6.5) donc (A —1I) est inversible,
d’inverse continu d’aprés le Théoreme 3.6.1. Par conséquent A est maximal dissipatif.

On note S le semi-groupe engendré par A. En calculant la dérivée
d 2
EHS(}S)UH = 2Re(AS(t)u, S(t)u)y =0

on obtient
1S ()ul? = [[S(0)ul|* = ||ul®

ce qui implique que S(t) est unitaire. O
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On peut alors définir un prolongement U : R — L(FE) du semi-groupe de la

maniéré suivante
S(t) si t>0

S(=t)*  si t<0

Ut) =

On vérifie facilement que U(t) est inversible pour tout ¢t € R

ce qui implique que U est un groupe :

’

Ut+t)=U@U{)

pour tout ¢,¢ € R. En outre, on a

Uy = I
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3.7 Semi-groupes de Matrices

Soit L’espace vectoriel X = C".L(X), 'espace des opérateurs linéaires sur X

identique avec 1'espace M,,(C) des matrices n x n des coefficients complexe.

Définition 3.7.1.
Pour tout A € M,(C) et t € R, on défini I’exponentielle de la matrice A comme

suit :
© Lk Ak
A _ t"A
k!
k=0
D’autre part. On a

||etAH < Al « 5o

Alors et est absolument convergente.

Proposition 3.7.1.
Pour tout A € M, (C). L’application

R, >t — e e M,(C)

continue et satisfait
e(t+S)A — etAeSA7 Vt, s Z 0

0A I.

Définition 3.7.2.

On note par (e);5g le semi-groupe engendré par la matrice A € M, (C).

Remarque 3.7.1.
Soit X,Y € M, (C) telle que X,Y commutent (i.e, XY =Y X) Alors,

e =e"e
Exemples
e le semi-groupe engendré par la matrice diagonale A = diag(aq,--- ,a,) est
donné par
etA — diag<€ta1’ .. 7et(:ln,l)
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a b
e Soit la matrice A = . On définit 6 =ad—be, T7=a+detyeC

c d
telle que 7* = (72 — 46).

Alors A est générateur de semi-groupe donné par

5 (5 sinh(t7)A + (cosh(ty) — 2 smhm)).r) Si 40

oA —
e (tA+ (1- %)1) Si =
. A 0 1 oA cos(t)  sin(t)
-1 0 —sin(t)  cos(t)
oA 0 1 o cosh(t)  sinh(#)
1 0 sinh(t)  cosh(t)
1 1 1+t ¢t
o A= , et = -
—1 —1 —t 1—-t
Lemme 3.7.1.

Soit B € M, (C) et soit S € M, (C) une matrice inversible. Alors le semi-groupe

engendré par la matrice A = S™1BS est donné par
6tA — S—letBS

Preuve.
Puisque A*¥ = S™!B*S pour tout k¥ € N; on a aussi S, S des opérateurs

continues. Alors

i - tPAR SN tRSTIBES
© = K !
k=0 k=0
>, tkBk
= S‘1< - )S:S‘letBS.
k=0 ’

Remarque 3.7.2.
le lemme précédent prouve que les matrices similaires engendré des semi-groupes

similaires.
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Chapitre 4

Les Semi-Groupes des Opérateurs

de Toeplitz

L’opérateur de Toeplitz tronqué A est borné. Alors A est infinitésimal générateur
d’un semi-groupe uniformément continu (7°(¢));>0. (grace au Théoreme 3.2.1) est

donné par

T(t) _ etA _ Z (t?')
k=0 ’

4.1 Cas Général

Siu(z) =2"et p € L? lafamille S = {1, 2, 2%, --- , 2"} est une base orthogonale
de K? et la matrice A de l'opérateur de Toeplitz tronqué A, relativement & la base

S est donné par A = (ak;)o<k j<n—1 telle que

arj = P(k — j)
Donc
ay QA-1 - Aopg2 G_pyl
a Qg T A_nt2
a2 3]
A=
ao a_1
(p—1 a2 a1 Qo
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On décompose la matrice A sous la forme :

A:&0[+M+U

telles que :
0 0 0
ay 0o . 0
M = az a1
Ap—1 a a3 O
et
0 aqy -+ QG_pyo G_pi1
o 0 . A—p+2
U=1| 0
a_1
0 0 0

Remarque 4.1.1.
M et U ne commutent pas.
Les matrices M et U commutent si et seulement si M =0 ou U = 0.
Cette condition exprime le fait que la matrice A est triangulaire inférieure ou trian-

gulaire supérieure.

4.1.1 Cas 1 : A triangulaire inférieure

Soit A, un opérateur de Toeplitz tronqué, telle que sa matrice est triangulaire

inférieure.

Remarque 4.1.2.
La matrice d’opérateur de Toeplitz A, est triangulaire inférieure si le symbole ¢

dans H?2.
Alors on a :

A = al+M+U

= aol +ayD+ayD*+ -+ a, D"t
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telle que :
0O 0 --- 0
1 0 --- 0
D =
0
0O 0 1 0

Les matrices D¥, 1 <k <n — 1 commutent. Donc on a :

2 n—1
61514 _ etaofetcuDetazD . tan_1D

- e

Mais,
etao] — etao [

Alors on a :
n—1

l
etA _ 6tao | | 6ta,lD

=1

Calcul de ef@1?

o k 2 3 n—1
tarD __ (tal) Dk — I +ta D (tal) D2 (tal) D3 L. (tal) anl
¢ g 7 T A TR P TR

(carVk >n, DF=0)
La matrice triangulaire inférieure B; = e'®? de Toeplitz. Donc, nous avons juste

besoin de donner la premiere colonne

t(ll

(bl r<icn = | S

(t(lﬂ"fl
(n—1)!

telle que b° les coefficients de la matrice B,.
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Calcul de e/%?”°, pour 2<s<n-—1

tasD?* - (tas)k s\k s (ta3>2 s\2 (tas)g s\3 (tas)r S\7T
Y= ——(D*)* = I+ta,D°+——(D —(D D
e ;:0 o (D?) +ta,D°+ o (D*)*+ o (D%)°+ +(T)!( )
telle que :
"_1, Si 2=leN

S

[2=1]] Sinon
[a] la partie entiere de a.
La matrice triangulaire inférieure By = e/P" de Toeplitz. Donc, nous avons juste

besoin de donner la premiere colonne

S —
bgi11 = tas

Si r= , (b51)1<i<n = 0

S _ (tas)2
b2S+1,1 - 2!

0

S tas)"
b1 = ((rﬁ

1
0
bgiy1 = tas
0
n—1
Sior= |: B :| 5 (bf1)1<z<n -
Qs 2
b§s+1,1 = %
0
brs+1,1 = (t(isj?
0
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Alors le semi-groupe T'(t) = ¢! engendré par A est donné par

n—1
et = etao H B;.
=1

4.1.2 Calcul de 7;11 B

Pour calculer ce produit, nous utilisons la méthode suivante :

Yi = BB
Y, = YiBs
Y; = Y2By
Yn72 = Yn73Bn71
Calcul de Y
On aY; = B1Bs, ou
1 0 0 O
tCLl 0
a 2
go| @ ™
. 1 0
no 0 1
et
1
0
ta2
) n—1 9
Sior= 5 (bi1)1<1<n: 0
2
bg,l = (ta;!)
brzl,l = —(t?)r
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Alors la matrice Y7 s’écrit sous la forme

1 0 0
ta1
1 ta
Y, = Yaq 1
yil
: 1
y}bl T yzh y?h tay

Donc, nous avons juste besoin de calculer la premiere colonne de la matrice Y;

yélzzbllejbjz‘l k=34,
j=1

telle que y* les coefficients de la matrice Y.

Calcul de Y,

On aY; =Y B3, ou

1 0
tal
1
: ta
Y, = Y31 1
yzh
y7111 yi1 y§1
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et
1
0
. n—
Si r= T (b2 1<icn = 0
tag)?
bg,l = ! 231)
bi,l = —(tj?)
1
0
n—1 3 0
Sior= [ 3 } o (Oiicicn = L3 _ (e?
71 2!
tag)”
bgr+1,1 - %
0
Alors la matrice Y, s’écrit sous la forme
1 0O -+ --- 0 0
t(ll . 0
1 ta
Y, — ?J? 1
Yi
: 1 0
%211 921 y:h tap 1

Donc, nous avons juste besoin de calculer la premiere colonne de la matrice Y. Alors

yilzzyijbiﬁ k=4,---.,n
j=1
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Calcul de Y5

On a Y3 =Y5By, ou

1 0O --- -« 0 0
t(ll . 0
L ta
Y, — 932,1 1
Yu
: 1 0
yil T 921 ?Jél ta; 1

Alors la matrice Y5 s’écrit sous la forme

1 0 B (¢
taq I I 0
Yz ta
Ys=1 vi
Y
’ 1 0
Yo o Ya Yh yn tar 1

Donc, nous avons juste besoin de calculer la premiere colonne de la matrice Y. Alors

yi’lzzyijb?l k=5--,n
j=1

Calcul de Y,,_»

On a Yn_g = Yn—SBn—la ol

1 0 0 O
ta1 0
Y ta
2
Y, 4= Yn
ygl
: 0 0
Yn_11 1
y31—3 e e yZl y%l tal 1
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et

1 0 0 0

0 1

0

B,y = 0

0 0 0 O
1 0
ta, 1 -+ 0 0 0 --- 1

Alors la matrice Y,,_o s’écrit sous la forme

1 0 0 0
ta1 0
y31,1 tay
2
Yn—2 = Y
ygl
: 0 O
grE e L e
yZLLIQ N N e yzl y%l tal 1

Donc, nous avons juste besoin de calculer la premiere colonne de la matrice Y, _».

Alors
n
vt =D vy b = e
j=1
Alors, on a
n—1
[[Bi=Y.
=1
Donc le semi-groupe T'(t) = e** engendré par A est donné par
g
T(t) = e = ™Y, _,

Remarque 4.1.3.
La calculé des coefficients de la matrice Y,,_o est simple. car les matrices B sont

des matrices creuser.
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4.1.3 Cas 2 : A triangulaire supérieure

Soit A, un opérateur de Toeplitz tronqué telle que sa matrice est triangulaire

supérieure.
Alors on a :
A = al+M+U
= Cl()[ + a,lN + CZ,QNZ + -+ Cl,n+1Nn71

telle que :

0 1 0

0O 0 1 0

N =
0o 0 0 O

Les matrices N*, 1 <k <n — 1 commutent. Donc on a :

tA taol ta_1 N ta_2N2 L. ta_n+1N"’1

et = e e e
Alors on a :
n—1
m
etA _ etao H em_mN
m=1

Calcul de ef*-1V

o _ N () (tar)® o, (bar)® oo (ba)"
= NF = I+ta_ N N N34... =t
e kz:% i +ta_1 N+ 91 + 3l +- (n 1)l

(carVk>n, NF=0)
La matrice triangulaire supérieure C; = e!®-¥ de Toeplitz. Donc, nous avons juste

besoin de donner la premiere ligne

1\t _ (ta_1)?
(Cu)gz‘gn = o

telle que ¢® les coefficients de la matrice C.
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Calcul de e pour 2<s<n-—1

a_sN?® = (ta—s)k s s (ta—S)Q s (ta—3>3 s (ta—3>p s
o :kz V) = It N T (N g (N e 2 P (N
=0
tell que :
n;l) Si ngl eN
p:
[2=1], Sinon

. . . 7 . S . .
La matrice triangulaire supérieure C, = e'@s¥" de Toeplitz. Donc, nous avons juste

besoin de donner la premiere ligne

. n—1
Si p= s (Cii)igign = 0
ta_s)2
Clast1 = (azy )
0
ta_s)P
Ci,n ={ (zp)l)
1
0
Clst1 = tas
0
. n—1
Si p= [ p ] ) (Ciﬁgign =
ta_g)2
Ci,2s+1 = azx )
0
ta_g)P
Ci7p8+1 = ! E(lp)!)
0
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Alors le semi-groupe T'(t) = ' engendré

etA — tag

(&

par A est donné par

m=1

De la méme facon que le cas triangulaire inférieure. On pose

W1 = 0102
W2 - chg
W3 = WQC4
an2 - Wn73Cn71
Calcul de W,
On a W; = C1C5, ou
1 ta, (5 ool
0 1
o 0 0 :
e (ta_1)?
21
1 ta_l
0 0 0 1
et
1
0
ta_2
: n—1 2\t
Si p= 5 (i) 1<i<n = 0
Cis — (ta£!2)2
ci =52
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1
0
ta_o
Si p= [n ; 1] ) (i) i<icn = 9 _O(taz)z
Cis = 3
Clapi1 = (ta;?)p
0
Alors la matrice W, s’écrit sous la forme
1 tay wiy --- wi,
0 1
W, — 0 0
wi
1 ta_;
0 -+ -+ 0 0 1

Donc, nous avons juste besoin de calculer la premiere ligne de la matrice W;. Alors

n

1 _ 1 2 _
wug—E €15Ck; k=3,4,---.n

j=1

telle que w® les coefficients de la matrice W.

Calcul de W,

OniiLVZZZMGC%,Oﬁ

1 tay wiy --- wi,
0 1
0 0
Wy = )
Wy3
1 ta_1
0 0 0 1
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Alors la matrice Wy s’écrit sous la forme

1 tay wyy wi -+ wi,
0 1
W, — 0 0 . T T Wiy
wi
1 ta_y
0 -+ -+ 0 0 1

Donc, nous avons juste besoin de calculer la premiere ligne de la matrice Ws. Alors

n
2 _ 13 _
wlk—g Wy ;Cy;j k=4,---.n
Jj=1

Calcul de W,,_5

()n,a,VVﬁ_g ZZLVﬁ_3(LP_h ou

1 tay wiy - w?,:z?il wi?
0 1
0 O
LV573::
wi
1 ta,1
0 0 0 1
et
1 0 -+ v 0 ta_pu
0 1
0 O 0
On—l =
0
1 0
0 0 0 1
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Alors la matrice W,,_s s’écrit sous la forme

L ta w%s T w?;zil wﬁf
0 1
0 O
Wn—2 - 1
Wig
1 ta 1
0 --- - 0 0 1

Donc, nous avons juste besoin de calculer la premiere ligne de la matrice W,,_». Alors

n
n—2 __ n—3 n—1 __ n—3
wy, " = E Wy "Cpj o = tapp Wy,
7=1

Alors, on a
n—1
H Cl = Wn72
=1
Alors le semi-groupe T'(t) = !4 engendré par A est donné par
n—1
T(t) = e = et H Cp = €W,
m=1

Remarque 4.1.4.

La calculé des coefficients de la matrice W,,_5 est simple. car les matrices C sont
des matrices creuser.
Si la matrice A d’opérateur de Toeplitz est triangulaire inférieure (supérieure) res-
pectivement, alors la matrice du semi-groupe T'(t) engendré par A est triangulaire
inférieure (supérieure) respectivement et est de Toeplitz.
Les calculs dans la méthode précédente augmentent facilement apres chaque étape.

A

Dans le cas général pour calculer e** on écrit la matrice A sous la forme diagonale.
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4.1.4 Commentaire

On note par M~ la matrice qui est définie comme suit :
” Les colonnes de M deviennent les lignes de la matrice M. en partant de la derniere

ligne”.

Exemple 4.1.1.

a B c k f c
M=|d € ¥ Alors M*t=| 4 & B
g H k g d a
On remarque que :
MU = (UM)*
Alors on a :
6MeU _ (eUe]V[)L
Donc;

A=al +aD+aD?*+ - +a, D" ' +a_ N+a N+ - +a_, N !

telle que :

0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 0 1 0

D = , et N=

0

0 0 1 0 0 O 0 0
Donc on a :
etA _ eta01+tM+tU _ etaoetMetU _ etaoletalDeta2D2 L etan,lD"—lem,lNem,gW . em—n+1N"—1
Comme,

6ta0[ — eta()[

Alors on a :

n—1 n—1

eth = elwo H By H Chm
=1 m=1
= emOYn—2VVn—2
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Si on change 'ordre comme suit :
exp(tA) = exp(tagl + tM + tU) = exp(tag)exp(tU)exp(tM)

Donc;

exp(tA) = "W, oY, o

Alors on obtient

et = (exp(tA))*
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4.2 Cas Simples

4.2.1 Cas n=2

Soit A, un opérateur de Toeplitz tronqué. Sa matrice est donnée par

apg a_—q

A:

ay Qo

On écrit la matrice A sous la forme :

A= a0A1 + CL,1A2 + CL1A3

avec
10 01 00
Al =1= ) A2 - ) A3 =
01 00 10
Donc on a :
etA — €taOI€ta71A2€ta1A3 (41)
Mais,
etao] _ 6ta0[
et
a_ - (ta—l)k
pla-142 :Z X Ab =T+ ta_1 A,y
k=0
et

tai Az __ i (tal)kAk =1+ta A
€ = X 3 = + ta1 As
k=0 '

Car, pour tout k£ > 2

00
Al = Ak =
00
Donc

eta,lAg 1 t(l_l

0 1

eta1A3 1 O

tal 1
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Alors le semi-groupe engendré par A est donné par

A el 1 ta_; 10
0 eta 0 1 ta; 1
Donc
2
etA _ emo 1 +1 a1a—1 ta_1

ta1 1

Si on change 'ordre dans I"équation (4.1). comme suit :
exp(tA) = plaol jtaiAs jta_1 A

On obtient :

' 1 ta_1
exp(tA) = '
ta; 1+ tQCLla,l
On remarque que :

e = (exp(tA))*

4.2.2 Cas n=3

Soit A, un opérateur de Toeplitz tronqué. Sa matrice est donnée par

apg a—1 a_9
A= a; QGp a_—q

az a1 Qo

On écrit la matrice A sous la forme :

A= aoAl + (Z_lAg + &_2A3 + CL1A4 + (ZQA5

avec
100 010 00 1
Ai=I=10101], A=[001], A3=]1000
00 1 000 000
et
000 000
Ay=11 00|, A=00 0
010 100
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Donc on a :
oA — ptaol pta_1 Az jta_sAs jta1Ag ytasAs
Comme,
glaol — gtaoy
et . . ,
gla-1he = k; (m];;) Ab =T +ta Ay + ““g” A3
et -
pta—2ds _ Z (m];f)kA’; =1 +ta sA;3
et kzo
elards — i (tzl')kA{j = I +ta, Ay + (ta;)QAZ
k=0 ’
et .
etazds — % (t?!)kA’; = I + tas As
Car, pour tout k > 2
000
A5 =AE=10 0 0
000
Et, pour tout k > 3
000
As=Ai=|0 0 0
000
Donc
1 ta_q (m;)Q
el =10 1 ta,
0 0 1
1 0 ta_o
e =10 1 0
i
1 0 0
el ta, 1 0
() 44, 0
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100
et =1 010
tCLQ 0 1

Alors le semi-groupe T'(t) = ¢! engendré par A est donné par

¢ 0 0 1 ta, te=) 10 ta, 10 0 100
0 e 0 0 1 ta, 0 10 ta, 1 0 010
0 0 el 0 0 1 00 1 t)® g, 1 ta; 0 1
Donc
1+ 2aga_y + (tag + Y95 (ta_y + Y500 ta ) +tay(ta_y + @500) ta_y + o5
tA — gtao tay + ta_i(tay + (mgl)g) 1+ t2a1a_4 ta_,
tay + 1) ta, 1

Si on change l'ordre dans I’équation (4.2). comme suit :

G.Tp(tA) — etA — etaoleta1A4€ta2A56ta71A26ta72A3

On obtient :
1 tCL,1 Zfaf2 + M
exp(tA) = e ta, 1+ t2a1a_4 ta_y + tay (ta_s + %>
tas + Y tay + ta_y(tay + ) 1+ 2ajay + (tag + UE) (ta_y + L2517

On remarque que :

e = (exp(tA))*
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4.3 Semi-Groupes Engendré par un Opérateur de
Toeplitz Tronqué de type «

Soit A, un opérateur de Toeplitz tronqué de type «, sa matrice est donnée par

Qo alp—1 -+ -+ Qa9 aaq
aq aop . o 7e 2
5] ay
A=
Qo Alp—1
a'n,—l ... DY a2 al ao

la matrice du shift généralisant S est de la forme :

00 0 «
10 0
M=Mss=| 01 0
0
00 1 0
On a
a 0 0 0
a 0 0
M*=[0 0 o "~ : |=al
0
00 -+ 0 «

donc la matrice A, de 'opérateur de Toeplitz tronqué de type a peut s’écrire sous

la forme :

A :a0]+a1M+a2M2+"' +an_an—1
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4.3.1 Calcul de ¢4

A

Pour calculer €', on utiliser la réduction des matrices sous la forme diagonale.

On calcul les valeurs propres de la matrice M

A0 - 0 —a
1 XA 0 0
detOM —M)=| 0 —1 A

0
0 0 —1 A
A0 0 0 -1 A 0 0
-1 A 0 0 0 -1 X 0
det(\[-M)=X| 0 -1 X - P |+(=D""=a)] 0 0 -1 A
0 A
0 0 -1 A 0 0 0 -1

Alors

detO\] — M) = M1+ (=1)"(—a)(-1)"!
= \" 4 (_1)n+1+1+n71a
= \N'—«
Donc les valeurs propres de la matrice M sont donnés par :

A= Qi 1=1,2,---,n

les valeurs propres sont distinctes. Alors

M = PRP!
telle que
ru:oﬁ, 1=1,2 ,N
R = (rij)i<ij<n =
ri; =0, i # ]
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Calcul de la matrice de passage P

la matrice P former par les vecteurs propres v; associés avec les valeurs propres

i, Alors

T
MUZ' :)\ivi7 U; = (.Z’l,fL'Q,"' ,$n>
On obtient le systeme suivant :
( 1
ar, = NI A
— n—2
ry = >\i$2 /\z
Ty = )\Z’.Tg = U; =
— \i
L Tp—1 — )\ZZEn 1
Alors :
n—1 n—1 n—1 n—1
/\1 )‘2 e /\n—l )‘n
n—2 n—2 n—2 n—2
/\1 >\2 e /\n—l >\n
P =
>\1 /\2 /\n—l /\n
1 1 e 1 1
Donc
—1 —1
o™l a  aw
n—29 n—2 n—2 n—2
« a2 an=1 q' =
P =
1 1 1
o oz an—1  qn
1 1 1 1
Ona:pour keN
E .
Ty = Qi 1=1,2 ,n

RF = (rij)i<ij<n =

la matrice P est inversible.

Alors
n—1
etA _ et(aol+a1M+m+an_1M”*1) _ etaol H etasMS
s=1
Comme,
o0
taol _ E (tag) ]k — etaOI
k!
k=0
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et

telle que :

Alors

Donc

De la méme fagon,

telle que :

Alors

Donc

€ta1M = ¢

et(llM

nous calculons e

S
etasM = ¢

ds.

n

ds.

)

< j<n =

ds.

0

ds.

v

= (d;;)1<ijen =

tasM?®
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tas M3

taj PRP~!

PetalRpfl

Ptk

R P
k=0

PDP!

i=1,2--.n

Si i

Zko il O“

= €

PD, P!

pour s=2,--- ., n—1

tasPRSP—1

Petas RS P~ 1

P[i
p [ kZ:O (t(/l{j)
PD,P!

(ta,)*

]

Rﬂ P

i=1,2-
Si i+

,n

00 tk’a’sC sk
Zk:() o A,
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Alors, on a :
A = gtaol gtarM | emn,lM”—l
= ¢PD,P'PD,P'...PD, ;P!
= ewppp!
telle que

1 2 .
bii - H"let(lsal7 7/:1,2"',71

S=

by = 0, Si i

B = (bij)i<ij<n =
Mais

n—1

S — s
| | etasaz _ 622:11 tasat

s=1
n—1 2
t ZS:l G,SOL'L
= €
n—1
. s
= ", wizg a0
s=1

Donc le semi-groupe engendré par l'opérateur de Toeplitz tronqué de type a est

donné par :
e = etPBP!
avec
bii = €twi, 7,:1,2,n
B = (bij)i<ij<n =
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