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Résumeé :

Notre travail est concentré sur la résolution de quelques équations intégrales linéaires
de Volterra de seconde et de premiere espece, tel que on choisit la méthode apres avoir
déterminé le type du noyau de 1’équation.

Mots clés : Equation intégrale, Noyau, Noyaux itérés, Résolvante.
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Abstract :

In this work, we focus on solving of Volterra linear integral equations of the second
and first kind. We choose the methode of the solution after defining the type of kernel of
the equation.

Key-words : Integral equation, Kernel, Iterated kernels, Resolvent.
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Introduction

La théorie générale des équations intégrales linéaires n’a été construite qu’a la fin des
X1X° et XX siecles, principalement grace aux travaux de Volterra, Fredholm et Hilbert
1, 3,6, 7]...

La théorie des équations intégrales est un domaine de recherche actif dans les mathé-
matiques appliquées et la physique mathématique.

Une équation intégrale, est une équation dans laquelle une fonction inconnue apparait
sous le signe d’intégration. L’étude théorique de ces équations, porte sur deux types prin-
cipaux : les Equations intégrales de Fredholm, et les Equations intégrales de Volterra.

Le but de ce mémoire, est de résoudre une équation intégrale linéaire de Volterra de
seconde et de premiere espece, ou nous divisons ce travail en trois chapitres

Le premier chapitre porte sur quelques notions utiles et les plus essentielles pour
la suite de notre travail, telles que nous avons donné des propriétés de I'espace Ls([a, b)),
quelques notions d’opérateurs linéaires, le théoreme de point fixe généralisé de Banach,
puis la transformation de Laplace.

Le deuxiéme chapitre sera consacré pour quelques méthodes de résolution dune
équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espece. Nous avons commencé par la
résolution de cette équation a l'aide de la résolution d’une équation différentielle. Nous
avons entamé a plusieurs méthodes de résolution dont : application de théoreme du point
fixe généralisé de Banach, la résolution a l'aide de la résolvante, et avec la méthode des
approximations successives. Et puis nous allons étudier la résolution d'une équation in-
tégrale et ainsi de systeme d’équations intégrales, du type convolution, ou nous avons
illustré tous ¢a par des applications.

Dans le troisieme chapitre nous avons étudié quelques méthodes de résolution, pour
résoudre une équation intégrale de Volterra de premiere espece, sous une telle condition
(K(z,z) # 0). On sait que la résolution d’une telle équation pose des difficultés plus
compliqués en général que celui de la résolution d'une équation intégrale du seconde
espece. Dans ce chapitre, on a discuté juste les cas ou la résolution de 1’équation intégrale
du premiere espece est possible.



Notations

[a, b]

E F
L(E, F)
L(E,F)
(X,d)

L ([0, a])
La(€)
v

ap(V)

¢ = {%}iez
R(x,t; \)

F(p)
K, (z,1)
1k P2

Un compact dans R.

Deux espaces vectoriels normés.

L’espace des opérateurs linéaires de F dans F'.

L’espace des opérateurs linéaires continues de E dans F'.
Un espace métrique.

L’espace des fonctions de carré intégrables sur [0, a.

L’espace des fonctions de carré intégrables sur le carré €.
L’opérateur intégral de Volterra.

Le spectre ponctuel de 'opérateur V.

Une famille des fonctions ¢.

Le noyau résolvant (la résolvante).

Transformée de Laplace de la fonction f(x).

0K (x,t)
or

Le produit de convolution de deux fonctions ¢ et ¢s.

La dérivée premiere de K par rapport a z,



Chapitre 1

Préliminaires et notations

Ce chapitre, est un rappel sur quelques notions utiles et les plus essentielles pour la
suite du travail. Les principaux ouvrages utilisés dans ce chapitre sont [1, 3, 5, 6].

1.1 Espaces fonctionnels

Définition 1.1. (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps K (R ou C), on appelle une norme sur 'espace
E toute application notée par ||.|| définie sur E a valeurs réelles positives. Vérifiant pour
tous x,y dans F, et o dans K

i) ||z]| = 0 si et seulement si z = 0,
ii) ||| = [eflz]| (homogene),
iii) ||z +y|| < ||lz|| + ||| (inégalité triangulaire).
Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.
Définition 1.2. (Produit scalaire)
Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle produit scalaire sur E, une application de

E x E dans R, notée par (.,.) satisfaisant aux conditions suivantes :
Pourz,y e Eet A\ e R

L (2,y) = (y,2),
2. (‘7;1 +$2,y> - ('rby) + (x27y)7 ol X1, T2 S E7
3. (A\z,y) = Az, y),

4. (z,2) 2 0; (x,2) =0= 2 = 0.

Un espace vectoriel muni d'un produit scalaire s’appelle espace euclidien.

1.1.1 L’espace Ls([a,b])

Définition 1.3. On dit qu'une fonction f est de carré intégrable sur 'intervalle [a, ] si
I'intégrale suivant

[ e,

existe (est finie). L’ensemble de toutes les fonctions de carré intégrable sur [a, b] sera noté
Ls([a, b)), ou Ly tout court.



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

Propriétés fondamentales des fonctions de L,

1. Le produit de deux fonctions de carré intégrable est une fonction intégrable.

2. La somme de deux fonctions de Lo est aussi une fonction de Ls.

3. Si f est une fonction de Lo, et A un nombre réel quelconque, alors Af est de Ls.
4

. Si f et g deux fonctions de Lo, on a l'inégalité de Bouniakovski-Schwarz

(/jf(m)g(fr)dfr)z < /ab F(x)dx /abg2(x)dx.

5. L’espace Loy est un espace de Hilbert muni du produit scalaire suivant

(F.9)= [ f@o)dr, fgeLs

6. On appelle norme d’'une fonction f de Lo, le nombre non négatif :

1fllee = /(f. f) = (/Q \f(:z:)\%x)é.

Dans la suite, nous allons travailler sur l'intervalle fondamental I = [a,b] (ou Iy =
[0,a]); et au carré fondamentale Q2 = {a < z,t < b}, (ou 2y = {0 < z,t < a}).

1.2 Opérateurs linéaires

Définition 1.4. (Opérateur linéaire)
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. On appelle opérateur linéaire A de E dans
F' I'application

y=Ap, (peEyel),

qui vérifie la condition suivante :
Pour tous «, § dans K, et pour tous ¢,1 € F, on a

Alap + ) = aAp + BAY.
De plus, si A est continu, on dit alors A est un opérateur linéaire continu.

Définition 1.5. (Opérateur linéaire borné)

Un opérateur linéaire A défini de E dans F' est dit borné si I'image par A de tout ensemble
borné est un ensemble borné. En vertu de la linéarité de A, cette condition peut étre encore
formulée comme suit : L’opérateur A est dit borné s’il existe une constante positive c,

telle que :
[Aell < cllell, Ve € E.

Proposition 1.1. Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et A un opérateur li-
néaire défini de E dans F'. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. L’opérateur A est continu sur E.

2. Lopérateur A est continu au point pg, (po € E).

3. L’opérateur A est borné.

Démonstration. Pour la preuve de cette proposition voir [1]. ]

5



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

1.2.1 Opérateurs compacts

Définition 1.6. (Ensemble compact)

Soit E un espace vectoriel normé, et soit U un ensemble de E. On dit que U est un
ensemble compact, si de toutes suites d’éléments de U, on peut extraire une sous-suite
convergente dans U.

Définition 1.7. (Ensemble relativement compact)
Soit E un espace vectoriel normé, on dit qu'un ensemble U de E est relativement compact,
si son adhérence U est compact.

Définition 1.8. (Opérateur compact)

Soient F et F' sont deux espaces vectoriels normés, et soit A un opérateur de L(E; F'), on
dit que A est un opérateur compact, s’il transforme tout ensemble borné U’ de E, en un
ensemble relativement compact dans F'.

Pour les propriétés d'un opérateur compact, voir [1].

Définition 1.9. (Famille uniformément bornée)
Une famille ® des fonctions ¢;, (i € I), définies sue 'intervalle [a, b], est dite uniformément
bornée, s’il existe un nombre N tel que

o(z)| < N,
pour tout = € [a,b], et toutes fonctions ¢ € P.

Définition 1.10. (L’équicontinuité)
Une famille ® = {¢;}ics, est dite équicontinue, si pour tout € > 0 on peut trouver un
nombre § > 0 tel que

(1) — p(22)| <€

pour tous 1, z3 € [a,b] et tels que |x; — 25| < J, et pour toutes les fonctions p; € P.
Théoréme 1.1. (Théoréme d’Arzeld)
Pour qu’une famille ® de fonctions continue, définies sur ’intervalle [a,b], soit relative-

ment compact dans C([a,b]), il faut et il suffit que cette famille soit uniformément borné
et équicontinue.

Démonstration. Pour la preuve de ce théoréme, voir [1] page 105. ]

1.2.2 Opérateurs intégraux

Les opérateurs intégraux joue un role treés important en analyse fonctionnelle, ou ils
permettent notamment de transformer les équations fonctionnelles en une version plus
simple afin de les résoudre facilement.

Définition 1.11. On appelle opérateur intégral, tout opérateur linéaire A défini sur
C([a,b]), donné sous la forme

(Aap)x:/bK(:c,t)@(t)dt, (z,1) € [a,b]2, (1.1)

a

ot K est une fonction continue définie de [a, b]? dans C.



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

Noyau d’un opérateur intégral

La fonction K est dite noyau de 'opérateur intégral A.

Remarque 1.1. (voir [5])
Sion a

b rb
//|K(m,t)|2dmdt<+oo,

ou bien, s’il existe un nombre p tel que

b
[ 1K@ tde < p,

et )
[ 1K@t < p,

pour tous x,t de [a,b], alors la formule (1.1) définie un opérateur linéaire borné. Les
noyauz appartenant a la classe Lo, s’appellent noyaux de Hilbert-Schmidt.

1.3 Equations intégrales

Définition 1.12. On appelle équation intégrale, une équation fonctionnelle ot la fonction
inconnue figure sous le signe d’intégration, elle est de la forme

[ K to)it =@ + fa), o] (19

Ou f est une fonction continue donnée, et K une fonction continue appelée noyau de
I’équation intégrale (1.2), et A un parametre réel (ou bien complexe).

Remarque 1.2.

1. L’équation (1.2) est une équation intégrale non linéaire. Si on prend

K(z,t,0(t) = K(z,t)e(t),
Iéquation (1.2) devient une équation intégrale linéaire.

2. On peut écrire I'équation (1.2) sous forme d’opérateur

Ap(z) = Ap + f,

ou A un opérateur intégrale.

1.3.1 Classification des équations intégrales
Equation intégrale de Fredholm

Définition 1.13. On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm une équation de la
forme :

o(z) = f(z) + A / " K () (1), (1.3)

ou f est une fonction donnée, et ¢ est la fonction inconnue, = et t sont deux variables
réelles parcourant I'intervalle [a, b] et A est un parametre réel non nul.

7



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

Remarque 1.3. On suppose que le noyau K de l’équation (1.3), est appartient d la classe
Lo sur le carré a < x,t < b, c’est-a-dire

b rb
//|K(x,t)|2dmdt<oo.

Remarque 1.4.
1. Si f(x) =0, léquation (1.3) est dite une équation intégrale homogéne.

2. Si f(x) # 0, l'équation (1.3) est dite une équation intégrale non homogéne.

Remarque 1.5. L’équation intégrale de la forme :

o(a) = f(x) + A / " K (., 6)p(t)dt. (1.4)

est un cas particulier de [’équation intégrale de Fredholm, plus exactement le cas ot
K(x,t) =0 pourt > x.
En effet, soit I’équation intégrale de Fredholm pour x € [a,b] :

plr) = J)+ A [ Kz 0p(t)in
— f(x) +)\/jK(:c,t)gp(t)dt+)x/mbK(:v,t)go(t)dt
= f(2)+ )\/jK(:z:,t)gp(t)dt.

Cette équation est appelée I’équation intégrale linéaire non homogéne de Volterra
de seconde espéce.

Si la fonction inconnue figure juste sous le signe d’intégrale, on obtient ce qu’on appelle
I’équation intégrale de premiere espece :
1. De Fredholm ,
/a K(z,t)p(t)dt = f(x). (1.5)
2. De Volterra .
/a K(z, ) p(t)dt = f(z). (1.6)

D’apres ’équation (1.3), considérons I'opérateur A défini par

A :C([a,b])) — C([a,b])
p — Ap

ou

(Ap)(w) = [ K(w g0yt

L’opérateur A est appelé I'opérateur intégral de Fredholm. L’opérateur adjoint de A noté

par A* et défini par le noyau
K*(x,t) = K(t,x),

alors, ’équation adjointe de 1’équation (1.3) est donnée par
_ b
V(@) = gla) + X [ K (@ (). (1.7)

8



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

1.3.2 Nombres caractéristiques et fonctions propres

Soit I’équation intégrale homogene de Fredholm de seconde espece

o(z) = A / " K (2, )p(t)dt, (1.8)

I'équation (1.8), admet toujours la solution évidente ¢(x) = 0, appelée solution identi-
quement nulle (triviale).

Définition 1.14. Un nombre X tel que I’équation admette des solutions non nulles p(z) #
0, s’appelle nombre (ou valeur) caractéristique de I’équation (1.8) ou de noyau K (z,t), et
chaque solution non nulle de I’équation (1.8) est une fonction propre correspondante au
nombre caractéristique .

Remarque 1.6.

1. La valeur A = 0 n’est pas nombre caractéristique, puisque pour A = 0, ’équation
(1.8) n’admet que la solution triviale.

2. Nous appellerons valeur propre la quantité o = 5, ou A\ est un nombre caractéris-

tique.

1
2\’

1.3.3 L’opérateur produit

Considérons deux opérateurs intégraux A; et Ay de noyau qui appartient a Ls([a, b]),
K, et K5 respectivement

b b
(ip)e = [ Kilw,Op()dt,  (Asp)a = [ Kala, ()t
ou
b b

/ / K, (2, ) 2dadt = k? < oo,

T

/ / | Ky (z,t)|Pdedt = ¢* < oo.
Cherchons le noyau de l'opérateur produit A;A,. Si les noyaux K; et K, justifient le

changement de l'ordre d’intégration, alors on peut déduire le noyau K de l'opérateur
produit A; A en fonction de K5 et K.

En effet
(A1) (o)) = /ab [Kl(x,z) /ang(z,t)gp(t)dt}dz
_ /ab/abKl(x,z)Kg(z,t)gp(t)dtdz
_ /abgp(t)UabKl(g;,z)K2<z,t)d4dt.
Posons

K(z,t) = /ab Ky (2, 2) Ko (2, 1)dz, (1.9)

d’apres 'inégalité de Cauchy-Bouniakovsky, on a
b b
K, 0 < [ 1K 2) Pz [ Koz,

9



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

d’ou -
//|K(x,t)|2da:dt<k2q2.

Ainsi, le produit de deux opérateurs intégraux du type de Hilbert-Schmidt, est un
opérateur du méme type dont le noyau est défini par la formule (1.9). En particulier, si
on pose A; = Ay = A, de noyau K = K; = K5, on voit que A; Ay = A? est un opérateur

intégral dont le noyau
b

Koz, 1) = / K(z,2)K (2, 1)dz.

a

vérifie la condition

b rb b rb 2
//\KQ(x,t)Fdxdtg[/ [ 1 )Pt = 1,

dot
1Al < 2,

avec b b
k2:/ / K (2, 1)[2dadt.

De la méme maniere, on peut montrer que chacun des opérateurs A™ est défini par le

noyau
b

Kn(x,t):/ K(2,2)Kn1(2,0)dz, (n=2,3,...),

a

vérifiant la condition

b rb
//|Kn(x,t)|2dxdt<k2”. (1.10)

Dans la suite de ce travail, les noyaux K, (z,t) sera appelés les noyaux itérés.
Pour |A| < 1, la série

K(x,t) + AKa(z,t) + -+ N K () + .

converge dans I'espace Ls([a, b] X [a,b]), en vertu de I’évaluation (1.10), vers une fonction
R(z,t; A) (le noyau résolvant qui on va parler dans le deuxieme chapitre) dont le carré est
sommable par rapport a x et ¢t pour tout |\ < %

1.3.4 Théorémes de Fredholm

Théoréme 1.2. Si A nest pas une valeur caractéristique, alors l’équation (1.3) est réso-
luble quelle que soit le terme libre f(x) et posséde une solution unique.

Théoréme 1.3. Si \ est une valeur caractéristique de 'équation (1.3), alors \ 'est aussi
pour l’équation (1.7), avec le méme rang. L’ équation (1.7) ne posséde pas d’autres valeurs
caractéristiques.

Théoreme 1.4. Si \ est une valeur caractéristique de [’équation, alors une condition
nécessaire et suffisante pour que cette équation posséde une solution est que f(x) soit
orthogonale a toutes les fonctions propres de I'équation (1.7), associées a la valeur carac-
téristique \.

L’équation homogene correspondante a 1’équation (1.3) est donnée par

b
o(z) = /\/a K, 8)p(t)dt. (1.11)

10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

Théoréme 1.5. (Alternative de Fredholm)
Ou bien ’équation intégrale (1.3) admet une solution quelle que soit f(z), ou bien l’équa-
tion homogéne (1.11) admet au moins une solution non triviale (non identiquement nulle).

On peut appliquer les théoremes de Fredholm pour les équations intégrales de Volterra,
ou le terme libre f est dans Ly([a, b]).

1.4 Théoreme du point fixe de Banach

Définition 1.15. Soit (X,d) un espace métrique. L’application 7" défini de X dans X
est dite contractante sil existe o €]0, 1[, tel que

d(Tx,Tx') < ad(x,2'); Vo, 2" € X.

Remarque 1.7. On prend X comme un espace normé. Alors on sait que, si (X, ||.||) est
un espace normé, alors il est un espace métrique, de plus

d(Tz, Tz") = ||Tx —T2'||, =z,2' € X.

Théoréme 1.6. (Théoréme du point fixre de Banach)
Soit X un espace métrique complet, et T une application contractante de X dans X, alors
T admet un point fize unique x ; de plus x est la limite de (x,11) définie par

T, = Tx,
ol zg est choisi arbitrairement.

Théoréme 1.7. (Théoréme généralisé du point fire de Banach)
Si Uapplication T n’est pas contractante, mais il existe m € N, m > 1 tel que T™ soit
contractante, alors T admet un point fize unique.

1.5 Transformation de Laplace

Définition 1.16. Soit f : R, — R (ou C), une fonction localement sommable, nulle
pour x < 0 et vérifiant la condition |f(z)| < Me* quel que soit x (M > 0,00 = 0). On
appelle transformée de Laplace de f(z) la fonction notée L{f(z)} ou F(p) de la variable
complexe p = ¢ + iw définie par

L{f@)} = Flp) = [ fa)erdo. (1.12)

La fonction f est appelée original de F', et I’ I'image de la fonction f.
Les notations de la transformée de Laplace sont tres variées. Citons a titre d’exemple :

F(p) = L{f(@)}. [, f(x) = F(p) ...

Remarque 1.8. [l faut noter que F(p) n’existe pas toujours. Pour montrer ¢a, il suffit
de choisir 'ezemple f(x) = e : pour cette fonction Uintégrale ci-dessus n’est pas définie.

Définition 1.17. Soit f € L;,.([0,4+00]), le nombre

op=inf{c e R : f(2)e” € Li,.([0,+00])},

s’appelle abscisse de sommabilité, ou abscisse de convergence absolue de la fonction F'. Le
demi-plan de convergence {p =0 +iw Re p=0 > 0y} est le domaine de sommabilité
sur lequel F(p) est défini.

11
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Propriétés
1. La transformation de Laplace est un opérateur linéaire.
2. Si L{f(z)} = F(p), alors L{f(z —a)} = e "PF(p).
3. Si L{f(x)} = F(p), alors L{f(z)e*} = F(p — a), ot a un nombre complexe.
4. Si L{f(z)} = F(p), alors L{f(cz)} = LF(p), ¢ > 0.

Pour la preuve de ces propriétés voir [2].

Exemple 1.1. D’apres les propriétés précédentes, on peut trouver les transformées de
Laplace des fonctions qui on les utiliser apres :

n!

L{z"} = prree Re p>0, (n>0)
1
E —ax — ,
e p+a
L{cosax} = P
p2 + a2
. a
L{sinar} = s Re p>—Re a.

1.5.1 Produit de convolution des fonctions

Définition 1.18. Soient ¢; et ¢, deux fonctions continues définies pour z > 0. On
appelle produit de convolution (quand il est existe) de ces fonctions, la fonction 1 définie
par 1'égalité (voir [3])

b(z) = /0 o1 (D)o — 1)dt. (1.13)

Cette fonction, qui définie pour x > 0, sera également continue. On remplace t par la
nouvelle variable d’intégration 7 = x — ¢, on peut alors écrire ¢ (z) sous la forme

Y(x) = /0 o1(x — 7)o (T)dT. (1.14)
En général, le produit de convolution est désigne par
V(@) = (1% (2).

Remarque 1.9. De (1.13) et (1.14), il découle immédiatement que le produit de convo-
lution est commutatif ; c’est-a-dire, si 1 % o existe, alors le produit po * @1 existe aussi,

el on a p1 * g = P * 1.

La propriété suivante, joue un role tres important dans la résolution des équations
intégrales.

Propriété 1.1. Si L{p1(x)} = P1(p), et L{p2(z)} = P2(p), alors

L{(p1*pa)(x)} = L{p1(x)}L{p2(7)}
= ®1(p)P2(p).

Démonstration. Pour la preuve de cette propriété voir [2]. ]
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Proposition 1.2. (D’inversion)
Soit F(p) = F(o +iw) une fonction holomorphe dans le demi-plan {p € C: Re p > 0y}.
On suppose que

lim |F(p)| =0,

|p|—+o0

pour Re p > og, et pour tout o > g, la fonction

weER— F(o+iw),

est sommable sur R (c’est-a-dire, F' est sommable en w pour tout o > oy). Alors
loriginal f de F est donné par la formule

1 o+1i00
f(z) = —/ F(p)eP*dp, o > oy.

271 —100

(Pour la preuve, voir [2, 6]).

Lemme important

Le lemme suivant, joue un roéle trés important dans la conversion d’une équation
différentielle vers une équation intégrale, et le cas inverse.

Lemme 1.1. Supposons que f est une fonction continue définie de [a,b] dans R, alors

Démonstration. Définissons une fonction F' sur [a, b] dans R, par
F) = [ (e=nf@at,
= /xxf(t)dt—/xtf(t)dt, x € [a,b].

/j’ f(t)dt} d' = /j(:c — ) f(t)dt, a<ax<b.

Comme (z — t) f(t) et 2 ((x —t)f(t)), sont continues pour tous z et ¢ dans [a, b], donc
P = o[- o5l

(z — t)f(t)L:xddxa: + [ aam(@ —0)f(1))dt

= [ rwdt+af(@) - af (@)

- / ")t

Puisque, [ f(t)dt et %, sont continues par rapport a x dans [a, b], alors

F) = FG) - F@
= /ax F'(z)dz

= /j (/j f(t)dt)da.

En échangeant les réles de 'intégration, nous obtenons le résultat. O
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Chapitre 2

Equations intégrales linéaires de
Volterra de seconde espece

Dans ce chapitre, nous essayons de se concentrer sur I’étude des équations intégrales
linéaires de Volterra de seconde espece, la fagon de résoudre quelques équations de ce type.
Nous commencons par résoudre cette équation a l'aide de la résolution d'une équation
différentielle. Nous entreprenons a plusieurs méthodes de résolution dont : I'existence et
I'unicité de la solution en utilisant le théoreme du point fixe généralisé de Banach, la
résolution a l’aide de la résolvante, et avec la méthode des approximations successives. Et
puis nous étudions la résolution d’une équation intégrale du type convolution et ainsi de
systeme d’équations intégrales du type convolution. Les principaux ouvrages utilisés dans
ce chapitre sont [1, 3, 6, 7].

Définition 2.1. On appelle équation intégrale linéaire non homogene de Volterra de
seconde espece, ’équation intégrale de la forme suivante :

o(a) = f(x) + A / " K (., 6)p(t)dt. (2.1)

ou f est une fonction continue dans l'intervalle [a,b], et K une fonction continue pour
a<xr<ba<t<x, deplus K(x,t) =0 pourt > x.

Comme indiqué au premier chapitre, I’équation (2.1) est un cas particulier de I’équation
intégrale de Fredholm.
Remarque 2.1.

1. Le noyau K(x,t) étant une fonction bornée et continue sur l'intervalle a < t <
x < b; oub est une quantité finie. Ainsi, la fonction K est définie dans le triangle
compris entre l'aze des x, la bissectrice x = t, et une paralléle a l'axe desy, x =b;
dans ce triangle on a :

K (z,t)] < M,

tel que M un nombre strictement positif fini.

2. Si f(x) =0 Uéquation (2.1) sera une équation intégrale linéaire homogéne de Vol-
terra de seconde espéce.

Exemple 2.1. Equation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce

1. Non homogene
o(xr) =z — [ sh(x —t)p(t)dt.
0
4

1
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SECONDE ESPECE

2. Homogene
o(x) = /\/ sin x cos tp(t)dt.
0

Définition 2.2. On appelle solution de I’équation intégrale (2.1), une fonction ¢ , qui
dés qu’elle est portée dans cette équation, la change en identité.

2.1 L’opérateur intégrale de Volterra
Considérons l'opérateur intégral suivant

V. C([a,b]) — C([a,b)])
¢ — Vo,
tel que

T

(Vo)) = [ Kla. et

a
ou K est un noyau borné et continu, 'opérateur V' désigne 'opérateur intégrale de Vol-
terra. Dans cette partie, on veut montrer que cet opérateur, est un opérateur compact.
Montrons d’abord (par I’absurde), que l'opérateur de Volterra n’admet aucune valeur
propre A non nulle, autrement dit, le spectre ponctuel o,(V) = ¢. En effet
Supposons qu’il existe A # 0, telle que A € g,(V), il existe alors ¢y € C([a, b)), ou

(V =AM)po(z) =0 & Veo(z) = Apo(z),

c’est-a-dire -
Meolw) = [ K, go(t)dt.

Siz =a, on a Apg(x) =0 alors po(z) =0, car A # 0.
Mais au voisinage de a elle est différente de 0, sans restreindre la généralisation, on peut
supposer que

Ve >0, ¢o:la,at+e — C
r — @olx),

est non identiquement nulle. Soit xy € [a,a + €], tel que

max () = po(zo),

a<zr<a+te
donc 2
Ao (o) :/ K (z0,1t)po(t)dt,
d’ou
o
Migotao)l = | [ K @o. theot)a|
zo
< po(zo)| sup \K(fcoi)l/ dt, zy<a+te,
a<t<b a
< |800($0)|M€
donc

A < Me ~ e
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Prenons € = %, tel que € — 0 quand n — oo ; donc || = 0 implique A = 0, contradiction.
Alors, 0,(V) = ¢, autrement dit, l'opérateur de Volterra n’admet aucune valeur propre
non nulle.

Vérifiant maintenant qu’il est un opérateur compact.

Démonstration. Pour montrer la compacité de cet opérateur, on va utiliser le Théoreme
1.1, c’est-a-dire, soit & = {p;} C C([a,b]) un ensemble borné, montrons que (V;) est
une famille uniformément bornée et équicontinue.

1. Uniformément bornée :

IVl = sup | / K (z, t)pi(t)dt

alz<b

)
on a K et ¢; sont deux fonctions bornées et continues, alors

Vel = sw | [ K@ et
a<lz<b a

< Mlgsl|[b = al.

2. L’équicontinuité
Ve>0;30>0: |r;— a9 <d = [[Vpi(z1) — Vi(x)|| <e.

Pour ¢t fixé, on a

Ve>0;30 >0: |23 —x9| <= ||K(21,t) — K(22,t)]| <€, (21 < z2).
Donc
Veile) = Vi)l = | [ K@i tpae - |
/a YK (1, )i (t)dt — / K (20, ) s(1)dt + / K (2, ) pi(t)dt]

[ K@) = Ko ittt + [ K 0]

< Ellgill + Mlgsll|z1 — 2]
< 6k4‘ﬂ4i&

T2

K (2, t)%(t)dt‘

Z1

prenons § = ¢, alors on trouve
(Voi(z1) — Vipi(z)| < e

Alors 'opérateur de Volterra est un opérateur compact. O
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CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE VOLTERRA DE
SECONDE ESPECE

2.2 Quelques méthodes de résolution

2.2.1 La relation entre les équations différentielles linéaires et
les équations intégrales de Volterra

Soit I’équation différentielle linéaire suivante :

dny dn—ly
e (:U)W+---+an($)y:g(x), (2.2)
avec les conditions initiales :
y(O) = Co, y'(O) = Cl, ceey (23)
telles que les a; (¢ = 1,...,n) sont des coefficients continus. La résolution de 1’équation

(2.2) avec les conditions initiales (2.3), peut étre ramenée a la résolution d'une équation
intégrale de Volterra de seconde espece.
Considérons comme un exemple, I’équation différentielle du second ordre avec les condi-

tions initiales
{ y' +uy =g(x), xe€l0,L]
y(0)=0, y'(0)=C.

ou p est une constante positive, et g est une fonction continue sur [0, L.

(2.4)

On integre deux fois entre 0 et z (x € [0,L]) les deux membres de ’équation du
probléeme (2.4), on obtient :

/0 ')+ py0)dt = [ g(t)de,
s Y +u/ /Og(t)dt,
& y(2) +u/ (t)dt = / g(t)dt,

on integre la derniére formule pour une deuxieéme fois, on trouve :

/Ox(() dx—i—,u// dtdx—//

utilisons le Lemme 1.1, on résulte

xT

y(@) =2y ) +p [ (@ =yt = [ (@~ g,

& y@) = Co+p [ (@ — Oyt = [ (@ =gty
& y(x)=Cr - /L/Oz(x ~ Dbt + /Ox(:c —Dg(t)dt
Posons
fl@) = Ca+ [ (w1t
K(r,t) = —(z—1),

nous obtenons alors .
y(@) = f() + | K@yt (25)

il est clair que nous obtenons une équation intégrale de Volterra de seconde espece.
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Remarque 2.2. L’unicité de la solution de [’équation (2.5), résulte de 'ezistence et
lunicité de la solution du probléme (2.4).

Applications
Application 1 :

Soit le probleme suivant :
y'+ay' +y=0

y(0)=1, ¢(0)=0.
Cherchons I'équation intégrale correspondante a cette équation.
Posons y” = ¢(z), donc

v = [ edt+y0)
= [ e,

y = /0 (z — t)(t)dt + y(0)
- / (& — D)p(t)dt + 1.
0
Portons les formules de 3/ et de y dans ’équation différentielle donnée :

—l—/ xp(t dt—i—/ (x—=t)pt)dt+1 = —|—/ (2x —t)p(t)dt + 1

= o) = /(t—2:c)g0(t)dt—1.

0
On va faire I'inverse, on va convertir une équation intégrale a une équation différentielle

Application 2 :

Soit I’équation intégrale suivante
g 1 T2
u(z) = x° — 5 sine + [ (% —t)u(t)dt.
0

Pour convertir une équation intégrale en équation différentielle, il faut dériver les deux
membres de I’équation intégrale.

Alors, on va dériver ’équation donnée plusieurs fois, jusqu’a 'obtention d’une formule
sans intégration

W(z) = 32%— ;Cosx + (e = () +2 [ wult)

u'(r) = 6x+ ;sinx + (22 — Du(z) + (2° — 2)u'(z) + 2/ t)dt + 2zu(x)
- 6x+;sinx+(4x—1)u(:c)+(x — ) +2/

u"(t) = 6+ ; cosz + du(x) + (4x — D/ (2) + (22 — D)/ (2) + (2° — 2)u" () + 2u(z)
= 64 5 cosar+ Gule) + (67 — 2u'(x) + (2 — 2)u"(x).
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Cherchons maintenant les conditions initiales. On a d’apres ce que précede,

U(O) = Cl, U/(O) = Cg, u”(O) = Cg, ce

alors, on va calculer ces quantités, nous obtenons :

u(0) = 0,
, 1
u"(0) = 0.

Application 3 :

Résoudre I’équation intégrale de Volterra de seconde espéce, en utilisant les équations
différentielles.

o) = o + /O " ste(t)dt, (2.6)

mettons 'équation (2.6) sous la forme :

o(z) = :c(l 4 /0 ’ up(t)dz), (2.7)

posons

y(@) = 1+ /0 "ttt (2.8)

dérivons I’équation (2.8), nous obtenons

y'(z) = zp(z)
alors ]
QO(I') = ;y/(x)a T 7£ 0, (29)

portons la formule (2.8) en 'équation (2.7), nous obtenons

p(z) = zy(z),
remplace ¢(x) par sa valeur (2.9), nous obtenons

2

Y (z) = 27y(z),

sa solution générale est donnée par :

23

y(x) =Ces.

En vertu de (2.8), nous avons y(0) = 1, donc C' = 1. Ainsi, la solution ¢(z) = zy(z), de
I'équation (2.6), est :

23

o(r) =xe7.
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2.2.2 Application de théoreme généralisé du point fixe de Ba-
nach aux équations intégrales de Volterra

Les théorémes de Fredholm sont vrais aussi pour les équations intégrales de Volterra,
mais ces théoremes peuvent étre précisés de la maniére suivante :

Théoréme 2.1. Pour toute fonction f € Lo, l’équation de Volterra (2.1) a une solution
et une seule.

Démonstration. Considérons 1'opérateur suivant
(Te)(z) = f( ) +A(Ve)(z )

= +)\/ t,

(Vo)) = [ Kz p(t)at,

d’apres le Théoreme 1.7, on va montrer que 'opérateur T est contractant, pour n > 1,
ainsi T admet un point fixe.

Ty = f4+ AV,

T?p = T(Te)=T(f+AVe)=f+AV(f+AV) = f+ AV f+ XNV?p,
T = T(T?0) =T(f + ANV 4+ NV20) = f+ AV [+ NV 4+ X3V30,

tel que

T = T(T" ') =f+AVf+NVEf 4 AV L A"V
Donc, d’apres la Définition 1.15, on a

T p1 — T || = | f+AVf+ )\2A2f +o = ([H A+ )NV — NV ||
A"V 01 — X"V "y ||
A"V 01 = V00|,

<,WM—MWW

Déterminons maintenant les K, ; on a 'opérateur V¢ est donné par

(Ve)a) = [ K e,

donc

(V2p)(z) =V (V) (z) = K(l’ t)(Ve)(t)dt

" K(x, ): / tK(t,z)gp(z)dz: dt
" K(z, ): / tK(t,z)gp(z)dz: dt
K

(z, )—/tK(t,z)gp(z)dz: dt

LJZ

o(2)dz / " K(x, K (t, 2)dt,



CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE VOLTERRA DE

SECONDE ESPECE

on pose

Ko(x,1) = / Kz Kt 2)dt,

alors, nous obtenons

(V2p) () = / " Koz, 2)p(2)dz.

Posons

Ki(z,t) = K(z,t),

donc, par récurrence nous obtenons

xT

Ky(z,t) = (x,2)K1(z,t)dz,

K
Ky(a,t) = [ K(z,2)K(z,t)dz,

—

K,(xz,t) = / K(x,2)K,_1(z,t)dz,
t
et par hypothese, on a |K(z,t)| < M, alors

Ky(x,1)] = y/ (2, 2) K1 (2, 1)dz]

N

/ K (2, 2)|| K (2, 1) |d

/ M?3dz
M?(z —t).

N

De la méme facon, on obtient :

Kaw, )| < [ 1K (@)1 Kalz 0)lds

(x—t)*
5

< M

‘Kn(xv t)| =

/tz K(x,2)K,_1(z,t)dz

< /x ‘K(m, 2) Ky _1(z,t)|dz
¢

n(@—1)
< MW,

alors

(2.10)
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Pour n =1, la formule (2.10) est évidemment vraie. Supposons qu’elle est vraie pour
n, et nous montrons pour n + 1, alors

Kaialw, ) = | [ Klw,2)Kalz )z
t
< / K(x,z)Kn(z,t)‘dz
t
Mn+1 .
Alors
1701 =Tl = AP [ Kalw0)1(8) = a0t
< Mo, — )
S (n—1)! P12l
On pose
o =
(n—1)V
il est claire que pour n assez grand, on a
)\ ’VLM’VZ
0< Al <1,

(n—1)!

donc « €]0, 1[; alors d’apres la Définition 1.15, 'opérateur 7" est un opérateur contrac-
tant, alors 'opérateur 7" admet un point fixe unique,

Ty =p<—= f(z)+ )\/; K(z,t)p(t)dt = p(z), Yz € [a,b],

ce point fixe, est exactement la solution de ’équation (2.1). O]

2.2.3 Résolution a ’aide de la résolvante

Définition 2.3. (La résolvante d’une équation intégrale) On appelle résolvante (ou
le noyau résolvant) d’une équation intégrale, la fonction R(z,¢; \) définie par

Rz, t;\) = Y N'"Ky1(z, t). (2.11)
n=0
Ou les K, 41 sont les noyaux itérés définis par la relation de récurrence suivante :
Ki(z,t) = K(z,t),
Ko(z,t) = / K(z, 2)Ky (2, 1)dz,

t

Knoa(2,8) = /th(x,z)Kn(z,t)dz.
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Lemme 2.1. La résolvante R(x,t; \), satisfait [’équation fonctionnelle suivante :
R(z,t; \) = K(x,t +)\/ R(z,t; \)dz. (2.12)
Démonstration. On a

R(z,t;\) = i AN'Kpiq(z,t)
= ?}gzx,t) + A (x,t) + -+ N K (2, ) + .
Alors R(z,t; ) s’écrit comme suit
R(z,t;\) = K(2,t) + AKa(z,t) + -+ + N K1 (2, t) + ...
multipliant les deux membres par K (z, z), on obtient
K(z,2)R(z,t:\) = Kl(x,2) [mz, £) 4+ A (2,8) + -+ N K (2,8) + -
= K(z,2)K(z,t) + AK(z,2)Kao(2,t) + - + N"K (2, 2) Kp1(2,t) + . ..

on integre les deux membres entre a et b, et on multiple par A, ou A € R
b
)\/ R(z,t: \dz — AU K(z,2)K (2, 1)dz +

b
/\/ (x,2)Ky(z,t)dz + - -—l—/\"/ K(z,2)Kyq1(z,t)dz + . ..
= AKy(z,t) + N Ks(z,t) + -+ N'Kpyo(z,t) + ...

b
K(m,t)—h\/ K(z,2)R(z,t: Ndz = K(,) + MKa(@,8) + -+ N Kpya(2,8) + ...
= R(z,1;N),

et comme 1’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de I’équation intégrale de
Fredholm, juste pour le cas out > z on a K(z,t) =0 (ou = € [a,b]); donc la résolvante
s’écrit comme suit :

R(z,t;\) = xt+)\/ (x,2) zt)\dz—i—)\/ 2)R(z,t; \)dz
= xt—l—)\/ R(z,t; \)dz

Les noyaux itérés et la résolvante sont indépendants de la limite inférieur de 'intégrale
dans I’équation intégrale. Donc la résolvante satisfait a 1’équation fonctionnelle suivante :

R(z,t;)) = K(z,1) +)\/ R(z, t: \)dz.
O

Considérons maintenant, ’équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espece

o(z) = f(x) + A / " Kz, )p(t)dt. (2.13)

Ou K est une fonction continue pour 0 < z < a, 0 <t < x; et f est une fonction continue
lorsque 0 < z < a.
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Proposition 2.1. Si le noyau K(xz,t) est continue, alors la série (2.11) converge abso-
lument et uniformément quel que soit la valeur de \.

Démonstration. Soit I'équation intégrale (2.13), avec les méme hypotheses de la continuité
pour les fonctions f et K, et des noyaux itérés suivants :

K(xz,t) = Ki(z,t),
Kolz,t) = /th($,z)K1(z,t)dz,.

Ko(z,t) — /tIK(x,z)Kn_l(z,t)dz.

Tels que K(x,z) =0 lorsque x < z, et K(z,t) =0 lorsque z < t.
D’apres ce que précede, on a | K (z,t)] < M, et

|Ky(z,t)] < M*x—t),.

(-t

’Kn+1(x7t>’ < M nl

Donc

R([E, ta )‘) = Z )\nKn—&-l(ma t)

n=0
< Somyrn@=t
nz::() n!
On remarque que la série majorante
2 M’ 2 M(z—t)

converge d'une fagon uniforme, on conclut donc que la série (2.11), est uniformément
convergente et représente une fonction bornée et continue R(z,t;\), quel que soit la
valeur de \. O]

Théoréme 2.2. L’équation intégrale de Volterra de seconde espéce (2.13), dont le noyau
K(xz,t) et la fonction f appartiennent respectivement a Lo(€2) et d Lo(0,a), admet une
solution et une seule dans L2(0,a). Cette solution est donnée par la formule suivante :

o(z) = f(z) + A /0 " Rz, t: \) f()dt, (2.14)

ot la résolvante R(x,t; \) est définie par la série

R(‘Ta ta )‘) = Z )‘nKn+1(x7 t)

n=0
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Démonstration. Cherchons la solution de I’équation (2.13) sous la forme d’une série entiere

illimitée suivant les puissances de \ :

p(x) = o() + Ap1(2) + Npa(z) + -+ + Npn(z

Substituant la formule (2.15) en 1’équation (2.13), on obtient :

o) + Apr(x) + -+ No(z)... = +)\/

= f(x) —i-/\/o {Ka:t

Par comparaison, on obtient :
900(1') - f(w)a
o) = [ Kteo(tdt = [ Ke,0f (@,

)+ (2.15)

) A1 (E) £ -+ N (1) .. .}dt,

(t —|—---—l—/\”K(x,t)gon(t)...}dt.

eale) = [ K= [T K@O] [ K0 0]

0

:/O U (z,0) K (t,tl)dt]dtb

Z/ Ky(x,ty) f(t1)dty,

o

ou

Ko(z, 1) = /t K (2, ) K (¢, 1)dt.

Car, K(z,t) = 0 pour tout t > x, c’est-a~dire, si t > x, alors ¢;
établit de fagcon analogue, qu’en générale

:/OmKn(x,t)f(t)dt, (n=1,2..).

<tet K(t;,t) = 0. On

(2.16)

Ou les K, sont les noyaux itérés, ils sont définies par les formules de récurrence

Ki(z,t) = K(x,t),

Koo (2, 1) = /th(x,z)Kn(z,t)dz, (n=1,2,...

Compte tenu de (2.16) et (2.17), I'égalité (2.15) peut s’écrire

o@) = f2) + 3 A" /0 " Koaa (2, 0) f(1)dt.

On pose

R(%,t, )‘) = Z )‘nKnJrl(x?t)a
n=1

donc I’équation (2.18), sera

pl@) = f(x)+ A [ Rt ) (D)t

). (2.17)

(2.18)

Comme on démontre la convergence absolue et uniforme de la série (2.11), pour tout A.
Donc la résolvante de I’équation intégrale (2.13) est une fonction entiere (voir [6]), et quel

que soit A, cette équation admet une solution unique donnée par
p(w) = fl@)+ A | Rt f(2)dt.
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Unicité de la solution

Soient ¢y et o (voir [7]), sont deux solutions de 'équation (2.1), on pose
p3(z) = p1(x) — pa(),
on aura l’équation
p3(x) = /0 K
— /Off K(xz,z) [/Oz K(z,t) [gpl(t) — ch(t)}dt] dz
IS { I K(zat)QD:a(t)dt}dz,
on a alors
p3(x) = /Ox o(t)

- /0 " Ko, t)ps(t)dt,

/; K(z,2)K(z, t)dz] dt

et ainsi de suite. On obtient finalement :
p3(x) = /O K (2, t)ps(t)dt.

Pour quelque grand que soit n; on a :

|903’ < m,
et on a déja vu que :
—_ t n
Ko (0] < 2 200
n!
ou, m et M sont deux quantités finies; donc :
o) = | [ Kl Opatyit
< [ 1K nlleld
x _ 4\ _ \n+1
< mM”+1/ Mdt — mM”H&.
o nl (n+ 1!

Donc, pour n assez grand, on aura :

c’est-a-dire :
p1(z) = pa(z).
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Application

Cherchons la résolvante de I’équation intégrale de Volterra a noyau K (x,t) = 1.
On a
Ki(z,t) = K(x,t) =1,

Utilisant la formule (2.17), on obtient :
Ko(z,t) = / K(z, 2)K, (2, t)d>
t
= /Idz: (x — 1),
t

Ky(z,t) = /tl.(z—t)dz
w2 =2zt + 2 (x—1t)?

2 2
Ky(z,t) = /K(x,z)Kg(Z,t)dz

[est_ o
¢ 2 37

K,(xz,t) = /th(x,z)Kn_l(z,t)dz
_ / (z —t)" "
t (n—1)"

alors,

xr —

Kp(2,8) = /th(x,z)Kn(z,t)dz
)n

t
n!
Donc, par définition on a :

(. —0)"
n!

n=0

n=0
_ eA(z—t)‘
Cas ou le noyau est un polynéome de degré n — 1

Supposons que le noyau K (z,t) est un polynoéme de degré n—1 en ¢, qu’il peut s’écrire

ap_1(x)
(n—1)!

K(z,t) = ap(z) + ar(x)(z —t) + -+ + (x —t)" 1, (2.20)

Les coefficients ax(z) étant continus dans [0, a]. En définissant une fonction g(z,; A), telle
que cette fonction doit étre une solution de I'équation différentielle suivante

d"g(z,1;\) d"lg(z, ;)

o ao(x) T + - Fan_19(z,t; N)| =0, (2.21)
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qui vérifier les conditions :

dg dn72g dnflg
=2 = .= —2 =0, — =1. 2.22
J r=t dz | = dxn—2 r=t ’ dxn—1 =t ( )
La résolvante R(z,t; \) sera définie comme suit
Ld"g(x,t; \)
R(z,t;\) = ——————=, X #0. 2.23
(210) = ; TIEED -y (2.23)
Exemple 2.2. Trouver la résolvante de I’équation intégrale suivante
p@) = fla)+ [ (& =Dl (2.24)

et donnez sa solution. Il est claire que, K(x,t) = x — t, et A = 1, par conséquent, selon
(2.20), on a a;(x) =1 et les ax(z) sont nuls. Donc d’apres la formule (2.21) on a

d%g(z,t; \)
dx?
et comme nous 'avons dit plus tot, la fonction g est une solution de I’équation diffé-
rentielle précédente, qui vérifiée les deux conditions

d
_o, U

xr=t dl‘

=1, (2.25)

r=t

c’est-a-dire

g(ili',t;)\) = g(CC,t;l)
= g(x,t)
= Cl (t)em + OQ(t)G_x,

selon les conditions (2.25), on a
C1(t)et + Cy(t)e ™t =0,
Ci(t)e — Cot)e™ = 1.

En résolvant ce systeme :

QClet + Cgeit — Cgeit = 1,
= 2016t =1,
1
= Cl = ie*t,
Ci(t)e' + Co(t)e ' =0 & Ci(t)e' = —Cy(t)e ™,
1
= 02 = —iet,
donc,
1 1
g(z,t) = ie_tefc — gete_gc
1
= (z=0) —(z—t)
= 3 (e e (1)
= sh(x —1).
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Dans ce cas la, et d’apres la formule (2.23), la résolvante de ’équation intégrale donnée,
est

d*g(x,1)

da?
2

= sh(x —1).

R(x,t;1) =

Alors, la solution de 1’équation intégrale (2.24) est donnée par :
z) + / sh(z — ) f(1)dt.
0

Remarque importante

Au début de ce chapitre, on a montré que l'opérateur de Volterra n’admet aucune
valeur propre A non nulle; donc, on peut affirmer que I'équation intégrale de Volterra
(2.1), ne possede pas de nombres caractéristiques; c¢’est-a-dire, I’équation homogene :

z) = )\/;K(x,t)gp(t)dt,

pour n’importe qu’elle valeur de A, ne possede que la solution nulle. Autrement dit, I’équa-
tion (2.1) est résoluble quelque soit le terme libre f(x) et admet une solution unique.

2.2.4 Meéthode des approximations successives

Soit I’équation intégrale de Volterra (2.13) avec les mémes hypotheses de la continuité
des fonctions f et K. Soit ¢y une fonction continue sur [0, a|, prenons cette fonction et
substituons-la a ¢(z) du second membre de (2.13), nous obtenons

o1(x) +A/ (x,t)po(t)dt.
La fonction ¢y ainsi définie est continue sur U'intervalle [0, a]. Par conséquent, on a
poz) = )+ A / (z,t)p1(t
on(z) = )+ )\/ (x,t)pn_1(t)dt.

Remarque 2.3. En particulier, si on prend po(z) = f(x), alors po(z) seront justement
les sommes partielles de la série (2.15) donnant la solution de ’équation (2.13).
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Alors
po(r) = )+ )\/ (x,t)p1(t)dt

— fla)+ )\/ £)dt + N2 / Koz, t) f(8)dt,

eule) = S+ S [ K0 )t

ou les K,, sont les noyaux itérés. Par passage a la limite, quand n — oo, on obtient ce
qu’on appelle série de Neumann

(@) = lim pu(e) = flz)+ 3 A" /0 " Ko, 0) f(£)dt, (2.26)

n—oo

cette série est uniformément convergente (voir [4]).

Théoréme 2.3. L’équation intégrale de Volterra (2.13), avec le noyau K continue sur le
carré g, et A un paramétre réel, admet une solution unique ¢(x) € C([0,a]) pour toute
f € C([0,a]), cette solution est donnée par la série de Neumann (2.26).

Application

Résoudre ’équation intégrale suivante

z) = 1+/0wgo(t)dt

par la méthode des approximations successives, en posant ¢g(x) = 0.

Solution On a y(z) = 0, alors

r) =1 +/Ox o(t)dt

donc ¢ (z) = 1. En continuant, nous obtenons

pa(x) = 1+/ dt =1+ x,
0
T 172
p3(r) = 1—1—/0(1+t)dt=1+x—|——,

2
- 2 22 23
-1 /1 ¢ dt =1 T
nes) + 0( + +2) tot ot g
On a de toute évidence

2 [ES xnfl

n =1 — )

©n(x) tat oot +(n_1>!

Donc, ¢, (x) est la n — iéme somme partielle de la série

o .0
xizex.

|
neo 1
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D’ou p,(x) — €®. Vérifiant que la fonction p(x) = €* est la solution de I'équation intégrale
donnée

1+/ eldt = 1+¢€'
0 0
= 14+e"—1=¢€",

d’ou le résultat.

2.2.5 Equations intégrales de Volterra du type convolution

Définition 2.4. On appelle équation intégrale du type convolution (ou bien a noyau
différence), si K(x,t) = K(xz —t).

Considérons 1'équation intégrale de Volterra de seconde espece de noyau dépendant
uniquement de la différence (z — t)

) + / (x —t)p(t)dt. (2.27)

Supposons que f et K des fonctions décroissent rapidement vers 0 (des fonctions croissent
quand x tend vers a U'infini, au plus comme une fonction exponentielle) ; et admettent la
majoration suivante :

/()]
| K ()]

—ax
Ae %,
—bx
Be ™",

NN

ou A et B sont des constantes strictement positives, et a,b > 0. Supposons que Kj et fy
sont les bornes supérieures de |K(x)| et |f(x)| respectivement pour x > 0.

En appliquant & 1’équation (2.27) la méthode des approximations successives, on obtient
pour ¢(x), x > 0, la majoration :

()] < foe™o".

11 résulte alors qu’on peut appliquer la transformation de Laplace aux fonction ¢(x), f(x)
et K(x), nous obtenons les transformées de Laplace suivantes :

a(p) = Liplo)
Flp) = £{f(@)}
K(p) = L{K()},

Effectuant sur les deux membres de 'équation (2.27), la transformation de Laplace et
utilisant la Propriété 1.1 du produit de convolution, nous obtenons :

o) = clr@y+ef [ K(x—t)so(t)dt}

_ E{f(x)}JrE{ () })

= L{f(2)} + L{K ()} L{p(x)},
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donc
®(p) = F(p) + K(p)2(p),
& ®(p)(1-K(p) = F(p),
d’ou
P(p) = %, (K(p) #1). (2.28)

L’original ¢(z) de ®(p) est la solution de I’équation (2.27), c’est-a-dire, on applique la
transformation de Laplace inverse (la Proposition 1.2) a la transformée ®(p) pour trouver
la solution.
Application
Déterminons la solution de 1’équation intégrale suivante
o(x) =2+ /Om sin(x — t)p(t)dt,

utilisons la transformation de Laplace, et la Propriété 1.1, nous obtenons

Llo(x)y = L{a®)+ z{ /0  sinz — t)cp(t)dt}

Lip(x)} = L{z"}+ L{sinz*p(2)}.

D’apres I'exemple 1.1 (toujours pour Re p > 0), nous avons

2 1
(p) = —
(p) i (),
d’ou
1 2
2
P 2
o = =
(p)<p2+1) P
2(p* +1)
®(p) = :
(p) o
donc
2 2
®(p) = E‘FE
2 41\ 2
- @y

2 2\ 4!
i (@)ﬁ’
utilisons la Proposition 1.1, pour trouver la solution ¢(x) loriginal de ®(p)

ey = e+ (35

P p°

2 2 41
_ -1) = S p—-1) =
= £ {p3}+4!£ {p5}’

32



CHAPITRE 2. EQUATIONS INTEGRALES LINEAIRES DE VOLTERRA DE
SECONDE ESPECE

alors la solution de 1’équation donnée est
4
— 2 Y
o(r) =2+ 13

Proposition 2.2. Si le noyau K est une fonction de la différence (x —t), alors la résol-
vante de l’équation intégrale (2.27) est aussi une fonction de la différence (x —t).

Démonstration. Montrons d’abord, que s’agissant de ’équation (2.27), tous les noyaux
itérés ne dépendent que de la différence (z — t). Nous avons

Ki(z,t) = K(z—1),

Ko(z,t) = /t K(z — 2)Ki(z — t)dz
_ /twK(m—tth—z)Kl(z—t)dz
= [ Kla—t= (= 0)Ki( - )z,

on va faire un changement de variable, on pose

r—1t=u,
z2—1=r7,

remplacons © — t et z — t par les nouveaux variables u et 7, nous obtenons
Ko(u,7) = Ko(u—7) = /0 K(u — 1)K\ (r)dr,
ce qui implique que K3 est une fonction de la différence (x — ¢). En général, nous avons
Kpr(z — 1) = /0 K (u— 1)Ko (r)dr. (2.29)

On a au début, la formule (2.11), pour notre cas (I'’équation intégrale (2.27)) A = 1,
donc la formule (2.11) sera s’écrit sous la forme suivante;

R(xz,t;\) = R(z,t) = i Kp(z,t),

n=0

de sorte que K, 41 est donné par (2.29), alors

R(z,t) = i Kpp(z —1t).

n=0
On peut affirmer que si le noyau K est une fonction de la différence (x — t), alors la
résolvante (le noyau résolvant) de 1’équation (2.27), dépendra uniquement de la différence
mentionnée. On désigne cette résolvante R(z — t), en se servant de la formule (2.14) on
peut alors écrire la solution de 1’équation (2.27) sous la forme

o(z) = f(x) + /0 "Rz — t)f(t)dt. (2.30)
]
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En utilisant la transformation de Laplace et la Propriété¢ 1.1 aux deux membres de
I'équation (2.30), ou L{R(z —t)} = R(p) (voir [6]), nous avons alors

Llp@) = LU@Y+£{ [ Ra— s}
= L{f(x)} + L{R(z — t)} L{p(z)},
nous obtenons B
®(p) = F(p) + R(p)F(p),

d’apres la formule (2.28), on peut exprimer R(p) en fonction de K (p) qui est connue,
alors on remplace ®(p) par la formule (2.28), c’est-a-dire

Fip) ~
m = F(p)+ R(p)F(p)
= F(p)(1+ R(p)),
d’ou
= 14 R0).
1 - K(p) ~
©R@)=¥ﬁ2m,

et 'inversion de cette formule, nous donne la résolvante R(x), utilisant la Proposition 1.2

nous obtenons ] oioe
R(x) = / R(p)eP*dp.

271 —1300

En portant R(z) dans la formule (2.30), nous obtenons la solution.

2.2.6 Systeme d’équations intégrales de Volterra du type convo-
lution

La méthode des transformées de Laplace peut s’appliquer aussi a la résolution de
systeme des équations intégrales de Volterra du type suivant

pile) = fil@) + X [ Kyla eyt (i =1,....0), (231)

0~i1 K;; et f; sont des fonctions continues données admettant des transformées de Laplace
K;;(p) et Fi(p) respectivement. En appliquant au systeme (2.31) la transformation de
Laplace terme a terme, nous trouvons

Llata) = LU@Y+ A X [ Kyle ~ eidt), (=100 (23

La résolution de systéme des équations intégrales (2.32) donne ®;(p), dont les originaux
©i(x) sont exactement les solutions de systeme d’équations intégrales (2.31).
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Applications
Application 1

Résoudre le systeme d’équations intégrales suivant

pr(z) =12 /O " 200 (1)dt + /O " oalt)dt,
oa(z) =z — /O o1 (1)t + 4/09”(96 — H)a(t)dt.

Cherchons par la transformation de Laplace, I'image de ce systéeme, nous obtenons

Ligi@) = £{1y - 26{ [ gt} + £{ ["eatyar),
L{on(z)} = L{da} — E{ /0 gpl(t)dt} + 45{ /Ox(g; _ t)apg(t)dt}.

L{pi(0)} = £{1} — 2:{6% R @1(93)} + 5{1 v oal(a)),
L{ps(x)} = L{4z} — E{l * gol(x)} + 4£{$ * gpg(x)}.
D’apres I'exemple 1.1, et la Propriété 1.1, ou
L{e*} = L, L{z} = i, L{1} = 1, (Re p > 0),
p—2 p? p
nous obtenons le systeme des transformées de Laplace suivant

1 2 1

®,(p) = - — By (p) + =Dy (p),
(p) b (p) N (p) -
%@w:9—5¢m»+p¢m»

On va résoudre ce systéme par rapport & ®1(p) et $o(p) ; de deuxieme équation du (2.33)
on a

2ap)(1- ) = % — 200,
& @) (") = 5 - )
_ 4 —pPi(p)

& R )y

en remplagons ®,(p) par sa valeur qui est en fonction de ®4(p), dans la premiere équation
de (2.33), on aura

p
B a n b
op+1l o (pH1)2
1 1

p+1  (p+1)¥
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on remplace ®;(p) dans la deuxieme équation de (2.33),

4 17 1 1 4
) - —_Z — &
2(P) p? p<p+1 (p+1)2>+p2 2(p)
4 1 4
= —— 4+ -0
P2 (p+1)2  p? 2(P)
3p?+8p+1

(p—=2)(p+2)(p+1)*

ety

(p—2)(p+2)(p+1)2
3p + 2
3(p—2)(p+1)%

alors

a c b

P = T o i a1y

cherchons les valeurs de a, b et ¢, nous obtenons,

8 8 1
a=—-, b=—— c=2,
9 9 3
donc
1 1

T+l (p+ 1)
22(0) 1( 8 8 1 )

To\p—2 (p+12? p+1
Utilisons la Propriété 1.1, pour trouver les originaux de ®1(p) et ®2(p)

B 1 1
EH®p)) = £ {p+1_(p+1)82}’

L) = 57 (55 )b

p—2 (p+12 p+1

1 1 1
E‘l{} = e E‘l{} =e 7, [,_1{ } = xe ¥,
p—2 p+1 (p+1)2
alors la solution du systéeme donné est
p1(z) =€ —xe™?,
2/ . B
pa(x) = 9(46 T —e " —4xe x)

Ou
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Application 2
Soit le systeme d’équations intégrales suivant

¢1(x) =sinz +/0 wo(t)dt,

pale) = 1= cosz — [ pu(t)a,
0

pour résoudre ce systeme on va le transformer par Laplace,

L{p1(x)} = L{sinz} + E{ /Ox ch(t)dt},

L{pa(x)} = £{1} — L{cosz)} — c{ /O gol(t)dt},
alors
Di(p) = 5+ Ba(p)
1 P
Dop) = - — o — ~ i (p),
2(p) PR s 1(p)
on va résoudre ce systeme, on obtient
2 p? 1
) = — — ,
)= T 1P (1)
p p p
Dy (p)

AL PR P
D’apres la table des transformées de Laplace (voir [2]), nous obtenons
1
C‘l{p2 " 1} =sinz, E‘l{pQﬁ_ 1} = cosz,

1 }:sinx—xcosx El{ P }:xsinx
2 ’ (p* +1)? 2’

2 . .
_ P SINT + T cosx _ p TrsinxT
L 1{ }: ., L 1{}:COSSL’— ,
(p* + 1) 2 (p? + 1)
alors
1 p? 1
e (e
t®alp)) P+l (* +1)2 (* +1)2
d’ou
( ) 94 sinex +xcosx Sinx —xcosx
r) = 2sinz — —
$1 9 9
= sinz,
et
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alors

rsinx xsinx
2 2

pa(r) = cosx —cosx +
= 0.
Donc la solution du systeme est donnée par

{ o ome
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Chapitre 3

Equations intégrales linéaires de
Volterra de premiere espece

Dans ce chapitre, nous avons étudié quelque méthodes de résolution, pour résoudre
une équation intégrale de Volterra de premiere espece. On sait que la résolution d’une
telle équation est un probleme, en général, plus compliqué que celui de la résolution d’une
équation intégrale du seconde espece. Dans la suite, on va parlé juste pour les cas ou la
résolution de I’équation intégrale du premiere espece est possible. Les principaux ouvrages
utilisés sont [1, 3, 6, 7].

Définition 3.1. On appelle équation intégrale linéaire de Volterra du premiere espece,
I’équation intégrale de la forme Vi = f, ou
xX

(V)z = / K(x, O)p(t)dt, (3.1)

a

c’est-a-dire, une équation ne contenant la fonction inconnue ¢ que sous le signe d'un
opérateur compact.

3.1 Résolution d’une équation intégrale de Volterra
de premiere espece

Il est possible de transformer facilement une équation intégrale linéaire de Volterra de

premiere espece en équation intégrale linéaire de seconde espece ; moyennant une certaine

condition supplémentaire.
Considérons 1’équation intégrale de Volterra de premiere espece :

/O " Kz )p(t)dt = f(). (3.2)

On remarque que 1’équation (3.2) vérifiée la condition f(0) = 0. Supposons que K (z,t),
Kl (z,t), f(z) et f'(x) sont continues pour 0 < z < a, 0 <t < z.
Dérivons I'équation (3.2) terme a terme par rapport a x, nous obtenons :

/Ox (W%O(t)dt + K (z,2)p(x) = f'(2) (3.3)

Si K(xz,x) = 0, il y a parfois intérét a dériver une deuxiéme fois 'équation (3.3) par
rapport a x, et ainsi de suite.
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Supposons que K (z, z) est différent de zéro, en devisant I’équation (3.3) par cette quantité,
nous obtenons alors

" K (, 1)

o(z) + ; m(p(t)dt = . (3.4)

Remarque 3.1. En tenant compte de la condition f(0) = 0, on passe facilement de [’équa-
tion (8.3) a 'équation (3.2), c’est-a-dire; ces équations sont équivalentes. Nous voyons
donc que la condition K(x,x) # 0 est suffisante pour qu’il y ait une et une seule solution.

Exemple 3.1. Soit I’équation intégrale suivante

il est claire que K(x,t) = 1, pour t < z. Cette équation a une solution évidente p(z) =
f'(x), sila fonction f est absolument continue et sa dérivée appartient a Lo, et n’a aucune
solution dans le cas contraire.

3.2 Equation intégrale de Volterra de premiere es-
péce du type de convolution

Définition 3.2. On appelle équation intégrale de Volterra de premiere espece du type de

convolution, si le noyau K (z,t) qui figure dans I’équation (3.2) dépend uniquement de la
différence (z — t), c’est-a-dire I’équation intégrale qui est de la forme

/OxK(a: — Bp(t)dt = f(x). (3.5)

Transformons par Laplace, les deux membres de I’équation (3.5), et utilisons la Pro-
priété 1.1, nous obtenons

d’ou

(K(p) #0). (3.6)

Utilisons le Théoreme 1.2 & I’équation (3.6), nous obtenons l'original ¢(z) qui est la
solution de I’équation (3.5).
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3.3 Cas ou le noyau devient infini

Supposons que K (x,t) devienne infinie (faiblement singulier) d’ordre av < 1 pour x —t,
ou z — t étant infiniment petit (voir [6, 7]). Alors on peut écrire

H(z,t)
(x —t)t-o’

ou H et sa premiere dérivée par rapport a x sont continues et bornées telles que

K(z,t) = (0<a<l),

OH (z,t)
ox

Donc, notre équation intégrale de Volterra du premiere espéce sera écrite comme suit

\H(x,t)| < M, ‘ ‘ <N

I mw(t)dt — f(a). (3.7)

Equation intégrale d’Abel :
Cette équation est un exemple d’une équation intégrale de Volterra de premiere espece,
elle définit comme suit 0
x) = ————dt,
ou 0 < a<1,et f(0) =0. Abel a montré que la solution de cette équation est donnée

- 0
sinam e f(t
Plr) = T /o (x —t)l-o dt.

Pour la preuve voir [7].

3.3.1 Applications
Application 1

Résoudrons ’équation intégrale suivante :

/Ox cos(z — t)p(t)dt = x, (3.8)

Nous remarquons que f(z) = z et K(z,t) = cos(x — t), sont des fonctions continues et
dérivables sur I'intervalle mentionné.
Nous dérivons les deux membres de ’équation (3.8) par rapport a x, nous obtenons :

cos(x — x)p(x) + /OI ;E(cos(x —t)e(t)dt =1,
& p(x) — /Oz sin(x — t)p(t)dt = 1,
o olr)=1 +/Ox sin(x — ) (t)dt,

il est claire que le résultat est une équation intégrale de Volterra de seconde espece de type
de convolution. Pour résoudre cette équation, on va utiliser la transformation de Laplace,
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L{p(x)} = L{1}+ E{ sin(x — t) (t)dt}
= L{1} + {smx*gp }
& 0(p) = ;+ﬁ+1wm,
d’ou 1 1
O(p) = ) + et

En appliquant la transformation de Laplace inverse (la Proposition 1.2), pour trouver
la solution () de I’équation intégrale de seconde espece

1 1
LHo(p)} = E_l{—i-}
{2(p)} Pl
1 2
— -1} -
= £ {p+2p3}’
d’ou
22
go(:zc)—l%—?.

Vérifiant qu’elle est une solution de I’équation intégrale du premiere espece (3.8), on va
remplacer ¢(x) par sa valeur dans (3.8), il faut obtenir 'identité,

2

/OI cos(z — t)(l + g)dt =7

alors, utilisant l'intégration par partie, nous obtenons

2 o 42

© t z t
/ cos(r — t)(l + —)dt = / cos(x —t)dt + | —cos(z —t)dt
0 2 0 0o 2

x
— sin(z — t (x —t)dt
0

= —sin(z —t)

= sinz + tcos(x —t)

- /JC cos(z — t)dt
o Jo

x

= sinz 4z +sin(z —t)

0
= .

D’ou le résultat.

Application 2

Déterminant la solution de I’équation intégrale du premiere espece suivante

sinx = /x " o(t)dt, (3.9)
0
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remarquons que f(x) = sinz et f(0) = 0, de plus f, f/, K et la dérivée de K par
rapport a x, sont des fonctions continues. Dérivons les deux membres de I’équation (3.9)
par rapport a x, nous obtenons

cosx = p(x) — /x e”to(t)dt,
0

autrement dit

o(x) = cosz + /x e"to(t)dt
0

De la méme fagon, cette équation devient par Laplace :

L{p(x)} = L{cosz}+ E{ /Ox 6x_tg0(t)dt}

= L{cosx}+ E{ex * 90(95)}
— L{eosa} + L{}Lo(2)]),
d’ou P 1
®(p) = Pyl — - 1@(?),
alors p 1
(I)(P):p2+1 SRl

En appliquant maintenant, la Proposition 1.2 , a la derniere équation, nous obtenons

c—l{cp(p)}:z—l{ P }—L‘l{ ! }

p2+1 p2_|_1

par conséquent
p(z) = cosz — sinz,

d’ou la solution cherchée.

Application 3

Cherchons la solution de I’équation intégrale suivante

/Ox " o(t)dt = . (3.10)

L’équation (3.10) s’écrit comme
e’ * p(x) =z, (3.11)

transformons par Laplace les deux membres de 1'équation (3.11), nous obtenons

5{69” * go(x)} = L{x},

& L{e) L)} = £(a),
& —00) =,
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d’ou
p—1
d(p) =
(p) e
1 1
(I)p = T T 5
(p) P

utilisons la transformation de Laplace inverse, nous obtenons
1 1
o e
{®(p)} PR
c’est-a-dire
o(r)=1-—=x,
ol p(z) est la solution de I’équation (3.10).

Application importante

Ramener 1'équation (3.7), a une équation intégrale de Volterra de seconde espece, en
supposant que H et f sont contintiment dérivables, f(0) =0, H(x,z) #0,et 0 < a < 1,
et montrons qu’elle possede une solution ¢ qui vérifié I’équation (3.7).

En effet, multiplions I’équation (3.7) par (z —x)~¢, et nous intégrons les deux membres
par rapport a x entre les limites 0 et z, nous obtenons

/oz (z ixx)"‘ /0 (;cH_(i}?—aﬁp(t)df = /0 (Zf_(%m

et d’apres ce que précede, nous obtenons finalement I’équation intégrale suivante

/Oz o(t)dt /t — ;;géj? i = /0 (Zf_(”’z)ad:c, (3.12)

dont I'expression du noyau est

Ki(z,1) = /t = xﬁ{%?wl_ad:{:, (3.13)

on pose

fi(z) = /O (f(x)dx. (3.14)

z—1x)

Nous remplagons (3.13) et (3.14) dans I’équation (3.12), nous obtenons 1'équation
intégrale de Volterra du premiere espece suivante

| Eae tet)dt = fi(2). (3.15)
Remarque 3.2. Le noyau K, est une fonction bornée et continue.

En effet
On va faire un changement de variable, en remplacant = par la nouvelle variable

r=t+ (2 — 1),
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donc, le noyau K sera

o H( -0 1)
Kit) = | T e (G 0 T
)

_ [t
o (z-D(1-geere

dg,

alors

Kot = | = <(<1"'__ ;))fg_i’ D ge. (3.16)

d’ou il résulte, compte tenu de la continuité du la fonction H et la convergence uniforme
en z et t de l'intégrale écrite, que K(z,t) est un noyau continue. On sait que |H(z,t)| <
M, donc

H((z—t)+t,t)

1
|K1(th)| = /0 (]__éf)ozgl—a d§
1 dg
<] amge
< M—,
SN

d’otu la bornitude de K;(z,t). De plus, on a

Ki(z2) = /01( H(z, z) de

1 — g)aé‘lfa
= HE Z)sinﬂom'

Dong, le noyau continu K7(z, t) satisfera la condition K;(z, z) # 0 si et seulement si, la
fonction H(z,t) y satisfait aussi (c’est-a-dire H(z,z) # 0). De la formule (3.16), il découle
que K(z,t) posséde une dérivée continue en z s’il existe une dérivée continue de H(z,t)
par rapport a . De méme facon, s’il existe une dérivée continue de f par rapport a =z,
alors le deuxiéme membre de I’équation (3.12) possede une dérivée continue en z; donc
I'équation (3.15) est évidemment réductible a une équation intégrale de deuxieme espece.
En effet, on intégre par partie le deuxiéme membre de (3.14), on trouve

) = [,

-«
on dérive les deux membres de cette équation
: fi(=)
(2) = / fidx,
fl( ) 0 (Z . lL‘)O‘
alors f; est une fonction bornée et continue.

On dérive (3.16) par rapport & z, on trouve
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8K12t /13[{ z—tf—i—tt) &dg
0 (1 —g)agt=
LOH(( z—tf—l—tt) 13 )0‘
= ()
et comme nous avons |8H(” | < N alors

‘8K1(z,t)‘

10H((z—t)§+t,t)< £
0z

ox 1— §>ad§‘
o

Y

sin (1 — a)w

alors la premiere dérivée de K, par rapport a z est bornée dans l'intervalle mentionné.

Donc, sous les hypothéses admises, on peut appliquer, pour résoudre 1’équation (3.15),
la méme technique connue, et la ramener & ’équation de deuxiéme espece (voir [6, 7]),

( 6K1(z )
f/
AT )+ / K1 o(t)dt, (3.17)

qui possede une solution ¢(z) moyennant la condition K;(z,z) # 0.

Vérifions maintenant que ¢(z) est une solution de I’équation initiale (3.7).

En effet, portons ¢(z) dans I’équation (3.7) et on pose

v = f0) - [

m¢(t)dt7

multipliant les deux membres par (z — x)~%, nous obtenons

S L —

(z—2)* (2 —x) z —x)(x —t)l-e (

en intégrant les deux membres par rapport a x entre les limites 0 et z, nous obtenons

/(]Z(Zw_(f’i)ad;c _ /OZ(Zf _dr— [ (/O o Z’?t) (t)dt)dx
_ /0 — [ /0 ( t)dt}dx,

nous obtenons en vertu de (3.7)
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en multipliant les deux membres par (s — z)*~!

: () _
/0 (s —z)l=2(z — x)o‘dx =0,

en intégrant par rapport a z, de z = 0 et z = s, nous obtenons

/os (/oz (s — z)ib(f()z - m)adx> 4z =0,

en intervertissant I'ordre d’intégration, nous obtenons quel que soit s
z s dz
x dx( / ) =0,
/0 v(@) 0 (s—2)7(z —x)

| @y =0,

d’ou il découle immédiatement que (x) = 0.

d’ou
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