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Abstract
In this memory, we considered a Bresse-Timoshenko-type system with distributed delay

term and visous damping in angular rotation.
We established the global existence and the uniqueness of the solution by using the Faedo-
Galerkin approximations and some energy estimates.
Finally, we have study the asamptotic behavior of solutions by using the multiplier method,
and we show the exponential stability of the system.

Keys Words. Bresse-Timoshenko system, exponential decay, angular rotation.

Résumé
Dans ce mémoire, nous avons considéré un système de type Bresse-Temoshenko avec un

délai de retard distribué et amortissement visqueux en rotation angulaire .
Nous avons établir l’existence globale et l’unicité de la solution en utilisant les approximations
de Faedo-Galarkin et quelques estimations énergétiques .
Enfin, nous avons étudié les comportement asymptotiques des solutions de ce système par la
méthode des multiplicateurs et nous avons montrer la stabilité exponentielle du système.

Mots Clés. Système de Bresse-Timoshenko, décroissance exponentielle, rotation angulaire.
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1.3 Compléments divers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Introduction

Une déformation d’un corps est inséparablement reliée à un changement de sa quantité de chaleur et

donc avec un changement de la distribution de température dans le corps. Une déformation d’un corps

qui varie dans le temps conduit à des changements de température, et inversement. L’énergie interne

du corps dépend de la température et de la déformation. La science qui traite des processus couplés ci-

dessus, est appelé thermoélasticité. La thermoélasticité, généralisation de l’élasticité des déformations

non isothermes, a fait des progrès considérables au cours des dernières décennies. Sa théorie de base

est maintenant bien établie, et de nombreuses applications aux problèmes en ingénierie ont été réalisées

avec succès.

La thermoélasticité contient la théorie générale de la conduction de chaleur, la théorie générale des

contraintes thermiques, décrit la distribution de température produite par la déformation et enfin elle

contient une description du phénomène de dissipation thermoélastique. En dépit de sa complexité

mathématique, la thermoélasticité nous permet d’examiner plus profondément que précédemment, le

mécanisme de la déformation et les procédés thermiques se produisant dans les corps élastiques. La

thermoélasticité était l’un des premiers domaines en théorie des champs couplés qui a attiré l’attention

des mathématiciens; l’intérêt pour les modèles caractérisant le couplage thermomécanique a été motivé

par de nouveaux problèmes pratiques importants, y compris ceux qui sont à la ne pointe des innovations

technologiques actuelles. Malgré plus d’un siècle de recherches sur la thermoélasticité, de nombreux

problèmes d’actualité restent difficiles à résoudre analytiquement et de fait la simulation numérique sera

l’ultime moyen d’y parvenir.

Durant les trois dernières décennies, une intense importante a été donnée aux stabilités des systèmes

des EDP modélisant des phénomènes physiques, chimiques ou biologiques. La solution de chacun de

ces systèmes s’associe à une énergie non nulle, si cette énergie est dissipative ( la dérivée par rapport
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au temps est négative), le système va maintenir le repos après un certain période du temps, on dit, alors

que le système est stable. Parmi ces systèmes on trouve les systèmes de type Timoshenko et Bresse-

Timoshenko où la première contribution dans cette direction a été obtenue par Manevitch et Kolakowski

[6]. Ils ont analysé la dynamique d’un modèle de Timoshenko où le mécanisme d’amortissement est

viscoélastique. Plus précisément, ils ont considéré le système dissipatif donné par : ρ1ϕtt − β(ϕx + ψ)x − µ1(ϕx + ψ)tx = 0,

ρ2ψtt − bψxx + β(ϕx + ψ) − µ2ψttx + µ1(ϕx + ψ)t = 0.
(1)

De plus, en se basant sur les documents et leurs études sur les versions tronquées pour les équations

classiques de Timochenko [7] (voir aussi les contributions récentes [8]-[9] ), Almeida Junior et Ramos

[1] ont montré que l’énergie totale pour l’amortissement visqueux agissant sur la rotation angulaire du

système simplifié de Timoshenko donné par : ρ1ϕtt − β(ϕx + ψ)x = 0,

−ρ2ϕttx − bψxx + β(ϕx + ψ) + µ1ψt = 0.

Ensuite, Almeida Junior et al. [2] ont examiné deux cas de systèmes dissipatifs pour des systèmes de

type Bresse-Timoshenko avec des cas de retard constant, afin d’obtenir une décroissance exponentielle.

Pour le premier, les auteurs ont prouvé la décroissance exponentielle de l’énergie du système donnée

par :

 ρ1ϕtt − β(ϕx + ψ)x + µ1ϕt + µ2ϕt(x, t − τ) = 0,

−ρ2ϕttx − bψxx + β(ϕx + ψ) = 0.

Pour le second, les auteurs ont également prouvé la décroissance exponentielle de l’énergie du système

donné par :  ρ1ϕtt − β(ϕx + ψ)x = 0,

−ρ2ϕttx − bψxx + β(ϕx + ψ) + µ1ψt + µ2ψt(x, t − τ) = 0.

Puis, Feng et al. [4], ont examiné deux cas de systèmes dissipatifs de type Bresse-Timoshenko avec

des cas de retard variant dans le temps. Pour le premier, les auteurs ont démontré la décroissance

exponentielle de l’énergie du système donnée par : ρ1ϕtt − β(ϕx + ψ)x + µ1ϕt + µ2ϕt(x, t − τ(t)) = 0,

−ρ2ϕttx − bψxx + β(ϕx + ψ) = 0.
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Pour le second, les auteurs ont également prouvé la décroissance exponentielle de l’énergie du système

donné par :  ρ1ϕtt − β(ωx + ψ)x = 0

−ρ2ωttx − bψxx + β(ωx + ψ) + µ1ψt + µ2ψt(x, t − τ(t)) = 0



Chapter 1

Préliminaires et rappèls

Dans ce chapitre, on va présenter quelques notions élémentaires et inégalités, ainsi que quelques

résultats d’analyse fonctionnelle qui seront très utiles par la suite.

1.1 Espaces de Lebesgue Lp(Ω)

Nous allons définir un échelle d’espaces de Lebesgue qui jouent un rôle important en analyse fonction-

nelle, et en théorie des équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite Ω désigne un ouvert de ,∂Ω = Γ la frontière de Ω, muni de la mesure de Lebesgue

dx.

Soit p ∈ R, avec 1 ≤ p < ∞, on définit l’espace

Lp(Ω) =

{
u : Ω −→ R; telle que u mesurable et

ˆ
Ω

|u|pdx < ∞
}
,

muni de la norme suivante

‖ u ‖Lp=

[ˆ
Ω

|u|pdx
] 1

p

.

Si p = ∞; on définit

L∞(Ω) =
{
u : Ω −→ R; u mesurable et ∃C > 0 tel que |u(x)|p ≤ C p.p sur Ω

}
,

2
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muni de la norme suivante

‖ u ‖L∞= inf {C; |u(x)| ≤ C p.p sur Ω} .

Les espaces Lp(Ω) sont des espaces de Banach pour les deux normes précédentes. De plus, pour p = 2

nous obtenons un avantage très important car l’espace L2(Ω) devient un espace de Hilbert pour la norme

suivante:

(u, v) =

ˆ
Ω

uvdx et ‖ u ‖22= (u, u).

1.2 Espaces de Sobolev Wm,p(Ω)

Les espaces de Sobolev sont un outil essentiel pour l’étude des équations aux dérivées partielles. En

effet, les solutions de ces équations appartiennent plus naturellement à un espace de Sobolev qu’à un

espace de fonctions continues partiellement dérivables au sens classique.

Dans ce qui suit Ω désigne un ouvert de Rn et ∂Ω = Γ la frontière de Ω. Soit p ∈ R, avec 1 ≤ p < ∞,

et m ∈ N∗; on définit l’espace de Sobolev Wm,p par:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α ∈ Nn, | α |≤ m},

avec α = (α1, α2, . . . , αn) un multi-indice d’entiers positifs ou nuls de longueur | α |=
∑n

i=1 αi tel que

Dαu(x) =
∂αu

(∂xα1
1 ) . . . (∂xαn

n )
.

L’espace Wm,p(Ω) est de Banach pour la norme suivante :

‖ u ‖Wm,p(Ω)=

 ∑
0≤|α|≤m

‖ Dαu ‖Lp(Ω)


1
p

pour 1 ≤ p < ∞.

Pour p = 2, il est d’usage de remplacer la notation Wm,2(Ω) par Hm(Ω) d’où

Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), ∀α ∈ Nn, | α |≤ m

}
.

On muni l’espace Hm(Ω) par la norme :

‖ u ‖Wm,2(Ω)=‖ u ‖Hm(Ω)=

 ∑
0≤|α|≤m

‖ Dαu ‖L2(Ω)


1
2
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Le produit scalaire de deux éléments u, vde Hm(Ω), étant donné par :

(u, v)Hm(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω).

L’espace Hm(Ω) est un espace de Hilbert pour la norme ‖ u ‖Hm(Ω).

On désigne par Wm,p
0 (Ω), l’adhérence de D(Ω) dans Wm,p(Ω). Pour p = 2 et m = 1, l’espace W1,2

0 (Ω) =

H1
0(Ω) est un espace de Hilbert pour la norme et le produit scalaire de l’espace H1(Ω) tel que

H1
0(Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) et u = 0 sur ∂Ω = Γ

}
.

L’espace H−1(Ω) est l’espace dual de H1
0(Ω). De plus, on a

H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω),

avec injection continu.

1.2.1 Injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont très utilisées lorsqu’on étudie les équations aux dérivées partielles. Elle

fournissent des inégalités entre les normes des espaces des espaces de Sobolev et les normes des espaces

de Lebesgue.

Theorem 1.1. (Rellich-Kondrachov)

Soit Ω un ensemble borné de classe C1. Alors, on a :

1. Si p < n, alors W1, p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1, p∗) avec 1
p∗ = 1

p + 1
n .

2. Si p = n, alors W1, p(Ω) ⊂ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,∞).

3. Si p > n, alors W1, p(Ω) ⊂ C(Ω̄), avec injection compact.

1.2.2 Notion de trace au bord

Il n’est pas nécessaire qu’une fonction u de l’espace L2(Ω) ait un représentant continu pour que l’on

puisse considérer sa restriction à Γ. C’est ce que nous appellerons la trace de u sur le bord.
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Theorem 1.2. (Théorème de trace): Soit Ω un ouvert de classe C1, alors il existe un opérateur linéaire

continu, appelé opérateur de trace et noté γ0 : H1(Ω) −→ L2(Γ) qui coı̈ncide avec l’opérateur de

restriction usuel pour les fonctions continues. En particulier, il existe une constante c qui ne dépend que

de Ω, telle que :

‖ γ0u ‖2L (Γ) ≤ c ‖ u ‖H1(Ω), ∀u. ∈ H1(Ω)

Si on suppose que {Γ0,Γ1} constitue une partition de Γ, avec meas(Γ0) > 0, on définit alors

H1
Γ0

(Ω) =
{
u ∈ H1(Ω) : u = 0 sur Γ0

}
.

Cet espace est fermé dans H1(Ω) comme noyau de l’application (linéaire) continue r ◦ γ0 avec r :

L2(Γ) −→ L2(Γ0) est l’application restriction. Donc l’espace
(
H1

(Γ0)(Ω), ‖ . ‖H1(Ω)

)
est un espace de

Hilbert, avec

‖ u ‖H1
Γ0

(Ω)=‖ ∇u ‖L2(Ω), ∀u ∈ H1
Γ0

(Ω).

De plus on a l’injection continue H1
Γ0

(Ω) ↪→ Lm(Γ1), 1 ≤ m < 2(n−1)
n−2 , c’est-à-dire il existe une con-

stante k, telle que

‖ u ‖Lm(Γ1)≤ k ‖ ∇u ‖L2(Ω).

1.2.3 Formule de Green

Maintenant, que nous somme en mesure de donner un sens à la restriction d’une fonction d’un espace

de Sobolev sur le bord d’un ouvert, soit Ω ⊂ Rn un ouvert de classe C1, alors pour toute u ∈ H2(Ω), v ∈

H1(Ω),w ∈
(
H1(Ω)

)n
on a:

ˆ
Ω

v 4 udx = −

ˆ
Ω

∇v.∇udx +

ˆ
Γ

v
∂u
∂υ

dΓ,

ˆ
Ω

w.∇udx = −

ˆ
Ω

wdivudx +

ˆ
Γ

u(w.υ)dΓ,

telle que
∂u
∂υ

= ∇u.υ et υ est le vecteur normale unitaire extérieur en un point du bord de Ω.

Remark 1.3. Si Ω ⊂ R, alors la formule de Green devient la formule d’intégration par partie. C’est à

dire ˆ b

a
υ(x)u′(x)dx = −

ˆ b

a
υ′(x)u(x)dx + [υ(x)u(x)]b

a .
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1.3 Compléments divers

Dans cette partie nous allons donner quelques inégalités et théorèmes fondamentales de l’analyse qui

sont d’une grande importance dans ce travail.

1. Inégalité de Hôlder
Soit u ∈ Lp et v ∈ Lq; avec 1 ≤ p ≤ ∞ et 1

p + 1
q = 1.

alors u.v ∈ L1 et

ˆ
Ω

|u.v|dx ≤ ‖u‖p‖v‖q.

Si p = q = 2 comme un cas particulier, cette inégalité s’appelle inégalité de

Cauchy-schwartz. ˆ
Ω

|u.v|dx ≤ ‖u‖2‖v‖2.

2. Inégalité de Young
Soit 1 < p < ∞; on désigne par q l’exposant conjugué de p.

alors on a :

xy ≤ |x|
p

p +
|y|p

q ∀(x, y) ∈ R2
+.

si on pose x =
√

aX et y = Y
√

a et p = q = 2 on obtient

xy = XY ≤ a
2 X2 + 1

2aY2, avec a > 0 ∀(X,Y) ∈ R2.

3. Inégalité de Poincaré
Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par q l’exposant conjugué de p définit par : 1

p + 1
q = 1.

et soit Ω un domaine borné dans Rn. Alors il existe une constante positive Cp > 0

(dépendant de Ω et p seulement ) telle que :

‖ u ‖Lp≤ Cp ‖ ∇u ‖Lp ∀u ∈ W1,p
0 (Ω) (1 ≤ p ≤ ∞).
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autrement dit, sur W1,p
0 (Ω); la quantité ‖ ∇u ‖Lp(Ω) est une norme équivalente à la

norme usuelle de W1,p(Ω) (‖ u ‖W1,p(Ω)).

4. Lemme de type Gronwall
Nous rappelons ici un lemme classique de type Gronwall qui intervienne dans de

nombreux problèmes de majoration et d’estimation d’erreur, en particulier pour

établir l’unicité de la solution.

Lemma 1.4. Soient n ∈ C([0,T ];R) telle que n(t) ≥ 0 pour toute t ∈ [0,T ] et soit

a ≥ 0 une constante. Si X ∈ C([0,T ];R) une fonction telle que

X(t) ≤ a +

ˆ t

0
n(s)X(s)ds, ∀t ∈ [0,T ],

alors

X(t) ≤ a exp
(ˆ t

0
n(s)ds

)
, ∀t ∈ [0,T ].

5. La règle de Leibniz
Soit f une fonction de R2 dans R à deux variables (x, t) continue et ses dérivées

partielles sont continues et soient a(t) et b(t) deux fonctions continue de R à valeur

dans R. On définit I la fonction intégrale comme suit

I(x, t) =

ˆ b(t)

a(t)
f (x, t)dx.

Alors la dérivée de I par rapport à t est donner par la relation suivante

I′(x, t) =
d
dt

ˆ b(t)

a(t)
f (x, t)dx

=

ˆ b(t)

a(t)

∂ f (x, t)
∂t

+ f (b(t), t)
db(t)

dt
− f (a(t), t)

da(t)
dt

.



8

6. Théorème fondamental de l’analyse

Theorem 1.5. Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit a un point

de I et F une application intégrale associée, définie par

F(x) =

ˆ x

a
f (t)dt.

Alors, F est dérivable sur I et sa dérivée égale à f . De plus, si G est une primitive

de f , alors F(x) −G(x) = −G(a).

1.4 Quelques définitions et notions physiques

Definition 1.6. (L’énergie) L’énergie (du grec : force en action) est ce qui permet d’agir : sans elle, rien

ne se passe, pas de mouvement, pas de lumière, pas de vie ! Au sens physique, l’énergie caractérise

la capacité à modifier un état, à produire un travail entraı̂nant du mouvement, de la lumière, ou de la

chaleur. Toute action ou changement d’état nécessite que de l’énergie soit échangé.

Definition 1.7. (Thermoélasticité) La thermoélasticité est une relation entre l’élasticité d’un corp et sa

dilatation en fonction de la chaleur.

1.4.1 Stabilité

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feedback), elle consiste donc à

garantir la décroissance de l’énergie des solutions vers 0 de façon plus ou moins rapide par un mécanisme

de dissipation. Plus précisément, le problème de stabilisation auquel on s’intéresse revient à déterminer

le comportement asymptotique de l’énergie que l’on note E(t) (c’est la norme des solutions dans l’espace

d’état), à étudier sa limite afin de déterminer si cette limite est nulle ou pas, et si cette limite est nulle, à

donner une estimation sur sa vitesse de décroissance vers zéro.

Il existe plusieurs degrés de stabilité que on peut l’étudier. Le premier degré consiste à analyser simple-

ment la décroissance de l’énergie des solutions vers zéro, i.e.
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E(t) −→ 0, lorsque t −→ +∞,

c’est ce que l’on appelle la stabilisation forte.

Pour le second, on s’intéresse à la décroissance la plus rapide de l’énergie, c’est-à-dire lorsque celle-ci

tend vers 0 de manière exponentielle, i.e.

E(t) ≤ Me−ht ∀t ≥ 0.

où M et h sont des constantes positives avec M dépend des données initiales.

Quant au troisième, la décroissance des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial, par

exemple

E(t) ≤ Mt−α ∀t ≥ 0,

où M et h sont des constantes positives avec M dépend des données initiales.

1.4.2 Fonction de Lyapunov

La notion de fonction de Lyapunov constitue d’une certaine manière une généralisation de l’énergie.

Étant donnée une fonction définie positive, l’idée directrice des théorèmes de Lyapunov consiste à

évaluer l’évolution de cette fonction sur les trajectoires du système afin de conclure la décroissance

de l’énergie.

Definition 1.8. (Fonction de Lyapunov) Une fonction de Lyapunov V est une fonction de classe C1,

définie par

V : Rn −→ R,

telle que

V(x) > 0,∀x , 0 et V(x) = 0 pour x = 0,

et

V ′(x) ≤ 0,∀x , 0 et V ′(x) = 0 pour x = 0.

Remark 1.9. Notons que V ′ est la dérivée de V par rapport au temps t. Cela veut dire que V ′(x) =
d
dt

V(x).

Le résultat fondamental de la stabilité de Lyapunov affirme que si une fonction de Lyapunov existe pour

un système donné alors ce système est stable.

Si la fonction de Lyapunov est strictement décroissante,
d
dt

V(x) < 0; alors la stabilité est en plus expo-

nentielle.



Chapter 2

Résultat d’existence et d’unicité de la solution d’un système

de type Bress-Timoshenko

Dans ce chapitre, nous allons considérons un système thermoélastique de type Bress-Timoshenko du

second son avec un retard distribué. On va démontrer l’existence globale et l’unicité de la solution de

ce problème en utilisant des approximations classiques de Faedo-Galerkin avec quelques estimations à

priori.

2.1 Formulation du problème et résultats principales

Le problème mécanique est modélisé comme suit :


ρ1ωtt − K(ωx + ν)x + µ1ωt +

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωt (x, t − p) dp = 0,

−ρ2ωttx − bνxx + K(ωx + ν) = 0,
(2.1)

tel que

(x, p, t) ∈ (0, 1) × (τ1, τ2) × (0,∞),

avec les conditions initiales

10
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 ω(x, 0) = ω0(x), ωt(x, 0) = ω1(x), ωtt(x, 0) = ω2(x),

ωttt(x, 0) = ω3(x), ν(x, 0) = ν0(x), x ∈ (1, 0),
(2.2)

tel que ω0, ω1, ω2 et ν0 sont des fonctions, et les conditions aux bords sont de type Dirichlet sont données

ω(0, t) = ω(1, t) = ν(0, t) = ν(1, t) = 0, t > 0, (2.3)

Ici, ω = ω(x, t) est le déplacement transversal du faisceau ν = ν(x, t) est l’angle de rotation et les coeffi-

cients ρ1, ρ2, b,K, µ1 sont des constants positives. Le paramètre τ est le temps de relaxation décrivant le

décalage temporel de la réponse du flux thermique à un gradient de température. L’intégral représente

le terme de retard distribué avec τ1, τ2 sont deux nombres réels qui satisfaisant 0 ≤ τ1 ≤ τ2 et µ2 est

constant positive. Le poids du retard distribué est supposé comme suit:

µ2 : [τ1, τ2] −→ R+ est une fonction bornée satisfait

ˆ τ2

τ1

µ2 (p) dp < µ1. (2.4)

Maintenant à partir du terme de de retard distribué, motivé par Nicaise et Pignotti en introduit une

nouvelle variable y comme suit:

y(x, τ, p, t) = ωt(x, t − pτ). (2.5)

D’aprés (2.5), on obtient

 pyt(x, τ, p, t) = −yτ(x, τ, p, t),

y(x, 0, p, t) = ωt(x, t),
(2.6)

Par conséquent, le problème (2.1) est équivalant à
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
ρ1ωtt − K(ωx + ν)x + µ1ωt +

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y (x, 1, p, t) dp = 0,

−ρ2ωttx − bνxx + K(ωx + ν) = 0,

pyt(x, τ, p, t) + yτ(x, τ, p, t) = 0,

(2.7)

tel que

(x, τ, p, t) ∈ (0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2) × (0,∞).

avec les conditions initiales



ω (x, 0) = ω0 (x) , ωt (x, 0) = ω1 (x) , ωtt (x, 0) = ω2 (x) ,

ωttt(x, 0) = ω3(x), ν (x, 0) = ν0 (x) , x ∈ (0, 1),

y (x, τ, p, 0) = ω0(x,−pτ), yt (x, τ, p, 0) = ω1(x,−pτ), sur (0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2),

ytt (x, τ, p, 0) = ω2 (x,−pτ) , sur(0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2),

(2.8)

où ω0, ω1, ω2 et ν0 sont des fonctions, et les conditions aux bords

ω(0, t) = ω(1, t) = ν(0, t) = ν(1, t) = 0, t ≥ 0. (2.9)

Nous énonçons maintenant notre résultat principal concernant l’unique solvabilité du Problème (2.7) −

(2.8) dont la démonstration sera détaillée dans les sections suivantes.

Theorem 2.1. Supposons que l’hypothèse (2.4) est vraie. Alors nous avons le résultat suivant

i) Si (ω0, ω1, ω2, ω3, ν0) ∈ (H2(0, 1)∩H1
0(0, 1))×(H2(0, 1)∩H1

0(0, 1))×H1
0(0, 1)×L2(0, 1)×(H2(0, 1)∩

H1
0(0, 1)) et ( f0, f1, f2) ∈

(
H1((0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2)

)
), alors le problème (2.7) − (2.8) admet une

solution faible satisfait

ω ∈ L∞loc(R+,H2(0, 1) ∩ H1
0(0, 1)), ν ∈ L∞loc(R+,H2(0, 1) ∩ H1

0(0, 1))

ωt ∈ L∞loc(R+,H2(0, 1) ∩ H1
0(0, 1)), ωtt ∈ L∞loc(R+,H1

0(0, 1)).
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ii) Si (ω0, ω1, ω2, ω3, ν0) ∈ H1
0(0, 1)×H1

0(0, 1)×L2(0, 1)×L2(0, 1)×H1
0(0, 1) et f0, f1, f2 ∈ H1((0, 1)×

(0, 1) × (τ1, τ2)), alors le problème (2.7) − (2.8) admet une solution faible vérifiant pour toute

T > 0:

ω ∈ C([0,T ],H1
0(0, 1)) ∩C1([0,T ], L2(0, 1)), ν ∈ C([0,T ],H1

0(0, 1))

ωt ∈ C([0,T ],H1
0(0, 1)), ωtt ∈ C([0,T ], L2(0, 1)).

iii) Dans les deux cas, on a la solution (ω,ωt, ωtt, ν) dépendance en continu les conditions ini-

tiales (ω0, ω1, ω2, ω3, ν0) ∈ H1
0(0, 1) × H1

0(0, 1) × L2(0, 1) × H1
0(0, 1). En particulier, le problème

(2.7) − (2.8) admet une solution faible unique.

La démonstration du théorème (2.1) sera réalisée en plusieurs étapes et est basée sur l’approximation

classique de Faedo-Galerkin ainsi que sur quelques estimations a priori.

2.1.1 Approximation du problème

Soient {u1, u2 · · · , um}, {ε1, ε2, · · · , εm} deux bases de Galarkin, tel que pour toute m > 1; on a

Wm = vect{u1, u2, u3, . . . , u},

Ym = vect{ε1, ε2, ε3, . . . , εm},

On définit aussi, pour tout 1 ≤ j ≤ m, la suite φ j(x, τ, p), avec

φ j(x, 0, p) = u j(x).

Alors on peut étendre φ j(x, 0, p) sur L2((0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2)) et on considère

Vm = vect{φ1, φ2, φ3, . . . , φm}.

Pour l’étude de notre problème nous définissons les approximation suivantes.
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ωm =

m∑
j=1

g jm(t)u j(x),

νm =

m∑
j=1

h jm(t)ε j(x),

ym =

m∑
j=1

f jm(t)φ j(x, τ, p),

qui satisfont le problème approximations suivantes :



ρ1(ωmtt, u j) + K((ωmx + ν j), umx) + µ1(νmt, u j)

+
(ˆ τ2

τ1

µ2(p)ym (x, 1, p, t) dp, u j
)

= 0,

b(νmx, ε jx) + ρ2(ωmtt, ε jx) + K((ωmx + ν), ε j) = 0,

(pymt(x, τ, p, t), φ j) + (ymτ(x, τ, p, t), φ j) = 0,

(pymtt(x, τ, p, t), φ j) + (ymτt(x, τ, p, t), φ j) = 0,

(2.10)

avec les conditions initiales


ωm(0) = ωm

0 , ωmt(0) = ωm
1 , ωmtt(0) = ωm

2 , ωmttt(0) = ωm
3 ,

νm(0) = νm
0 , νmt(0) = νm

1 ,

ym(0) = ym
0 , ymt(0) = ym

1 , ymtt(0) = ym
2 ,

(2.11)

qui satisfait
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

ωm
0 → ω0, f ortement dans H2(0, 1) ∩ H1

0(0, 1),

ωm
1 → ω1, f ortement dans H1

0(0, 1),

ωm
2 → ω2, f ortement dans H1

0(0, 1),

ωm
3 → ω3, f ortement dans L2(0, 1),

νm
0 → ν0, f ortement dans H2(0, 1) ∩ H1

0(0, 1),

νm
1 → ν1, f ortement dans H1

0(0, 1),

ym
0 → y0, f ortement dans H1((0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2)),

ym
1 → y1, f ortement dans H1((0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2)),

ym
2 → y2, f ortement dans H1((0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2)),

En utilisant des résultats standard sur la théorie des équations différentielles ordinaires on conclut que

le problème (2.10) − (2.11) a une solution locale (g jm, h jm, f jm) j=1,m définie sur [0,Tm]. Les estimations

suivantes montre que la solution locale peut étendre à une solution globale sur [0,T ], pour tout T > 0.

2.1.2 Estimation a priori I

En dérivant (2.7)1 par rapport à t et en multipliant par ωtt, on obtient

ρ1ωtttωtt − K(ωx + ν)xtωtt + µ1ω
2
tt +

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωttωtt(x, t − p)dp = 0. (2.12)

On peut écrit cette equation comme suit:

ρ1

2
d
dt
ω2

tt − K(ωx + ν)xtωtt + µ1ω
2
tt +

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωttωtt(x, t − p)dp = 0. (2.13)

depuis en intégrant le résultat précédant par rapport à x sur (0, 1), on obtient

ρ1

2
d
dt

ˆ 1

0
ω2

ttdx − K
ˆ 1

0
(ωx + ν)xtωttdx + µ1

ˆ 1

0
ω2

ttdx

+

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωtt(x, t − p)dpdx = 0.
(2.14)
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D’aprés l’équation (2.14), on a

ˆ 1

0
ωttνxtdx =

1
2

d
dt

[
ρ1

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx + K
ˆ 1

0
ω2

tx

]
+
µ1

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx

+
1
K

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)yt(x, 1, p, t)dpdx = 0.
(2.15)

D’autre part, en multipliant (2.101) par (g′jm), on obtient

ρ1ω
2
mttωmt + K(ωmx + νm)xωmt + µ1ω

2
mt

+

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωmtym(x, 1, p, t)dpdx = 0.
(2.16)

On intégrons l’équation (2.16) par rapport à x sur (0,1), on trouve

1
2

d
dt

[
ρ1

ˆ 1

0
ω2

mtdx + µ1

ˆ 1

0
ωmdx

]
+ K
ˆ 1

0
(ωmx + νm)ωmdx

+

ˆ 1

0
ωm

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωmym(x, 1, p, t)dpdx = 0.
(2.17)

Aussi, en multipliant (2.102) par (h′jm), on trouve

b(νmx, ε jxh′jm) + ρ2(ωmtt, ε jxh′jm) + K((ωmx + νm), ε jh′jm) = 0.

D’où

b
2

d
dt
ν2

mx + ρ2ωmttνmtx + K(ωmx + νm)νmtx = 0.

et par l’intégration l’équation précédant, on obtient
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b
2

d
dt

ˆ 1

0
ν2

mxdx + ρ2

ˆ 1

0
ωmttνmtxdx + K

ˆ 1

0
(ωmx + νm)νmtxdx = 0. (2.18)

Donc, en remplaçant l’égalité (2.15) dans l’équation (2.18), on obtient

1
2

d
dt

[
b
ˆ 1

0
ν2

mxdx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

mttdx + ρ2

ˆ t

0
ω2

mtxdx

+K
ˆ 1

0
(ωmx + νm)2dx

]
+
ρ2µ1

K

ˆ 1

0
ω2

mttdx

+
ρ2

K

ˆ 1

0
ωmtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymt(x, 1, p, t)dpdx = 0.

(2.19)

Par addition de deux équations (2.15) et (2.19) , on obtient

1
2

d
dt

[
ρ1

ˆ 1

0
ω2

mtdx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

mttdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

mtxdx + b
ˆ 1

0
ν2

mxdx

+K
ˆ 1

0
(ωmx + νm)2dx

]
+
ρ2µ1

K

ˆ 1

0
ω2

mttdx

+
ρ2

K

ˆ 1

0
ωmtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymt(x, 1, p, t)dpdx + µ1

ˆ 1

0
ω2

mtdx

+

ˆ 1

0
ωmt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ym(x, 1, p, t)dpdx = 0.

(2.20)

D’autre part, en multipliant (2.10)3 par (µ2(p) f jm), on obtient

ˆ 1

0
pµ2(p)ymymt(x, τ, p, t)dx = −

ˆ 1

0
µ2(p)ymymτ(x, τ, p, t)dx.

En intégrant la derniére égalité sur (0, t) × (0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2), on obtient
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1
2

d
dt

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
m(x, τ, p, t)dpdτdxds

= −

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymymτ(x, τ, p, t)dpdτdxds

= −
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)
d
dτ

y2
m(x, τ, p, t)dpdτdxds

=
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)(y2
m(x, 0, p, t) − y2

m(x, 1, p, t))dpdxds

=
1
2

(ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
)ˆ t

0

ˆ 1

0
y2

m(x, 0, p, s)dxds

−
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
m(x, 1, p, t)dpdxds.

(2.21)

De même, nous avons

1
2

d
dt

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mt(x, τ, p, t)dpdτdxds

= −

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymtymτt(x, τ, p, t)dpdτdxds

= −
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)
d
dτ

y2
mt(x, τ, p, t)dpdτdxds

=
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)(y2
mt(x, 0, p, t) − y2

mt(x, 1, p, t))dpdxds

=
1
2

(ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
)ˆ t

0

ˆ 1

0
y2

mt(x, 0, p, s)dxds

−
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
mt(x, 1, p, t)dpdxds.

(2.22)

Remark 2.2. Notons ici que ym(x, 0, p, t) = ωmt(x, t).

En intégrant l’équation (2.20) et en utilisant (2.21) et (2.22), on trouve
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Em(t) +

(
µ1 −

1
2

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp
)ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mt(s)dxds

+
ρ2

K

(
µ1 −

1
2

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp
) ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtt(s)dxds

+

ˆ t

0

ˆ 1

0
ωmt(s)

ˆ τ2

τ1

µ2(p)|ym(x, 1, p, s)dpdxds

+
ρ2

K

ˆ t

0

ˆ 1

0
ωmtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)|ytm(x, 1, p, s)dpdτdxds

+

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
m(x, 1, p, s)dpdτdxds

+
ρ2

K

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)|y2
tm(x, 1, p, s)dpdτdxds

= Em(0),

(2.23)

tel que

Em(t) =
1
2

[
ρ1

ˆ 1

0
ω2

mtdx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

mttdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

mtxdx

+b
ˆ 1

0
ν2

mxdx + K
ˆ 1

0
(ωmx + νm)2dx

]
+

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
m(x, τ, p, t)dpdτdx

+
ρ2

K

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
tm(x, τ, p, t)dpdτdx.

(2.24)

Finalement, on a les cas suivantes:

i) Si
ˆ τ2

τ1

µ2 (p) dp < µ1. Alors, en utilisant l’inégalité de Young, nous avons

ˆ t

0

ˆ 1

0
ωmt(s)

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ym (x, 1, p, s) dpdxds

≥ −
1
2

(
ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp)
ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mt(s)dxds

−
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
m (x, 1, p, s) dpdxds.

(2.25)

et
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ˆ t

0

ˆ 1

0
ωmtt(s)

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymt (x, 1, p, s) dpdxds

≥ −
1
2

(
ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp)
ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtt(s)dxds

−
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
mt (x, 1, p, s) dpdxds.

(2.26)

En remplaçant (2.25) dans l’équation (2.23), on obtient

Em(t) +

(
µ1 −

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp
)ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mt(s)dxds

+
ρ2

K
(µ1 −

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp)
ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtt(s)dxds

≤ Em(0). (2.27)

Donc il existe une constante η0 = µ1 −

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp, telle que

Em(t) + η0

ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mt(s)dxds +
ρ2

K
η0

ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtt(s)dxds ≤ Em(0). (2.28)

ii) Si µ1 =

ˆ τ2

τ1

µ2 (p) dp, et d’après (2.27), on a

Em(t) ≤ Em(0). (2.29)

iii) Alors dans les deux cases, on déduit qu’il existe une constante positive C indépendante de m, telle

que

Em(t) ≤ C, ∀t ≥ 0.

Cela veut dire que
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ˆ 1

0
ω2

mtdx +

ˆ 1

0
ω2

mttdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

mtxdxdx +

ˆ 1

0
ν2

mxdx

+

ˆ 1

0
(ωmx + νm)2 +

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
m(x, τ, p, t)dpdτdx

+

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mt(x, τ, p, t)dpdτdx ≤ C.

(2.30)

Ainsi, on peut prendre tm = T, pour tout T > 0.

2.1.3 Estimation a priori II

La dérivation de l’équation (2.101) par rapport à t et la multiplication par ωmtt, nous donne

ρ1ωmtttωmtt + K(ωmx + νm)xωmtt + µ1ω
2
mtt

+

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωmttymt(x, 1, p, t)dpdx = 0.
(2.31)

Depuis en intégrant le résultat précédant par rapport à x sur (0, 1), on obtient

ρ1

2
d
dt

ˆ 1

0
ω2

mttdx + K
ˆ 1

0
(ωmx + νm)xωmttdx + µ1

ˆ 1

0
ω2

mttdx

+

ˆ 1

0
ωmtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymt(x, 1, p, t)dpdx = 0.
(2.32)

Aussi, en dérivant l’équation (2.10)2 par rapport à t et en multipliant par (νmtt), on trouve

bνmxxtνmtt + ρ2ωmttxtνmtt + K(ωmx + ν)νmtt = 0. (2.33)

De Puis en intégrant le résultat précédant par rapport à sur (0, 1), on obtient

b
2

d
dt

ˆ 1

0
ν2

mxtdx + ρ2

ˆ 1

0
ωmtttνmttxdx + K

ˆ 1

0
(ωmx + ν)νmttdx = 0. (2.34)
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D’autre part, en dérivant l’équation (2.10)1 deux fois par rapport à t, on trouve

νmttx =
1
K

(
ρ1ωmtttt − Kωmttxx + µ1ωmttt +

ˆ τ2

τ1

|µ2(p)|ymtt(x, 1, p, t)
)
,

Donc, on doit remplaçant la dernière égaliteé dans l’équation (2.34), on trouve

d
dt

[
ρ1ρ2

2K

ˆ 1

0
ω2

mtttdx +
ρ2

2

ˆ 1

0
ω2

mttxdx +
b
2

ˆ 1

0
ν2

mxtdx
]

+
ρ2µ1

K

ˆ 1

0
ω2

mtttdx +
ρ2

K

ˆ 1

0
ωmttt

ˆ τ2

τ1

|µ2(p)|ymtt(x, 1, p, t)dp

+K
ˆ 1

0
(ωmxt + νmt)νmttdx = 0.

(2.35)

Par addition des équations (2.32) et (2.35) , on obtient

1
2

d
dt

[
ρ1

ˆ 1

0
ω2

mttdx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

mtttdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

mttxdx

+b
ˆ 1

0
ν2

mtxdx + K
ˆ 1

0
(ωmtx + νmt)2dx

]
+ µ1

ˆ 1

0
ω2

mttdx

+

ˆ 1

0
ωmtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymt (x, 1, p, t) dpdx +
ρ2µ1

K

ˆ 1

0
ω2

mtttdx

+
ρ2

K

ˆ 1

0
ωmttt

ˆ τ2

τ1

|µ2(p)|ymtt(x, 1, p, t)dp = 0.

(2.36)

En suite, en multipliant l’équation (2.7)4 par (µ2(p) f ′jm), on obtient

pµ2(p)ymtymtt(x, τ, p, t) + µ2(p)ymtymtτ(x, τ, p, t) = 0. (2.37)

Ce équivalant à

p
2

d
dt
µ2(p)y2

mt(x, τ, p, t) + µ2(p)ymtymtτ(x, τ, p, t) = 0. (2.38)
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En intégrant l égalité (2.38) sur (0, t) × (0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2), on obtient

1
2

d
dt

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mt(x, τ, p, t)dpdτdxds

= −

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymtymτt(x, τ, p, t)dpdτdxds

= −
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)
d
dτ

y2
mt(x, τ, p, t)dpdτdxds

=
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)(y2
mt(x, 0, p, t) − y2

mt(x, 1, p, t))dpdxds

=
1
2

(ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
)ˆ t

0

ˆ 1

0
y2

mt(x, 0, p, s)dxds

−
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
mt(x, 1, p, t)dpdxds.

(2.39)

Remark 2.3. Notons ici que ymt(x, 0, p, t) = ωmtt(x, t).

Maintenant, en fait une intégration sur (0, t) de l’équation (2.36) et en utilisant l’équation (2.39), on

trouve

Gm(t) +

(
µ1 −

1
2

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp
) ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtt(s)dxds

+
ρ2

K

(
µ1 −

1
2

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp
) ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mttt(s)dxds

+

ˆ t

0

ˆ 1

0
ωmt(s)

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ym (x, 1, p, s) dpdxds

+
ρ2

K

ˆ t

0

ˆ 1

0
ωmttt(s)

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymtt(x, 1, p, s)dpdxds

+

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mt(x, 1, p, s)dpdτdxds

+
ρ2

K

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mtt(x, 1, p, s)dpdτdxds

= Fm(0),

(2.40)

tel que
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Gm(t) =
1
2

[
ρ1

ˆ 1

0
ω2

mttdx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

mtttdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

mttxdx

+b
ˆ 1

0
ν2

mxtdx + K
ˆ 1

0
(ωmxt + νmt)2dx

]
+

1
2

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mt(x, τ, p, t)dpdτdx

+
ρ2

2K

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mtt(x, τ, p, t)dpdτdx.

(2.41)

Nous avons les cas suivants

i) Si
ˆ τ2

τ1

µ2 (p) dp < µ1, d’après l’inégalité de Young, on a

ˆ t

0

ˆ 1

0
ωmtt(s)

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymt (x, 1, p, s) dpdxds

≥ −
1
2

(
ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp)
ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtt(s)dxds

−
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
mt (x, 1, p, s) dpdxds.

(2.42)

et

ˆ t

0

ˆ 1

0
ωmttt(s)

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymtt (x, 1, p, s) dpdxds

≥ −
1
2

(
ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp)
ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mttt(s)dxds

−
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
mtt (x, 1, p, s) dpdxds.

(2.43)

En remplaçant (2.42) dans l’équation (2.40), on obtient

Gm(t) +

(
µ1 −

ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
)ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtt(s)dxds

+
ρ2

K
(µ1 −

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp)
ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtt(s)dxds

≤ Gm(0).

(2.44)
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Donc il existe une constante η0 = µ1 −

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp telle que

Gm(t) + η0

ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtt(s)dxds +
ρ2

K
η0

ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mttt(s)dxds ≤ Gm(0). (2.45)

ii) Si µ1 =

ˆ τ2

τ1

µ2 (p) dp, et d’après (2.27), on a

Gm(t) ≤ Gm(0). (2.46)

iii) Alors dans les deux cases, on déduit qu’il existe une constante positive C1 indépendante de m telle

que

Gm(t) ≤ C1, ∀t ≥ 0.

Cela veut dire que

ˆ 1

0
ω2

mttdx +

ˆ 1

0
ω2

mtttdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

mttxdxdx +

ˆ 1

0
ν2

mtxdx

+

ˆ 1

0
(ωmtx + νmt)2 +

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mt(x, τ, p, t)dpdτdx

+

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mtt(x, τ, p, t)dpdτdx ≤ C1.

(2.47)

Ainsi, on peut prendre tm = T, pour tout T > 0.

2.1.4 Estimation à priori III

En multipliant (2.10)1 par (−ωmtxx),on obtient

−ρ1ωmttωmtxx − K(ωmx − νm)xωmtxx − µ1ωmtωmtxx

−

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωmtxxym(x, 1, p, t)dp = 0.

Depuis En intégrant le résultat précédant sur (0, 1) par rapport à x, on trouve
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ρ1

2
d
dt

ˆ 1

0
ω2

mtxdx + K
ˆ 1

0
(ωmx + νm)xωmtxxdx + µ1

ˆ 1

0
ω2

mtxdxˆ 1

0
ωmtxx

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ym(x, 1, p, t)dpdx = 0.
(2.48)

Aussi, en multipliant (2.10)2 par (−νmtxx),on trouve

−bνmxxνmtxx − ρ2ωmttxνmtxx − K(ωmx + ν)νmtxx = 0.

Donc, en intégrant le résultat précédant sur (0, 1) par rapport à x, on trouve

ρ2

ˆ 1

0
ωmttxνmtxxdx + b

ˆ 1

0
νmxxνmtxxdx + K

ˆ 1

0
(ωmx + νm)xνmtxdx = 0. (2.49)

Ceci équivalent à

ρ2

ˆ 1

0
ωmttxνmtxxdx +

b
2

d
dt

ˆ 1

0
ν2

mxxdx + K
ˆ 1

0
(ωmx + νm)xνmtxdx = 0. (2.50)

D’autre part , en dérivant l’équation (2.10)1 par rapport à t et par rapport à x, on a trouve

νmtxx =
1
K

[
ρ1ωmtttx − Kωmxxxt + µ1ωmttx −

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymxt (x, 1, p, t) dp
]
.

En remplaçant cette égalité dans l’équation (2.50) et d’ après la formule d’intégration par partie, on

obtient

ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ωmttxωmtttxdx + ρ2

ˆ 1

0
ωmttxxωmtxxdx +

µ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

mttxdx

+b
ˆ 1

0
ν2

mxxdx + K
ˆ 1

0
(ωmx + νm)xνmtxdx

+
ρ2

K

ˆ 1

0
ωmttx

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymtx (x, 1, p, t) dpdx = 0.

(2.51)
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Par conséquent, on obtient

1
2

d
dt

[
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

mttxdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

mtxxdx
]

+ b
ˆ 1

0
ν2

mxxdx

+K
ˆ 1

0
(ωmx + νm)xνmtxdx +

µ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

mttxdx

+
ρ2

K

ˆ 1

0
ωmttx

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymtx (x, 1, p, t) dpdx = 0.

(2.52)

Par addition des équations (2.48) et (2.52), on obtient

1
2

d
dt

[
ρ1

ˆ 1

0
ω2

mtxdx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

mttxdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

mtxxdx

+K
ˆ 1

0
(ωmxx + νmx)2dx

]
+ b
ˆ 1

0
ν2

mxxdx + µ1

ˆ 1

0
ω2

mtxdx

+

ˆ 1

0
ωmtxx

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ym (x, 1, p, t) dpdx + µ1
ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

mttdx

+
ρ2

K

ˆ 1

0
ωmttx

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymtx(x, 1, p, t)dpdx = 0.

(2.53)

D’autre Part, en dérivant l’équation (2.10)3 par rapport à x, on obtient

pytx(mx, τ, p, t) + ymτx(x, τ, p, t) = 0.

Depuis, en multipliant l’égalité précédant par (µ2(p)ymx), on trouve

pµ2(p)ymxymtx(mx, τ, p, t) + µ2(p)ymxymτx(x, τ, p, t) = 0.

et en intégrant l’éaution (2.54) sur (0, 1) par rapport à x, on trouve

ˆ 1

0
pµ2(p)ymxymtx(x, τ, p, t)dx +

ˆ 1

0
µ2(p)ymxymτx(x, τ, p, t)dx = 0,

Ce qui implique que
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1
2

d
dt

ˆ 1

0
pµ2(p)y2

mx(x, τ, p, t)dx = −

ˆ 1

0
µ2(p)ymxymτx(x, τ, p, t)dx.

En intégrant la derniére égalité sur (0, t) × (0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2), on obtient

1
2

d
dt

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mx(x, τ, p, t)dpdτdxds

= −

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymymτx(x, τ, p, t)dpdτdxds

= −
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)
d
dτ

y2
mx(x, τ, p, t)dpdτdxds

=
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)(y2
mx(x, 0, p, t) − y2

mx(x, 1, p, t))dpdxds

=
1
2

(ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
)ˆ t

0

ˆ 1

0
y2

mx(x, 0, p, s)dxds

−
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
mx(x, 1, p, t)dpdxds.

(2.54)

De même, nous avons

1
2

d
dt

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mtx(x, τ, p, t)dpdτdxds

= −

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymtxymτtx(x, τ, p, t)dpdτdxds

= −
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)
d
dτ

y2
mtx(x, τ, p, t)dpdτdxds

=
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)(y2
mtx(x, 0, p, t) − y2

mtx(x, 1, p, t))dpdxds

=
1
2

(ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
)ˆ t

0

ˆ 1

0
y2

mtx(x, 0, p, s)dxds

−
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
mtx(x, 1, p, t)dpdxds.

(2.55)

Remark 2.4. Notons ici que ymx(x, 0, p, t) = ωmtx(x, t).

Maintenant, on doit intégron sur (0, t) l’équation (2.53) et en utilisant l’équation(2.54) et (2.55), pour

trouveé
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Fm(t) +

(
µ1 −

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp
)ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtx(s)dxds

+
ρ2

K

(
µ1 −

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp
)ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mttxdxds

≤ Fm(0).

tel que

Fm(t) =
1
2

[
ρ1

ˆ 1

0
ω2

mtxdx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

mttxdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

mtxxdx

+b
ˆ 1

0
ν2

mxxdx + K
ˆ 1

0
(ωmxx + νmx)2dx

]
+

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mx(x, τ, p, t)dpdτdx

+
ρ2

K

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mtx(x, τ, p, t)dpdτdx.

(2.56)

Donc, on a les deux cas suivants

a) Si
ˆ τ2

τ1

µ2 (p) dp < µ1, d’après l’inégalité de Young, on a

ˆ t

0

ˆ 1

0
ωmtx(s)

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ymx (x, 1, p, s) dpdxds

≥ −
1
2

(
ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp)
ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtx(s)dxds

−
1
2

ˆ t

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
mx (x, 1, p, s) dpdxds.

(2.57)

En remplaçant (2.57) dans l’équation (2.56), on trouve

Em(t) +

(
µ1 −

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp
)ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtx(s)dxds

+
ρ2

K
(µ1 −

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp)
ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mttx(s)dxds

≤ Em(0). (2.58)
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Donc il existe une constante η0 = µ1 −

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)dp telle que

Fm(t) + η0

ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mtx(s)dxds +
ρ2

K
η0

ˆ t

0

ˆ 1

0
ω2

mttx(s)dxds ≤ Fm(0). (2.59)

ii) Si µ1 =

ˆ τ2

τ1

µ2 (p) dp, et d’après (2.58), on a

Fm(t) ≤ Fm(0). (2.60)

iii) Alors dans les deux cases, on déduit qu’il existe une constante positive C2 indépendante de m telle

que

Fm(t) ≤ C2, ∀t ≥ 0.

Cela veut dire que

ˆ 1

0
ω2

mtxdx +

ˆ 1

0
ω2

mttxdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

mtxxdxdx +

ˆ 1

0
ν2

mxxdx

+

ˆ 1

0
(ωmxx + νm)2 +

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mx(x, τ, p, t)dpdτdx

+

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
mtx(x, τ, p, t)dpdτdx ≤ C2.

(2.61)

Ainsi, on peut prendre tm = T, pour tout T > 0.

2.1.5 Passage à la limite

D’après (2.30), (2.47) et (2.61) nous concluons que pour toute m ∈ N
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ωm est bornée dansL∞(R+,H2(0, 1) ∩ H1
0(0, 1)),

ωmt est bornée dansL∞(R+,H2(0, 1) ∩ H1
0(0, 1)),

ωmtt est bornée dansL∞(R+,H1
0(0, 1)),

νm est bornée dansL∞(R+,H2(0, 1) ∩ H1
0(0, 1)),

νmt est bornée dansL∞(R+, L2(0, 1)),

ym est bornée dansL∞(R+,H1((0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2))),

ymt est bornée dansL∞(R+,H1((0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2))),

(2.62)

Ainsi, on obtient

ωm
∗
⇀ ω dans L2(R+,H2(0, 1) ∩ H1

0(0, 1),

ωmt
∗
⇀ ωt dans L2(R+,H2(0, 1) ∩ H1

0(0, 1)),

ωmtt
∗
⇀ ωtt dans L2(R+,H1

0(0, 1)),

νm
∗
⇀ ν dans L2(R+,H2(0, 1) ∩ H1

0(0, 1)),

νmt
∗
⇀ νt dans L2(R+, L2(0, 1)),

ym
∗
⇀ y dans L2(R+,H1((0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2))),

ymt
∗
⇀ yt dans L2(R+,H1((0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2))),

(2.63)

On peut aussi en déduire que ωm, ωmt, νm sont bornées dans

L2(R+,H2(0, 1) ∩ H1(0, 1)) ,H2(0, 1) ∩ H1
0(0, 1))

et ωmtt, νmt sont bornées dans L2(R+, L2(0, 1)). Donc, en utilisant un théorème d’Aubin-Lions [20], il

vient que pour toute T > 0,

ωm −→ ω dans L∞(0,T,H1
0(0, 1)),

ωmt −→ ωt dans L∞(0,T,H1
0(0, 1)),

νm −→ ν dans L∞(0,T,H1
0(0, 1)),

On obtient également d’après le Lemme 1.4 dans Kim [18]

ωm −→ ω dans C(0,T,H1
0(0, 1)),

ωmt −→ ωt dans C(0,T,H1
0(0, 1)),

νm −→ ν dans C(0,T,H1
0(0, 1)),
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En suite, par passage à la limite dans le problème approximatif (2.10) − (2.11), on déduit que (ω, ν) est

une solution du problème (2.7) − (2.9).

Dépendance continue et unicité

Soient (ϕ, ϕt, ϕtt, ψ,Υ,Υt) et (Γ,Γt,Γtt,Ξ,Π,Πt) deux solutions du système (2.7) − (2.9) avec les condi-

tions initiales (ϕ0, ϕ1, ϕ2, ψ0,Θ0,Θ1) et (Γ0,Γ1,Γ2,Ξ0,Φ0,Φ1), respectivement. On pose

Λ(t) = ϕ − Γ,

Σ(t) = ψ − Ξ,

χ(t) = Π − Φ,

avec (Λ,Σ, χ) vérifies les équations (2.7) − (2.8). Donc, on a


ρ1Λtt − K(Λx + Σ)x + µ1Λt +

ˆ τ2

τ1

µ2(p)Λt (x, t − p) dp = 0.

−ρ2Λttx − bΣxx + K(Λx + Σ) = 0.

pχt(x, τ, p, t) + χτ(x, τ, p, t) = 0.

(2.64)

1. En multipliant l’équation (2.64)1 par Λt, on obtient

ρ1

2
d
dt
Λ2

t − K(Λx + Σ)xΛt + µ1Λ
2
t +

ˆ τ2

τ1

µ2(p)Λtχ(x, 1, p, t)dpdx = 0. (2.65)

Alors, en intégrant le résultat précédant par rapport à x sur (0, 1), on trouve

1
2

d
dt

ˆ 1

0
Λ2

t dx + K
ˆ 1

0
(Λx + Σ)Λtxdx + µ1

ˆ 1

0
Λ2

t dx

+

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)χ(x, 1, p, t)Λtdpdx = 0.
(2.66)

Aussi, en multipliant l’équation (2.64)2 par Σt, on obtient

−ρ2ΛttxΣt −
1
2

d
dt

Σ2
x + K(Λx + Σ)Σt = 0. (2.67)
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Donc, en intégrant d’abord le résultat précédant sur (0, 1) par rapport à x, on trouve

ρ2

ˆ 1

0
ΛttΣtxdx + b

ˆ 1

0
Σ2

xdx + K
ˆ 1

0
(Λx + Σ)Λtdx = 0. (2.68)

D’autre part, en dérivant léquation (2.64)1 par apport à t, et en multipliant par Λtt, on obtient

ρ1

2
d
dt
Λ2

tt − K(Λx + Σ)xtΛtt + µ1Λ
2
tt

+

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ΛttΛtt(x, t − p)dpdx = 0.
(2.69)

Et en intégrant le résultat sur (0, 1), on trouve

ρ1

2
d
dt

ˆ 1

0
Λ2

ttdx − K
ˆ 1

0
(Λx + Σ)xtΛttdx + µ1

ˆ 1

0
Λ2

ttdx

+

ˆ 1

0
Λtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)Λtt(x, t − p)dpdx = 0.
(2.70)

D’aprés l’équation (2.70), on a

K
ˆ 1

0
ΛttΣtxdx =

1
2

d
dt

[
ρ1

ˆ 1

0
Λ2

ttdx + K
ˆ 1

0
Λ2

tx

]
dx

+µ1

ˆ 1

0
Λ2

ttdx +

ˆ 1

0
Λtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)Λtt(x, t − p)dpdx,
(2.71)

Donc, en remplaçant l’equation (2.71) dans léquation (2.68), on trouve

1
2

d
dt

[
ρ1

ˆ 1

0
Λ2

t dx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
Λ2

ttdx + ρ2

ˆ 1

0
Λ2

txdx

+b
ˆ 1

0
Σ2

xdx + K
ˆ 1

0
(Λx + Σ)2dx

]
+ µ1

ˆ 1

0
Λ2

t dx

+
ρ2

K

ˆ 1

0
Λtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)χt (x, 1, p, t) dpdx + µ1
ρ2

K

ˆ 1

0
Λ2

ttdx

+

ˆ 1

0
Λ2

mt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)χ (x, 1, p, t) dpdx = 0.

(2.72)

Aussi, en multipliant l’équation (2.64)3 par µ2χ, on obtient
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pµ2χχt(x, τ, p, t) + µ2χχτ(x, τ, p, t) = 0.

Et en intégrant cette équation sur (0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2) par rapport à x, on trouve

1
2

d
dt

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)χ2(x, τ, p, t)dpdτdx

= −

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)χχτ(x, τ, p, t)dpdτdx

= −
1
2

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)
d
dτ
χ2(x, τ, p, t)dpdτdx

=
1
2

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)(χ2(x, 0, p, t) − χ2(x, 1, p, t))dpdx.

(2.73)

Alors, d’après (2.72) et (2.73), on obtient

1
2

d
dt

[
ρ1

ˆ 1

0
Λ2

t dx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
Λ2

ttdx + ρ2

ˆ 1

0
Λ2

txdx + b
ˆ 1

0
Σ2

xdx

+K
ˆ 1

0
(Λx + Σ)2dx +

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)χ2(x, τ, p, t)dpdτdx
]

+(µ1 −
1
2

ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp)
ˆ 1

0
Λ2

t dx +
1
2

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)χ2(x, 1, p, t)dpdx

+µ1
ρ2

K

ˆ 1

0
Λ2

ttdx +
ρ2

K

ˆ 1

0
Λtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)χ (x, 1, p, t) dpdx.

D’où

d
dt
E(t) = −(µ1 −

1
2

ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp)
ˆ 1

0
Λ2

t dx −
1
2

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)χ2(x, 1, p, t))dpdx

−µ1
ρ2

K

ˆ 1

0
Λ2

ttdx −
ρ2

K

ˆ 1

0
Λtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)χ (x, 1, p, t) dpdx. (2.74)

En utilisant l’inégalité de Young, on obtient
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d
dt
E(t) ≤ c

(ˆ 1

0
Λ2

t dx +

ˆ 1

0
Λ2

ttdx
)

≤ c
(ˆ 1

0
Λ2

t dx +

ˆ 1

0
Λ2

ttdx +

ˆ 1

0
Λ2

txdx +

ˆ 1

0
Σ2

xdx

+

ˆ 1

0
(Λx + Σ)2dx +

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)χ2(x, τ, p, t)dpdx
)
.

(2.75)

tel que

E(t) =
1
2

[
ρ1

ˆ 1

0
Λ2

t dx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
Λ2

ttdx + ρ2

ˆ 1

0
Λ2

txdx + K
ˆ 1

0
(Λx + Σ)2dx

+b
ˆ 1

0
Σ2

xdx
]

+

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)χ2(x, 1, p, t)dpdτdx.
(2.76)

On intègre l’équation (2.75), on obtient

E(t) ≤ E(0) + C1

ˆ t

0

(
‖Λt‖

2 + ‖Λtt‖
2 + ‖Λtx‖

2 + ‖Σx‖
2

+‖Λx + Σ‖2 +

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)‖χ(x, τ, p, t)‖2dpdx
)
ds, (2.77)

D’autre part, on a

E(t) ≥ co(‖Λt‖
2 + ‖Λtt‖

2 + ‖Σx‖
2 + ‖(Λx + Σ)‖2

+

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)‖χ(x, 1, p, t)‖2dpdx).
(2.78)

Et d’après l’inégalité de Gronwall, on obtient

‖Λt‖
2 + ‖Λtt‖

2 + ‖Λtx‖
2 + ‖Σx‖

2 + ‖Λx + Σ‖2

+

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)‖χ(x, τ, p, t)‖2dpdx ≤ eC2tE(0). (2.79)



36

Ce qui montre que la solution de notre problème dépend seulement des données initiales. L’unicité de

la solution découle des conditions initiales suivantes

ϕ(0) = Γ(0),

ψ(0) = Ξ(0),

Υ(0) = Π(0),

La solution faible

Si (ω0, ω1, ω2, ω3, ν0) ∈ H1
0(0, 1) × L2

( 0, 1) × L2(0, 1) × L2(0, 1) × H1
0(0, 1) nous pouvons utiliser des

arguments de densité comme dans Lions[20], pour obtenir que le problème (2.7) − (2.9) admet une

solution faible. Ceci, termine la preuve du Théorème.



Chapter 3

La stabilité exponentielle

Dans ce chapitre nous allons utiliser la méthode des multiplicateurs pour démontrer la stabilité expo-

nentielle du système (2.7) − (2.8), le principe de cette méthode est de construire une nouvelle fonction-

nelle, dite fonctionnelle de Lyapunov, équivalente à l’énergie classique et qui décroit exponentiellement.

Nous commençons d’abord, par la démonstration de quelques lemmes utiles pour démontrer la stabilité

du système.

La fonctionnelle d’énergie du système (2.7) − (2.8) est définie par

E(t) =
1
2

(
ρ1

ˆ 1

0
ω2

t dx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

txdx + b
ˆ 1

0
ν2

xdx

+K
ˆ 1

0
(ωx + ν)2dx +

1
2

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2(x, τ, p, t)dpdτdx
)
.

(3.1)

Lemma 3.1. La fonction d’énergie E(t) satisfait

E′(t) ≤ −
(
µ1 −

ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
)ˆ 1

0
ω2

t (s)dxds

−

(
µ1 −

ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
) ˆ 1

0
ω2

tt(s)dxd

≤ −η0

ˆ 1

0
ω2

t (s)dxds − η0
ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx

≤ 0,

(3.2)

avec η0 =

(
µ1 −

ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
)
> 0.

37
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Preuve

La multiplication de l’équation (2.7)1 par ωt, nous donne

ρ1ωttωtdx − K(ωx + ν)ωtxdx + µ1ω
2
t dx +

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωtωt(x, t − p)dpdx = 0.

En intégrant le résultat précédant sur (0, 1) par rapport à x, on trouve

ρ1

ˆ 1

0
ωttωtdx − K

ˆ 1

0
(ωx + ν)ωtxdx + µ1

ˆ 1

0
ω2

t dx +

ˆ 1

0
ωt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωt(x, t − p)dpdx = 0.

On peut écrivons cette equation comme suite:

1
2

d
dt
ρ1

ˆ 1

0
ω2

t dx + K
ˆ 1

0
(ωx + ν)ωtxdx + µ1

ˆ 1

0
ω2

t dx

+

ˆ 1

0
ωt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωt(x, t − p)dpdx = 0.
(3.3)

La multiplication de l’équation (2.7)2 par νt et l’intégration sur (0, 1) par rapport à x, nous donne

−ρ2

ˆ 1

0
ωttνtxdx − b

ˆ 1

0
νxνtxdx + K

ˆ 1

0
(ωx + ν)νtdx = 0.

Ce équivalente

ρ2

ˆ 1

0
ωttωtxdx +

b
2

d
dt

ˆ 1

0
ν2

xdx + K
ˆ 1

0
(ωx + ν)νtdx = 0. (3.4)

D’autre part, en dérivant l’équation (2.7)1, et en multipliant par ωtt, on obtient

ρ1

2
d
dt
ω2

tt − K(ωx + ν)xtωtt + µ1ω
2
tt +

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωttωtt(x, t − p)dp = 0.

Donc, en intégrant l’équation précédant sur (0, 1), on trouve
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ρ1

2
d
dt

ˆ 1

0
ω2

tt − K
ˆ 1

0
(ωx + ν)xtωtt + µ1

ˆ 1

0
ω2

tt

+

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωtt(x, t − p)dp = 0.
(3.5)

D’aprés l’équation (3.5), on obtient

ˆ 1

0
ωttνtxdx =

1
2

d
dt

[
ρ1

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx +

ˆ 1

0
ω2

txdx
]

+
µ1

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx +
1
2

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωtt(x, 1, p, t)dpdx.
(3.6)

Alors, en remplaçant (3.6) dans l’équation (3.4), on obtient

1
2

d
dt

[
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

txdx + b
ˆ 1

0
ν2

xdx
]

+
µ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx (3.7)

+
ρ2

K

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωtt(x, 1, p, t)dpdx + K
ˆ 1

0
(ωx + ν)νtdx = 0.

D’après (3.3) et (3.7), on a

1
2

d
dt

[
ρ1

ˆ 1

0
ω2

t dx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

txdx + b
ˆ 1

0
ν2

xdx

+K
ˆ 1

0
(ωx + ν)2dx +

]
+ µ1

ˆ 1

0
ω2

t dx +
µ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx

+

ˆ 1

0
ωt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y(x, 1, p, t)dpdx +
ρ2

K

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y (x, 1, p, t) dpdx = 0.

(3.8)

D’autre part, en multipliant l’équation (2.7)3 par µ2y,on obtient

pµ2(p)yyt(x, τ, p, t) + µ2(p)yyτ(x, τ, p, t) = 0.

Par intégration sur (0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2), on obtient
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1
2

d
dt

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2(x, τ, p, t)dpdτdx

= −

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)yyτ(x, τ, p, t)dpdτdx

= −
1
2

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)
d
dτ

y2(x, τ, p, t)dpdτdx

=
1
2

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)(y2(x, 0, p, t) − y2(x, 1, p, t))dpdx

1
2

(ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
)ˆ 1

0
ω2

t dx

−
1
2

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
t (x, 1, p, t)dpdx.

(3.9)

De même pour l’équation (2.7)4, on trouve

1
2

d
dt

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
t (x, τ, p, t)dpdτdx

= −

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ytytτ(x, τ, p, t)dpdτdx

= −
1
2

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)
d
dτ

y2
t (x, τ, p, t)dpdτdx

=
1
2

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)(y2
t (x, 0, p, t) − y2

t (x, 1, p, t))dpdx

1
2

(ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
)ˆ 1

0
ω2

ttdx

−
1
2

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
t (x, 1, p, t)dpdx.

(3.10)

Remark 3.2.  y(x, 0, p, t) = ωt(x, t),

yt(x, 0, p, t) = ωtt(x, t).

Alors, d’après (3.8) et (3.10), on obtient
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1
2

d
dt

[
ρ1

ˆ 1

0
ω2

t dx +
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

txdx + b
ˆ 1

0
ν2

xdx

+K
ˆ 1

0
(ωx + ν)2dx +

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2(x, τ, p, t)dpdx
]

+(µ1 −
1
2

ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp)
ˆ 1

0
ν2

t dx +
1
2

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2(x, 1, p, t))dpdx

+

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2 (x, 1, p, t) νtdpdx + µ1
ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx (3.11)

+
ρ2

K

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y(x, 1, p, t)dpdx = 0.

Ce qui montre que

d
dt
E(t) = −(µ1 −

1
2

ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp)
ˆ 1

0
ν2

t dx −
1
2

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2(x, 1, p, t))dpdx

−

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2 (x, 1, p, t) νtdpdx − µ1
ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx

−
ρ2

K

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y(x, 1, p, t)dpdx = 0

Donc, d’après l’inégalité de Young, on obtient

E′(t) ≤ −
(
µ1 −

ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
)ˆ 1

0
ω2

t (s)dx −
ρ2

K
(µ1 −

ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp)
ˆ 1

0
ω2

ttdx,

Alors il existe un constant η0 > 0 qui vérifié

E′(t) ≤ −η0

ˆ 1

0
ω2

t (s)dx − η0
ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx.
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Lemma 3.3. La fonctionnelle

F1(t) := −
µ1

2

ˆ 1

0
ω2

t dx − K
ˆ 1

0
ωtxωxdx

satisfait

F′1 (t) ≤ −K
ˆ 1

0
ω2

txdx + ε1

ˆ 1

0
ν2

xdx

+c(1 +
1
ε1

)
ˆ 1

0
ω2

ttdx + c
ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2(x, 1, p, t)dpdx.
(3.12)

Preuve

On a

F′1(t) = −µ1

ˆ 1

0
ωttωtdx − K

ˆ 1

0
ωttωxxdx − K

ˆ 1

0
ω2

txdx.

En multipliant l’équation (2.7)1 par ωtt, on trouve

ρ1ω
2
tt − K(ωx + ν)xωtt + µ1ωtωtt +

ˆ τ2

τ1

ωttµ2(p)y(x, 1, p, t)dp.

Depuis, en intégrant l’égalité précédant par rapport à x sur (0,1), on obtient

ρ1

ˆ 1

0
ω2

ttdx − K
ˆ 1

0
(ωx + ν)xωttdx +

µ1

2
d
dt

ˆ 1

0
ω2

t dx +

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y(x, 1, p, t)dpdx.

Par conséquence, on a
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−µ1

ˆ 1

0
ωttωtdx = ρ1

ˆ 1

0
ω2

ttdx − K
ˆ 1

0
(ωx + ν)xωttdx

+

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y(x, 1, p, t)dpdx

= ρ1

ˆ 1

0
ω2

ttdx − K
ˆ 1

0
νxωttdx + K

ˆ 1

0
ωxxωttdx

+

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y(x, 1, p, t)dpdx,

(3.13)

D’óu

F′1(t) = ρ1

ˆ 1

0
ω2

ttdx − K
ˆ 1

0
νxωttdx − K

ˆ 1

0
ω2

txdx

+

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y(x, 1, p, t)dpdx.
(3.14)

D’après l’inégalité de Young, on a

−

ˆ 1

0
ω2

ttdx ≤
K
ε

ˆ 1

0
ω2

ttdx + Kε
ˆ 1

0
ω2

ttdx,

Et d’après l’inégalité de Poincaré, on a

ˆ 1

0
ν2dx ≤ ε1

ˆ 1

0
ν2

xdx,

et
ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y(x, 1, p, t)dpdx ≤ c
ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2(x, 1, p, t)dpdx.

Ce qui entraı̂ne que

F′1 (t) ≤ K
ˆ 1

0
ω2

txdx + ε1

ˆ 1

0
ν2

xdx + c
(
1 +

1
ε1

)ˆ 1

0
ω2

ttdx

+c
ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2(x, 1, p, t)dpdx.
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Lemma 3.4. La fonctionnelle

F2(t) := ρ1

ˆ 1

0
ωωtdx +

µ1

2

ˆ 1

0
ω2dx +

ρ1ρ2

2K

ˆ 1

0
ω2

t dx + ρ2

ˆ 1

0
ωtxωxdx,

satisfait

F′2(t) ≤ −
ρ1ρ2

2K

ˆ 1

0
ω2

ttdx −
K
2

ˆ 1

0
(ωx + ν)2dx − b

ˆ 1

0
ν2

xdx

+ρ2

ˆ 1

0
ω2

txdx + ρ1

ˆ 1

0
ω2

t dx + c
ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2(x, 1, p, t)dpdx.
(3.15)

preuve.

En dérivant F2 par rapporte à t, on trouve

F′2(t) = ρ1

ˆ 1

0
ω2

t dx + ρ1

ˆ 1

0
ωttωdx + µ1

ˆ 1

0
ωtωdx

+
ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ωttωtdx + ρ2

ˆ 1

0
ωttxωxdx + ρ2

ˆ 1

0
ω2

txdx.
(3.16)

D’autre part, en intégrant l’équation (2.7)1 par ω, on trouve

ρ1ωttω − K(ωx + ν)xω + µ1ωtω +

ˆ τ2

τ1

µ2(p)ωy(x, 1, p, t)dpdx = 0, (3.17)

Depuis, oen intégrant l’équation précédant par rapport à x sur (0, 1), on trouve

ρ1

ˆ 1

0
ωttω − K

ˆ 1

0
(ωx + ν)xω +

µ1

2
d
dt

ˆ 1

0
ω2 +

ˆ 1

0
ω

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y(x, 1, p, t)dpdx = 0, (3.18)

Donc, on a

−
µ1

2
d
dt

ˆ 1

0
ω2 = ρ1

ˆ 1

0
ωttωdx + K

ˆ 1

0
(ωx + ν)xωdx

+

ˆ 1

0
ω

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y(x, 1, p, t)dpdx,
(3.19)
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D’autre part en multipliant l’équation (2.7)2 par ωx, on obtient

−ρ2ωttxωx − bνxxωx + K(ωx + ν)ωx = 0,

Donc, en intégrant l’égalité précédant par rapport à x sur (0, 1), on trouve

−ρ2

ˆ 1

0
ωttxωxdx − b

ˆ 1

0
νxxωx + K

ˆ 1

0
(ωx + ν)ωxdx = 0,

Ce équivalent à

ρ2

ˆ 1

0
ωttxωx = −b

ˆ 1

0
νxxωxdx + K

ˆ 1

0
(ωx + ν)ωxdx. (3.20)

Alors, en remplaçant le deux équationd (3.19) et (3.20) dans F′2(t), on trouve

F′2(t) = ρ1

ˆ 1

0
ω2

t dx − K
ˆ 1

0
(ωx + ν)2dx +

ρ1ρ2

K

ˆ 1

0
ω2

ttdx (3.21)

−b
ˆ 1

0
ν2

xdx +

ˆ 1

0
ω

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y(x, 1, p, t)dpdx

+ρ2

ˆ 1

0
ω2

txdx +
ρ2

K

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y(x, 1, p, t)dpdx.

D’aprés l’égalité de young, on a

− K
ˆ 1

0
(ωx + ν)2dx ≤ −

K
2

ˆ 1

0
(ωx + ν)2dx. (3.22)

Et d’après l’inégalité de Poincaré, on conclue que

ˆ 1

0
ωtt

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2(x, 1, p, t)dpdx ≤ c1

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2(x, 1, p, t)dpdx.
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Ce qui entraı̂ne que

F′2(t) ≤ −
ρ1ρ2

2K

ˆ 1

0
ω2

ttdx −
K
2

ˆ 1

0
(ωx + ν)2dx − b

ˆ 1

0
ν2

xdx

+ρ2

ˆ 1

0
ω2

txdx + ρ1

ˆ 1

0
ω2

t dx + c
ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2(x, 1, p, t)dpdx.
(3.23)

Lemma 3.5. La fonctionnelle

F3 (t) =

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pe−pτµ2(p)y2 (x, τ, p, t) dpdτdx

+

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pe−pτµ2(p)y2
t (x, τ, p, t) dpdτdx.

satisfait

F′3 (t) ≤ −η1

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2 (x, τ, p, t) dpdτdx + µ1

ˆ 1

0
ω2

t dx

−η1

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2 (x, 1, p, t) dpdx + µ1

ˆ 1

0
ω2

ttdx.

−η1

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
t (x, τ, p, t)dpdτdx

−η1

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
t (x, τ, p, t)dpdx,

(3.24)

tel que η1 > 0.

Preuve.

En dérivant F3 par rapport à t, on trouve

F′3 (t) = 2
ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pe−pτµ2(p)yty (x, τ, p, t) dpdτdx

+2
ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pe−pτµ2(p)yttyt (x, τ, p, t) dpdτdx.

D’aprés l’équation (2.5)3, on a
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pyt(x, τ, p, t) = −yτ(x, τ, p, t). (3.25)

Alors, en remplaçant 3.25 dans F′3(t), on obtient

F′3 (t) = −2
ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

e−pτµ2(p)yyτ (x, τ, p, t) dpdτdx

−2
ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

e−pτµ2(p)ytytτ (x, τ, p, t) dpdτdx

−

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pe−pτµ2(p)y2 (x, τ, p, t) dpdτdx

−

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)
[
e−py2 (x, τ, p, t) − y2(x, 0, p, t)

]
dpdx

−

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pe−pτµ2(p)y2
t (x, 1, p, t) dpdτdx

−

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)
[
e−py2

t (x, 1, p, t) − y2
t (x, 0, p, t)

]
dpdx.

D’autre part, en utilisant l’égalité y(x, 0, p, t) = ωt(x, t), yt(x, 0, p, t) = ωtt(x, t)

et e−p ≤ e−pτ ≤ 1 pour tout 0 < τ < 1 , et d’après (2.4), on obtient

F′3 (t) = −

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pe−pτµ2(p)y2 (x, τ, p, t) dpdτdx

−

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

e−pµ2(p)y2 (x, 1, p, t) dpdx +

ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
ˆ 1

0
ω2

t dx.

−

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pe−pτµ2(p)y2
t (x, τ, p, t) dpdτdx

−

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

e−pµ2(p)y2
t (x, 1, p, t) dpdx +

ˆ τ2

τ1

µ2(p)dp
ˆ 1

0
ω2

ttdx.

Comme −e−p est une argumentation, nous avons −e−p ≤ −e−τ2 , pour tout p ∈ [τ1, τ2].

En suite, en désignat η1 = e−τ2et en utilisant A1, on trouve
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F′3 (t) ≤ −η1

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2 (x, τ, p, t) dpdτdx + µ1

ˆ 1

0
ω2

t dx

−η1

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2 (x, 1, p, t) dpdx + µ1

ˆ 1

0
ω2

ttdx.

−η1

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
t (x, τ, p, t)dpdτdx

−η1

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
t (x, τ, p, t)dpdx.

3.1 Résultat principal

Theorem 3.6. Supposons que (2.4) est vrai, alors il existe deux constantes positives λ1 et λ2 telles que

la fonctionnelle d’énergie satisfait

E(t) ≤ λ2e−λ1t, ∀t ≥ 0. (3.26)

Proof. On introduit la fonction de Lyapunov

L (t) := NE (t) + N1F1(t) + N2F2(t) + F3(t), (3.27)

avec N1,N2,N3 > 0.

En dérivant l’équation (3.27) et en utilisant (3.2), (3.12), (3.15) et (3.24), nous obtenons
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L′ (t) ≤ −
[
η0N − ρ2N2 − µ1N3

] ˆ 1

0
ω2

t dx

−

[
η0
ρ2

K
N +

ρ1ρ2

K
N2 − cN1(1 +

1
ε1
− µ1N3

]ˆ 1

0
ω2

ttdx

− [bN2 − ε1N1]
ˆ 1

0
ν2

xdx

−
K
2

ˆ 1

0
(ωx + ν)2dx − [KN1 − cN2]

ˆ 1

0
ω2

txdx

−
[
N3η1 − cN1 − cN2

]ˆ 1

0
µ2(p)y2(x, 1, p, t)dpdx

−N3η1

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2(x, τ, p, t)dpdτdx

−N3η1

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
t (x, 1, p, t)dpddx

−N3η1

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
t (x, τ, p, t)dpdτdx.

En désignant ε1 =
bN2

2N1
, on choisit N1 assez grand, de telle sorte que

α1 = KN1 − cN2 > 0.

D’autre part,on peut prend N3 assez grand, de telle sorte que

α2 = η1N3 − cN1 − cN2 > 0.

Alors, on arrivons à
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L′ (t) ≤ −
[
η0N − c

] ˆ 1

0
ω2

t dx

−

[
η0
ρ2

K
N + α3 − c

] ˆ 1

0
ω2

ttdx − α4

ˆ 1

0
ν2

xdx

−α5

ˆ 1

0
(ωw + ν)2dx − α1

ˆ 1

0
ω2

txdx

−α2

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2(x, 1, p, t)dpdx

−α6

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2(x, τ, p, t)dpdτdx

−α6

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

µ2(p)y2
t (x, 1, p, t)dpdx

−α6

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
t (x, τ, p, t)dpdτdx.

(3.28)

tel que

α3 =
ρ1ρ2

2K
N2, α4 =

b
2

N2, α5 =
K
2

N2, et α6 = N3η1.

D’autre côté, si on pose

H(t) = N1F1(t) + N2F2(t) + N3F3(t).

Alors, on a

|H| ≤
µ1

2
N1

ˆ 1

0
ω2

t dx + KN1

ˆ 1

0
|ωtxωx|dx + ρ1N1

ˆ 1

0
|ωωt|dx

+
µ1

2
N2

ˆ 1

0
ω2dx +

µ1ρ2

2K
N2

ˆ 1

0
ω2

t dx + ρ2N2

ˆ 1

0
|ωtxωx|dx

+N3

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pe−pτµ2(p)y2 (x, τ, p, t) dpdτdx

+N3

ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pe−pτµ2(p)y2
t (x, τ, p, t) dpdτdx.

En utilisant les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy-Schwarz, on trouve que



51

|H (t)| ≤ c
ˆ 1

0

(
ω2

t + ω2
tx + ν2

x + ω2
tt + (ωx + ν)2

)
dx

+c
ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2 (x, τ, p, t) dpdτ

+c
ˆ 1

0

ˆ 1

0

ˆ τ2

τ1

pµ2(p)y2
t (x, τ, p, t) dpdτ

≤ cE (t) .

Par conséquent

|H (t)| = |L (t) − NE (t)| ≤ cE (t) .

Ce qui donne

(N − c)E (t) ≤ L (t) ≤ (N + c)E (t) . (3.29)

On choisit N aussi assez grand, de telle sorte que

η0
ρ2

K
N + α3 − c > 0,Nη0 − c > 0,N − c > 0,

Ce que donne

c1E(t) ≤ L(t) ≤ c2E(t), ∀t ≥ 0, (3.30)

Et utilisé 3.1, les estimations (3.28) and (3.29), respectivement, on trouve

L′(t) ≤ −h1E(t), ∀t ≥ t0, (3.31)

pour quelque h, c1, c2 > 0.

Une comptabilisation (3.30) avec (3.31), nous donne
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L′(t) ≤ −λ1E(t), ∀t ≥ t0, (3.32)

tel que λ1 =
h1

c1
.

Finalement, une simple intégration de (3.32) , on obtient (3.15) .Ceci termine la démonstration du

théorème (3.6). �
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