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Abstract

In this memory, we considered a Bresse-Timoshenko-type system with distributed delay
term and visous damping in angular rotation.
We established the global existence and the uniqueness of the solution by using the Faedo-
Galerkin approximations and some energy estimates.
Finally, we have study the asamptotic behavior of solutions by using the multiplier method,
and we show the exponential stability of the system.

Keys Words. Bresse-Timoshenko system, exponential decay, angular rotation.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons considéré un systeme de type Bresse-Temoshenko avec un
délai de retard distribué et amortissement visqueux en rotation angulaire .
Nous avons établir 'existence globale et 'unicité de la solution en utilisant les approximations
de Faedo-Galarkin et quelques estimations énergétiques .
Enfin, nous avons étudié les comportement asymptotiques des solutions de ce systeme par la
méthode des multiplicateurs et nous avons montrer la stabilité exponentielle du systéme.

Mots Clés. Systeme de Bresse-Timoshenko, décroissance exponentielle, rotation angulaire.
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Introduction

Une déformation d’un corps est inséparablement reliée a un changement de sa quantité de chaleur et
donc avec un changement de la distribution de température dans le corps. Une déformation d’un corps
qui varie dans le temps conduit a des changements de température, et inversement. L’énergie interne
du corps dépend de la température et de la déformation. La science qui traite des processus couplés ci-
dessus, est appelé thermoélasticité. La thermoélasticité, généralisation de 1’€lasticité des déformations
non isothermes, a fait des progres considérables au cours des dernieres décennies. Sa théorie de base
est maintenant bien établie, et de nombreuses applications aux problemes en ingénierie ont été réalisées

avec succes.

La thermoélasticité contient la théorie générale de la conduction de chaleur, la théorie générale des
contraintes thermiques, décrit la distribution de température produite par la déformation et enfin elle
contient une description du phénomene de dissipation thermoélastique. En dépit de sa complexité
mathématique, la thermoélasticité nous permet d’examiner plus profondément que précédemment, le
mécanisme de la déformation et les procédés thermiques se produisant dans les corps élastiques. La
thermoélasticité €tait I’un des premiers domaines en théorie des champs couplés qui a attiré 1’attention
des mathématiciens; 1’intérét pour les modeles caractérisant le couplage thermomécanique a ét€ motivé
par de nouveaux problemes pratiques importants, y compris ceux qui sont a la ne pointe des innovations
technologiques actuelles. Malgré plus d’un siecle de recherches sur la thermoélasticité, de nombreux
problemes d’actualité restent difficiles a résoudre analytiquement et de fait la simulation numérique sera

I’ultime moyen d’y parvenir.

Durant les trois dernieres décennies, une intense importante a été donnée aux stabilités des systemes
des EDP modélisant des phénomenes physiques, chimiques ou biologiques. La solution de chacun de

ces systemes s’associe a une énergie non nulle, si cette énergie est dissipative ( la dérivée par rapport

1



au temps est négative), le systeme va maintenir le repos apres un certain période du temps, on dit, alors
que le systeme est stable. Parmi ces systemes on trouve les systemes de type Timoshenko et Bresse-
Timoshenko ou la premiere contribution dans cette direction a été obtenue par Manevitch et Kolakowski
[6]. Ils ont analysé la dynamique d’un modele de Timoshenko ou le mécanisme d’amortissement est

viscoélastique. Plus précisément, ils ont considéré le systeme dissipatif donné par :

{ P19 — Blox + ) — (o + ¥ = 0, o

P2y — wax +ﬁ(‘10x + w) = Moy + lll(‘,Dx + w)t =0

De plus, en se basant sur les documents et leurs études sur les versions tronquées pour les équations
classiques de Timochenko [7] (voir aussi les contributions récentes [8]-[9] ), Almeida Junior et Ramos
[1] ont montré que 1’énergie totale pour I’amortissement visqueux agissant sur la rotation angulaire du

systeme simplifié de Timoshenko donné par :

{ P1¢u — Blex + ¢ = 0,
—P2Pix — bl//xx +:8(‘10x + w) +,Ulwt =0.

Ensuite, Almeida Junior et al. [2] ont examiné deux cas de systemes dissipatifs pour des systemes de
type Bresse-Timoshenko avec des cas de retard constant, afin d’obtenir une décroissance exponentielle.
Pour le premier, les auteurs ont prouvé la décroissance exponentielle de I’énergie du systeme donnée

par:

1@ — Bloy + )y + pi@; + prpi(x,t — 1) = 0,
—P2Pux — blpxx +ﬁ(90x + '70) =0.

Pour le second, les auteurs ont également prouvé la décroissance exponentielle de 1’énergie du systeéme
donné par :
{ P1@u = Blpx +¥)x = 0,
—P2@ux = b + Bl +¥) + ity + popi(x, 1 = 7) = 0.
Puis, Feng et al. [4], ont examiné deux cas de systemes dissipatifs de type Bresse-Timoshenko avec

des cas de retard variant dans le temps. Pour le premier, les auteurs ont démontré la décroissance

exponentielle de I’énergie du systeme donnée par :

P19 — Blox + ) + i@ + papi(x, t — 7(1)) = 0,
—P2Pux — wax +ﬁ(‘10x + l//) =0.



Pour le second, les auteurs ont également prouvé la décroissance exponentielle de 1’énergie du systeme
donné par :
{ P11 = Bl + ), =0
—P2Wix = D + Blwx + ) + iy + popi(x, 1 = (1)) = 0



Chapter

Préliminaires et rappéls

Dans ce chapitre, on va présenter quelques notions élémentaires et inégalités, ainsi que quelques

résultats d’analyse fonctionnelle qui seront tres utiles par la suite.

1.1 Espaces de Lebesgue L”(Q)

Nous allons définir un échelle d’espaces de Lebesgue qui jouent un role important en analyse fonction-

nelle, et en théorie des équations aux dérivées partielles.

Dans toute la suite QQ désigne un ouvert de «9€2 = I' la frontiere de €2, muni de la mesure de Lebesgue
dx.

Soit p e R, avec 1 < p < oo, on définit I’espace

LP(Q) = {u : Q — R; telle que u mesurable et / lulPdx < oo},
Q

Il fler= [/ Iul”dX] :
Q

muni de la norme suivante

Si p = oo; on définit

L7(Q) ={u:Q — R; umesurableet AC > 0 tel que |u(x)]” < C p.p sur Q},



muni de la norme suivante
| & |lo~= inf {C; |u(x)] < C p.p sur Q}.

Les espaces LP(£2) sont des espaces de Banach pour les deux normes précédentes. De plus, pour p = 2
nous obtenons un avantage trés important car I’espace L*(€2) devient un espace de Hilbert pour la norme

suivante:

(u,v):/uvdx et || ul3= (u,u).
Q

1.2 Espaces de Sobolev W"P(Q)

Les espaces de Sobolev sont un outil essentiel pour I’étude des équations aux dérivées partielles. En
effet, les solutions de ces équations appartiennent plus naturellement a un espace de Sobolev qu’a un

espace de fonctions continues partiellement dérivables au sens classique.
Dans ce qui suit Q désigne un ouvert de R” et JQ = I’ la frontiere de Q. Soit p e R, avec 1 < p < oo,
et m € N*; on définit I’espace de Sobolev W™ par:

WnP(Q) = {u e LP(Q) : Du e LP(Q), YaeN', |al<m)

avec a = (@, @y, ...,a,) un multi-indice d’entiers positifs ou nuls de longueur | & |= )7, @; tel que

0%u

Du) = Gy ey

L’espace W™7(Q) est de Banach pour la norme suivante :

P

pour 1 < p < 0.

It o= [ D, 10Ul

O<|alsm

Pour p = 2, il est d’usage de remplacer la notation W"(Q) par H™(Q) d’ou
H"(Q) = {u € [XQ): D'uc [XQ), YaeN', |a|<m|.

On muni I’espace H™(Q)) par la norme :

1

2t Uy =Il # llomcy= ( > 1D ||Lz<g>]

0<|a|<m



Le produit scalaire de deux éléments u, vde H™(€2), étant donné par :

(U, V) = Z (D"u, D*v) 2.

0<lalsm
L’espace H™(2) est un espace de Hilbert pour la norme || u || q).

On désigne par W;""(Q), I’adhérence de D(Q) dans W™"(Q). Pour p = 2 et m = 1, I'espace WS’Z(Q) =

H(‘) (Q) est un espace de Hilbert pour la norme et le produit scalaire de I’espace H'(Q) tel que
Hy(Q) = {ue H'(Q)etu=0surdQ =T}.
L’espace H™'(Q) est I'espace dual de H,(2). De plus, on a
H)(Q) c L*(Q) c H'(Q),

avec injection continu.

1.2.1 Injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont tres utilisées lorsqu’on étudie les équations aux dérivées partielles. Elle
fournissent des inégalités entre les normes des espaces des espaces de Sobolev et les normes des espaces
de Lebesgue.

Theorem 1.1. (Rellich-Kondrachov)

Soit Q un ensemble borné de classe C'. Alors, on a :

1. Si p <n,alors W1, p(Q) c L1(Q), VYgel[l,px) avec ﬁ = % +

S =

2. Sip=n,alors W1, p(Q) C L1(Q), Vgell,co).

3. Si p>n,alors W1, p(Q) c C(Q), avec injection compact.

1.2.2 Notion de trace au bord

Il n’est pas nécessaire qu’une fonction u de I’espace L*(Q) ait un représentant continu pour que ’on

puisse considérer sa restriction a I'. C’est ce que nous appellerons la trace de u sur le bord.



Theorem 1.2. (Théoreme de trace): Soit Q un ouvert de classe C', alors il existe un opérateur linéaire
continu, appelé opérateur de trace et noté v, : H'(Q) — L*(I) qui coincide avec I’opérateur de
restriction usuel pour les fonctions continues. En particulier, il existe une constante ¢ qui ne dépend que

de Q, telle que :
lyoul; @ <cllullme, Yu.eH(Q)
Si on suppose que {I'y, 'y} constitue une partition de I', avec meas(I'y) > 0, on définit alors
H Q) ={ue H(Q): u=0surTy).

Cet espace est fermé dans H'(Q) comme noyau de ’application (linéaire) continue r o yy  avec r :
LX) — L*(Iy) est Iapplication restriction. Donc [’espace (H(lro)(Q), | . ||H1(Q)) est un espace de

Hilbert, avec

— 1
lu e @=I Vit lliz),  Vu € Hp ().

2(n-1)

5 c’est-a-dire il existe une con-

De plus on a l’injection continue H}O(Q) — L"Ty), 1<m«<

stante k, telle que

| ullpmaey< k|l Vi |2

1.2.3 Formule de Green

Maintenant, que nous somme en mesure de donner un sens a la restriction d’une fonction d’un espace

de Sobolev sur le bord d’un ouvert, soit Q ¢ R” un ouvert de classe C!, alors pour toute u € H*(Q),v €

H'(Q).w € (H'(Q)" on a:
ou
/vAudx = —/ Vv.Vudx + /v—dF,
Q Q r Ov

/W.Vudxz —/wdivudx+/u(w.v)dr,
Q Q r

ou . L. .
telle que v Vu.v et v est le vecteur normale unitaire extérieur en un point du bord de Q.
v

Remark 1.3. Si Q c R, alors la formule de Green devient la formule d’intégration par partie. C’est a
dire

b b
/ v(x)u' (x)dx = —/ v (X)u(x)dx + [v(x)u(x)]Z.



1.3 Compléments divers

Dans cette partie nous allons donner quelques inégalités et théoremes fondamentales de 1’analyse qui

sont d’une grande importance dans ce travail.

1. Inégalité de Holder
Soitu € LP et v € LY; aveclSpSooet%+é: 1.
alors u.v € L' et

/QIM-VIdx < lullplvllg-

Si p = g = 2 comme un cas particulier, cette inégalité s’appelle inégalité¢ de
Cauchy-schwartz.
/ uvidx < {lullz[[vl2.
Q

2. Inégalité de Young
Soit 1 < p < oc0;  on désigne par g I’exposant conjugué de p.

alors on a :

xyﬁ%+% V(x,y) € R2.

X

sionpose x = VaXety = 7

et p = g = 2 on obtient

xy=XY <4X*+5 Y% aveca>0 Y(X,Y)eR~.

3. Inégalité de Poincaré
Soit 1 < p < o0, on désigne par g I’exposant conjugué de p définit par : % + é = 1.
et soit £ un domaine born€ dans R". Alors il existe une constante positive C, > 0

(dépendant de €2 et p seulement ) telle que :

lullw< Cpll Vully  Yue WyP(Q) (1< p< o).
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autrement dit, sur Wé’p (Q); la quantit€ || Vu |[rrq) est une norme équivalente a la

norme usuelle de WP(Q) (|| u |lwirq)-

. Lemme de type Gronwall
Nous rappelons ici un lemme classique de type Gronwall qui intervienne dans de
nombreux problemes de majoration et d’estimation d’erreur, en particulier pour

établir I’unicité de la solution.

Lemma 1.4. Soient n € C([0, T]; R) telle que n(t) > 0 pour toute t € [0, T] et soit
a > 0 une constante. Si X € C([0, T]; R) une fonction telle que

X(t) <a+ / n($)X(s)ds, Yt e [0,T],
0

alors

X(@) <aexp (/ n(s)ds) , Yt e€[0,T].
0

. La regle de Leibniz
Soit f une fonction de R? dans R a deux variables (x, f) continue et ses dérivées
partielles sont continues et soient a(?) et b(t) deux fonctions continue de R a valeur

dans R. On définit / la fonction intégrale comme suit

datr)
dt

b(t)
= / 0f(x,1) + f(b(1), t)%—f(a(t), )



6. Théoreme fondamental de I’analyse

Theorem 1.5. Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit a un point

de I et F une application intégrale associée, définie par

F(x) = / ) f(n)dt.

Alors, F est dérivable sur I et sa dérivée égale a f. De plus, si G est une primitive

de f, alors F(x) — G(x) = —=G(a).

1.4 Quelques définitions et notions physiques

Definition 1.6. (L’énergie) L’énergie (du grec : force en action) est ce qui permet d’agir : sans elle, rien
ne se passe, pas de mouvement, pas de lumiere, pas de vie ! Au sens physique, I’énergie caractérise
la capacité a modifier un état, a produire un travail entrainant du mouvement, de la lumiere, ou de la

chaleur. Toute action ou changement d’état nécessite que de 1’énergie soit échangé.

Definition 1.7. (Thermoélasticité) La thermoélasticité est une relation entre I’élasticité d’un corp et sa

dilatation en fonction de la chaleur.

1.4.1 Stabilité

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feedback), elle consiste donc a
garantir la décroissance de I’énergie des solutions vers 0 de fagon plus ou moins rapide par un mécanisme
de dissipation. Plus précisément, le probleme de stabilisation auquel on s’intéresse revient a déterminer
le comportement asymptotique de 1’énergie que 1’on note &(7) (¢’ est la norme des solutions dans 1’espace
d’état), a étudier sa limite afin de déterminer si cette limite est nulle ou pas, et si cette limite est nulle, a

donner une estimation sur sa vitesse de décroissance vers z€ro.

Il existe plusieurs degrés de stabilité que on peut I’étudier. Le premier degré consiste a analyser simple-

ment la décroissance de I’énergie des solutions vers z€ro, i.e.



E@) — 0, lorsque ¢ — +oo,

c’est ce que I’on appelle la stabilisation forte.
Pour le second, on s’intéresse a la décroissance la plus rapide de 1’énergie, c’est-a-dire lorsque celle-ci

tend vers 0 de maniere exponentielle, i.e.
&) < Me™  Vi>0.

ou M et h sont des constantes positives avec M dépend des données initiales.
Quant au troisieme, la décroissance des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial, par

exemple
&) < Mt YVt >0,

ou M et h sont des constantes positives avec M dépend des données initiales.

1.4.2 Fonction de Lyapunov

La notion de fonction de Lyapunov constitue d’une certaine maniere une généralisation de 1’énergie.
Etant donnée une fonction définie positive, I’idée directrice des théoremes de Lyapunov consiste a
évaluer 1I’évolution de cette fonction sur les trajectoires du systeme afin de conclure la décroissance

de I’énergie.

Definition 1.8. (Fonction de Lyapunov) Une fonction de Lyapunov V est une fonction de classe C',
définie par
V:R" — R,

telle que
V(x) > 0,Vx #0et V(x) =0 pour x =0,

et
V'(x) <0,Yx #0et V'(x) =0 pour x = 0.

d
Remark 1.9. Notons que V’ est la dérivée de V par rapport au temps . Cela veut dire que V'(x) = o7 V(x).

Le résultat fondamental de la stabilité de Lyapunov affirme que si une fonction de Lyapunov existe pour
un systeme donné alors ce systeme est stable.
Si la fonction de Lyapunov est strictement décroissante, d—tV(x) < 0; alors la stabilité est en plus expo-

nentielle.



Chapter

Résultat d’existence et d’'unicité de la solution d’un systeme

de type Bress-Timoshenko

Dans ce chapitre, nous allons considérons un systeme thermoélastique de type Bress-Timoshenko du
second son avec un retard distribué. On va démontrer 1’existence globale et I’unicité de la solution de

ce probleme en utilisant des approximations classiques de Faedo-Galerkin avec quelques estimations a

priori.

2.1 Formulation du probleme et résultats principales

Le probléme mécanique est modélisé comme suit :

T2
P1wy — K(wy + V), + piw; + / w(p)w, (x,t —p)dp =0,

71

2.1
—P2oWypx — bvxx + K(wx + V) = 0,

tel que

(x, p,1) € (0, 1) X (71, 72) X (0, 00),

avec les conditions initiales

10
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a)(x, O) = (,()0()(), wt(-x9 O) = (,()1(.X), wtl‘(x9 O) = (,()2()(7), (2 2)
W (x,0) = w3(x), ¥(x,0) = vo(x), x € (1,0), '

tel que wy, w1, w, et vy sont des fonctions, et les conditions aux bords sont de type Dirichlet sont données

w0, =w(l,t)=v(0,n) =v(1,1) =0, >0, 2.3)

Ici, w = w(x, 1) est le déplacement transversal du faisceau v = v(x, f) est ’angle de rotation et les coeffi-
cients p1, 02, b, K,y sont des constants positives. Le parametre 7 est le temps de relaxation décrivant le
décalage temporel de la réponse du flux thermique a un gradient de température. L’intégral représente
le terme de retard distribué avec 71,7, sont deux nombres réels qui satisfaisant 0 < 7; < 7, et y, est
constant positive. Le poids du retard distribué est supposé comme suit:

o ¢ [11,72] — R, est une fonction bornée satisfait

/ 2 (p)dp < . (2.4)

T1

Maintenant a partir du terme de de retard distribué, motivé par Nicaise et Pignotti en introduit une

nouvelle variable y comme suit:

y(x, T, p, t) = wx,t — pT). (2.5)

D’aprés (2.5), on obtient

{ py,(X, op, t) = _yT(xa op, t)’ (26)

y(x,0,p, 1) = wi(x, 1),

Par conséquent, le probleme (2.1) est équivalant a
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T2
pi1wy — K(w, +v), + pw, + / a(p)y(x,1,p,0)dp =0,

T1
—02Wyy — bV + K(wy +v) =0, (2.7)
Py, 7, p, 1) + y(x, 7, p, 1) = 0,
tel que
(x,7,p,t) € (0,1)x(0,1) X (11, 72) X (0, 0).

avec les conditions initiales

w(x,0) = wy (%), w,; (x,0) = w1 (), Wy (x,0) = Wy (x),

Wi (x,0) = w3(x), v(x,0) =v(x), x€(0,1),

(2.8)
y(x,7,p,0) = wo(x, —p7), y: (X, 7, p,0) = wi(x, —p7), sur (0,1)x(0,1) X (71,72),
Vi (X, 7, p,0) = wy (x,—p71), sur(0,1) X (0,1) X (71, 72),
ol wy, w1, w> et vy sont des fonctions, et les conditions aux bords
w(0,1) = w(l,) =v(0,1) = v(1,t) =0, t>0. (2.9)

Nous énonc¢ons maintenant notre résultat principal concernant 1’unique solvabilité du Probleme (2.7) —

(2.8) dont la démonstration sera détaillée dans les sections suivantes.

Theorem 2.1. Supposons que I’hypothese (2.4) est vraie. Alors nous avons le résultat suivant

i) Sl ((l)(), w1, Wy, W3, VO) € (HZ(O’ l)mHé(O’ 1))X(H2(0’ 1)mHé(0, 1))XHé(Ov I)XL2(09 I)X(HZ(O’ l)m
HY(0. 1)) et (fo. fi. f2) € (H'((0. 1) X (0, 1) X (71, 72))), alors le probleme (2.7) - (2.8) admet une
solution faible satisfait

we LY Ry, H(0,1) N Hy(0,1)), ve L Ry, H*0,1)N H)(O,1))
w € L2 (R, HX0,1) N H)(0,1)),  wy € L2(Ry, HL(O, 1)).

loc loc
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ii) Si (wo, w1, wr, ws,vy) € Hy(0,1)x Hy(0, 1)x L*(0,1)x L*(0, 1) X Hy(0, 1) et fo, fi. f> € H'((0,1)x
(0,1) X (11,72)), alors le probleme (2.7) — (2.8) admet une solution faible vérifiant pour toute
T >0:

w € C([0,T1, Hy(0,1)) nC'([0, T],L*0, 1)), v e C([0,T], Hy(0, 1))
w, € C([0,T], H)(0,1)), w, € C(0,T],L*0,1)).

iii) Dans les deux cas, on a la solution (w,w,, wy,Vv) dépendance en continu les conditions ini-
tiales (wg, w1, Wr, W3, Vo) € Hé(O, 1) x Hé(O, 1) x L*(0, 1) x Hé(O, 1). En particulier, le probleme
(2.7) — (2.8) admet une solution faible unique.

La démonstration du théoreme (2.1) sera réalisée en plusieurs étapes et est basée sur I’approximation

classique de Faedo-Galerkin ainsi que sur quelques estimations a priori.

2.1.1 Approximation du probleme

Soient {uy, uy - -+ ,un}, {€1,2, - , &y} deux bases de Galarkin, tel que pour toute m > 1; on a

W = vectluy, uy, us, ..., uy,

3
Il

VeCt{gl »€2,E3,..., ‘gm},

On définit aussi, pour tout 1 < j < m, la suite ¢,(x, 7, p), avec

¢j(-x’ 07 p) = M/(X)

Alors on peut étendre ¢;(x, 0, p) sur L*((0,1) x (0, 1) x (11, T2)) et on considere

Vm = VeCt{¢l’ ¢2a ¢3a cees ¢m}

Pour I’étude de notre probleme nous définissons les approximation suivantes.
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Z 2im(0)uj(x),

w, =
Vn = Z hinm(1)e(%),
Ym = Zf/m(t)¢1(x T, p)

.
Il
—_

qui satisfont le probléme approximations suivantes :

pl(wmtta uj) + K((wmx + Vj)a umx) + ,ul(lea uj)

)
+(/ Ho(P)ym (x, 1, p,0)dp,u;) =0
T

(pymt(xa TP, 0, ¢j) + (ymr(x’ [y D, ¢j) =0

(pymtt(-x’ [y t)’ ¢j) + (ymﬂ‘(xa oD, t)’ ¢j) =0

avec les conditions initiales

wy(0) = (Ugl, Wn(0) = wrln, Wpir(0) = w’f, Wirr(0) =

Vin(0) = v, vim(0) = V7,

ym(0) = ¥5's Ym(0) = Y'Y (0) = ¥75',

qui satisfait

bV, €jx) + P2r(Wpir> €jx) + K((Winx + V), €/) =0

w5,

(2.10)

2.11)
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wy — wo, fortement dans H?*0,1) N Hé(O, 1),

w' > wy, fortement dans Hé(O, 1),

Wy — w,, fortement dans H)(0,1),

Wy — w;, fortement dans L*(0,1),

vy — vo, fortement dans H?*(0,1) N Hé(O, 1),

v' > vy, fortement dans H(l)(O, 1),

¢ = yo, fortement dans H'((0,1)x(0,1) X (11,72)),
Y=y, fortement dans H'((0,1)x(0,1) X (11,72)),
vy — Y2, fortement dans H'((0,1) % (0,1) X (11, T2)),

En utilisant des résultats standard sur la théorie des équations différentielles ordinaires on conclut que
le probleme (2.10) — (2.11) a une solution locale (g jm, hjm, fim) j=1,m définie sur [0, T}, ]. Les estimations

suivantes montre que la solution locale peut étendre a une solution globale sur [0, T'], pour tout 7 > 0.

2.1.2 Estimation a priori I

En dérivant (2.7); par rapport a ¢ et en multipliant par w,, on obtient

T2
P1Wiwy — K(wy + V) ywy + lllwt% + / H2(p)wywy(x,t — p)dp = 0. (2.12)
T1
On peut écrit cette equation comme suit:
P1 d 2 2 TZ —
?d_tw” - K(wy + V) gy + gy, + (p)wywy(x,t — p)dp = 0. (2.13)
T1
depuis en intégrant le résultat précédant par rapport a x sur (0, 1), on obtient
d [ 1 i
pLe wftdx - K/ (wy + V) ywpdx + 1y / wtz,dx
2 di Jo 0 0 (2.14)

1 ko)
+ / Wy / (p)wy(x,t — p)dpdx = 0.
0 T1



16

D’aprés I’équation (2.14), on a

1 1 1 1
1d
/ WyVdx = ——[&/ widx + K/ wtzx] + lﬂ/ widx

R (2.15)
+}/ a),,/ i (p)yix, 1, p,dpdx = 0.
0 T]
D’autre part, en multipliant (2.10;) par (g}m), on obtient
leinwmz + K(wmx + Vm)xwmt + /le,zm
n (2.16)
+ o (P)WyYm(x, 1, p,t)dpdx = 0.
T1
On intégrons I’équation (2.16) par rapport a x sur (0,1), on trouve
1 d 1 1 1
Ed_[pl / wfmdx + 1y / wma’x] + K/ (Wmx + Vi) Wmdx
t 0 0 0 (2.17)

1 ko)
+/ wm/ :ul(p)wmym(X, 1’ P t)dpdx =0.
0 T1

Aussi, en multipliant (2.10,) par (h;.m), on trouve

b(vmxa gljxh;'m) + p2(wmn‘, 8jxh;'m) + K((wmx + Vm)a 8jh;'m) =0.

D’ou

bd ,
Ed_tvmx + P2WmttVimex + K(wmx + Vm)vmtx =0.

et par I'intégration 1’équation précédant, on obtient
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bd [ 1 1
= vﬁmdx + o) / Wt Virdx + K / (Wimx + Vi)Vixdx = 0.
2dt ) 0 0

Donc, en remplacant 1’égalité (2.15) dans 1’équation (2.18), on obtient

1d : P1P2 ! '
Ed_t[b/o Vi dx + 7/0 a)imdxwtpz/o Wl dx
: P21 !
+K/ (wmx + Vm)de] +— / wfnttdx
K
0 0

1 -
+’% / Wit / 1o (P)yme(x, 1, p, Ndpdx = 0.
0 7

Par addition de deux équations (2.15) et (2.19) , on obtient

2 dt 1 1
+K/ (Wpx + vm)zdx] + P / w,z,mdx
0 K Jy

1 ) 1
+% Wit / o (P)ymi(x, 1, p, )dpdx + / ‘U,Zmdx
0 T] 0

1 T2
+ / Wit / p2(p)ym(x, 1, p, f)dpdx = 0.
0 7]
D’autre part, en multipliant (2.10)3 par (u2(p) fim), on obtient

1

1
/ P (P)YmYm (X, T, p, )dx = — / o (P)YmYm(X, T, p, Ddx.
0 0

En intégrant la derniére égalité sur (0, ¢) X (0, 1) X (0, 1) X (11, 7,), on obtient

1d 1 1 1 1
——[pl / w? dx + L0ip2 w2, dx + p, / w?, dx+b / V2 dx
0 K Jo 0 0

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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De méme, nous avons

1d
e / / / / pua(p)y2 (x, T, p, )dpdrdxds
2dt Jy Jo .
1 X
/ / / / K2 (P)YmYme (X, T, p, )d pdtdxds
0 Jo

1 1
E/ / / ,uz(p) ym(x 7, p, t)ydpdrdxds
0.0 .21

/0 /0 / 12(P) Vi (x, 0, p, 1) = v (x, 1, p, 1))dpdxds

_1

2

1
= 5( / H2(p)dp / / Yo (x,0, p, s)dxds
1 1

2

t 1 T
- / / / pa(p)ya(x, 1, p, ydpdxds.
0 0 T1

t 1 1 T
B _/ / / H2(P)YmeYme(X, T, p, )dpdtdxds
0 Jo 0 -

1 t 1 1 T
= _E/ / / / ,uz(p) ymt(x 7, p, t)Ydpdrdxds
0 Jo JOo Jr (222)

1 )
/ / / 1 (PO, 0, p. 1) = V25, L, p. ))dpdxds

1 T
= 5( / H2(p)dp / / ym,(x 0, p, s)dxds
1 1
_5/ / / 1Py (x, 1, p, dpdxds.
o Jo Jr

Remark 2.2. Notons ici que y,,(x, 0, p, 1) = w,(x, ).

En intégrant I’équation (2.20) et en utilisant (2.21) et (2.22), on trouve
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1 T t 1
Sm(t)+(ﬂ1—§ / I?,Uz(P)dP) / / w2, (s)dxds
T] 0o JoO
P2

l T t 1
+?(u1 -3 / Pﬂz(]?)dp) / / w2 (8)dxds
T 0 0

t 1 T2
' / / () / 1 (PlymCe, 1, p, s)dpdxds
0 0 T

1

t pl TZ
22
+?<2/ / Wi / 1a(P)lym(x, 1, p, )dpdrdxds (2.23)
0o Jo -

t 1 ¥
+ / / / pra(p)y2(x, 1, p, s)dpdrdxds
0 JO 7]

RS L
+% / / / p#Z(p)lytzm(xa I,Pa S)dpdeXdS
0o Jo Jo
= En(0),

tel que

1 1 2 pipr [ 2 1 2
En(t) = S|P a)mtdx+7/ a)mndx+p2/ W) dx
0 0 0

1 1
+b / v,znxdx + K / (Wpy + vm)zdx]
0
1

)
/ / pua(p)y2(x, T, p, t)dpdrdx

0

S R
/ / / Pﬂz(P)thm(X, 7, p, dpdtdx.
0 0 T1

(2.24)

+

+
lec\

Finalement, on a les cas suivantes:

T2
i) Si / o (p)dp < w;. Alors, en utilisant I’inégalité de Young, nous avons

t 1 ko)
/ / W (S) / 2 (p)ym (x,1, p, ) dpdxds
0 0 T

1 %) t 1
>3 midp) [ [ i aaas (2.25)
T1 0 0

l t 1 %)
) / / / pa(p)ys, (x, 1, p, s) dpdxds.
0 0 T1

et
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/ / Wy (8) / Ho(P)Ymi (x, 1, p, 5) dpdxds

> ——( / pra(p)dp) / / Whi(5)dxds
—E/ / / ,uz(p)ymt(x,l,p, s)dpdxds.
0o Jo T1

En remplacant (2.25) dans 1’équation (2.23), on obtient

T t 1
(m _ / pﬂz(p)dp) / / W2, (s)dxds
T 0 0
02 T t 1
% - / pra(p)p) / / W2, (s)dxds
T] 0o JO

En(0).

Em(1)

+

—+

IA

¥
Donc il existe une constante g = u; — / pua(p)dp,  telle que

1

t 1 t 1
En) + 10 / / w2 (s)dxds + 2, / / W (s)dxds < En(0).
0o JO K 0o JO

T2
i) Siy = / 2 (p)dp, et d’apres (2.27), on a

71

En() < Eu(0).

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

1i1) Alors dans les deux cases, on déduit qu’il existe une constante positive C indépendante de m, telle

que

En() < C, Vt2>0.

Cela veut dire que
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1 1 1 1
W dx + W dx + 5 W dxdx + V2 dx
mt mitt p mtx mx
0

0 0 0
1 1 1 T
+ / (Wi + Vi)* + / / / pra(p)ya(x, 7, p, t)dpdrdx
0 0 0 T1

1 1 T
+ / / / pua(p)y2 (x, 7, p, dpdrdx < C.
0 0 T1

Ainsi, on peut prendre ¢,, = T, pour tout 7 > 0.

2.1.3 Estimation a pri

La dérivation de I’équation (2.10,) par rapport a ¢ et la multiplication par w,,,, nous donne

P1Wmitt Wit + K(wmx + Vm)xwmtt + Hi1w

ori Il

2
mit

T2
+/ ﬂZ(p)wmttymt(x’ l,P, t)dpdx =0.

71

Depuis en intégrant le résultat précédant par rapport a x sur (0, 1), on obtient

d [ ! :
fnL / w;%mdx + K / (Wmx + Vi) xWpmrdx + 1 / wfmzdx
2 dt 0 0 0

1 T
+ / Wit / o (P)ym(x, 1, p, )dpdx = 0.
0 T

Aussi, en dérivant I’équation (2.10), par rapport a ¢ et en multipliant par (v,,,), on trouve

bvmxxtvmtt + P2WmitxtVmne + K(wmx + V)tht =0.

De Puis en intégrant le résultat précédant par rapport a sur (0, 1), on obtient

bd [',
= v
2dt J,

mxt

1 1
dx + P2 / wmtttvmttxd-x + K/ (wmx + V)thtdx =0.
0 0

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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D’autre part, en dérivant I’équation (2.10); deux fois par rapport a ¢, on trouve

1 2
Vitex = E (plwmmt — KWpixx + 1 Wiy + / 2 (P)yma(x, 1, p, t)) >

T

Donc, on doit remplagant la derniere égaliteé dans 1’équation (2.34), on trouve

d b !
_[,0_1102 / imdx + = P2 / a)m”xdx + = / vmx,dx]
2 2
0 0 0

dtl 2K
P21
t— m[[[dx + = / wmttt/ |:u2(p)|ymtt(x, la §2 t)dp (235)
+K/ (wmxl + th)vmltd-x = O
0
Par addition des équations (2.32) et (2.35) , on obtient
1d : P1P2 :
Ed_t[[il / wmttd X+ — K J, wrznmdx +p2 /0 lwmttxdx
+b/ thxdx + K/ (Wpix + th) dx|+ / a)m,,dx
ool (2.36)
2M1
/ wmtt/ o (P)yme (x,1, p, ) dpdx + —— K imdx
0
+? / CUmm/ |2 (P)yma(x, 1, p,t)dp = 0.
0 T
En suite, en multipliant I’équation (2.7)4 par (u2(p) f;,,), on obtient
PH2D)YmtYme (X, Ty Po 1) + Lo (D) YrYmee(X, T, p, 1) = 0 (2.37)
Ce équivalant a
(2.38)

d
g dtuz(p)ym,(x T, p, 1) + o (P)YmYmir (X, T, p, 1) =
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En intégrant 1 égalité (2.38) sur (0, ¢) x (0,1) x (0, 1) X (7y, 72), on obtient

1d ("o
2dt / / / / PH2(P)Ya, (X, T, p, Ydpdrdxdss
tho Jo Jo /s

t pl 1 ,1a
= - / / / o (P)YmtYme (X, T, p, )dpdtdxds
0 Jo 0 7

1 [t
T2 / / / (P ym,(x 7, p, )dpdrdxds
0 0 0 T1

1 t 1 T
_ 5 / / / IJZ(p)(yfnt(x, 0, P> l) - yin(x’ l,p’ l—))dpdxds
0o Jo Jr

1 ™ t el
i 5 0 Jo
1 T
_5/ / / 12(P)yn (X, 1, p, 0)dpdxds.
0o Jo Ja

Remark 2.3. Notons ici que y,,(x,0, p,t) = Wpu(x, 1).

(2.39)

Maintenant, en fait une intégration sur (0, ¢) de 1’équation (2.36) et en utilisant 1’équation (2.39), on

trouve

Gn(1)

+

1 T 1 1
(ul -3 / puz(p)dp) / / wpy()dxds
1o
+ 2 (ﬂl ~3 / puz(p)dp) / / Whir($)dxdls

. / / mi(5) / 12(P)ym (5, 1, p. 5) dpdxds
+ / / Wineze(S) / 12(P)Ymi(x, 1, p, $)dpdxds
+ / / / PH2(P)Y(x. 1, p, $)dpdrdxds

* K / / / p'uZ(p)ymtt(x’ 1’ D, S)dpdeXdS
o Jo Jo
= S m(o)’

(2.40)

tel que
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1 1 1 1
Gn() = E[pl/ wmndx_'_pl_I?Z o w%mtdx"'pZ/O wmttxdx

1
+b / vmxtdx + K / (Woxt + Vinr) dx]

/ / / PHo(P)Y (%, T, p, )dpdrdx
B[ o podpnas
0 0 T

Nous avons les cas suivants

2
1) Si / W2 (p)dp < uy, d’apres I’inégalité de Young, on a

71

/ / Wi (S) / H2(P)Ymi (x, 1, p, 5) dpdxds

>——( / Ha(p)dp) / / Wiy ($)dxds
—5/// ,uz(p)ymt(x,l,p,s)dpdxds.
0 JO T]

et

// U)mm(s)/ H2(P)Ymi (X, 1, p, ) dpdxds

> __(/ ,UZ(p)dp)/ / mttt(s)dXdS
——/ / / ﬂZ(p))’mtt (x,1, p, s) dpdxds.

En remplacant (2.42) dans 1’équation (2.40), on obtient

Gn() + (/11—/ ,uz(p)dp)// W (s)dxds
v 2 [ ppan [ [ eisrnas

< Gn(0).

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)



25

Iy
Donc il existe une constante 17y = u; — / pia(p)dp  telle que

T1

t 1 t 1
Gn(®) + 10 / / w;,,(s)dxdﬁ%no / / W2, (s)dxds < G,(0).
0 0 0 0

T2
i) Siy = / 2 (p)dp, et d’apres (2.27), on a

71

Gn(M < Gu(0).

(2.45)

(2.46)

iii) Alors dans les deux cases, on déduit qu’il existe une constante positive C indépendante de m telle

que

Gn() < C, Vt2>0.

Cela veut dire que

1 1 1 1
2 2 2 2
/ W, dx + / WydXx + P2 / Wiy dxdx + / Vi dX
0

0 0 0
1 1 1 %)
+ / (Wi + Vi) + / / / pro(P)ye,(x, T, p, dpdrdx
0 0 0 T1

1 1 (o)
+ / / / pua(p)y2.(x, 7, p, dpdrdx < C).
0 0 T

Ainsi, on peut prendre t,, = T, pour tout 7 > 0.

2.1.4 Estimation a priori I11
En multipliant (2.10); par (—wuxx),0n obtient

—P1WmitWmixx — K(wmx - Vm)xwmtxx - :ula)mtwmtxx

_/ ,UZ(p)wmtxxym(-x’ 17 P, t)dp = O

T1

Depuis En intégrant le résultat précédant sur (0, 1) par rapport a x, on trouve

(2.47)
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d ! :
pl / wmtxdx +K (wmx + Vm)xwmtxxdx + / wmtxd'x
2 dt 0

2 (2.48)
/ wmtxx/ ,Uz(P))’m(X, 1’ p> t)dpdx =0
0 T]
Aussi, en multipliant (2.10), par (=V,uxx),0n trouve
_bvmxxvmtxx — P2WmitxVmtxx — K (wmx + V)lexx =0.
Donc, en intégrant le résultat précédant sur (0, 1) par rapport a x, on trouve
1 1 1
p2 / (Umttxvmtxxd-x + b/ mexvmtxxdx + K (wmx + Vm)xvmtxdx = O (2'49)
0 0 0
Ceci équivalent a
1 bd [ 1
/%) / wmttxvmtxxdx + Ed_ ,znxxd-x + K/ (wmx + Vm)me,de =0. (250)
0 0

D’autre part , en dérivant I’équation (2.10); par rapport a ¢ et par rapport a x, on a trouve

1 ~
Vitxx = E[plwmtttx - mexxxt + H1Wmprx — / ﬂQ(p)ymxl ()C, 17 D, t) dp .

71

En remplacant cette égalité dans 1’équation (2.50) et d’ apres la formule d’intégration par partie, on
obtient

K 0 mittx
/ mex X+ K/ (wmx + Vm)xymtxdx (251)

% wmttx/ /’LZ(p)ymtx (X, LP, t) dpdx =0.

Tl

1 1
P1P2 H1P2 2
7 mltxwmtttxd-x + P2 a)mltxxwmtxxdx + — w dx
O 0
+b
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Par conséquent, on obtient

1 d | 1
__[101102 / W dx+p, / mmdx] +b / V2 dx
0 0

2dtl K 1
+K/ (wmx + Vm)xvmtxd-x + — ﬂlpz / mttxd'x
K /o

1
+% Wingrx / H2(P)Ymex (X, 1, p, 1) dpdx = 0.
0 T

Par addition des équations (2.48) et (2.52), on obtient

1d : P1P2 !
—— dx + ——= dx + d
2 dt [p 1 / wmtx X K /0 Wi @X + P2 /0 Wi @X

1 1
+K/ (Wimxx + Vix) dx]—f—b/ mxxdx+,u1/ w Hdx
/ wmtxx/ ﬂz(P)Ym ()C 1 P t)dpdx+,u]—/ wmttdx

+E wmttx/ MZ(p)ymtx(x 1 pa t)dpdx - 0

D’autre Part, en dérivant I’équation (2.10); par rapport a x, on obtient

pytx(m-x7 Ta p7 t) + yme(xa T’ pa t) =

Depuis, en multipliant I’égalité précédant par (uz(p)y,), on trouve

pﬂZ(p)ymxymlx(mX, yZ l) + ﬂZ(p)ymxym‘rx(-x’ op, t) -

et en intégrant 1’€aution (2.54) sur (0, 1) par rapport a x, on trouve

1

1
/ P2 (P)YmxYmix(X, T, p, )dx + / o (P)YmxYmex(X, T, p, dx = 0
0 0

Ce qui implique que

(2.52)

(2.53)
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1

1
—— | pra(p)yr(x, 7, p,)dx = — / H2(D)YmxYmex(X, T, p, D)dX.
2 dt 0 0

En intégrant la derniére égalité sur (0, 7) X (0, 1) X (0, 1) X (71, 7,), on obtient

1
/ / / Pﬂz(p)ymx(x 7, p, t)dpdrdxds

0

[
/ / / / 2 (P)YmYmex(X, T, p, Ydpdrdxds
0 0

=3 / / / ()25, p D pdrdds
i (2.54)
/ / / ﬂQ(p)(ymx(x 0 p, l) — ymx(x, l’p, l))dpdxds

0

(/ 2(p)dp //ymx(xop,s)dxds
1

/// 12(P)yn(x, 1, p, dpdaxds.

0o Jo Jo

‘\"”N|~m|~

De méme, nous avons

1l
/ / / / PH2(P)Y (X, T, p, Ddpdrdxds
; 01 O1 T‘lrz
/ / / / H2(P)YmixYmeee(X, T, p, t)d pdrdxds
10 A d
) / / / / H2(P) 7=V T, p. ) pddxds
e (2.55)
_ lul(p)(ymtx(x 0 D> l) ymtx(x 1 p,t))ddedS
2
1
= 5( / Mz(p)dp / / Your%, 0, p, $)dxds
0 JO
™
_5/ / / ’u2(p)yr2mx(xa 1’ D t)dpd.XdS
0o Jo Ja

Remark 2.4. Notons ici que y,,.(x, 0, p, 1) = WX, 1).

SIS

1
2

Maintenant, on doit intégron sur (0, ) I’équation (2.53) et en utilisant I’équation(2.54) et (2.55), pour

trouveé
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T 1 1
Fn@®) + (m - / puz(p)dp) / / Why($)dxds
o T] o 0 Ot
+ ?(m— / puz(p)dp) / / Wyyydxds
T 0
< Fn.0).
tel que
1 1 1 1
]mm(t) = S pl wzmxd +p1p2/ mttxdx+p2/ fm‘xxd'x
2 0 0
+ / vmxxdx+K / (Wpxx + Vix) dx]
+ / / / pro(P)yn(x, T, p, dpdTdx
o Jo

1
/ / / PHo(P)Y o (x, T, p, )d pdTdx.

wll?

Donc, on a les deux cas suivants

TZ
a) Si / o (p)dp < w1, d’apres I’'inégalité de Young, on a

Tl

t 1 T
/ / Onnls) / 1o (D)3 (5, 1, py 5) dpdxds
T]

> =5 ( / p2(p)dp) / / Wy, (5)dxdss
—= / / / 12Dy (x, 1, p, 5) dpdixds.

En remplacant (2.57) dans 1’équation (2.56), on trouve

e t 1
Sm(t) + (,ul_/ Pﬂz(p)dp)/ / (l)lzmx(S)dXdS
T 0 JO
p T t 1
+ f(ﬂl - / pr2(p)dp) / / W ($)dxdss
7| 0 JO
< &,(0).

(2.56)

(2.57)

(2.58)
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Iy
Donc il existe une constante 17y = u; — / pia(p)dp  telle que

T1

t rl t pl
Fu(t) + 10 / / w2, ()dxds + &no / / W, (s)dxds < Fn(0).
0 Jo K Jo Jo

T2
i) Siy = / 2 (p)dp, et d’apres (2.58), on a

71

Fu() < Fu(0).

(2.59)

(2.60)

iii) Alors dans les deux cases, on déduit qu’il existe une constante positive C, indépendante de m telle

que

Fut) < Cp, Vt=0.

Cela veut dire que

1 1 1 1
w? dx+/ w? dx+p2/ w? dxdx+/ V2 dx

mitx mttx mtxx mxx

0 0 0 0
1 1 1 T
+ / (Wi + Vin)* + / / / Pra(p)ya(x, T, p, Ydpdrdx
0 0 0 T1

1 plopm
+ / / / pra(p)ya,(x, 7, p,ydpdrdx < C,.
0 0 T

Ainsi, on peut prendre t,, = T, pour tout 7 > 0.

2.1.5 Passage a la limite

D’apres (2.30), (2.47) et (2.61) nous concluons que pour toute m € N

(2.61)
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Win est bornée dansL™(R., H*(0, 1) N H,(0, 1)),

wme  estbornée dansL™(R., H*(0,1) N H,(0, 1)),

Wny  estbornée dansL™(R., H,(0, 1)),

Vi est bornée dansL™(R., H*(0, 1) N H,(0, 1)), (2.62)
Vit est bornée dansL*(R.., L*(0, 1)),

Vi est bornée dansL*(R., H'((0, 1) x (0, 1) X (11, 72))),

Vot est bornée dansL™(R., H'((0,1) x (0, 1) X (11, 72))),

Ainsi, on obtient

W - w dans L*(R4, H*(0,1) N Hy(0, 1),
Wit - w dans L*(R,,H*0,1)n HOI(O, 1)),

Wit - Wy dans LZ(R+a Hé(oa 1)),
Vi Sy dans LA(R,, H*(0,1) N HL(0, 1)), (2.63)
Y — v, dans  LAR.,L[*0,1)),

Ym -y dans LRy, H'((0,1) X (0, 1) X (11, 72))),
A / dans LRy, H'((0,1) X (0, 1) X (11, 72))),

On peut aussi en déduire que w,,, W, v, sont bornées dans
LR, HY0,1)NH'(0,1) ,HA0,1) N HY(0, 1))

et Wy, Ve SONt bornées dans L*(R,, L*(0,1)). Donc, en utilisant un théoréme d’ Aubin-Lions [20], il

vient que pour toute 7' > 0,

Wy, — W dans L>(0,T, H}(0,1)),
Wy B Wy dans LOO(()’ Ta Hol (0’ 1))’
Vo —> dans L>,T, Hé(O, 1)),

On obtient également d’apres le Lemme 1.4 dans Kim [18]
w dans C(0,T,H,(0,1)),

—
Wy — W dans C(0,T, Hy(0, 1)),
—

v dans C(0,T,Hy(0, 1)),
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En suite, par passage a la limite dans le probleme approximatif (2.10) — (2.11), on déduit que (w, v) est

une solution du probleme (2.7) — (2.9).

Dépendance continue et unicité

Soient (¢, ¢;, @i, ¥, T, ) et (I, Ty, E, 11, I1,) deux solutions du systeme (2.7) — (2.9) avec les condi-
tions initiales (g, @1, @2, Yo, g, O1) et (I'y, I'1, 12, =g, Py, Dy), respectivement. On pose

A =¢-T,
() =y —-Z,
x(@) =11-0,

avec (A, Z, y) vérifies les équations (2.7) — (2.8). Donc, on a

™
p1A; — KAy + 2) + g A + / a(p)A; (x,t —p)dp = 0.
71

_pZAttx - bzxx + K(Ax + 2) =0. (264)

pXt(x’Tap$ t) +XT(xaT9p9 t) = O'

1. En multipliant I’équation (2.64), par A,, on obtient

d ~
%E/ﬁ — KAy + ) A, + A7 + / p(p)Ax(x, 1, p,ydpdx = 0. (2.65)
71

Alors, en intégrant le résultat précédant par rapport a x sur (0, 1), on trouve

1 d [ 1 1
33 Aldx + K / (A, + D)Adx + / Aldx
O 0 0 (2.66)
+ / / p2(p)x(x, 1, p, A dpdx = 0.
0 7]
Aussi, en multipliant I’équation (2.64), par %, on obtient
ld_,
—pzAttxzt - __Z)C + K(Ax + E)Zt = 0. (2.67)

2dt
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Donc, en intégrant d’abord le résultat précédant sur (0, 1) par rapport a x, on trouve

1 1 1
02 / ApZpdx + b / Y2dx+K [ (A, +2)Adx = 0. (2.68)
0 0 0

D’autre part, en dérivant 1équation (2.64), par apport a ¢, et en multipliant par A,, on obtient

d
PLE 2 KAy + D)l + i A2
(2.69)

+/ (p)AyAy(x,t — p)dpdx = 0.

Et en intégrant le résultat sur (0, 1), on trouve

d 1 1
pzl - Aftdx K | (Ar+ D) ududx + / A2dx
0 0 (2.70)

L5
+/ Att/ Ha(P)Ay(x,t — p)dpdx =0
0 T

D’aprés I’équation (2.70), on a

1
1d
K/ ApSadx = Ed—[p]/ A,%dx+l</ A2 dx
0 2.71)

1 T2
+ / A?;dx + / Att/ M2 (p)Au(x,t — p)dpdx,
0 0 T

Donc, en remplacgant I’equation (2.71) dans léquation (2.68), on trouve

1 d[ / 2 p2 1, e
——|p1 | Ajdx+——= | A,dx+pr, [ A dx
241l K i 0 :
+b / Ydx+ K (A +Z)2dx] + 10 / Aldx

(2.72)

1
p 2 An / /lz(P))(z (x,1,p,0) dpdxwl— / Apdx
T

T2
/ mt/ /12(p))((-x 1 )25 l‘)dpdx =0.

Aussi, en multipliant I’équation (2.64); par u,y, on obtient
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Prax X (X, T, p, 1) + poxx-(x, 7, p, 1) = 0.

Et en intégrant cette équation sur (0, 1) x (0, 1) X (11, 7,) par rapport a x, on trouve

1d ' rt [ .
2dt / / / pia(p)x~(x, 7, p, Ydpdrdx
0o Jo Jr

1 1 T
=- / / / H2(p)xx-(x,7, p, )dpdrdx
10 0 g . d
=—= / / / wa(p)—x>(x, 7, p, Ddpdrdx
2 )0 Jo Jy dr

1 [
) / / w(P) ¥ (x,0, p,H) = x*(x, 1, p, ))dpdx.
0 T1

Alors, d’apres (2.72) et (2.73), on obtient

2 dt 1 Jo
)
+K / (A, +X)%dx + / / / pra(pX*(x,7, p, t)dpdfdx]
0 0 0 T

1 T 1 1 1 1)
+(uy — 3 / H2(p)dp) / Ardx + ) / / w(px*(x, 1, p, Hdpdx
T 0 0 T

1 1 T
w0 [ a2+ 22 / A, / 1(p) (6,1, p. 1) dpdx.
K 0 K 0 71

1d 1 1 1 1
——[,01 / Adx+ 222 [ A2dx 4+ p, / Aldx +b / S2dx
0 K 0 0 0

D’ou

d 1 ko) 1 1 1 T
—&() = —(u; — = / H2(p)dp) / Ajdx - = / / w(p*(x, 1, p,H)dpdx
dt 2 T 0 2 0 T1

1 1 e
—/le—z A,ztdx - & / Att/ .UZ(p)X (x9 1’p9 t) dpdx
K 0 K 0 7

En utilisant I’'inégalité de Young, on obtient

(2.73)

(2.74)



35

d
—&() <
dt 0 <

/Azdx+/ A,z,dx)
1 1

/ AZdx + / Aldx + / AZdx + / X2dx (2.75)
0 0

@ zpars / / pr(PI (5, p. Dl pd)

IA

tel que

1 1 1 1
&) = —[ / Adx+ 222 [ 2a0 4 p, / Adx+ K / (A, +3)dx
2 K 0 0 0

1 (2.76)
+b / Thdx| + / / / pra(p)x*(x, 1, p,hdpdrdsx.
0 0 0 T
On integre 1’équation (2.75), on obtient
t
&) < &0)+ Cl/ (”At”2 + 1Al + AP + (12407
0
1 £
+HIAc + I + / / pra(plx(x, 7, p, t)llzdde)ds, (2.77)
0 T
D’autre part, on a
&) = co(IAIP + 1Al + 12 + [I(Ax + DI
(2.78)

1 o)
+ / / p/JZ(p)“/Y(xa 1’ P> t)”zdpdx)
0 T

Et d’apres I'inégalité de Gronwall, on obtient

AP + DAE + NAP + IZ + 1A + ZI?

1 £
+ / / (Pl (x, 7, p, OFdpdx < e“'E(0). (2.79)
0 T]
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Ce qui montre que la solution de notre probleme dépend seulement des données initiales. L’unicité de

la solution découle des conditions initiales suivantes

¢(0) = T(0),
¥(0) = E(0),

T(0) = 11(0),

La solution faible

Si (wo, w1, W2, w3,v0) € HY(0,1) X L(ZO, 1) x L*(0,1) x L*(0,1) x H)(0,1) nous pouvons utiliser des
arguments de densité comme dans Lions[20], pour obtenir que le probleme (2.7) — (2.9) admet une

solution faible. Ceci, termine la preuve du Théoreme.



Chapter

La stabilite exponentielle

Dans ce chapitre nous allons utiliser la méthode des multiplicateurs pour démontrer la stabilité expo-
nentielle du systeme (2.7) — (2.8), le principe de cette méthode est de construire une nouvelle fonction-
nelle, dite fonctionnelle de Lyapunov, équivalente a 1’énergie classique et qui décroit exponentiellement.
Nous commencons d’abord, par la démonstration de quelques lemmes utiles pour démontrer la stabilité

du systeme.

La fonctionnelle d’énergie du systeme (2.7) — (2.8) est définie par

1 1 1 1
Er) = 2(,01/ 2a’x+pl[?2/ dx+p2/ w; dx+b/ 2dx
0 (3.1)
+K/ (wy +v)2dx+ / / / p,uz(p)y (x, 7, p, t)dpdex)

Lemma 3.1. La fonction d’énergie E(t) satisfait

T 1
&) < _(,Ul —/ /12(17)611?)/ w; (s)dxds
0

71

[y 1
_ _ 2
(ul / | uz(p)dp) /O w;,(s)dxd (3.2)

1 1
< —770/ w,z(s)dxds - 770% / w,z,dx
0 0

<0,

L]
avec 1o = (ﬂl - / ,Uz(l?)dp) >0

71

37
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Preuve

La multiplication de 1’équation (2.7); par w,, nous donne

™
P10y dx — K(wy + V)wp,dx + ,u]a)fdx + / W (p)ww(x,t — p)dpdx = 0.

T

En intégrant le résultat précédant sur (0, 1) par rapport a x, on trouve

1 1 1 1 ko)
01 / Wywdx — K/ (wy + V)Wdx + / wfdx + / wt/ U (p)w(x,t — p)dpdx = 0.
0 0 0 0 7

On peut écrivons cette equation comme suite:

1d 1 1 1
Ed_pl / cu,zdx + K/ (Wy + V)wdx + / a),zdx
! p o 0 0 (3.3)
+/ a)t/ o (p)w(x,t — p)dpdx = 0.
0 T
La multiplication de 1’équation (2.7), par v, et I’intégration sur (0, 1) par rapport a x, nous donne
1 1 1
—02 / WyVidx —b / ViVdx + K / (wy +v)vidx = 0.
0 0 0
Ce équivalente
1 bd 1 1
pz/ Wy dx + —— vidx + K/ (w, +v)vidx = 0. (3.4

D’autre part, en dérivant I’équation (2.7),, et en multipliant par w,,, on obtient

p1d o
Eld_thzt — K(wy + V) ywy + /110);2; + / (p)wywy(x,t — p)dp = 0.

71

Donc, en intégrant 1I’équation précédant sur (0, 1), on trouve
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o1 d 1 1
21 dt tzt - K/ (Wx + V), + / wtzt
0 0 3.5

o
+/ wtt/ Mo (p)wy(x,t — p)dp = 0.
0 T]

D’aprés 1’équation (3.5), on obtient

1 1d 1
/ WyVidx = 3% [/21 / tztdx+ / wtzxdx]
0 o 0 3.6)

1
+lﬂ/ widx"'_/ wzz/ Ha(p)wy(x, 1, p, t)dpdx.
K 0 2 0 T

Alors, en remplacant (3.6) dans I’équation (3.4), on obtient

1d P1P2 /1 2 /1 2 / 2 ] /11/)2/ 2
——|—= dx + dx+b wd d 3.7
Zdt[ K 0 a)ll X T P2 0 wlx X 0 X K 0 l‘[ X ( )

o 1 T 1

+E/ wtt/ o (p)wy(x, 1, p, t)dpdx + K/ (wx +v)v,dx =0
0 T 0
D’apres (3.3) et (3.7), on a
ldp [ p1P2 ‘ ‘
Ed_t[pl/ widx + = X /o widx +p2/0 wtzxdx+b/0 Vidx
(3.8)

1 1
+K/ (w, +v)*dx + ] + U / 2d)c + MK{JZ 2d

/ o / 1a(P)¥(x, 1, p, Ddpdx + 2 / w0 / 1Py (5, 1, pu iy dpdx = 0

D’autre part, en multipliant I’équation (2.7); par w,y,on obtient

pra(p)yy(x, 7T, p, ) + po(p)yy-(x, 7, p, 1) = 0

Par intégration sur (0, 1) X (0, 1) X (71, 72), on obtient
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1d 't m )
2dt / / / pia(p)y”(x, 7, p, )dpdrdx
o Jo Jr

1 1 [
= - / / / w2 (p)yy-(x, 7, p, ydpdtdx
0 0 T
1

1

1 T
: d
-T2 / / :“2(17)0,_)’2()6, 7, p, dpdrdx
0 0 7] T 3 9)
= 5 / / llz(P)(yz(x, 0,p, ) — yz(x, 1, p, ))dpdx
0 Jn

([ pian) [ arax

1 1 T
_5 / / /’ll(p)ytz(x’ 17p$ t)dpdx
0 T1

De méme pour I’équation (2.7)4, on trouve

Remark 3.2.

1d 1 1 T
> / / / pra(p)yi(x, 7, p, dpdrdx
2dt Jo Jo Jo,

1 1 i)
= - / / / W (p)yye(x, T, p, )dpdtdx
1O 10 171 o J
=3 [ || ooy pnaparas
P 20 (3.10)

1 [
=3 / / w(p)(x,0, p, 1) — y(x, 1, p,H))dpdx
0o Jr

1 T2 1
il / ps(p)p) /0 W

1

1 1 T
) / / pa(p)yi(x, 1, p, dpdx.
0 T]

y(x,0,p, 1) = wi(x, 1),
yt(xa 0’ pa t) = wtt(xa t)'

Alors, d’apres (3.8) et (3.10), on obtient
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1d 1 1 1
2d[p1/ 2dx+p1[52/ 2dx+p2/ wzdx+b/0 2a,’)c
+K / (wy + v)*dx + / / / pra(p)y*(x, 7, p, t)dpdx]

- & / 1a(p)dp) / Vdx + / / 1a(PY2(x, 1, p, D)dpdx

1 T 1
+ / / w(p)y* (x, 1, p, 1) vidpdx + ,ul'% / widx (3.11)
0 T] 0

1 T
+% / Wy / M (p)y(x, 1, p,)dpdx = 0
0 T

Ce qui montre que

—S(t)— —(u1 — = / H2(p)dp) / vidx — = / / pa(p)y*(x, 1, p, H)dpdx

/ / pa(p)y* (x, 1, p, 1) vidpdx — /11— / wpdx

_?/ wtt/ /JZ(p)Y(X’ 1ap’t)dpd‘x:0
0 T

Donc, d’apres I’inégalité de Young, on obtient

o 1 2 1
a'(z)s—(ul— / #z(p)dp) / w?(s)dx—%(m— / p2(p)dp) / wydx,
T 0 71 0

Alors il existe un constant 179 > 0 qui vérifié

1 1
Sl(t) < _]’]0/ a)tz(s)dx - nop_l(z / (l)tzldx.
0 0



42

Lemma 3.3. La fonctionnelle

1 1
Fi(t) = —/ﬂ/ wtzdx - K/ Wi W dx
2 Jo 0

satisfait
1 1
Fi() < —K/ wrdx + & / Vidx
A 10 (3.12)
+C(1 + _) w?tdx + C/ / ﬂZ(p)yz(x’ 1? b t)dpd'x
€1 Jo 0 Ju
Preuve
On a

1 1 1
Fi(t) = - / whwdx — K/ Wy dx — K/ wtzxd‘x'
0 0 0

En multipliant I’équation (2.7); par wy, on trouve

¥
Pla),Z, — K(wy + v)wy + w,wy + / wua(p)y(x, 1, p, t)dp.

T

Depuis, en intégrant I’égalité précédant par rapport a x sur (0,1), on obtient

1 1 1 1 T

d 2

01 / wftdx - K/ (wy + V) wydx + ad i wtzdx + / w,,/ w(p)y(x, 1, p,t)dpdx.
0 0 2 dt ) 0 7

Par conséquence, on a
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1 1
—Hi / wywdx = py / widx — ((Ux + V) wydx
0

/ o / ,uz(p)y(x 1, p, Ddpdx

1 1 (3.13)
=P / w,,dx K / Vewydx + K / Wy WydX
Jo . 0 0
+ / Wyt / wa(p)y(x, 1, p, tydpdx,
0 T
D’6u
1
Fi(t) = /a)zdx K/ Vewydx — K/ wtzxdx
(3.14)

/ w0 / 1Py (x, 1, p, Ddpds.

D’apres I’inégalité de Young, on a

1
/ dx < — 2dx + Ks/ a)tztdx,

Et d’apres I’inégalité de Poincaré, on a

1 1
/ Vdx < g / vidx,
0 0

et

1 T2 1 T2
/ Wy / a(p)y(x, 1, p,t)dpdx < ¢ / / w(p)y*(x, 1, p,H)dpdx.
0 T1 0 T]

Ce qui entraine que

1 1 1
1
Fi(t)éK/ wtzxdx+81/ vidx+c(1+—)/ widx
. 0 0 €17 Jo

™
+C/ / #2(p)y2(x9 1, p> t)dpdx
0 T]
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Lemma 3.4. La fonctionnelle

: mo ! pp2 [ :
F>(t) :=py / ww,dx + £l / Widx + 22 / wtzdx +p2/ Wi dx,
0 2 /o 2K Jo 0

satisfait

1 1 1
K
Fi(@) < —M/ a)?,dx——/ (wx+v)2dx—b/ vidx
2K Jo 2 /o 0
1

1 1 )
+0, / wldx + p, / wdx + c/ / w(p)y*(x, 1, p,Hdpdx.
0 0 0 T

preuve.

En dérivant F, par rapporte a ¢, on trouve

1 1 1
F(t) = pi / wrdx + p / WyWdx + / w,wdx
0 0 0

1
+m Wy dx +p2/ Wy dX +p2/ wtzxdx.
K Jo 0 0

D’autre part, en intégrant I’équation (2.7); par w, on trouve

2
p1wzw — K(w, +v),w + piw,w + / ma(p)wy(x, 1, p, ydpdx = 0,
T1

Depuis, oen intégrant 1’équation précédant par rapport a x sur (0, 1), on trouve

1 1 I d 1 1 ko)
1 / wyw — K / (W + V) + W+ / w / H2(p)y(x, 1, p,ydpdx = 0,
0 0 0 T

2dt ),

Donc, on a

MiE
TR
s
8l\)
Il

1 1
01 / wywdx + K / (wy + V), wdx
0 0

]
+/ (,()/ ,UZ(P))’(Xal’Pa t)dpdx’
0 T]

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)
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D’autre part en multipliant 1’équation (2.7), par w,, on obtient

—P2oW Wy — bvxxwx + K(wx + V)wx =0,

Donc, en intégrant I’égalité précédant par rapport a x sur (0, 1), on trouve

1 1 1
-0 / Wy dx — b / Ve, + K / (wy +V)w,dx =0,
0 0 0

Ce équivalent a

1 1 1
02 / Wy = —b / Vdx + K / (wy + V)w,dx. (3.20)
0 0 0

Alors, en remplagant le deux équationd (3.19) et (3.20) dans F(7), on trouve

1 1 1
Fi(t) = p / a)lzdx - K/ (w, + v)2dx + /% wf,dx (3.21)
0 0 0

1 1 T
—b/ vidx +/ a)/ w(p)y(x, 1, p,ydpdx
0 0 T1

1 1 T
+p2/ wtzxdx + % / w,,/ pa(p)y(x, 1, p, H)dpdx.
0 0 Ti

D’aprés 1’égalité de young, on a

1 1
K
-K / (w, + v)2dx < ) / (w, + v)*dx. (3.22)
0 0

Et d’apres 1’inégalité de Poincaré, on conclue que

1 T 1 T
/ w0 / 1 (P (x. 1, py Ddpdx < ¢ / / 1 (P (x, 1, p, Ddpds.
0 T1 0 T
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Ce qui entraine que

1 1 1
K
Fi(1) < _pip2 w,ztdx —— | (wy+v)dx - b/ vidx

1 T
+0, / wrdx + p / wrdx + c/ / (P (x, 1, p, H)dpdx.
0 0 0 T

Lemma 3.5. La fonctionnelle

1 1
F5(1) = / / / pe "o (p)y” (x,7, p, 1) dpdrdx
0 0

1 1
+ / / / pe " uy(p)y? (x, 7, p, t) dpdrdx.
0 0

satisfait
Fy () / / / PPV (5,7, pu 1) dpdrdx + / widx
—1 / / wa(p)y* (x, 1, p, 1) dpdx + / wpdx.
- / / / pra(p)yi(x, 7, p, dpdrdx
0 0 T
1 T
- / / pra(p)yi(x, 7, p, Ddpdx,
0 T
tel que my > 0.
Preuve.

En dérivant F3 par rapport a ¢, on trouve

1
Fi() =2 / / pe P u(p)yy (x, 7, p, t) dpdtdx
0 0
1 1
+2 / / / pe Py (p)yuy: (x, 7, p, t) dpdtdx.
0 0

D’aprés I’équation (2.5);, on a

(3.23)

(3.24)
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py(x, T, p,t) = =y.(x, T, p, ).

Alors, en remplagant 3.25 dans F(#), on obtient

Fi(t) = -2 /0 /0 / e " (p)yy- (x, 7, p, ) dpdrdx
T1
-2 /O /0 / e P 1o (p)yiyie (x,7, p, 1) dpdrdx
/ | / ; pe " ua(p)y’ (x,7, p, 1) dpdrdx
0 T
/T o) [ (5 pu 1) — (5,0, pu 1) dpdn
/ /Tz pe"’Tuz(p)y,2 (x, 1, p,t)dpdrdx

0

/ / pa(p) |e7yi(x 1, p, 1) = ¥7(x,0, p, )| dpdx.

D’autre part, en utilisant I’égalité y(x, 0, p, 1) = w,(x,1), y,(x,0,p, 1) = wy(x,1)

ete? <e "< 1pourtout) <7< 1,etdapres(2.4), on obtient

Fi(t) = / / / pe o (p)y’ (x,7, p,1) dpdrdx

1
/ / e "ua(p)y’ (x, 1, p,t)dpdx + / Ha(p)dp / w;dx.

/ / / pe ”T,uz(p)yt (x, 7, p,t)dpdrdx

1
/ / e Py (p)y: (x, 1, p, ) dpdx + / H2(p)dp / wpdx.
T

Comme —e™” est une argumentation, nous avons —e ” < —e™ 2, pour tout p € [1y, T5].

En suite, en désignat ; = e""et en utilisant A1, on trouve

(3.25)
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1l pn 1
Fi() < -m / / / pa(p)y? (x, 7, p, 1) dpdrdx + 1, / widx
0o Jo Jo 0

1 1) 1
—1 / / a(p)y* (x, 1, p, 1) dpdx + / w;dx.
0 T 0

1 1 T
—1 / / / pix(p)y2(x, T, p, dpdTdx
0 0 T

1 ()
- / / pia(p)yi(x, T, p, t)dpdsx.
0 T1

3.1 Résultat principal

Theorem 3.6. Supposons que (2.4) est vrai, alors il existe deux constantes positives A, et A, telles que

la fonctionnelle d’énergie satisfait

E() < L™, Yt > 0. (3.26)

Proof. On introduit la fonction de Lyapunov

L) := NE(t) + N Fi(t) + NLF>(t) + F5(0), (3.27)

avec Ni, N,, N3 > 0.

En dérivant I’équation (3.27) et en utilisant (3.2), (3.12), (3.15) et (3.24), nous obtenons
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1
L' < —[UON—PzNz—#1N3]/ w;dx
0
1 1
- nop—2N+ plﬁNz —cNi(1 + — —/11N3 / a)tztdx
K K £l 0
1
—[bN, — &N|] / Vidx
0
K /! 1
——/ (w, + v)?dx — [KN, —cNg]/ a),zxdx
2 /o 0
1
~[N3m = Ny — ¢N,] / a(p)y*(x, 1, p, dpdx
0
1 1 T
~N3m / / / pua(p)Y*(x, 7, p, Ydpdrdx
0 0 T

1 ()
—Nsn, / / pia(p)yi(x, 1, p, )dpddx
0 T

1 1 T
—Nsn, / / / pua(p)y? (x,7, p, dpdrdx.
0 0 T

DN,
En désignant ¢, = 2_]\72’ on choisit N; assez grand, de telle sorte que
1
a; = KNy — cN, > 0.
D’autre part,on peut prend N; assez grand, de telle sorte que

ay = 7]1N3 —cNy—cN, > 0.

Alors, on arrivons a
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1
L@ < —[nN- c]/ wldx
0
1 1
- [UO&N + asz — c]/ wtz,dx - a4/ vidx
K 0 0

1 1
—as / (W, + v)2dx — a; / wfxdx
0 0

1 (o)
—an / / :u2(p)y2(x, la D, t)dpdx
0 T

1 1 T
-6 / / / pua(p)y*(x, 7, p, dpdrdx
0 0 T

1 ()
s / / L (P2 (x. 1, p, Ddpdx
0 T

1 1 ()
—ag / / / pra(p)yi(x, 7, p, Hdpdrdx.
0 0 T

tel que
b K
a3 = ,0_21[,0<2N2’ Qy = §N2’ as = ENZ’ et as = N3n.

D’autre c6té, si on pose
H(t) = N1 F1(t) + NoFo(t) + N3 Fi(1).

Alors, on a

1 1 1

|H| < %Nl / wrdx + KN, / |wsw,|dx + p N / |waw,|dx
0 0 0

p : fp : :

+—1N2/ wrdx + ¥N2/ a),zdx + P2 N, / |y |dx

0 2K 0 0

1 1 )
+N; / / / pe " uy(p)y* (x, 7, p, t) dpdrdx
0 0 T

1 1 ko)
+N; / / / pe P uy(p)y? (x, T, p,t) dpdrdx.
0 0 T

En utilisant les inégalités de Young, Poincaré et Cauchy-Schwarz, on trouve que

(3.28)
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[H (0]

IA

1
2, 02 2 2 2
c/ (a),+u)tx+vx+a)n+(a)x+v) )dx

0
1l
+C/ / / PIUZ(P)yz (x,T’P, t)dpdT
0 0 T
1 1 (o)
+C / / / pra(p)y; (x,7, p, 1) dpdrt
0 0 T|

cE(1).

IA

Par conséquent

IH @) = L) - NE@)| < cE).

Ce qui donne

N-0)EMLLOHS(N+c)&E®). (3.29)
On choisit N aussi assez grand, de telle sorte que

T]op—I(ZN+a’3—C>0,N170—C>0,N—C>O,

Ce que donne

c16(t) < L(1) < c8(1), Yt >0, (3.30)

Et utilisé 3.1, les estimations (3.28) and (3.29), respectivement, on trouve

L) < -h&Q), Yt > 1o, (3.31)

pour quelque A&, ¢y, c; > 0.

Une comptabilisation (3.30) avec (3.31), nous donne
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L) £ -1,8(0), Yt > to, (3.32)

hy
tel que 4, = —.
C1

Finalement, une simple intégration de (3.32) , on obtient (3.15) .Ceci termine la démonstration du

théoréme (3.6). O
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