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Résume

Dans ce mémoire, nous considérons le théoreme de Hille-Yosida et de Lummer-
Phillips avec leur prouves dans I'espace de Hilbert. Puis nous étudions un probleme
de transmission en présence de termes de mémoire infini et de retard. On démon-
trons l'existence et la stabilité exponentielle de la solotion de cette probleme.

Pour démontre la stabilité de ce systeme. On utilise la méthode des multiplica-
teurs basée sur la construction d’une fonction de Lyapunov équivalente a 1’énergie
considéré.

Mots clés :Théoreme de Hille-Yosida, théoreme de Lummer-Phillips, probléme
de transmission, mémoire infini, retard, opérateur dissipatif, semi-groupe.
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Abstract

In this memory, we considered the Hille-Yosida theorem and the Lummer-Phillips
theorem with their proofs in Hilbert space. Then we study a transmission problem in
the presence of history and delay terms. We prove the existence and the exponential
stability of the solution of this problem.

To prove the stability of this system, we use the method of multipliers based on the
construction of the Lyapunov function equivalent to energy.

Key-words : The Hille-Yosida theorem, the Lummer-Phillips theorem, trans-
mission problem, past histor, delay term, dissipative operator, monotone operator,
the semi-group.
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Notations
(.,.) : Produit scalaire.
C(Q) : Espace de C'™ fonctions & support compact dans 2.
Im(A) ; Image de 'opérateur A.
Jy=({T+ A Résolvant de I'opérateur A.
Ay, =AJ, : Régularisée Yosida de 'opérateur A.

|-l : Norme hilbertienne.

D(A) ; Domaine de l'opérateur A.
G(A) : Graphe de l'opérateur A.
H : Espace de Hilbert.
LP(Q) : L’espace de Lebesgue, 1 < p < oc.
0N : Frontiere de ).
WmP(Q) : L’espace de Sobolev, 1 < p < co.
WP () : La fermeture de C2°(2) dans W™P(Q2),1 < p < 0.
Uy : g:; = o/ la dérivée de u par rapport a t.
0?u e \
(m 52 la dérivée d’ordre 2 de u par rapport a t.



Introduction

Notre compréhension des phénomenes du monde réel et notre technologie sont
aujourd’hui en grande partie basécs sur les équations aux dérivées partielles (EDP).
En effet, c’est grace a la modelisation de ces phenomenos au travers d’EDP que 'on
a pu comprendre le role de tel ou tel parametre et surtout obtenir des prévisions
parfois extrémement précises. C’est pourquoi ’étude des EDP est de uos jours I'un
des thémes les plus importants pour la comprébension sicntifique.

Mais I'une des choses qu’il faut avoir en esprit a propos des EDP c’est qu’il
n’est en générale pas question d’obtenir leurs solutions explicitement. Ce que les
mathénaticiens peuvent fuire par coutre, c’est dire si une ou plusiears solutions
existent et décrire parfois tres precisement certaines propriétes de ces solutions.

Le théoréme de Hille-Yosida est une alternative au théoreme de Cauchy-Lipschitz
pour la résolution du probléme de Cauchy

([){ Cj;:—l—Au:O sur [0, 4-o00]
u(0) = uy

pour une famille d’opérateurs A linéaires non bornés.

En effet, le Théoreme de Cauchy-Lipschitz est un outil puissant pour donner
fexistence et 'unicité des solutions des équations differenticlles ordinaires mais pra-
tiquement inutile putur résoudre des équations aux dérivées particlles.

Par conséqueut, il est tout naturel d’jutroduire un nouveau théoretue qui lui est
un outil plus puissant et fondamentale reliant les propriétés de dissipation d’energie
d’un opéruteur non borne a ’existence et 'unicité et la regularité des solutions d’une
équation différentielle partielle d’évolution. Notre but dans ce ménwirc cst d’cnoncer,
démontrer et d’appliquer le théoreme de Hille-Yosida a des EDP d’évolutions.

Ce mérnoire est organise en trois chapitres.

Chapitre 1. Dans ce chapitre, nous rappplons les notions de base en analyse fonc-
tionnelle, que seront utilisées dans les chapitres suivants.

Chapitre 2. Dans ce chapitre, nous nous consacrons a la démonstration du théo-
reme de Hillle-Yosida dans ’espare de Hilbert, théoréeme de Lummer-Phillips avec
des preuves détaillées.

Nous montrons que lorsque nous soumes dans un espace de Hilbert grace an
théoreme de Hille-Yosida, il suffit que 'opérateur A soit maximal monotone pour
que 'équation (I) admette une unique solution.

Chapitre 3. Dans ce chapitre, nous étudions 'applications du théoréme de Hille-
Yosida et Lummer-Phillips & un probléeme de transmission en présence de termes
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d’historique et de retard. Nous prouvons l'existence, 1'unicité, et la stabilité expo-
nentielle de la solution de ce probleme.



Chapitre 1

Préliminaires et définitions

Dans ce chapitre nous introduisons quelques notions fondamentales sur 'analyse
fonctionnels, et quelque propriétérs et inégalités que nous utiliserons dans la suit de
notre travail.

1.1 Quelques espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1. Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel muni de produit

scalaire, (u,u) tel que ||u|| = \/{u,u) est la norme de H complet.

1.1.2 Espaces L?(Q2)

Définition 1.1.2. Soit p € R avec 1 < p < oo et  un ensemble mesurable de R"

au sens de Lebesque on défini
LP(Q) = {f :Q = R, f est mesurable et /Q | f(z) |P dz < oo}.
PourpeR et1l <p< oo, on note
I o= [ @) P o]
Sip=o00, on a
L>®(Q) ={f:Q =R, f mesurable et il existe une constante C telle que, | f(z) |< C sur Q}.

>



1.1. QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS

On définit sur L™ la norme

| flloo=Inf{C;| f(x) |< C p.p sur Q}.

Soit 1 < p < 00 ; on note par ¢ 'exposant conjugé de p i.e. % + é =1.

Théoréme 1.1.1. 1] est bien que LP(S2) muni de la norme ||.||, est un espace de

Banach, pour tout 1 < p < oo.

Remarque 1.1.1. En particulier, lorsque p = 2, L*(2) muni du produit scalaire

(. 9heie) = [ F@)g(a)da,
est une espace de Hilbert.
Théoréme 1.1.2. Pour 1 < p < oo, LP(Q) est un espace réflexive.

Définition 1.1.3. Soit X un espace de Banach et f : X — X. On dit que f est

contractante s’il existe ¢ € [0, 1] tels que pour tous x,y € X,

1f () = FWI < cllz —yll.

Théoréme 1.1.3. (Point fixe de Picard)

Soit X un espace de Banach, si f est contractante, alors f admet un unique point

fize.

1.1.3 Espaces de Sobolev WP (())

Définition 1.1.4. 1) Soient m € N et p € [0,00]. W™P(Q) est ’espace de tout

f e LP(Q), défini comme
WmP(Q) = {f € LP, tel que 0°f € LP(Q) pour tout o € N}

n
tel que |a| =D a; <m ou, 0 = 9952 ... 9%,
i=1



1.2. QUELQUES INEGALITES UTILES

2) Si f € W™P(Q), nous définissons sa norme comme étant

(Z / | 0°f !pdx) ;o (1<p< o),
[ fllwmr) = o <k

Y sup | 0°f |5 (p=o0).
|a| <k

Définition 1.1.5. On note par Wi (Q), la férmeture de C§°(S2) dans WP (Q).

Remarque 1.1.2. Sip = 2 nous écrivons
H™(Q) = W™(Q),  Hi'(Q) = Wg™*(Q).

Nous utilisons H™(S2) est une espace de Hilbert.

Avec le produit scalaire usuel

(u,v) = O“ud®vdzx.
Eh

Notons que H°(Q2) = L*(Q).

Théoréme 1.1.4. Sim >m/, H™(Q) — H™(Q) (injection Sobolev).

1.2 Quelques inégalités utiles

Nous allons lui donner des inégalités importantes. Ces inégalités jouent un role
important en mathématiques appliquées.

1.2.1 Inégalité de Young

Théoréme 1.2.1. Soient p et q deux réels conjugués : % + é = 1. Alors
ab? b
V(a,b) € R, ab< —+ —. (1.1)
p q

En effet

ab = eln(ab) — 6lna—f—lnb

1 1
> In ap—&—; In b4

®

]_

P q

611’1 a eln b
q

1
< —a? + -bY.
q

IN
— S

=



1.2. QUELQUES INEGALITES UTILES

En partieulier si f,g € L*(Q), alors

[Is@gde << [ 1f@Pde+ - [lo@Pde, ves0.  (12)

1.2.2 Inégalité de Holder

Théoréeme 1.2.2. Soit 1 < p, g < oo, I%—l— % =1, alors si, f € LP(Q) et g € LU(Q),
on obtient

I fg l@=I f ey - | 9 lza) - (1.3)
Théoréme 1.2.3. (Généralisation de l’inégalité de Holder)

Soit1 < pi, -, pm < 00, p%—l—--ﬁ—zi =1, alors, si fr € LP*(Q) pourk =1,--- ,m,

on obtient

Jo 152 ) o < TT el (14)

Remarque 1.2.1. Soient f € LP(Q)) et g € LI(Q), avec 1 < p < 00, alors

[ 15w 1z < ([ 15 v i) ([ 1o ra) . @

Remarque 1.2.2. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l’ingalité

de Hoélder dans le cas p = 2,q = 2.

1.2.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Lemme 1.2.1. Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (.,.), alors

) <, F)3(g,9)2, Vf.g€ H. (1.6)

1.2.4 Inégalité de Minkowski
Théoréme 1.2.4. Pour 1 <p<oo, et f,g € LP(2) , on a

If + 9l < F v + 11 9 e - (1.7)
Si0+#p<1, donc

1f+9llr@ 21 llzr@) + 11 9 [lzee) - (1.8)

8



1.3. RAPPEL SUR LES OPERATEURS

Lemme 1.2.2. Soient f,g € LP(Q2). Alors, pour 1 < p < o0,

([15@)+ @ pae)’ < ([ 17 P as) + ([ o) ar)’

1.3 Rappel sur les opérateurs

1.3.1 Opérateur non bornée

Définition 1.3.1. (Domaine)
Un opérateur linéaire sur H est une application linéaire A définie sur un sous-espace

vectoriel D(A) C H d valeur dans H. D(A) est appelé le domaine de l'opérateur A.

Notation : On note un tel opérateur par (A, D(A)).

Définition 1.3.2. Un opérateur linéaire non borné dans H est un couple (A, D(A))
ot D(A) un sous-espace vectoriel de H et A est une application linéaire de D(A)

dans H, (c-a-d || A ||= 00). Le sous-espace D(A) est le domaine de A.

Définition 1.3.3. (Graphe)
On appelle graphe de lopérateur (A, D(A))le sous-espace vectoriel de H x H noté
G(A) définie par :

G(A) = {(v,Av) |v € D(A)}.

Définition 1.3.4. (Image)

On appelle image de (A, D(A)) le sous-espace de H noté Im(A) défini par :

Définition 1.3.5. (Opérateur fermé)
Un opérateur (A, D(A)) linéaire non borné dans X, est dit fermé si son graphe est

fermé dans X x Y. i.e, Va, —» v et Ax, >y = Ax =1y.

Définition 1.3.6. Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné dans X, on dit
que (A, D(A)) est de domaine dense dans X, si D(A) est dense dans X .

9



1.3. RAPPEL SUR LES OPERATEURS

1.3.2 L’ensemble résolvant et la résolvante

Définition 1.3.7. On appelle ensemble résolvant de A ’ensemble de points réguliers

de l'opérateur A et on le note par p(A) tel que
p(A)={ e C:A\[-A:D(A) C H— H. inversible}.
Définition 1.3.8. L’ensemble o(A) = C — p(A) s’appelle le spectre de A.

Définition 1.3.9. L’application

R(,A):p(A) — L(H)
RO\ A) =(A-AI)7!

s’appelle la résolvante de A.

Proposition 1.3.1. (Equation de la résolvante)

Si A:D(A) C X — X est un opérateur linéaire, alors pour tous A\, i € p(A), on a
R(A,A) = R(p, A) = (= M) R(A, A)R(p, A).
Démonstration. De la définition de la résolvante on a
[AR(A, A) — AR(A, A)] R(p, A) = R(p, A)

et

[MR<M’ A) - AR(Nﬂ A)] R()‘v A) = R()‘v A)

En faisant la différence des deux égalités et compte tenu du fait que R(A, A) et

R(p, A) commutent, on obtient :

R()‘a A) - R(P’a A) = (:u - )‘>R()" A)R(u7 A)

10



1.3. RAPPEL SUR LES OPERATEURS

1.3.3 Opérateurs m-dissipatifs

Définition 1.3.10. (Opérateur dissipatif)

Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H est dit dissipatif si
Vv € D(A), (Av,v) <0.

Définition 1.3.11. Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné. On

dit que A est monotone (—A dissipatif) si
Vu € D(A), Re < Au,u >> 0.

A est mazimal monotone si, A est monotone

et Im(I+A)=H i.eVfe H Jue D(A) tel que u+ Au = f.

Théoreme 1.3.1. Si A est m-dissipatif alors pour tout A > 0, ["operateur
(I — NA)Lf appartient a D(A) pour tout f € X, et (I — NA)™! est un opérateur

linéaire borné sur X.

Théoreme 1.3.2. Soit (A, D(A)) un opérateur non borné dans X.
S7il exist Ao > 0 pour lequel U'opérateur (I — \gA)™! est un opérateur borné sur X,

alors A est m-dissipatif alors c’est un opérateur fermé.

Démonstration. Soit (x,,), une suite de D(A) convergeant vers x dans X, on suppose

que (Az,), converge vers y dans X. L’opérateur (I — X\gA)~! etant borné, on a :
Ty = (I — XA) H(zn — MoAx,) — (I — XA) Hx — Aoy)

quand n — .

Par conséquent nous avons
x = (I — XNA) " (z— \gy) € D(A)
et
(I — NA)x =z — Ny,
donc Ax = y. m

11



1.3. RAPPEL SUR LES OPERATEURS

Remarque 1.3.1. a) Si (A, D(A)) est un opérateur dissipatif alors pour tout
A >0, (I —\A) est injectif.
En effet
(I = XA)z = 0, implique que 0 <[| = ||<|| (I = XA) [|= 0 donc || = || d’ou
x = 0.
b) En pratique pour montrer qu’un opérateur est m-dissipatif (resp. mazimal
monotone) on montre d’abord qu’il est dissipatif (resp.monotone) et on rcsoud

ensuite un probleme variationnel pour une valeur Ay bien choisie.

Proposition 1.3.2. Soit A un opérateur mazximal monotone. Alors :
a) D(A) est dense dans H.
b) A est fermé.
¢) Pour tout X\ > 0, (I + NA) est bijectif de D(A) sur H, (I + MA)™! est un

opérateur borné et || (I + XA)~! ||< 1.

Remarque 1.3.2. Si A est mazimal monotone, alors NA est aussi mazimal mono-

tone pour tout A > 0.

Définition 1.3.12. Soit A un opérateur m-dissipatif dans H. On pose pour tout
A>0. =T+ XA et A= %(I — Jy\) Jy est la résolvante de A et A,

la régularisée Yosida de A. on a: [|Ji|[oy < 1. Bt lon a Uégalité suivante :

A)\ZL' = )\J)\A[E

En effet

AAz = Ay(A = ADx + N2 o = Az + N2 o = Ay,

12



1.4. THEOREME DE LAX-MILGRAM

1.4 Théoreme de Lax-Milgram

Définition 1.4.1. Une forme bilinéaire a(.,.): H x H — R est :

1) Continue s’il existe une constante C > 0 telle que
la(u, v)| < Cllullullvlla Vu,ve H,
2) Coercive s’il existe une constante o > 0 telle que
a(v,v) > a|jv||3 Vv € H.

Théoréme 1.4.1. (Laz-Milgram)
Soient H un espace de Hilbert réel et a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive
sur H. Pour tout L € H (i.e. L : H — R est une forme linéaire continue). Alors,

il existe u € H solution unique du probléme

a(u,v) = L(v) Yv € H.

1.5 Théorie des semi-groupes

Dans ce part, nous rappelons quelques connaissances de base en semi-groupes,
dont la plupart seront utilisées dans les chapitres suivants. Une référence générale a
ce sujet est [5], [6].

Soit X un espace de Banach réel ou complexe muni d’une norme notée || - || .

Définition 1.5.1. On appelle semi-groupe uniformément continu d’opérateurs li-
néaires bornés sur X une famille {T(t)}+>0 vérifiant les propriétés suivantes :
1)T(0) =1.

2) T (ty +to) =T (t1) . T (t2) Viti,ta > 0.

9) lim || T(t) I = 0.

Définition 1.5.2. Une famille T(t) ou (0 < t < o0) d’opérateurs linéaires non

bornés dans un espace de Banach X est appelée semi-groupe fortement continue (en

13



1.5. THEORIE DES SEMI-GROUPES

bref, un Cy-semi-groupe) si
1) T(0) = Iy, ou Iy (est lopérateur identique).
2) T (ty +to) =T (t1) . T (t2) Vity,ta > 0.

3) Pour chaque x € X, T(.)x (est continue en t sur [0, 00)).

Définition 1.5.3. Le genérateur infinitésimal de Cy-semi-groupe T'(t) est l'opérateur

linéaire A de domaine.

D(A) = {:1: € X : lim T(t)f_x existe },

t—0+
défini par
Az = lim Ttz = 2) = d(Tt)r) ,  pour x € D(A).
t—0+ t dt 0+

Exemple 1.5.1. Soit Iy [’espace défini par :
“+oo
l2 — {l‘: (]/’1’.-. ’xn’...)7z | ZI;'L |2< _l_oo}
i=1
(T(t)x), = (e’%xn)neN* est Co-semi-groupe et (Ax), = (=" )nen- est son genéra-

teur infinitésimal.

Exemple 1.5.2. Soit A € X ett € [0,00[, tel que t — T(t) est une application

définie par :

Tt)=e"=Y" '
—~ nl

qu’est vérifier les conditions suivants :

1) T(t) = e, pourt =0

T(0)=e"=1.

2) T(t, +ty) = eAlitts) = eAtiedls — T(4).T(t,).
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1.5. THEORIE DES SEMI-GROUPES

3) par ailleurs, pour toutt >0 on a :

+o0 Antn
17°(2) fII—IIZ — 1
-‘roo Antn
=112 =l
n=1
+o0 tn
= Z Al
— Al — 1
d’ou lim ||T(t) — I|| = 0.
t—0
D’autre part, pour toutt >0, on a :
T(t)—1 et — 1
[—— Al = — A
B HetA—I—tAH
B t
IR IAH“
= _ Zt
L
:E(e — 1 —t|JA||) — 0 quand t — 0.
T(t)—1
Donc lim L = A.
t—0 t

Ainsi (T(t))n>0 est un semi-groupe uniformément continu d’opérateur linéaire

bornés sur X de générateur infinitesimal A.

Définition 1.5.4. Un semi-groupe T'(t), 0 <t < 0o est dit semi-groupe de contrac-

tion s’il existe une constante a > 0, (0 < o < 1) telle que pour tout t > 0,
| Tt)x—THy ||I<a|z—y], pourtout x,y € X

Co-Semi-groupe généré par un opérateur dissipatif

Proposition 1.5.1. Soit T'(t) un Cy-semi-groupe. ll existe deux constantes w € R

et M > 1 telles que :

| T < Me*t  pour 0<t< oo.

15



1.6. DEFINITIONS DE QUELQUES TERMES PHYSIQUES

Théoréme 1.5.1. Soit (T'(t))>0 un semi-groupe fortement continu sur l’espace de

Banach X et soit w € R, M > 1 verifient
1T < Me**  pour t>0.

Pour le générateur (A, D(A)) de (T(t))i>o les propriétés suivantes sont satisfaites :
1) Si X € C tel que

RNz = /Ooo e T (s)ads, (1.9)

existe pour tout x € X, alors A € p(A) et R(\, A) = R(\).
2) Si Re(A) > w, alors X € p(A), et le résolvant R(\, A) est donné par ’expression
Uintégrale (1.9).

3) IR A < % pour tout Re(\) > w.

1.6 Définitions de quelques termes physiques

Définition 1.6.1. (L’énergie)

L’énergie est ce qui permet d’agir : sanselle, rien ne se passe, pas de mouvement, pas
de lumiére, pas de vie ! Au sens physique, [’énergie caractérise la capacité a modifier
un €état, a produire un travail entrainant du mouvement, de la lumiére, ou de la

chaleur. Toute action ou changement d’état nécessite que de l’énergie soit échangé.

1.7 Stabilité

1l existe plusieurs degrés de stabilité : Le premier degré consiste a analyser sim-

plement la décroissance de l’énergie des solutions tend vers zéro, i.e :
E(t) — 0, lorsque t — +00.

C’est ce que l'on appelle la stabilisation fort.
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1.8. FONCTION DE LYAPUNOV

Pour le second, on s’intéresse a la décroissance de l’énergie la plus rapide, ¢’est-

a-dire lorsque celle-ici tend vers 0 de maniére exponentielle, i.e :
Et) < Ce ™™, Vt>0,

ou C et a sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.

Quant au troisiéme, il étudie des situations intermmédiares, dans les quelles
la décroissance des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par
exemple :

Et)< =, Vit>0.

T Q

ou C' et 8 sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.

Stabilité exponentielle

Théoréme 1.7.1. Soit {T'(t)}1>0 un Cy-semi-groupe sur un espace de Hilbert. Alors

{T(t)}1>0 est exponentiellement stable si et seulement si
sup{Re(A\); A € o(A)} <0

et

sup H()\[—A)_lH < +o0.
Re(A)>0

Théoréme 1.7.2. Soit {T(t)}i>0 un Cy-semigroupe des contractions sur un espace

de Hilbert. Alors {T'(t) }1>0 est exponentiallement stable si et seulement si
o(A) D {iB.5 € B} = iR,
et

fim (i1 — A)~|| < +oo.

8| =00

1.8 Fonction de Lyapunov

La notion de fonction de Lyapunov constitue d’une certaine maniere une génée-

ralisation de l’énergie. Etant donnée une fonction définie positive, l’idée directrice

17



1.8. FONCTION DE LYAPUNOV

des théoréemes de Lyapunov consiste a évaluer [’évolution de cette fonction sur les

trajectoires du systéme afin de conclure la décroissance de [’énergie.

Définition 1.8.1. (Fonction de Lyapunov)

Une fonction de LyapunovV est une fonction de classe Ct, définie par
V. R" =R,

telle que

V(z) >0,Vx #0 et V(z) =0 pour x =0,

et

V'(z) <0,Vx #0 et V'(z) =0 pour z = 0.

Remarque 1.8.1. Notons que V' est la derivée de V' par rapport au temps t. Cela

d
veut dire que V'(z) = $V(aj)
Le resultat fondamental de la stabilité de Lyapunov dffirme que si une fonction de

Lyapunov existe pour un systeme donné alors ce systéme est stable. *
d
Si la fonction de Lyapunov est strictement décroissante, d—V(:B) < 0, alors la sta-

bilite est en plus exponentielle.

18



Chapitre 2

Théoreme de Hille-Yosida et

théoreme de Lummer-Phillips

Dans ce chapitre nous allons défini les deux théorémes le théoreme de Hille-
Yosida et le théoreme de Lummer-Phillips qui nus seront utiles dans le chapitre

suivant.

2.1 Théoréme de Hille-Yosida

On s’interesse au probléme d’évolution suivant :

d

2 Au= 0, sur [0,4o0[

dt (2.1)
u(0) = g

On cherche a résoudre le probléme (2.1). Nous allons donc chercher des outils qui
nous permettrons de le resoudre. Tout d’abord commengons par rappeler un resultat

classique.
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

Proposition 2.1.1. Soit A un opérateur mazximal monotone. On a
a) Ay =A(J\w), Vv e H et VA > 0.

b) Ay = J\(Av), Vv € D(A) et YA > 0.

c) | Ax| < |Av], Vv e H et VA > 0.

d) limy_,o Jyv = v, Yo € H et VA > 0.

e) limy_,g Ayv = Av, Vv € D(A).

f) (Ayv,v) >0, Yve H et VA>D0.

9)  |Aw| < $lv], Yoe HetVA>0.

h) VA >0, JyJ,, Ax, A, commutent.

Démonstration
a) Par définition de J, pour tout v € H on a

Jv 4+ AA (L) = oo+ AT+ M) o= Jw+ Ao = (Jy + AA)v =

donc
Ay = A(I + XA) I + NA) Jyv
=A (J,\U) .
b) On a donc
1 1
Av = X[U + M)y —v] = X([ + AA) (v — Jyv)
1
J\Av = XU +AA) NI + AA) (v — Jyw)
= i\ ([ — J,\) (%
= A)\U.

c) D’aprés b ) on a  Ayv = Jy\(Av) donc |Ayv| < |Av|.

d) Supposons d’abord que v € D(A). Alors

v — S| = XAxv| < ANAv|  ( d’aprés c)

Soit maintenant v € H et € > 0 pour le cas générale. Comme D(A) est dense dans
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

H d’aprés la proposition (1.3.2) il existe vy € D(A) tel que |[v —vy| <e On a

| v — o] < |Jyo — Jyoi| + [ Javr — vg| + [o — vy
< 2w —wv|+ [y — v (2.2)
< 2e + | Jyvy — vy
par conséquent
}\iir(l)sup|J>\v—v| < 2¢ Ve >0
et donc
/l\iir(l)sup | v —ov| =0
d’otu
lim Jyv =v, Yve H.

A—0

e) En appliquant b ) et d ) on a :
limA*)O A/\'U =Av Y€ D(A)

f) On a
(Ayv,v) = (Ayv,v — Jy) + (A, Jyv)

= A Ay)* 4 (A (Jyw), Jyv)
donc

(Ayv,v) > X|Ayo]? > 0. (2.3)

g ) En appliqant ’inégalité de Cauchy schwarz a (2.3) on a

1
[Axo] < S ol.

h ) Montrons que Jy et J, commutent Soit x € H. Notons z = JyJ,x et montrons

que z = J,Jxx z € D(A) donc

(I+XA)z=J,x carJy= I+ A) "sur D(A)

21



2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

en multipliant a gauche par Ju_l on a

(I 4+ pA)(I +XA)z=J, "z
(I 4+ pA) I+ NA)z = z.

Par commutativité de ces deux derniers opérateurs on a d’ou
(I+ XA +pA)z=x

Z = JuJ)\x

Comme J,, et Jy commutent on a d’aprés a ) etb ) A, et A\ qui commutent ainsi

que A, et J.

Théoréme 2.1.1. (Cauchy-Lipschitz-Picard)

Soient X un espace de Banach et F': X — X une application telle que
|Fu— Fv|| < Lllu—v|| Yu,veX (L>0).
Alors pour tout ug € X il existe u € C'([0; +o00[; X) unique telle que
du

E:F sur  [0;+00]

u(0) =up ( donnée initiale )
Démonstration.

Résoudre (2.1) égquivant a trouver u € C([0;+oo[; X) tel que
t
ult) = ug + / F(s,u(s))ds. (2.4)
0

Autrement dit une solution de notre équation est un point fixe de ’application A de

C([0; +o00[; X) dans lui méme, qui d u associe
¢
Au : t — ug +/ F(s,u(s))ds.
0

1l semble donc naturel de cherche a montrer que A est contractante. Notons L tel
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

que [ soit L—lipschitzienne en u :

|Auy (t) — Aus(t)] =| uo —i—/OtF(s,ul(s)) ds — ug — /OtF(s,UQ(s))ds |

On obtient ainsi || Aup — Aus ||oo< oL || uy — s ||oo-
Ce n’est pas forcement contractante car peut étre al. < 1. Il va done falloir donc

ruser en itérant A.

Si on réutilise la derniére inegalité on trouve
|A%ﬂ®—A%ﬂﬂhﬁm+AUN&Am( %—uwi/ (s, Aua(s)) ds |
SLAtH7Q,Auﬂs»-—}7@,Auﬂ5»]d5
gliAwAuﬂﬁ——Auﬂsﬂds
< L/t Ls||uy — usl|, ds

2
< L2 w1 — ual| o

Puis itérons une nouvelle fozs encore

‘A?’ 1(t) — Aluy(t) <L/ ’A2u1 — A%uy(s )’ds

tL22
gL/ = uz [ ds

3
< L3 6 ||U1 — U,2||

On commence a voir ce qu’il se passe :

en intégrant s, on obtient un quz vient s ajouter au dénominateur déja existant.

Fa faisant p fois ce qu’on vient de faire trois fois, on obthent par récurrence sur p

L)PsP
‘APul —AP’LLQ’ < ( ) i || Uy — U2 ”oo
p:
d’on
LP
|mm—ymg“ﬂ) — g [|oe -
p
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

(al)

o (aL)P
p!

P <1et

" tend vers 0 , donc pour p asses grand,

or quand p tend vers oo,
AP est contractante.

On peut alors appliquer le théoreme du point fize : AP adamet un point fixe, qu’on
note z.

Un point fize de A est un point five de AT, donc il est immediat que A admet an
plus un point fize .

1l ne reste plus qu’a verifier que z est point fixe de A :
| Az — 2 [loo=[| A(AP) = APz [loo=] APz — APz [oo< O || Az — 2 o

avec C < 1 car AP est conractante.

Cela n’est possible que si || Az — z ||oo= 0, alors Az = z .

Lemme 2.1.1. Soit u € C*([0, +o00[; H) une fonction vérifiant :

d
i Au=0 sur R (2.5)
dt
' du o
Alors les fonctions t ——| u(t) | et t —| p |=| Au(t) | sont décroissantes sur
0, +o0].
Démonstration.

Soit u € CY([0, +o0[; H) vérifiant (2.5) pour tout t € RT on a

<C§;,u>+<A>\u,u):0 sur RT,

du
d’aprés la proposition (2.1.1) (Ayu,u) = 0 alors <dt’ u> < 0 par suite
5% | u|?< 0, donc | u(t) |* est décroissante pour tout t > 0.

D’autre part, comme Ay est un opérateur linéaire borné, on déduit de (2.5) que u

d (du d
% (dt) +A/\ (dtu> =0

. oo du .
on peut appliquer alors ce qui précéde a m on obtient |

est C'™ et que

du

E@) |=| Axu(t) | est

décroissante pour tout t dans [0, +00].
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

Théoréme 2.1.2. (Hille-Yosida)
Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H .

Alors pour tout ug € D(A) il existe une fonction
u € C([0,4o00[; H) N C([0, +00[; D(A))
unique telle que

d
o Au=0 sur [0, 400(;
dt (2.6)

u(0) = g (condition initial).

De plus on a
du
| u(t) [<[uo [ et | —(t) [=] Au(t) [<[ Auo |t € [0, +o00[.

Remarque 2.1.1. L’interet principal du théoréme de Hille-Yosida est dans le fait
que pour résoudre le probleme d’évolution (2.6) on se ramene a vérifier que l’opéra-

teur A est mazimal monotone.

Démonstration.
Nous allons décomposer la démonstration en 6 étapes.
1" étape : Unicité en cas d’existence

Soient u et v deuz solutions de (2.6).0n a

d

%(u,v) + (u,v) =0 sur [0, +o0],

en prenant le produit scalaire avec (u — v) on obtient

<C;Zt(u—v)+A(u—v),(u—v)>:—(A(u—v),(u—v))gO. sur [0, +o0],

d d
orVp € C1([0, +ocf: H) on a| ¢ [P€ C*([0,+00[iR) et = | 0 [P=2( 7 0).
Alors
d 1d )
(Z(u =), (=) = 5= | ult) = v(t) |



2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

et par montonie de A
(A(u —v), (u—=v)) 20 sur [0,+o0l.
Alors la fonction t —| u(t) — v(t) | et décroissant sur [0, +oo[. Et comme
| u(0) = v(0) |= 0

Vit € [0, +ool, | u(t) — v(t) [*<| u(0) — v(0) |2

On en déduit que

| u(t) —v(t) |=0, Vt=0
d’otu
u=v sur RT.
Ezxistence
Pour prouwver lexistence de u on va remplacer l'opérateur A par sa régularisée de
Yosida Ay, on établit diverses estimations indépendantes de X, et on passe a la limite
quand A — 0.

Soit uy la solution du probléeme

% + A)\UA =0 [0, +OO[
dt (2.7)

UJ)\(O) = Ug € D(A)

Notons que uy, existe grace au théoreme de Cauchy-Lipschitz-Picard appliqué avec
F = —A,.

En effet Ay est linéaire borné donc d’apres le théoreme de Cauchy-Lypschitz-Picard
le probléeme (2.7) admet une unique solution uy € C'([0, +oo[; H).

2¢me étape

On a l’estimation suivante

d
VEZ 0,94 > 0, 2 (1) [=] A () <] Auo | (2.8)
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

qui est une conséquence immédiate du lemme (2.1.1).

3¢me étape

On va montrer que, pour tout t > 0, uy(t) converge uniformement vers u(t) sur
chaque intervalle bornée [0,T] quand X\ tend vers 0.

En effet soit H un espace de Hilbert. Montrons que, sit fixé, uy(t) est une suit de

Cauchy. Sotent \,u > 0. On a

duy  duy,

D’ot en prenant le produit scalaire de l’expression ci-dessus avec uy — u,

1d
S |y —up |2+ (Ayuy — Ay, uy —uy,) =0.
Or

(Ayuy — Ayug, uy —uy) = (Auy — Ayug, uy — Hhuy + Hhuy — Ju, + Ju, — )

= <A)\U)\ — Auuu, /\AAU)\ — ,uA“ul) —+ <A(J)\’LL>\ — JH“N)’ J)\U)\ — JMU#>

(2.9)
puisque
1
Vo € D(A), (A = X([ — \)v) = (v = Jyv = AAw),
et toujours d’aprés la proposition (2.1.1)
VA>0 ,Aw=A(Jyv) YveH
= JLAv v e D(A).
Par monotonie de A, on a donc :
(Axuy — Apug, uy —uy) < (Axuy — Apuy, Myuy — pA,uy,) . (2.10)

On déduit alors de (2.5), (2.8) et (2.9) que

VA >0, —u, P<200—p) | Aug 2.

14,
2dt ™
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

On intégrons par rapport a t, il vient :

5 lusl) = ) P —; | ux(0) = u,u(0) [* < 20\ — p) | Aug [? /Ot ds

2
20\ — )t | Aug 2
donc

[ ua(t) = uu(t) P< AN — p)t | Auo |

et
| un(t) — uu(t) |[< 20/ (A — p)t | Aug | . (2.11)

Alors ¥t € [0, +00], la suite (ux(t))a est de Cauchy, et donc converge quand A — 0

vers une limite notée u(t).

On a

VA >0,V > 0,t € [0, 400, | ur(t) —uu(t) [< 2/ (A — p)t | Aug | .

Soit A > 0 fixé et soit t € [0, +o00|

VA >0, | ua(t) — uu(t) |[< 24/ (A — p)t | Aug |

Par passage a la limite quand p — 0 :
VA > 0,6 € RY, | un(t) — u(t) |[< 2V | Aug | .

On en déduit la convergence uniforme de uy vers u sur [0,T]. Soit e > 0 fizé. Posons

n tel que

2\nT | Aug |< e.

Alors :
VNS Ve [0,T], | un(t) — u(t) |< 2VAt | Aug |< e.

et (uy)x converge uniformement vers u sur chaque intervalle borné [0, T).

La limite uniforme d’une suite d’applications continues étant continue,

u € C([0, +oo[; H).
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

4¢me étape
d
Soit ug € D(A?), c’est a dire ug € D(A) et Aug € D(A), % converge uniformément
quand X tend vers 0 sur chaque intervalle borné [0, T].
d d
En effet, On pose vy = ﬂ, alors &2 + Ayvy = 0.
dt dt
D’apres étape 3
1d 9
ST | oy — v, < (Anuy — Apuy, Myuy — pAyuy,) . (2.12)

par linégalité de Cauchy-Schwarz et l'inégalité triangulaire :
57 Lo = v P (JAvua | + [Ayu]) (M Axua| + plAuuy) -
Or d’apreés la proposition (2.1.1)
| Axua [ <[ Axua(0) |
(2.13)
<[ AxAxupg |
et de méme

| Ay | <| A#”#(O) |
(2.14)
§| AHA;U«UO ’ .

Enfin puisque Aug € D(A) il vient

AzAyug = Ax(A(J\up))

= A(J\AJ\uy)
= Jy A%uy.
D’ou
| AxAyug |<] A%ug | | A A u |<| Auy | car | Jy < 1.
et

1d
S o= P 2| Aug | (= p) | A% |
<20 =) | Ao |7
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

Ceci implique de la méme maniere qu’a l'étape 3 que vy(t) = d;‘—t*(t) converge uni-
formement quand \ — 0 sur chaque intervalle borné.

5¢me étape

Il existe une solution de (2.6) si l'on suppose de plus que ug € D(A?). En effet,

d’apres ce qui précede, on sait que pour tout T < oo :

ux(t) = u(t), quand X\ —0, uniformément sur [0,T],
du,\

W(t) converge, quand X\ — 0,  uniformément sur [0,T].
. 1 + d'U/)\ du . /
Il en résulte que u € C' ([RY; H) et que ﬁ(t) — E(t)’ quand X\ — 0, uniformé-

ment sur [0,T]. On écrit (2.7) sous la forme

U1 + A (aun(0)) = 0. (2.15)

Notons que Jyuy(t) — u(t), car
A—0

[ Dua(t) —u(t)] < [Iauat) = Du(t)]+ | Jau(t) — u(t)

< Jua(t) —u(t)] + |hu(t) — u(t)] 0

En appliquant le fait que le graphe de A est fermé on déduit de (2.15) que u(t) €

D(A), YVt >0 et que
du

() + Au(t) = 0.

Enfin comme u € C*([0,+oo[; H), la fonction t — Au(t) est continue de [0, +00]
dans H et donc u € C([0,+o00[; D(A))

Par conséquent, on a obtenu une solution de (2.6) vérifiant |u(t)| < |ug|,Vt = 0 et

du

—H(0)] <l Aug| ¥t > 0.
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2.1. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

6°"¢ étape
Conclusion

Nous concluons ici la preuve du théoreme.

Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 2.1.2. Soit ug € D(A). Alors Ve > 0,3vy € D(A?) tel que |ug — vo| < € et
|AUO — AUO| <e.

Autrement dit D(A?) est dense dans D(A) (pour la norme du graphe).

Preuve.
Soit vg = Jyug, de sorte que vy € D(A) et vg + NAvyg = ug . Donc Avy € D(A), i.e.

vy € D(A?). D’autre part, on sait (2.1.1) que
A'UO = A)\’LLQ = J)\AUO,

et

}E)%‘ Jyug — ug |= 0, }\1{)%‘ Jr\Aug — Aug |= 0.

On choisit alors A > 0 assez petit et on obtient le résultat désiré. Nous tournons
maintenant a la preuve du théoréme.

Soit ug € D(A). Grice au lemme précédent il existe une suite (ug,) € D(A?) telle
que o, — Uy et Aug, — Aug. D’aprés la 55m¢ étape on sait qu’il existe une solution

U, du probleme :

duy,
Sy Au, =0 sur [0, +o0],
dt (2.16)

un(0) = uop.
De plus on a :

[ty (t) — U ()] < U0 — tom| — 0,

m,n—00
du, du,,

Par conséquent

un(t) = u(t)  uniformément sur [0, 0o,

dun du . .
H( ) — E(t) uniformément sur [0, 00|,
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avec u € C*([0,4o0[; H). Passant da la limite dans (2.16), grace au fait que A est

fermé, on voit que u € C([0, +oo[; D(A)) et que u vérifie (2.6).

2.2 Théoréeme de Lummer-Phillips

Dans ce paragraphe, nous présentons une autre caractérisation concernant les
Co-semi-groupes de contractions. Il s’agit du théoreme de Lummer-Phillips. Nous
allons commencer tout d’abord par introduire quelques préliminaires.

Notons par X' le dual topologique de I’espace de Banach X, et pour f € X' etx € X,
on note f(x)par(f,x) ou (z, f).
Pour tout x € X, on note F(x) = {f € X": (f,z) = ||z||* = || f||*} U'ensemble de

dualité.

Proposition 2.2.1. Soit A: D(A) C H — H un opérateur dissipatif, Alors :

1) A\ — A est injectif pour tout X > 0, et on a :
_ 1
| = 4)7y | < Sl ¥y € (AT - 4).

2) Il existe N\g > 0 tel que Aol — A soit surjectif si et seulement si, N\I — A est surjectif
pour tout A > 0. Dans ce cas |0, 4+00[C p(A).
3) A est fermé si et seulement si Im (Aol — A) est fermé pour un certain Ay > 0, et

donc Im(A — A) est fermé pour tout X\ > 0.

Théoréme 2.2.1. (Lummer-Phillips)

Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans H.

1) Si A est dissipatif et s’il existe \g > 0 tel que Im (Al — A) = H, alors A est le
générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions sur H.

2) Si A est le générateter infinitesimal d’un Cy-semi-groupe de contructions sur H,
alors Im(AI — A) = H pour tout A > 0 ef A est un opérateur dissipatif. De plus pour
tout v € D(A) et tout f € F(x) on a, Re(f, Az) < 0.
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Démonstration
Soit A un opérateur linéaire 4 domaine D(A) dense dans H.
1) Supposons que A est dissipatif et il existe Ao > 0 tel que Im (Nl — A) = H.
Alors d’apres lassertion 2) de la proposition (2.3.1). Im(A — A) = H,]0, +o0[C
p(A), et |[R(X, A)|| < 5 pour tout A > 0.
D’apreés l'assertion 3) de la proposition (2.3.1) il vient que A est fermé. Donc par le
théoréeme de Hille-Yosida pour les Cy-semi-groupes de contractions sur H, il vient

que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions sur H.

2) Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contrac-
tions (T(t))t>0 sur H.
Alors d’aprés le théoréme de Hille-Yosida on a, |0, +00[C p(A) et donc
Im(\ — A) = H pour tout A > 0.

De plus pour tout x € D(A) et tout f € F(x) on a

[ T@O2)| < [[FINT @)
< ST @2
< Al = ll]f®.
Ce qui entraine alors que Re(f, T(t)r —x) < Re(f,T(t)z) — ||z||* < 0. Il s’ensuit

alors que :

Re(f, Az) = Re <f, tlir(l)q+ W> < 0.

Ceci étant pour tout x € D(A) et tout f € F(x).
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Chapitre 3

Application sur la stabilité
exponentielle d’un probleme de
transmission avec I’histoire passée

et le retard

3.1 Position du probleme

Dans ce chapitre, nous avons étudions le systeme de transmission suivant avec
I’histoire passée et un terme de retard.
Le chapitre est organisé de la maniéere suivante. Le caractére bien posé du probleme
est analysé en utilisant la théorie des semi-groupes. D’apres ¢a, nous prouvons la

décroissance exponentielle de l’énergie lorsque le temps tend vers l'infiny.

e (1) — aug(x,t) + /Ooog(s)um(:z:,t — s)ds
Fpu(z,t—7)=0,  (x,t) € Qx(0,400), (3.1)

v (x,t) — bugg(z,t) = 0, (x,t) € (L1, La) x (0, +00).
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Tel que

/ 9(8)uzz(x,t — s)ds : le terme de mémoire infini.
0

pug(x,t — 1) o le terme de retard.

Sous la condition aux bords et de transmission suivantes :

U(O,t) = u(L3>t) = Oa
au,(L;,t) — /OO g(s)uy(L;, t — s)ds = bug(L;, t), i=1,2.
0

et les condition initials

u(z, —t) = up(z,t), w(x,0) =wu(z), x€,
w(,t—7) = fole,t—7), xeQte(0,7), (3.3)
v(@,0) =wo(z), w(z,0)=uv(z), € (L, La),

avec 0 < Ly < Ly < Ly, Q =0, L1[U] Lo, Ls[ , a, pt, b sont des canstants positives,
ug est donnée, et T > 0 est le retard.

Les problemes de transmission se posent dans plusieurs applications de physique
et de biologie. Nous notons que le probléme (3.1) — (3.3) est lié d la propagation
des ondes sur un corps composé de deux types de matériaux différents : la partie
élastique et la partie viscoélastique qui a I’historique et ['effet de retard.

Pour les équations d’onde avec diverses dissipations, beaucoup de résultats concer-
nant la stabilisation de solutions ont été prouveés. Récemment, équations d’onde
avec amortissement viscoélastique ont été étudiés par de nombreux auteurs, voir
[3,7,8,21,20,22,32] et les références qui s’y trouvent. On montre que la dissipation
produite par la partie viscoélastique peut produire la décroissance de la solution. Par

exemple, A. Guesmia [15] étudié I’équation
wuy — Au + / t)Au(t — s)ds + pu(t — 7) =0, dans 2 x (0,00),

et sous condition :

35 >0, ¢'(s)<—dg(s) VseRT,

35



3.1. POSITION DU PROBLEME

les auteurs ont montré la décroissance exponentielle.

Messaoudi [25] étudié ’équation viscoélastique suivante :
uy — Au +/0 g Au(t — s)ds =0, dans 2 x (0,00),

dans un domaine borné, et établi un résultat de décroissance plus général, da partir
de laquelle les taux de décroissance exponentiels et polynomiaux habituels ne sont
que des cas particuliers.
Dans [17], les auteurs ont examiné un systéme d’équations d’onde avec un terme
d’amortissement aux limites linéaire avec un retard :
U (2, 1) — aug,(x,t) + /OoO 9(8) Uz (x,t — s)ds
+nug(x, t — 1) + poug(z,t — 1) =0, (z,t) € Q x (0, +00), (3.4)
v (2, t) — bug(z,t) = 0, (x,t) € (L1, L) x (0, +00),
et sous I’hypothése

po < (3.5)

ils ont prouvé que la solution est exponentiellement stable. Au contraire, si (3.5) ne
tient pas, ils ont trouvé une séquence de retards pour laquelle la solution correspon-
dante de (3.4) sera instable.

Dans [24], les auteurs ont considéré I’équation
utt<x7 t) - Am’U/(l’, t) - Nleut(xa t) - MQA:vut<x7t - T) = 07

et sous ’hypothese
| 2 |< g, (3.6)

ils ont prouvé la bonne pose et la décroissance exponentielle de l’énergie.

Récemment, dans [33] Yadav et Jiwari ont considéré I’équation de Burgers-Fisher :

ou  0*u ou
el - 1—u) = T) x Q
% g2 + a5 +bu(l —u) =0, (z,t) € (0,T) x Q,

les auteurs ont prouvé [’existence et ['unicité de la solution. Par ailleurs, ils ont

également présenté l'analyse par éléments finis et l'approzimation.
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3.2 Hypotheses

On suppose que la fonction g satisfait ce qui suit :

A1 : On suppose que la fonction g : RY — R est de classe O satisfaisant

g(0) >0, a—/ooog(t)dt:a—gozl>0.
A2 : Il existe une constant positive ¢,
g'(s) < —dg(s) VseRT,
Comme en [26] nous introduisons la variable
z2(x, p,t) = w(z, t —71p), (z,p,t) € Q2 x(0,1) x (0,00).

Alors

ral@, p,t) + 20 p ) = 0, (w,p,8) € 2 x (0,1) x (0,00).

Suivant l’idéal en [11], nous définissons
n'(z,s) = u(x,t) —u(z,t —s), (v,t,5) € QxR x RY,

Alors

ni(z,s) +nt(z,s) = u(x,t), (x,t,8) € Q xRt x RT.

Pour p=1on a

2(1'7 17t) - Ut(l',t - T)

On a aussi  n'(x,s) = u(x,t) —u(z,t — s), alors

nir(‘r’ 3) = uwz(l‘:ﬂ - U:vac(x7t - S)

donc

uxx(il:,t - 5) = sz(x, t) - 77?6:1:(:67 8)
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3.2. HYPOTHESES

Remplacent (3.11) dans le premiére équation de systéme (3.1)
utt(xa t) - auxac(m7 t) + / g(s)ux:c(m7 l— S)dS + Mut(x7 l— 7—)
0

=, ) — 1) [ g(5) e, 0) = o )+ (e, 1,1
= uy(x,t) — aug,(x,t) —|—/ V(U (2, 2)d g(s)nt,(x, 8)ds + pz(x,1,t)
0

— s (2, 1) — Qg (2, ) + Upa(, 1) /0 $)ds — [ gl (x, 5)ds + pa(a, 1,1)
= (1) — s, — [ g()ds) = [ g(s)nt @ 8)ds + iz, 1,0)

= (1) = a0, 1) (@ — g0) = [ gl (0, 5)ds + (e, 1,1

= (1) = (1) = [ gls)nt(a, $)ds + px(a, 1,1)

=0.

Alors le systéme (3.1) s’écrite sous la forme suivant :

wnl,t) = lalw,t) = [ g(s)it(w 9)ds + iz, 1,6) =0, (2,) € Q2 x (0,00),
0
v (x,t) — buge(z,t) = 0, (x,t) € (L1, L) x (0, +00),
(3.13)
Tz(z, p,t) + 2p(w, p,t) =0, (z,p,t) € Q2 x (0,1) x (0, 00),
(@, s) + (@, 8) = w(x,1), (z,t,5) € 2 x (0,00) x (0, 00),

les condition de transmission (3.2) et les condition auz bords devenir

u(0,t) = u(Ls, t) =0,

u(Li,t) =v(Li,t), =12 t€(0,+00), (3.14)

luy (L, t) +/ SV (Li, s)ds = by (Li, 1), i=1,2 te (0, +00),
et les condition initial (3.3) devenir
u(x, —t) = up(z,t), w(x,0)=u(x), x€Q,
Z(xa()?t):ut(xat)a Z<$717t):ut($vt_7—)
(3.15)
= fo(z,t —71), (z,t) € Q2 x (0,+00),

v(x,0) =vo(z), wv(x,0) =wv1(x), =z € (L1, Ls),

38



3.2. HYPOTHESES

il est claire que

n'(x,0) = u(z,t) —u(z,t) =0, Va >0,

n'(0,s) = u(0,t) — u(0,t — s)

= u(Ls, t) — u(0,t — s) (3.16)
=n'(Ls,s) =0, Vs > 0,
n°(x,s) = 10(s), Vs > 0.

Soit V := (u,v,p,, 2,0, alors V wvérifier le probléme suivant

Vi= (o +B)V, t>0,
(3.17)
V(0) =W,
tel que Vi := (ug(.,0),vg, u1, vy, fo(., —7),m0)T. Les opérateurs o et B sont linéairs

et défini par

u @
v (0
e ] et Jo ™ 9(s)wan(s)ds — pp — pz(., 1)
vy
Z —%ZP
w —Ws + @

et %(u7 /U’ 90’ /I7Z}7 Z’ nt)T = ILL(O7 07 S07 07 07 O)T O/L‘L

X, ={(u,v) € H'(Q) x H (L1, Ly) : u(0,t) = u(Ls, t) = 0,u(L;,t) = v(L;, 1),

lug(Li t) + /OO g(s)n'(La, 8)ds = bug(Layt),6 = 1,2}
0

et L2(Ry, H'(Q)) désigne Uespace de Hilbert de H*-fonction valorisée sur Ry, doté

de produit intérieur
+o00
(0. 2.1 () = /Q/O 9(8)d(s)0,(s)dsdx.
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Set
V= (w,v,0,0,z,w0)", V=(41,p1,z0)".

Nous définissons le produit scalaire dans [’espace énergétique F .

<V /cpgpd:v—i—/ wwdl‘—i-/ luxux—i- bvxvx

+oo
+// S)wq(8)ws(s dsdx+7u// zzdpdzx.

Le domaine de & est

D() ={V = (u,v,0,9,2,w) € H : (u,v) € {(H*(Q) x H* (L1, Ly)) N X..},
pe H'(Q),v € H(Ly, Ly),w € LA(Ry, H*(Q) N H'(Q)),w, € (R, H'(Q))

,2p € L%((0,1), L*(Q)),w(z,0) = 0, z(x,0) = p(z)}.

et D(B) = . La bonne pose du probléme (3.13)-(3.14) est assurée par le théoréme

sutvant.

Théoréme 3.2.1. supposons que (A1),(A2) tient. Si Vy € F, alors le probléme

(3.17) admet une unique solution V€ C(Ry, ). En outre si Vy € D(), alors
V eCOR,, D)) NCHR,, ).

Démonstration : Nous utilisons l’approche Cy-semi-group, premierement,
Montrons que l’operateur </ est dissipative (—A monotone)

o est dissipative si

(AV,V),y <0, ¥ V eD().

En fait pour (u,v,p,¥,z,w)T € D(), ou o(L;) = ¥(L;),i = 1,2, et pour tout

V € D(A) en utilisant le produit intérieur :
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© u
P v
lias + Jo ™ 9(8)was(s)ds — pup — pz(., 1) i
(AV.V)or = ’ AT P
bV,
—22, z
—Ws + @ w
Puis
(AV, V) / Iy pda + / </ ($)waz(8)ds — e — pz(., 1)) pdx
L
+ / luyppda + / buyibada + / ? bogathds
o I (3.18)
+// $)wz(8)(—ws + ) dsdz
- dpdzx.
M/Q/O zzy(, p)dpdx
Pour le dernier terme du membre de droite de (3.18), on obtient
u// zszpd,odx—,u// f—z (z, p)dpdx
M/ (x O)) dx
S AAGEAE so2<x>) da (car =(2,0,t) = p(x,1)).
Q

/ lugppdx + / (/ 8)wer(8)ds — po — pz(., 1)> odx

—/lumgpdx—i-// $)Wex (s dsapdm—/u(<p+z(.,1))<pdx

[zuzgo + / dsw}

= (lux(Ll,t) —i—/o g(8)ws(Ly, s)ds) o(Ly,t) — (lux(O,t) + /OOO g(s)w.(0, s)ds) ©(0,1t)
+ (lux(Lg,t) - /OOO 9(8)we(Ls, s)ds) o(Ls,t) — (lux(Lg, t)+ /Ooog(s)wx(Lg, s)ds) o(La, t).
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Puisque u(0,t) = u(L3,t) =0 on a

et [ geuase] = (lualLit)+ [ glo)enlLino)ds) o(Li,)
= (te(Lat) + [T g()en(La9)ds) (Lo, )

= bv, (L1, t)(Lq,t) — bug(La, t)(Lo, t)

= [bv, )7

= — o]}

(3.19)

Remarquant que 2(z,0,1) = o(z, 1), w(z,0) = 0 et ¢ (L) = ¢ (L),i = 1,2, on
obtient

(V. V) 5p = [lumgo + /O+oo g(s)wm(s)dsgo} o + [bvzz/;]ﬁ
—i—/(—,ugo—,uz(.,l))gpdx— ;/Q{ (s) Jwy(z, 5)|? ds}
2/ /H><> ) [wy(z, 8)|° dsdx — ,u/ 1) — 902(33)613;)

En utilisant ’inégalité de Young, on a

o0

(V. V) == // s) Jwy(z, 5)|* dsda
+o0
// s) [wy(z, 5)|° dsda
<0, (d’apres (3.8))

donc

équivalent que, </ est dissipative.
Montrons que l’operateur —</ est maximal
Réellement, laissez F = (f1, f2, f3, f1, f5, f6)T € H, on prouve qu’il existe

V = (u,v, 0,9, z,w)l € D(&) satisfaisant

(M — )V =F, (3.20)
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ce qui équivaut a

Au — Y = fla
Av —1p = fy,
Ap — lugy — / 9(s$)was(s)ds + p + pz(.,t) = fs,
0 (3.21)
Al/} - bvx:c - f47
1
A2+ =2, = fs,
T
A+ ws — @ = [
Supposons qu’avec la régularité appropriée nous ayons trouvé u et v, alors
© = A\u— fi,
(3.22)
Y= v — fo.

Nous avons donc ¢ € H'(Q) et y» € H'(Ly, Lo). De plus, on peut trouver z avec
2(z, p) = (), x € (.
En utilisant l’équation de (3.21), on obtient
2(z,p) = p(x)e ™" 4 Te7 T /Op fs(z,0)er do.
De (3.22), on obtient
2(z,p) = Aue T — fre M 4 Te T /Op fs(z,0)e* do. (3.23)

Il est facile de voir que la derniére équation de (3.21) avec w(x,0) = 0 a une solution

unique

wiays) = ([ Uolary) + ol@) dy) e

. (3.24)
= ([ ™ sty + Xul@) = fla)) dy) e
En utilisant (3.21), (3.22) et (3.24), les fonctions u et v satisfont :
()\2 + ,U)\ + H>\€_/\T) U — Zua}x = f~7
(3.25)

)\QU - bvxm = f4 + )‘f27
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o

et

[=1+ )x/oog(s)e”\s (/s e’\ydy) ds,
0 0

F= [T o ([ e stev) — filww),. dy)ds

1
— ,UTQ_/\T/O fs(x,0)edo + ()\ +u+ ue_M) fi+ fs.

Il suffit de prouwver que (3.25) a une solution (u,v) € X, et de remplacer dans

(3.22), (3.23) et (3.24) pour obtenir V = (u,v,p,v, z,w)’ € D(). Par conséquent,

le probléme (3.20) est équivalent au probléme
O ((u,v), (w1, ws)) =1 (wy,ws), (3.26)

ot la forme bilinéaire @ : (X, X.) = R et la forme linéaire | : X, — R sont définies

par

O ((u,v), (w1, ws)) :/Q {()\2 + pX + ,u)\e_’\T) uw + wx(w)z} dz — [[umwl}aﬂ

Lo
+ / <)\2UW2 + bu, (wz)x) dz — [bvxwg]ﬁ

Ly

et

l(wl,wg) = /Qf(,dl dI+/LL2 (f4 +)\f2> %) dax.

Utiliser les propriétés de l’espace X, il est facile de voir que ® est continu et coercive,
et | est continus. Application du théoréeme de Lax-Milgram, on en déduit que pour
tout (w1,wq) € X, le probléme (3.26) a une solution unique (u,v) € X,. Il résulte
de (3.25) que (u,v) € {(H*(Q) x H? (L1, Ly)) N X..}. De la, l'opérateur \I — o est
surjectif pour tout A > 0. Cela signifie que < est un opérateur maximal monotone.
Ensuite, en utilisant le théoréme de Lummer-Phillips [28], on en déduit que <f est
un générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe linéaire sur F€.

D’autre part, il est clair que opérateur linéaire $ est Lipschitzien continu. Enfin,
A + B est aussi un générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe linéaire sur € .

Par conséquent (3.17) est bien posé au sens du théoréme (3.2.1) (voir [28]).

44



3.3. STABILITE EXPONENTIELLE

3.3 Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous considérons que la dégradation est le résultat d’un pro-
bléme (3.1)-(3.3). En fait, utiliser la méthode énergétique pour produire un Lyapunov

fonctionnel.

Théoréme 3.3.1. Soit (u,v) la solution de (3.1)-(3.3). Supposons que (Al), (A2)

sont vérifiés et que

8 (Lo — Ly) 8(Ly — L)
a>——-—2—l, b> ——T"——" 3.27
Ly + Lz — Lo Ly + Lz — Lo ( )
alors il existe deur constantes ~yy,7, > 0 telles que,
E(t) < ye ™Vt e R, (3.28)

Pour la preuve du théoréme (3.3.1), nous avons besoin de quelques lemmes.

Pour une solution de (3.1)-(3.3), on définit I’énergie

E(t) = ;/ (w2, 1) + (a2, 1)] dx+; " [03(2,t) + bu3(x, 1) do

ST

Lemme 3.3.1. Soit (u,v,1n,2) la solution de (3.8) — (3.9). On a alors l'inégalité

<,u/uta:tda:+ //

(3.29)
AE) dsdaz+f// (x, p,t)dpdz,

)7k (x s)‘ dsdzx. (3.30)
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Démonstration. On a :

d . d(l [, d (1 2,
@E(t) = (/ [ut + lu }dx) 7 ( / [vt + bvx} da:)
ALt o) (2 [ )
= / (upgy + lugy,) do +/ (Vv + buyvy) do
—l—// s)nt(x, s)nt, (v, s)dsdx + 7| u | / / zi(x, p,t)z(x, p,t)dpdz
—/ <ututt + gty +/ s)nt(x, s)nk, (x, s)ds) dx
Lo 1
—|—/ (vpvy + bvgvg) de + 7 | p | /Q/O zi(x, p, t)z(x, p,t)dpdx

Klux +/ s)nt(x, s ds) uf} + [bvzvt]i
)
/ / s)nt(z, s)nes' (x, s)dsdx

- u/ wz(x, 1, t)dr + H/ ul(x,t)dr — g ng(:v, 1,t)dx
2// |77x1's)|2dsd$—u/utzx,l,t)dx—l—u/uta:td
2 Q ('Qj? 1’t)d
(3.31)

ou nous ’avons utilisé

(1o [T gt sds )|

— (oLt 4 [ gl (L, s)ds ) wa(La )
(lux (0,8) + / )t (0, s)ds) (0, 1)
# (Lo )+ [ 9L (La.s)ds ) (Lot
— (a2 0)+ [ gs)ut Ly 5)ds) (Lot
= (matza )+ [ gL, s)ds ) ua(L, )
= (el t) + [ gt (La9)ds ) (Lot

= — [busvdz},

et

1 00 ' 9 :|O°
— ds | d =0
{2/0 g(S) |77x($a3) S | T 0 )
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et

Y Jo ) tnte =T [ [Con(r. .02t o, s

= —u/ / 2z,(x, p,t)z(x, p,t)dpdx d’apres (3.14)
aJo

__H p=1
__5 Q[ (CE Ps )} :de
= —g (2*(z,1) — 2*(x,0))dw.
Q
(3.32)
On utilisons I'inégalité de Young nous trouvons
< H H 2
u/ up(z, t)z(z, 1, t)dx < 5/ 2, t)dx + 5/ 2%(x, 1, t)dz,
Q
alors
d
%E(t) /ut x,t)dr + = // ) |k (x s)‘ dsdz.
O
Maintenant, nous définissons la fonctionnelle
Lo
D(t) = / uuy do + vude,
Q Ly
alors on a le lemme suivant.
Lemme 3.3.2. La fonctionnelle 2(t) satisfait
Lo
9( / d:v+/ vde + (L% + - z)/uidx—/ bolde
o L (3.33)

ik o

Démonstration. En prenant la dérivée de Z(t) par rapport a t et en utilisant (3.13),

i
)7k (x, s ‘ dsdx + 4—8/9,22(:1:,1,t)dx.
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Ly

Lo Lo
= / ufdm—l—/ uuttdx—I—/ dex—i—/ vupdr
/ 2dx + / vidx +/ (lum +/ syt (z, 8)ds — pz(x, 1,t)> dx

+ vbvm dx

/ d:c—i—/ daz—irl/ (uum+/ nmxsuds>d

—[L/ (x,1,t)udx + b vvmd$
Ly
:/ dm—i—/ vpdz 4 1 [utty] 5o, — l/ uldw + {l /Oog(s)ni(x,s)uds}
G
—l// nstuxdsjt[bvx L2—b/ 2da:—u/ (x,1,t)udz
/ 2dx + fdx - l/ udr — ,u/ z(x, 1, t)udx + [bvxv]éf
Q
(luw +/ s)nk(z, s ds)
o0
Lo
—/ ux(a:,t)/ g(s)nfc(x,s)dsd:v—/ bv2dx
Q 0 Ly
L
= / ufdx—k/ 2vfdx—l/ uidx—,u/ z(x, 1, t)udx
Q L 0 Q

oo Lo
—/ ux(x,t)/ g(s)ni(x,s)dsdx—/ bv2dz,
Q 0 Ly

d Lz
—@( ) = pr </ wuy dr + vvtdx>

(3.34)

ou nous ’avons utilisé

[(lux + / )t (x5 ds>

= (lux(Ll, +/ )t (Lo, )ds) (Lo, )
(lux(Lg, + / (L, )ds) (Lo, 1)

L
= — [bvtvw]ﬁ )

Par les conditions aux bords (3.2), on a

u2(x,t):</0Lluzxt ) (/ 1dx> </L2u2(x,t)dx>;

<I / (. t)dr, z € (1, L),
0
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L1
W2(w,1) < (L — Lo) / 2 (x,t)da, z € [Lo, L),
Lo
ce qui implique
/ u?(z,t)dr < L/ ulda, x €, (3.35)
Q Q

ou L = max {Ly, L3 — Lo}.
En utilisant I'inégalité de Young et (3.35), pour toute £ > 0, on obtient
1
1, Hude < / 24 +—/ 1,4)%d
u/ z(x udz <€ | u'dz + Q(uz(x )" dx

2

< L25/ uldr + 'u—/ 22(z,1,t)dx.
Q de Jo

(3.36)

L’inégalité des Young, l'inégalité de Holder et (A2) implique que

/ ug(z,t) /Oog(s)n;(x,s)dsdx < 5/ 2(z,t)dx + 2= Jo / g(s) | nt(z,s) |* dsdx.
Q 0 Q 4e Jo

(3.37)
D’apres (3.36) et (3.37), on a

L 2
t) S/ufdm+/ Qdex—l/uida:jLZ—/ z%x,l,t)udx%—ﬁe/uid:c
0 Q

— bvgdx%—e/ﬂu dz + % / s) | nt(x,s) |* dsdx
Lo

/ dx+/ Vi + (L% + e — l)/uidx— bv2da
Q Ly

/ x,l,tudw+g / s) | nt(z,s) |? dsdx.

Ensuite, éclairés par [23], nous introduisons la fonctionnelle

x—%, xz €0, L],
Q(l‘): %—%({L‘—Ll), IE(Ll,Lg),
- %7 T e [L27L3]7

Il est facile de voir que q(x) est borné : | q(x) |< M, ou M = max {%, Ls—Lo }

On définit les fonctionnelles

F(t) = / x)uy <lugC +/ s)nt(x, s ds) dr, F(t)=— /L2 q(z)vvde,
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alors nous avons les résultats suivants.

Lemme 3.3.3. Les fonctionnelles F(t) et F(t) satisfont

d
—Z(t
dt 1(#)

< <l+go+€1M2>/uf dx+(l2+l251)/ui dzx
2 Q Q

M2 2
+ 5 [ A nde o+ aem) [ a
l
)7k (x, s ’ ds dz — [ +goq(x)ut2]
)

s) nt (z, 3)‘ ds dz (3.38)

e A ;
[( (lumact—i—/ sy (z, s) sﬂm

d Ly+Ly— Ly [ l2 Ly L
9z Bl (g ) B
720 = 4(L2—L)<L1Ut v, bve e )+ (L)

Ls ; — Ly v? (Lo) + Z((Lg—Lz)vi (Ly, t) + Liv? (Ly, ))

Démonstration. En prenant la dérivée de . (t) par rapport a ¢ et en utilisant (3.13),

et

(3.39)

on obtient
C;ijl(t) ~ [ a@pue (e + [~ g(nte, 5)ds) do
_ / e (luwt—k / St (=, s)ds> dz
- / (lum +/ St (w, 5)ds — pz(x, 1,t)) (mz +/ )t (=, s)ds) dz
- / q(w)us (luzwr / S)it,(z, 5 ds> dz
_ / (lum 4 / St (w5 ds) (zugc n / )z, s)ds) dz

—|—,u/ 2(x,1,t) <lux —|—/ s)nt(x, s)ds> dx

—/ q(z) (lumt +/ s)nt(z, s) ds) dx.
Q

Nous faisons attention a :
/ (lum —|—/ s)nt.(z,s ds) (luw +/ s)n(z, s)ds) dx
2
[ < +/ s)n..(z, s ds) ] (3.41)
a0

2
(lux%—/ s)nk(z, s) s) dzx.

20
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Le dernier terme de (3.40) peut étre traité comme suit

_/ q(z)u, (lum+/ s)nt,(z, s ds> da
= _l/ ) ustigrd — / g(z)u, /O gt (w, s)dsda
_ [—Qq ] 2/ oz, s dx—/gq(x)ut /0°° o(5) (g — 1) dsd
- H ] g [t o= [ gt [ gouae, dsds
+ / q(z)uy / g(s)nt,(, s)dsdx
- l_;q ] 2/ z)u; (z, s)dw _90/961<x>ututx($,8)dsdx
+ [ty [ gt s)dsds
=Hq ] 2/ o) (2, 8)da —
+[ [ a@ugnte ] "= [ gy [ g (sl (e, 5)dsdo
_ l_l + go

St + 5 [ d@dan - [ atu [T o 6 s)isds
” (3.42)

9o 90
2q(x)uf} o +5 ¢ (z)uldx

ou nous ’avons utilisé

o

{/Q q(x)urg(s)n.(z, S)dx} —o.

0

En insérant (3.41) et (3.42) dans (3.40), on arrive a
d

dt,%( )

lq (lux +/ s)nt(z, s) s)j , — [l zgoq(x)uf] ,
/ (luz +/ s)nk(x, s ds) dz (3.43)
—l—,u/ z(x, 1,t) (lux—k/ nt(z,s)d )

l o0
29‘] [ d @y dr— [y [~ o (sl ds da.
Q Q 0

+
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En utilisant les inégalités de Minkowski et Young, nous avons

2/<lux+/ nx:csds) dx

<12/ uz d$—i—// s)nk(x, s ds) dx (3.44)
<12/u dx—l—g()// anS’ ds dz.
L’inégalité de Young nous donne que pour tout £; > 0
‘,u/ q(x)z(x,1,1) (lum + /Oo g(s)nk(x, S)dS) dz
Q 0
1 2
< . (q(2)z(z,1,1))? da:+€1/ <lum +/ s)nt(x, s ds> dx
]\212 ) (3.45)
< 48'? /zQ(x,l,t)dx—i-1251/Qui(x,t)d:c
+g081// nxazs‘ ds dz.
Il est clair que
‘/ '(s)nt ds dx
2
51/ lq(z)u,|? dx—i——// )|k (x S)D dx (3.46)
§51M2/ 2d ——// nxxs)’ dsdzx.
451

En insérant (3.44) — (3.46) dans (3.43), on obtient (3.38).

Par la méme méthode, en prenant la dérivée de .%5(t) par rapport a ¢, on obtient
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dt L1 Ll
1 9 Lo 1 Lo , 9 Lo
— |- = Az = [ a(@)bvsviad
2(1(95)Ut L1+2 . ¢ (z)v; dz . q(2)bvy v de
Lo
= —lq(:zzz)vt2 " +1 " ¢ (2)v} do + —éq(:lc)v2 —|—é " ¢ (v)vidx
2 L1 2 Ll 2 * Ll 2 Ll *

2 Lo 1 L2 L1 + L3 — LQ
) | v 7

2
= d
+ 2 Ly 2(L2 - Ll) v ae

L1

2
b (L Li+ Ls— Ly )2]“ 1 (L2 L4+ Ls— Ly, ,
+ == (@=L |v;| += ——————buydx
l 2(2 2(Ly — Ly) ( 2 L 20 2(Ly— L)
Li+ Ls— Ly /L2 2 L2y Ly o
<At d bo? d L2 (L
S 4(Ly— L) <L1 vp dr + . U, AT +4vt(1)
Ly — L b
+ 34 2vf(L2)+Z((L3—Lg)vi(Lg,t)+lei(L1,t)).
(3.47)
O

On définit la fonctionnelle

1
Fs(t) =7 / / e P2z, p, t)dpde,
QJo

alors nous avons le lemme suivante.

Lemme 3.3.4. La fonctionnelle F5(t) satisfait

7 Q 2 Q 1 2 ) / 2
tj?)(t) Co (/ 2%(x,1,t)dx / /0 z2%(x, p, t)dpdx u; (z,t)dx
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Démonstration.
d d 1
— [ —7p 2
dt/g p <T/Q/O e Pz (x,,o,t)dpdx)
1
= 27/ /e’f’)zt(x,p, t)z(x, p, t)dpdz
0 Jo
1
= —2/ /e’”)zp x, p,t)z(z, p, t)dpdz
:_// 2(z, p, ))d,odx
1
_ —Tp .2 o —7p 2
= /Q e Pz (a:,p,t)}odx 7'/0 /Qe 2*(x, p,t)dpdx
1
= —7'/ / e P22 (x, p, t)dpdx —/ [e’Tzz(sc, 1,t) — zQ(x,O,t)} dx
0 Jo Q

1
= —7'/ /e’T”zQ(x,p,t)—/uf(x,t)dx—e’f/ 2(x,1,t)dx
Q
( / / TPz, p,t dpdoc+/ x,l,tdx) /u?(w,t)dx
Q

T = ¢y, alors

on pose que e~

jtfg(t) —C (/ (z,1,t)dx +7’/ / (x,p,t dpdx) / ul(z,t)dx.
Q

[
On définit la fonctionnelle
— [ [T als)(ult) — u(t - s))dsd,
o Jo
alors nous avons l’estimation suivante.
Lemme 3.3.5. La fonctionnelle F4(t) satisfait
d o 2 2 2 2
dtf4(t) < — (g0 — 62) utdx + 0ol uzdx + dapt x (x,1,t)dx
figoL? / /
o dsd
+<go+452+ 2, ) mH] sdx (3.48)

)|k (x s)’ dsdx

AL

Démonstration. En prenant la dérivée de .#,(t) par rapport a ¢ et en utilisant (3.13),
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on obtient
San =5 (- [ /0°°g<s><u<t>— ult — s))dsde )
— —/Qutt/o g(8)(ult) — ult — s))dsdz — /ut/ —us(t — 8))dsdz
= [ (1 + /O°°g<s>n (,5)ds — pz(a, 1 t>)
></O°°g< )u(t) ))ds do — /ut/ ~ ot — ) ds dz

:/ lu, /Ooog(s) (ug(t) — ug(t —s))ds do — go/ﬂut dz

+ /Qut /Ooog(s)ni(s)ds dx +/Q (/OOO g(s) (ug(t) — uy(t — s)) ds>2 .

S NECN) /Ooog(s)(u(t) —u(t — 5))ds d.
(3.49)

En utilisant I'inégalité de Young et (3.35), on obtient pour tout ds > 0,

/ﬂlu /Oo — s)) dsdx

< 0 l2/ delr—l——// (, s ? dsdz (3.50)
46,

§5l2/ 2dx+452// dsd:p

/Q,uz(a:,l,t)/ (s)(u(t) — u(t — s))dsdx

<52;L/ 2:1:1tdx+—// xs ? dsdz (3.51)
409
<52u/ (x,1,t)dz +,ugo // ‘7] z,s) dsdx
409

Nous remarquons que

L ([ 006) (aalt) — - >>ds)2dx

- [ ([ FF )ds)de
<[ [ o[ !n e
<go// 5)|nt (. )| dsde,

(3.52)
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et

/QUt/O g(s)nt(s)dsdr = — /ut/

s)dsdx

§52/ da:—%// nxxs))2dsdx
Sé?/szugdx_ 45, //

En insérant les estimations (3.51)

(3.53)

) nk(z, s ‘ dsdzx.
— (3.52) dans (3.48), on obtient

mw&@g®—mm¢w)

></ g(s)(u(t) — u(t — s) dsdx—/ut/ a5t)
—/lux/ —ux(t—s))dsda:—go/ﬂu?

s Lo [l nsdmm+/</ (5) (us (1)

+ /Q pz(x,1,t) /OOO g(s)(u(t) — u(t — s))ds dz.

O
Preuve de théoréme (3.3.1)
On définit la fonctionnelle de Lyapunov
ZL(t) = N1E(t) + NaD(t) + F1(t) + NyFao(t) + N5Z3(t) + NoFy(t) (3.55)

ot N1, Ny, Ny, N5 et Ng sont des constantes positives qui seront fizées plus tard

En prenant la dérivée de (3.55) par rapport a t et en tirant parti des lemmes ci-
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dessus, on a

d d d d d d . od.
dtg( )= i (ME(t)) + (N29( ) + dtJl(t) + %N4a%(t) + $N5,/3(t) + £N6J4(t)

§N1(,u uwtdw+2// nmxs)’ dsda:>
Q
L
+N2(/ ufd:c+/ v2dx+(L28+g—z)/u§dx—/ " blde
Ly
w?
// )7t (x, s ‘ dsdx + — / (x,1,t)dx)
l
+< 9 +51M2>/u§ do + (l2+l251)/ui do
2 Q Q

M2 2
4&_” / w,l,td:z:—l— 90+90€1 //
1

S T
l (2 (lux (2,1) +/ )t (2,5 ds)QLQ

L1+L3—L2 2 2 Lo 2 L1 9
Ny(————"———= / d bv: d —uv; (L
+ Ny( 1L, — L)) <L1 v; dr + b da + 4vt( 1)

Ly — L b
= 4 0} (L2) + 4 <(L3_L2)”2 (La, t) + Lyv (L, )))
+ N5(—co </ (x,1,t dZL‘+T// (x,p,t dpd:v) /Quf(:l:,t)dx)
+ No(— (90 —52)/ de$+5212/ u2dx+52u/ﬂz2(x,1,t)dx
9o pgoL
+<g“+452 20, )//
Mo

771,953‘ ds dx

[
Yk (x, s ‘ ds dz — i goq(a:)uf
: 2 o9

YInk(x, s ‘ dsdx

Yk (x, s ‘ dsdz),

(3.56)
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d [+ g0
dtg(t)ﬁ—{Nﬁ(go—ﬂsz)—]\@— <zg+ 1M2>

{ ( LQE — 8) (12 + 1261) — N652l2} /Q U,gdl‘
{b L1+L3 )N4‘|‘Ngb} /Lgvidas
L;

L1 —|— Lg — LQ Lo
~N. / 2
4 LQ— 2} Ly Vi 0%

(3.57)

—(b—Ny)— (( — Ly)v (Lz,t)+L1v§(L1,t))

+ ¢ (N2, Ng) //
+(?—i?—%iéz IV

A ce moment, nous souhaitons que tous les coefficients sauf les deux derniers de

YInt(x, s ‘ dsdx

) 2 (x s)‘ dsdz.

(3.56) soient négatifs. Nous voulons choisir Ny et Ny pour étre sur de

a—N420, b_N4207

Lot ly—Loy 395
A(Ly—Ly) *+
A cet effet, puisque 81(373@ < min{a, b} nous choisissons d’abord Ny satisfaisant
81 (Ly — Ly) :
— < N, < b 3.59
Lot Ly — Ly~ s i) (3.59)

Une fois Ny fizé, nous choisissons Ny satisfaisant

Li+Ls— Ly

2l < Ny < Ny. 3.60

27 4(Ly—Ly) (3.60)
Alors on prend e,e1 et €1 assez petits, et 6y < ﬁon a
3

Ny (1= L% —¢) — 2%, > S (3.61)

Une fois € et g1 fizés, on prend N5 satisfaisant

(3.62)

2Nop? 2M? 12
N5>max{ 2K ,u}

Y
ECy £1C2
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et52<é\]’\5,—gz tel que . L
N. M 3
2 Z R S P Nse. (3.63)

ﬁ] _
52 T e iz, ~ 8

De plus, nous prenons d; < % nous choisissons Ng satisfaisant

2N. I+ 2¢1M?  2N. 2N
2+ go+ 1 i 5+ 1H.

Ng > (3.64)
9o 9o 9o 9o 9o
Ensuite nous avons
2Ny 1 2e;M? 2N5 2N
N6>max{ 2 Lt 2el” 205 1”}. (3.65)
9o 9o 9o 9o 90
Ensuite, nous choisissons 09 satisfaisant
N, 1
09 < min {go 562 }
w0 oT (3.66)
N. 2 M2 2 :
Nscy — 2 R Ngdapip >0
4e 481
Une fois que
{No (1= L% —¢) = (P +1%e1) — Nedal?} > 0. (3.67)

Enfin, choisir Ny suffisamment grand pour que le premier et le dernier coefficient
de (3.56) soient positifs.
De ce qui précéde, on déduit qu’il existe deux constantes positives i et aq telles que

(3.56) devient

C‘litcs,ﬂ(>< — oy E(D) +a2// 171,933)‘ ds do
< —anE(t) / / (e, )] ds de (3.68)
< —aE(t) — azE'(t).
Cest-d-dire
(L) + azE(t) < —a1E(2) (3.69)

ot az > 0. Notons E(t) = L (t) + asE(t) alors il est facile de voir que

E(t) ~ E(t)

29
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c’est-a-dire qu’il existe deux constantes positives 31, Bo

BLE() < E(t) < BLE(t), V> 0.

(3.70)

En combinant (3.68) et (3.69), on en déduit qu’il existe v1 > 0 pour lequel ’estima-

tion

puisque

Et) < EW0)e ™, Vt>0.

Par conséquent, en utilisant (3.71) et (3.69), nous trouvons
1 1

Et) < —£&(t) < —

(t) < B (t) < o

Ainsi, la preuve du théoréme (3.3.1) est compléte.

60

E(0)e ™t Vvt > 0.

(3.71)

(3.72)

(3.73)



Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenter théoreme de Hille-Yosida et le théoréeme
de lummer-phillips avec des preuves et aussi quelque applications. Nous étudions le
systéme de transmission suivant avec un historique passé et un terme de retard. Sous
hypothéses sur des donneés initiales et des conditions auz limites, un historique passé
et un terme de retard, nous avons focalisé notre étude sur l’existence et comportement
asymptotique des solutions ou nous avons obtenu une décroissance expenentielle des

solutions pour les problémes de transmission.
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