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Résumé :
Soient L2, H2 l’espace de Lebesgue de fonctions carrées intégrables et l’espace de

Hardy, sur le cercle unité T. Soient P,Q les projections orthogonaux de L2 sur H2 et
(H2)⊥. L’opérateur d’intégrale singulière de symboles α, β ∈ L∞ sur L2, est défini par :

Sα,β(f) = αP (f) + βQ(f).

Le but de ce travail est de faire une étude large sur les propriétés algébrique d’opérateurs
d’intégral singulière (unitaire, isométrie, normal, auto-adjoint, positif . . .).

Mots clés :
Espaces de Lebesgue, espaces de Hardy, opérateurs d’intégral singulière, opérateurs de
multiplication.
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Abstract :
Let L2, H2 the space of Lebesgue square integrable functions, and the Hardy space,

on the unit circle T. Let P,Q be the orthogonal projections of L2 on H2 and (H2)⊥. The
singular integral operator of symbols α, β ∈ L∞, on L2, is defined by :

Sα,β(f) = αP (f) + βQ(f).

In this work, we studied some classical results on the algebraic properties of singular in-
tegral operators (unitary, isometry, normal, self-adjoint, positive . . .).

Key words :
Lebesgue Spaces, Hardy spaces, singular integral operators, multiplication operators.
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Introduction.

Ce mémoire se situe à l’interface entre l’analyse fonctionnelle, la théorie
des opérateurs et l’analyse complexe. Il est dédié à l’étude de certains
opérateurs sur l’espace fonctionnel L2.
On note par T le cercle unité du plan complexe. dm := dm(θ) = dθ

2π la
mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité, et par L2 := L2(T, dm)
l’espace de Lebesgue de fonctions carrées intégrables sur le cercle unité T,
il est bien connu que L2 muni de produit scalaire défini par

〈f, g〉 =
∫
T
fgdm.

L’espace de Hardy H2 est l’ensemble des fonctions f ∈ L2 tel le coefficient
de Fourier négatives sont nulles.

H2 = {f ∈ L2, f̂(n) = 0, n < 0},

où,
f̂(n) =

∫ 2π

0
f(eiθ)e−inθ dθ2π, n ∈ Z.

Soient P,Q les projections orthogonaux de L2 sur H2 et (H2)⊥ respective-
ment. L’opérateur d’intégrale singulière de symboles α, β ∈ L∞ sur L2, est
défini par :

Sα,β(f) = αP (f) + βQ(f), f ∈ L2, (1)

= α(z) + β(z)
2 f(z) + α(z)− β(z)

2
1
πi

∫
T

f(ξ)
ξ − z

dξ. (2)

Il existe trois types d’intégrales singulières : les intégrales faiblement sin-
gulières, les intégrales singulières au sens de la valeur principale de Cauchy
et les intégrales hypersingulières pour plus de détails voir [14]. Mathéma-
tiquement parlant, à cause de la singularité de la fonction sous le signe
d’intégral, une petite région au voisinage de la singularité doit être exclue
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du domaine d’intégration, et l’on cherche alors la limite lorsque la distance
de cette région tend vers zero si cette existe et est indépendante de la forme
du voisinage, l’intégrale singulière est dite faiblement singulière, si cette li-
mite existe uniquement si la forme du voisinage exclu est un cercle, alors
on parle d’intégrale singulière en valeur principale de Cauchy, et dans le
cas d’une singularité d’ordre supérieure, on parle d’intégrale hypersingu-
lière. En d’autre termes, les intégrales singulières sont des intégrales dont
l’intégrant atteint une valeur infinie en quelques points dans le domaine
d’intégration. Malgré cette situation, les intégrales peuvent converger pour
certaines valeurs ( dans ce cas on dit que l’intégrale existe).

L’objectif de ce travail est consacré aux propriétés algébrique d’opéra-
teurs d’intégral singulière en valeur principale de Cauchy ( opérateurs 1),
basés principalement sur une caractérisation spéciale pour connaître ces
opérateurs.

Le mémoire se compose de trois chapitres. Il nous a semblé utile de
l’entamer par un chapitre consacré aux rappels sur les notions de l’analyse
fonctionnelle, les espaces de Hilbert, l’espace L2 et l’espace de Hardy.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons quelques définitions consa-
cré les opérateurs linéaires bornés. Nous présentons les opérateurs bornés
sur les espace de Hilbert, les opérateurs de rang 1, ensuite on introduit les
opérateurs de multiplication et intégrale singulière sur L2.

Dans le troisième chapitre, on expose le but de notre travail, concertant
les propriétés algébrique d’opérateurs d’intégrale singulière sur L2. Nous
donnons un caractérisation pour connaître les opérateurs d’intégrale sin-
gulière. Ensuite on va étudier les propriétés algébrique de ces opérateurs.
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Chapitre 1

Préliminaires.

Dans ce chapitre, nous allons présenter un rappel sur les espaces fonda-
mentaux en analyse fonctionnelle qui contient quelques notions essentielles
qui concernent espaces de Hilbert, les espaces L2, et les espaces de Hardy,
qu’ils sont nécessaire de connaître pour aborder la suite de ce mémoire.

1.1 Espaces de Hilbert.

Les résultats dans ce chapitre et ses preuves sont tirés de [15, 3, 18] et
d’autres références.

1.1.1 Produits scalaires et notion d’espace de Hilbert.

Définition 1.1.1. Soit H un espace vectoriel réel ou complexe. L’applica-
tion 〈., .〉 : H×H −→ H est un produit scalaire et si H un espace vectoriel
réel, vérifiant

1. ∀y ∈ H : x 7−→ 〈x, y〉 est linéaire (en x),
2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉,
3. 〈x, x〉 ≥ 0 et si 〈x, x〉 = 0 alors x = 0.

Lemme 1.1. Soit H un espace vectoriel réel ou complexe muni du produit
scalaire 〈., .〉 . Alors, pour tous x, y ∈ H

‖ x+ y ‖2=‖ x ‖2 +2Re〈x, y〉+ ‖ y ‖2
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1.1. ESPACES DE HILBERT.

Démonstration.

〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ 〈y, y〉
= 〈x, x〉+ 〈x, y〉+ 〈x, y〉+ 〈y, y〉
= ‖ x ‖2 +2Re〈x, y〉+ ‖ y ‖2 .

Nous vérifions aisément certaines propriétés de la norme pour ‖.‖ :
• ‖x‖ ≥ 0 par définition, et si ‖x‖ = 0 c’est que 〈x, x〉 = 0 et donc
x = 0
• pour λ ∈ C nous avons

‖ λx ‖=
√
〈λx, λx〉 =

√
λλ〈x, x〉 =

√
|λ|2〈x, x〉.

Proposition 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz).
Soit H un espace vectoriel (réel ou complexe) muni du produit scalaire
〈x, y〉. Alors pour tous x, y ∈ H

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖.
Démonstration.
Si ‖x‖ = 0 c’est que x = 0 et l’inégalité est immédiate. Sinon, ‖x‖ > 0 et
pour tout t ∈ R nous avons

0 6‖ tx+ y ‖2=‖ x ‖2 t2 + 2Re〈x, y〉t+ ‖ y ‖2 .

Le discriminant de ce polynôme quadratique doit donc être ≤ 0 :
0 ≥ (2Re〈x, y〉)2 − 4‖x‖2‖y‖2

d’où
‖x‖‖y‖ ≥ |Re〈x, y〉| ≥ Re〈x, y〉

De plus il existe α ∈ C de module 1 tel que 〈x, y〉 = α|〈x, y〉|, d’où α〈x, y〉 =
|〈x, y〉| et

‖x‖‖y‖ = ‖x‖‖αy‖
≥ Re〈x, αy〉
= Re(α〈x, y〉)
= Re|〈x, y〉|
= |〈x, y〉|.
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1.1. ESPACES DE HILBERT.

Corollaire 1.1. Soit H un espace vectoriel (réel ou complexe) muni du
produit scalaire 〈., .〉.Alors ‖x‖ =

√
〈x, x〉 définit une norme.

Démonstration.
Il ne nous reste plus qu’à vérifier l’inégalité triangulaire. On a, d’après
l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

‖ x+ y ‖2 = ‖ x ‖2 +2Re〈x, y〉+ ‖ y ‖2

6 ‖x‖2 + 2|〈x, y〉|+ ‖ y ‖2

6 ‖ x ‖2 +2 ‖ x ‖‖ y ‖ + ‖ y ‖2

= (‖ x ‖ + ‖ y ‖)2.

Cette norme est appelée la norme associée au produit scalaire 〈., .〉.

Définition 1.1.2. On dit que deux vecteurs x, y d’un espace vectoriel com-
plexe sont orthogonaux pour le produit scalaire 〈., .〉 si 〈x, y〉 = 0.

Lemme 1.2. Soient x, y deux vecteurs d’un espace vectoriel réel ou com-
plexe H . Alors on a

〈x, y〉 = 1
4(‖ x+ y ‖2 − ‖ x− y ‖2 +i ‖ x+ iy ‖2 −i ‖ x− iy ‖2)

si H est un C-espace vectoriel et

〈x, y〉 = 1
4(‖ x+ y ‖2 − ‖ x− y ‖2)

si H est un R-espace vectoriel En plus on a l’identité de la médiane ou du
parallélogramme

‖ x+ y ‖2 + ‖ x− y ‖2= 2(‖ x ‖2 + ‖ y ‖2).

Si x et y sont orthogonaux on a l’identité de Pythagore

‖ x+ y ‖2=‖ x ‖2 + ‖ y ‖2 .

Démonstration. Par Lemme 1.1,

‖ x+ y ‖2= (‖ x ‖2 +2Re〈x, y〉+ ‖ y ‖2),
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1.1. ESPACES DE HILBERT.

‖ x− y ‖2= (‖ x ‖2 −2Re〈x, y〉+ ‖ y ‖2),
d’où

‖ x+ y ‖2 + ‖ x− y ‖2= 2 ‖ x ‖2 +2 ‖ y ‖2,

‖ x+ y ‖2 − ‖ x− y ‖2= 4Re〈x, y〉.
Nous avons donc démontré l’identité du parallélogramme. Nous en dé-

duisons également que

Re〈x, y〉 = 1
4(‖ x+ y ‖2 − ‖ x− y ‖2),

Im〈x, y〉 = Re(−i〈x, y〉) = Re〈x, iy〉 = 1
4(‖ x+ iy ‖2 − ‖ x− iy ‖2),

Ce qui établit la première identité sur un C-espace vectoriel. Finalement,
si x ⊥ y :

‖ x+ y ‖2=‖ x ‖2 +2Re(0)+ ‖ y ‖2=‖ x ‖2 + ‖ y ‖2 .

Définition 1.1.3. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel ou com-
plexe muni d’un produit scalaire et qui est complet pour la norme associée.

1.1.2 Somme directe et complémentaire orthogonal.

Définition 1.1.4. Soit H un espace de Hilbert et H1 et H2 deux sous-
espaces vectoriels.On dit que H est la somme directe orthogonale de H1 et
H2 , notée H = H1 ⊕⊥ H2,
si H = H1 +H2,H1 ∩H2 = 0 et ∀x1 ∈ H1, x2 ∈ H2 : 〈x1, x2〉 = 0.

Le complémentaire orthogonal d’un sous-espace F ⊂ H est défini par
F⊥ := {x ∈ H | ∀y ∈ F : 〈x, y〉 = 0} .
Théorème 1.1.1. Soit H un espace de Hilbert et F ⊂ H un sous-espace
fermé. Soit x ∈ H.Alors

1. Il existe un unique y ∈ F qui satisfait

‖ x+ y ‖2= d(x, F ) := inf {‖x− z‖ : z ∈ F} .

On note y = PF (x). Ceci définit alors une application

PF : H −→ F.

6



1.1. ESPACES DE HILBERT.

2. y = PF (x) est l’unique vecteur dans F qui satisfait x− PF (x) ⊥ F.

3. ∀x ∈ H : ‖x‖2 = ‖PF (x)‖2 + ‖PF⊥(x)‖2.

4. L’application PF : H −→ F est linéaire est continue. C’est la projec-
tion sur F le long F⊥.

5. Le complémentaire orthogonal F⊥ est un sous espace fermé de H et
H = F ⊕ F⊥.

Démonstration.
Pour ε > 0, prenons y, z ∈ F et supposons que d(x, y)2 ≤ d(x, F )2 + ε et
d(x, z)2 ≤ d(x, F )2 + ε. Posons : ω = y + z

2 , u = y − z
2 , de telle façon que

ω ∈ F et y = ω + u, z = ω − u. D’après l’identité du parallélogramme :

‖(x− w) + u‖2 + ‖(x− w)− u‖2 = 2(‖x− w‖2 + ‖u‖2)

‖x− z‖2 + ‖x− y‖2

2 = d(x,w)2 + 1
4d(y, z)2

d(x, F )2 + ε > d(x, F )2 + 1
4d(y, z)2

d(y, z) < 2
√
ε

Soit maintenant (yn) ⊆ F une suite telle que d(x, yn) −→ d(x, F ). Alors
d’après notre calcul c’est une suite de Cauchy, qui doit donc converger vers
un y ∈ F (puisque H est complet et F fermé). Nous obtenons d(x, y) =
lim d(x, yn) = d(x, F ). Pour l’unicité,supposons que z ∈ F vérifie lui aussi
d(x, z) = d(x, F ). Alors encore d’après le calcul précédent d(y, z) < 2

√
ε

pour tout ε > 0, ce qui donne d(y, z) = 0 et y = z. Ceci montre le premier
point et donc l’existence de l’application PF .

Pour le deuxième point, supposons que x − PF (x) 6⊥ F. Il existe donc
z ∈ F tel que 〈x − PF (x), z〉 = s 6= 0, et quitte à diviser z par s nous
pouvons supposer que 〈x−PF (x), z〉 = 1. Soit encore t une variable réelle.
Alors PF (x) + tz ∈ F et

d(x, PF (x) + tz)2 = ‖x− PF (x)− tz‖2 = t2‖z‖2 − 2t+ ‖x− PF (x)‖2.

Ce polynôme en t atteint son minimum ailleurs qu’à t = 0, donc d(x, F ) <
d(x, PF (x)), une contradiction au choix de PF . Nous avons donc bien x −

7



1.1. ESPACES DE HILBERT.

PF (x) ⊥ F. Pour l’unicité, supposons que x − y ⊥ F et x − z ⊥ F, où
y, z ∈ F (par exemple, on pourrait avoir y = PF (x)). Alors y− z ∈ F, d’où
〈x−y, y−z〉 = 〈x−z, y−z〉 = 0. Une soustraction donne 〈y−z, y−z〉 = 0,
d’où y − z = 0 et y = z.

Le troisième point découle du deuxième, vu que x− PF (x) ⊥ PF (x).

Pour (4), on vérifie aisément que (x + λy) − (PF (x) + PF (y)) = (x −
PF (x)) + λ(y − PF (y)) ∈ F⊥, d’où PF (x) + λPF (y) = PF (x + λy) d’après
(2), et pF est linéaire. D’après (3) nous avons ‖ PF (x) ‖≤‖ x ‖, donc PF
est continu (de norme ≤ 1).

Finalement, pour tout x ∈ H nous avons x = (x − PF (x)) + PF (x), où
x− PF (x) ∈ F⊥ et PF (x) ∈ F, ce qui donne bien F ⊕ F⊥ = H.

Corollaire 1.2. Pour tout sous-espace vectoriel fermé F ⊂ H on a (F⊥)⊥ =
F. En particulier l’orthogonale d’un sous-espace vectoriel non-fermé est
fermé. En outre F est dense dans H si et seulement si F⊥ = {0}.

Corollaire 1.3. (Théorème de représentation de Riesz). Soit ϕ : H −→ C
une forme linéaire continue. Alors il existe un unique y ∈ H tel que pour
tout x :

ϕ(x) = 〈x, y〉.
En outre, nous avons ‖ϕ‖ = ‖y‖ où

‖ϕ‖ = sup{|ϕ(x)| : ‖x‖ ≤ 1}.

Démonstration.
Si ϕ = 0, alors y = 0 convient. Si ϕ 6= 0, soit F = ϕ−1({0}). Alors F
est un hypeplan fermé de H, distinct de H. Donc F = F ⊕⊥ F⊥, où F⊥

est de dimension 1. Soit y0 ∈ F⊥ avec ‖y0‖ = 1. Tout x ∈ H s’écrit
x = PF (x) + PF⊥(x) avec PF⊥(x) = ty0 (t dépend de x). Comme ϕ est
linéaire, on obtient

ϕ(x) = tϕ(y0) avec t = 〈x, y0〉.
Par conséquent, on a :

ϕ(x) = ϕ(y0)〈x, y0〉 = 〈x, ϕ(y0)y0〉.

Par conséquent, en posant y = ϕ(y0)y0, on a ϕ(x) = 〈x, y〉.

8



1.1. ESPACES DE HILBERT.

Pour l’unicité, il suffit de constater que si 〈x, y1〉 = 〈x, y2〉 pour tout
x ∈ H, alors y1 − y2 ⊥ H et donc y1 = y2.

Par l’inégalité de Cauchy–Schwarz, |ϕ(x) ≤ ‖x‖‖y‖, et donc ‖ϕ‖ ≤ ‖y‖.
De plus, comme ϕ(y/‖y‖) = ‖y‖, on obtient ‖ϕ‖ > ‖y‖, ce qui implique
l’égalité désirée.

1.1.3 Bases orthonormales.

Définition 1.1.5. Un espace de Hilbert H est séparable s’il possède un
ensemble au plus dénombrable qui est dense dans H.

Définition 1.1.6. Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle base
orthonormale deH tout sous-ensemble fini ou dénombrable {en}n qui vérifie

1. ‖en‖ = 1 et 〈en, em〉 = 0 si n 6= m,

2. le sous-espace vectoriel engendré par {en}n (par combinaisons li-
néaires finies) est dense dans H.

Lemme 1.3. Soit (ei)i∈Z une famille orthonormée et soit F le sous-espace
engendré (donc 〈ei, ej〉 = δij, mais on ne demande pas que F soit dense).
Alors pour tout x :

PF (x) =
∑
i<n

〈x, ei〉ei.

Démonstration.
Il suffit de prouver que

x−
∑
i<n

〈x, ei〉ei⊥F,

ce qui est immédiat.

Théorème 1.1.2. (Existence des bases orthonormales). Tout espace
de Hilbert séparable possède une base orthonormale.

Démonstration.
Soit (un)n>0 une suite dense de H.

On en extrait un système libre (linéairement indépendant) que l’on
appelle (vn)n>0. On construit ensuite une base orthonormale à partir de
(vn)n>0 suivant le principe d’orthonormalisation de Gram–Schmidt. :

9



1.1. ESPACES DE HILBERT.

On pose e0 = v0

‖v0‖
. On remarque que v1 − 〈v1, e0〉 ⊥ e0. De plus le sous-

espace engendré par e0 et e1 coïncide avec celui engendré par v0 et v1. On
obtient e1 en posant

e1 = v1 − 〈v1, e0〉 ⊥ e0

‖ v1 − 〈v1, e0〉 ⊥ e0 ‖
.

Supposons e0, . . . , en construits de sorte que ce soit un système orthonor-
mal qui engendre le même sous-espace vectoriel que celui engendré par
v0, . . . , vn, noté Fn. On obtiendra en+1 en posant

en+1 = vn+1 − PFnvn+1

‖vn+1 − PFnvn+1‖
.

Par construction on obtiendra une base orthonormale de H.

Théorème 1.1.3. Soient H un espace de Hilbert et {en}n∈N une base or-
thonormale.

1. Pour toute (λn)n ∈ `2(N) la série
∑
n≥0

λnen

converge dans H et sa somme

x =
∑
n≥0

λnen

vérifie
〈x, en〉 = λn, ‖x‖2 =

∑
n≥0
|λ|2.

2. Pour tout x ∈ H la série ∑n≥0 |〈x, en〉|2 converge et

x =
∑
n
〈x, en〉en, ‖x‖2 =

∑
n
|〈x, en〉|2.

Démonstration.

1. Soit uN = ∑N
n=0 λnen. Si p ≥ N, on obtient

‖up − uN‖2 = ‖
p∑

n=N+1
λnen‖2 =

p∑
n=N+1

|λn|2

10



1.2. ESPACE L2.

car 〈en, ep〉 = 1 si n = p et 0 sinon. Comme (λn)n ∈ `2(N), (un)n
est de Cauchy dans H qui est complet, donc (un)n converge dans H.
De plus, pour tout N ≥ n, on a 〈un, ep〉 = λn. Par continuité du
produit scalaire (cf. Cauchy–Schwarz), 〈x, ep〉 = λn. Par continuité
de la norme

lim
N−→∞

‖uN‖2 = lim
N−→∞

N∑
n=0
|λn|2.

2. Soit uN = ∑N
n=0 |〈x, en〉|2. La suite (vn)n est croissante et positive.

Elle converge si et seulement si elle est majorée. Nous allons montrer
que vn ≤ ‖x‖2. Pour cela posons

xN = x−
N∑
k=0
〈x, ek〉ek.

Alors xN ⊥ ek pour tout k = 0, . . . , N. D’après l’identité de Pytha-
gore,

‖x‖2 = ‖xN‖2 + ‖
N∑
k=0
〈x, ek〉ek‖2 = ‖xN‖2 +

N∑
k=0
|〈x, ek〉|2,

qui implique vN ≤ ‖x‖2. On conclut ensuite en appliquant (1).

1.2 Espace L2.

Soient T le cercle unité de C et dm := dm(θ) = dθ
2π la mesure de Lebesgue

normalisée sur T de sorte que m(T) = 1 (voir [9]). On note par
L2 := L2(T, dm)

l’ensemble des fonctions carrée intégrable sur T par rapport à la mesure
dµ. Il est bien connu que L2 est un espace de Hilbert, muni du produit
scalaire défini par

〈f, g〉 =
∫
T
fgdm

et que la suite des fonctions (en)n∈Z, définies par en(z) = zn est une base
orthonormée de L2. Chaque fonction f ∈ L2 peut se développer en série de
Fourier sous la forme

f(z) =
∑
n∈Z

f̂(n)zn;

11



1.2. ESPACE L2.

f̂(n) := 〈f, zn〉 =
∫ 2π

0
f(eiθ)e−inθ dθ2π, n ∈ Z.

Nous avons besoin de l’espace L∞ := L∞(T, dm) de toutes les fonctions
bornées essentiellement mesurables sur T, équipé de la norme

‖f‖∞ := supessζ∈T|f(ζ)|,
où

supessζ∈T|f(ζ)| = sup {a ≥ 0 : m(ζ ∈ T, |f(ζ)| > a) > 0} .
Lemme 1.4. la famille de toute les fonctions exponentielle-modèles (en)n∈Z =
(einθ)n∈Z est une famille orthonormée de L2, à savoir

〈en1, en2〉L2 =
∫ π
−π
ein1θein2θ

dθ

2π = δn1,n2.

Démonstration.
En effet, si n1 6= n2, la fonction ei(n1−n2)θ admet la primitive ei(n1−n2)θ

i(n1 − n2)
, et

l’intégrale s’annule par 2π-périodicité : ei(n1−n2)θ

i(n1 − n2)

2π

0
= 0.

et lorsque n1 = n2, on a bien ∫ 2π
0 1dθ2π = 1.

Théorème 1.2.1. Sur le cercle unité T = R/2πZ, l’espace des fonctions
de carré intégrable :

L2 =
{
f : T −→ C mesurables

∫ π
−π
|f(t)|2 dt2π <∞

}

s’identifie à l’espace :

`2(C) :=
z = (zk)k∈Z :

k=∞∑
k=−∞

|zk|2 <∞


via l’application " prise de coefficients de Fourier " :

L2 −→ `2(C)

f 7−→ (f̂(k))k∈Z =
(∫ π
−π
f(θ)e−ikθ dθ2π

)
k∈Z

.

de telle sorte qu’on peut écrire, seulement au sens L2 :

f(.) =
∑
k∈Z

f̂(k)eik(.).
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1.3. ESPACE DE HARDY.

1.3 Espace de Hardy.

L’espace de Hardy H2 est l’ensemble des fonctions f ∈ L2 tel que les
coefficient de Fourier négatives sont nulle.

H2 = {f ∈ L2, f̂(n) = 0, n < 0}.

et
H∞ = {f ∈ L∞, f̂(n) = 0, n < 0},

où,
f̂(n) =

∫ 2π

0
f(eiθ)e−inθ dθ2π, n ∈ Z,

est le n-ème coefficient de Fourier de f (voir [8]).
L’espace de Hardy H2 admet noyau reproduisant donné par la formule :

kλ(z) = 1
1− λz , λ, z ∈ D,

et
f(z) = 〈f, kλ〉, f ∈ H2.

Donc la projection orthogonale P de L2 sur H2 est donnée par :

Pf = 〈f, kλ〉, f ∈ L2, λ ∈ D.

L’opérateur P est donné par l’intégrale de Cauchy :

(Pf)(z) =
∫
T

f(ζ)
1− ζzdm(ζ), z ∈ D, f ∈ L2.

De plus P (∑+∞
−∞ ane

inθ) = ∑+∞
0 ane

inθ. Clairement, ‖Pf‖ ≤ ‖f‖ pour tout
f ∈ L2. L’opérateur de shift sur H2 est défini par :

S[f ](z) = zf(z), f ∈ H2,

avec son adjoint S∗ : H2 → H2 défini par :

S∗[f ](z) = f(z)− f(0)
z

, f ∈ H2.

Soit M ∈ H2, M est dit sous-espace invariant par S, lorsque M fermé et
SM ⊂M , et il dit que M non trivial lorsque {0}  M  H2.
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1.3. ESPACE DE HARDY.

Une fonction θ ∈ H∞ est dit intérieure lorsque |θ| = 1, p.p sur T.

Le théorème classique de Beurling (voir [2] ou [8]) donne une caractérisée
complète des sous-espaces invariants non triviaux , sont tous de la forme
M = θH2, où θ est une fonction intérieure.
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Chapitre 2

Opérateurs bornés.

Dans ce chapitre on va rappeler quelques définitions et résultats clas-
siques concernant les opérateurs linéaires bornés sur les espaces de Hilbert
(voir par exemple [1, 5, 8]), nous rappelons aussi des définitions et proprié-
tés éléments sur les opérateurs de multiplication et d’intégrale singulière
sur L2.

2.1 Définition.

Définition 2.1.1. Soient E et F deux espaces vectoriels sur le même corps
K. On dit que l’application ou l’opérateur A : E −→ F est linéaire si

∀x, y ∈ E,∀λ ∈ K : A(x+ y) = Ax+ Ay

A(λx) = λAx.

C’est un homomorphisme d’espaces vectoriels et l’on a A(0) = 0.
Cas particuliers : Si A est bijectif alors, A est un isomorphisme. Si

E = F alors, A est un endomorphisme de E. Si A est un isomorphisme
de E dans E alors, A est un automorphisme. Si F = K alors, A est une
forme linéaire sur E. Quand E est un ensemble de fonctions, A est souvent
appelé une fonctionnelle linéaire.
Exemple 2.1. Dans l’espace usuel les rotations, les homothéties, les simi-
litudes et les projections sont des applications linéaires.
Définition 2.1.2. Soit A : E −→ F un opérateur linéaire. On définit
l’image de l’opérateur A par

Im(A) = {Ax, x ∈ E}
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2.1. DÉFINITION.

et le noyau de l’opérateur A par

Ker(A) = {x ∈ E : Ax = 0}.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés et A : E −→ F un opéra-
teur linéaire. Le théorème suivant caractérise la continuité d’un opérateur
linéaire.

Théorème 2.1.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A est continu,
(2) A est continu en 0,
(3) il existe une constante c telle que ‖Ax‖ ≤ c‖x‖ pour tout x ∈ E.

Démonstration.
L’implication (1) =⇒ (2) est évidente. On va montrer l’implication (2) =⇒
(3). On suppose que A est continu en 0, alors

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ E : (‖x‖ < δ) =⇒ (‖Ax‖ < ε). (2.1)

Soient ε > 0 et x ∈ E, x 6= 0. On pose x′ = δ
2‖x‖x, alors ‖x

′‖ = δ
2 .

D’où, ‖x′‖ < δ et par conséquent ‖Ax′‖ < ε (de (2.1))

‖Ax′‖ = ‖A( δ

2‖x‖x)‖

= δ

2‖x‖‖Ax‖ < ε.

Il résulte que ‖Ax‖ < 2ε
δ
‖x‖. Il existe alors c satisfaisant (3).

Cette inégalité est vraie aussi pour x = 0 et (3) est vérifiée avec c = 2ε
δ
.

On va montrer l’implication (3) =⇒ (1). On suppose que (3) est vérifiée,
alors, pour tous x, y ∈ E, on a

‖A(x− y)‖ ≤ c‖x− y‖,

c’est à dire
‖Ax− Ay‖ ≤ c‖x− y‖.

L’application A est lipschitzienne donc, elle est continue.

Définition 2.1.3. Une application linéaire A : E −→ F entre espaces
vectoriels normés qui est continue est souvent dite bornée.
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2.1. DÉFINITION.

Notation :

On note L(E,F ) l’espace vectoriel des applications linéaires continues
entre E et F . Quand E = F,L(E,F ) est noté L(E). Quand F = K,
on note E ′ l’espace dual (topologique) de E qui est l’espace vectoriel des
formes linéaires continues de E dans K.
Par E ′′, on note le bidual de E.

Remarque 2.1.1. Si E est de dimension finie, alors, toute application
linéaire de E dans F est continue.
On définit maintenant la norme d’un opérateur linéaire continu.

Définition 2.1.4. (Norme d’un opérateur linéaire continu) Soit A : E −→
F un opérateur linéaire continu entre les espaces vectoriels normés. Le
nombre supx∈E,x6=0

‖Ax‖
‖x‖

, qui est par le Théorème 2.1.1 fini, est appelé la

norme de A et est noté ‖A‖.

Remarque 2.1.2. 1. Si pour une constante c, on a ‖Ax‖ ≤ c‖x‖ pour
tout x ∈ E, alors, A est borné et ‖A‖ ≤ c. De plus, on a

‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖ pour tout x ∈ E.

2. On vérifie facilement que ‖A‖ = sup‖x‖≤1 ‖Ax‖ ainsi que

‖A‖ = inf {c : ‖Ax‖ ≤ c‖x‖ pour tout x ∈ E} .

Proposition 2.1.1. (Propriétés de la norme d’opérateur) Soient E,F et
G des espaces vectoriels normés.

1. Si A ∈ L(E,F ), alors, ‖A‖ = 0 si et seulement si A = 0.
2. Si A,B ∈ L(E,F ), alors, A+B ∈ L(E,F ) et ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+‖B‖.
3. Si α ∈ K et A ∈ L(E,F ), alors, αA ∈ L(E,F ) et ‖αA‖ = |α|‖A‖.
4. Si A ∈ L(E,F ) et B ∈ L(F,G), alors B ◦A ∈ L(E,G) et ‖B ◦A‖ ≤
‖B‖‖A‖.

De (1)-(3) de la Proposition 2.1.1, ‖.‖ définit une norme sur L(E,F ).

Notation :

La composée A ◦B de deux opérateurs A et B sera souvent noté AB.
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2.1. DÉFINITION.

Exemple 2.2. (Projection orthogonale sur un sous-espace fermé) Soit F
un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H . L’opérateur projection PF
est continu de norme 1 car PF (x) = x pour tout x ∈ F et ‖PF (x)‖ ≤ ‖x‖
pour tout x ∈ H avec égalité si x ∈ F.

Exemple 2.3. Soit E = C([0, 1],K). On définit l’opérateur linéaire de
Volterra (primitive s’annulant en 0) A sur E par

∀f ∈ E, Af(x) =
∫ x
0
f(t)dt,∀x ∈ [0, 1].

Pour tout f ∈ E, on a ‖Af‖∞ ≤ ‖f‖∞, donc A ∈ L(E) et ‖A‖ ≤ 1. De
plus, ‖A‖ = 1 car si f ≡ 1, on obtient ‖f‖∞ = 1 et ‖Af‖∞ = 1. à ces deux
exemples, s’ajoutent d’autres comme suit

Exemple 2.4. 1. L’opérateur schift en anglais, opérateur de décalage
en français S défini sur l2(N,R)

S(x0, x2, . . . ) = (0, x0, x2, . . . ),

est borné et on a ‖S‖ = 1.
2. Soient (X,Ω, µ) un espace mesuré σ-fini et H = L2(X,Ω, µ). Si ϕ ∈
L∞(X,Ω, µ), on peut définir un opérateur Mϕ ∈ L(H) en posant
Mϕf = ϕf, et alors, on a ‖Mϕ‖ = ‖ϕ‖L∞. On rappelle que la norme
‖ϕ‖L∞ est définie comme le supremum essentiel de ϕ

‖ϕ‖L∞ = inf {c > 0 : µ(x ∈ X : |ϕ(x)| > c) = 0} .

L’opérateur Mϕ défini ainsi s’appelle opérateur de multiplication et
la fonction ϕ s’appelle le symbole de Mϕ.

3. Soit H un espace de Hilbert séparable admettant une base orthonor-
mée (hn)n. Soit α = (αn)n une suite bornée de nombres complexes.
On définit l’opérateur ∆α sur H par

∀c = (cn)n ∈ l2(N,C),∆α(
∑
n≥0

cnhn) =
∑
n≥0

αncnhn.

L’opérateur linéaire ∆α est dit diagonal car il admet une représen-
tation matricielle diagonale relativement ‘a la base (hn)n, avec (αn)n
sur sa diagonale. Cet opérateur est continu et l’on a ‖∆α‖ = ‖α‖∞.
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Théorème 2.1.2. Soient E un espace vectoriel normé et F un espace de
Banach. Alors, l’espace vectoriel normé L(E,F ) est un espace de Banach.
Démonstration.
Soit (An)n une suite de Cauchy dans L(E,F ), c’est à dire,

∀ε > 0, ∃N > 0, ∀n,m ∈ N : (n ≥ N,m ≥ N) =⇒ (‖An − Am‖) < ε).

Soit x ∈ E. Comme ‖Anx− Amx‖ ≤ ‖An − Am‖‖x‖, alors, on a

∀ε > 0, ∃N > 0, ∀x ∈ E, ∀n,m ∈ N : (n ≥ N,m ≥ N) =⇒ (‖Anx−Amx‖) < ε‖x‖).

Cela dit que la suite (Anxn)n est une suite de Cauchy dans F. L’espace
F étant complet, cette suite est convergente et la limite Ax = limn−→∞Anx
existe dans F. Soit l’application

A : E −→ F

x 7−→ Ax.

Cet opérateur est linéaire. En effet, pour tous n ∈ N, x, y ∈ E,α, β ∈ K,
on a

An(αx+ βy) = αAnx+ βAny.

Par passage ‘a la limite, on trouve

A(αx+ βy) = αAx+ βAy.

Cet opérateur est continu. En effet, la suite (An)n étant de Cauchy, alors,
elle est bornée en norme, c’est à dire, ∃M ∈ R+ : ‖Anx‖ ≤M‖x‖,∀n ∈ N.
Par passage ‘a la limite, on obtient

‖Ax‖ ≤M‖x‖,∀x ∈ E.

Reste à montrer que la suite (An)n converge en norme vers A dans L(E,F ).
On a

∀ε > 0, ∃N > 0, ∀x ∈ E, ∀n,m ∈ N : (n,m ≥ N) =⇒ (‖Anx−Amx‖) < ε‖x‖).

En faisant tendre m vers +∞, il résulte

∀ε > 0, ∃N > 0,∀x ∈ E, ∀n ∈ N : (n ≥ N) =⇒ (‖Anx−Ax‖) < ε‖x‖).

Ceci montre que

∀ε > 0, ∃N > 0, ∀n ∈ N : (n ≥ N) =⇒ (‖An − A‖) < ε).

La démonstration du théorème est alors terminée.
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2.2. OPÉRATEURS DE RANG 1.

2.2 Opérateurs de rang 1.

Nous allons rappeler la définition et les propriétés élémentaires du pro-
duit tensoriel.

Définition 2.2.1. Soient H un espace de Hilbert séparable, f, g ∈ H/{0}
alors on définit l’opérateur borné de rang 1, f ⊗ g par :

f ⊗ g : H −→ H
h 7−→ f ⊗ g(h) = 〈h, g〉f.

L’image de f ⊗ g est le sous-espace de dimension 1 noté Cf .
On peut voir réciproquement que tout opérateur Il est clair que tout

opérateur A de rang 1 a la forme peut f⊗g pour certains vecteurs f, g ∈ H.
En effet, comme ImA est de dimension 1, pour f ∈ ImA non nul,

ImA = Cf . Pour tout h ∈ H, il existe ch ∈ C tel que Ah = chf et la forme
linéaire h ∈ H 7→ ch est continue, par continuité de f ⊗ g. Le Théorème de
Riesz assure l’existence de g ∈ H tel que ch = 〈h, g〉, et alors pour

h ∈ H, Ah = 〈h, g〉f = f ⊗ g(h).

Proposition 2.2.1. On a les propriétés suivantes : pour tout f, f1, g, g1 ∈
H éventuellement non nuls, α, β ∈ C et A ∈ L(H),

1. A(f ⊗ g) = (Af ⊗ g) et (f ⊗ g)A = (f ⊗ A∗g).
2. (f ⊗ g)(f1 ⊗ g1) = 〈f1, g〉(f ⊗ g1).
3. (αf + βf1) ⊗ g = α(f ⊗ g) + β(f1 ⊗ g) et f ⊗ (αg + βg1) = α(f ⊗
g) + β(f ⊗ g1).

4. Ker(f ⊗ g) = (Cg)⊥ et Im(f ⊗ g) = Cf .
5. (f ⊗ g)∗ = (g ⊗ f).
6. (f ⊗ g) = (f1 ⊗ g1) avec f, f1, g, g1 tous non nuls, si et seulement si

il existe γ, λ ∈ C tels que f = γf1, g = λg1 et λγ = 1.

Démonstration.

1. Pour tout h ∈ H, A(f ⊗ g)(h) = 〈h, g〉Af = (Af ⊗ g)(h) et

(f ⊗ g)(Ah) = 〈Ah, g〉f = 〈h,A∗g〉f = f ⊗ (A∗g)(h).
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2. Pour tout h ∈ H,

(f⊗g)(f1⊗g1)(h) = f⊗g〈h, g1〉f1 = 〈h, g1〉 = 〈f1, g〉f = 〈f1, g〉(f⊗g1).

3. Par linéarité du produit scalaire.
4. Nous avons déjà vu la seconde affirmation. Pour la seconde :

Ker(f ⊗ g) = {h ∈ H|f ⊗ g(h) = 0} = {h ∈ H|〈h, g〉 = 0} = (Cg)⊥.

5. Soient h, k ∈ H.

〈(f⊗g)∗(h), k〉 = 〈h, f⊗g(h)〉 = 〈g, k〉〈h, f〉 = 〈〈h, f〉g, k〉 = 〈g⊗f(h), k〉.

6. Si f ⊗ g = f1 ⊗ g1 alors ils ont mêmes images. Or Imf ⊗ g = Cf
et Imf1 ⊗ g1 = Cf1 donc il existe γ ∈ C non nul tel que f = γf1.

En considérant les adjoints de ces opérateurs, l’assertion précédente
affirme que g ⊗ f = g1 ⊗ f1. Le raisonnement similaire au précédent
affirme qu’il existe λ ∈ C tel que g = λg1. Ainsi, γf1 ⊗ λg1 = f1 ⊗ g1
ce qui implique γλ = 1. La réciproque se vérifie trivialement.

2.3 Opérateurs de multiplication sur L2.

Définition 2.3.1. Soient E et F deux espaces de Hilbert.
(a) U ∈ L(E,F ) est appelé unitaire si U ∗U = IE et UU ∗ = IF .
(b) U ∈ L(E,F ) est appelé isométrique (co-isométrique) si U ∗U = IE

(UU ∗ = IE).
(c) N ∈ L(E) est appelé normal si ‖N ∗(x)‖ = ‖N(x)‖ pour tout x ∈ E,

ou NN ∗ = N ∗N .
(d) U ∈ L(E) est appelé hermitien ou auto-adjoint si U ∗ = U .
(e) P ∈ L(E) est appelé positif (notation : P ≥ 0) si P est auto-adjoint

et si pour tout x ∈ E, 〈P (x), x〉 ≥ 0.
(f) Deux opérateurs A : E → E et B : F → F sont unitairement équiva-

lents s’il existe un opérateur unitaire U : E → F tel que A = U ∗BU .
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2.4. OPÉRATEURS D’INTÉGRALE SINGULIÈRE.

Définition 2.3.2. Soient φ ∈ L2 et D(Mφ) = {f ∈ L2 : φf ∈ L2}. On
appelle opérateur de multiplication, de symbole φ sur L2 l’opérateur défini
par

Mφ : D(Mφ) ⊆ L2 −→ L2

f 7−→ Mφf = φf.

([6]) Il est clair que D(Mφ) est dense dans L2 puisqu’il contient l’espace
des fonctions continues à support compact sur T qui lui est dense dans L2.
De plus, si φ ∈ L∞ alorsMφ est borné et ‖Mφ‖ ≤ ‖φ‖∞ en fait le théorème
suivant, exposé par Arlen Brown et P. R. Halmos dans [4], montre que les
seuls symboles φ pour lesquels Mφ est borné sont les fonctions bornées sur
T.

Théorème 2.3.1. [4] Soient φ ∈ L2 et Mφ opérateur de multiplication.
Alors les assertions suivantes sont satisfaites

(i) Les assertions suivantes sont équivalentes
(a) φ ∈ L∞

(b) D(Mφ) = L2

(c) Mφ est borné sur L2, et ‖Mφ‖ = ‖φ‖∞.
(ii) M ∗

φ = Mφ.
(iii) Mφ est normal.

Le théorème suivant donne la première caractérisation de l’opérateur de
multiplication.

Théorème 2.3.2 (Brown, Halmos [4]). Un opérateur borné sur L2 est un
opérateur de multiplication si et seulement s’il commute avec Mz.

2.4 Opérateurs d’intégrale singulière.

Dans cette section nous rappelons les définitions et les notions né-
cessaires dans l’étude des opérateurs d’intégrale singulière définis dans
les espaces de L2. Les résultats énoncés dans cette section sont tirés de
[11, 12, 16, 17].
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2.4. OPÉRATEURS D’INTÉGRALE SINGULIÈRE.

Définition 2.4.1. L’opérateur d’intégrale singulière classique S0, sur L2,
est donné par

S0(f) = 1
πi

∫
T

f(ξ)
ξ − z

dξ, p.p, z ∈ T.

D’après Theorem 2.1 de [11], l’opérateur d’intégrale singulière linéaire
S0, est borné.

Soient P et Q = I − P les projections orthogonaux de L2 sur H2 et
L2 	H2 = zH2 respectivement.

Définition 2.4.2. Soient α, β ∈ L∞, l’opérateur intégral singulier ( ou
l’opérateur intégral singulier de Cauchy) Sα,β est défini par

Sα,β : L2 −→ L2

f 7−→ Sα,βf = αP (f) + βQ(f).

Il est clair que

‖ Sα,β(f) ‖ ≤ ‖ αPf ‖ + ‖ βQf ‖
≤ ‖ α ‖∞‖ Pf ‖ + ‖ β ‖∞‖ Qf ‖
≤ (‖ α ‖∞ + ‖ β ‖∞) ‖ f ‖

donc Sα,β est un opérateur borné (voir [16]). L’opérateur Sα,β a une repré-
sentation intégrale avec le noyau de Cauchy, donné par

Sα,β(f) = α(z) + β(z)
2 f(z) + α(z)− β(z)

2
1
πi

∫
T

f(ξ)
ξ − z

dξ

= α(z) + β(z)
2 f(z) + α(z)− β(z)

2 S0(f).

Dans les deux volumes [11] et [12] de Gohberg et Krupnik , il y a plusieurs
propriétés de ces opérateurs.

Définition 2.4.3. Soit B(L2) l’algèbre de tous les opérateurs linéaires bor-
nés sur L2.

1. S l’ensemble d’opérateurs d’intégrale singulière

S = {Sα,β ∈ B(L2), α, β ∈ L∞}.
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2.4. OPÉRATEURS D’INTÉGRALE SINGULIÈRE.

2. M l’ensemble d’opérateurs de multiplication sur L2,

M = {Mα ∈ B(L2), α ∈ L∞}
= {A ∈ B(L2),MzA = AMz}.

3. Soient A,B ∈ B(L2), le commutateur de A et B, est défini par

[A,B] = AB −BA

Remarque 2.4.1. Soit Sα,β ∈ S. On a

Sα,β = Mβ + Sα−β,0

= Mβ +Mα−βS1,0.

Si α = β alors Sα,α = Mα
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Chapitre 3

Propriétés algébriques d’opérateurs
d’intégrale singulière.

Dans ce chapitre, on donne quelques résultats algébriques d’opérateurs
d’intégrale singulière.

3.1 Caractérisation.

Dans cette partie on va présenter, la caractérisation de l’ensemble S
(l’ensemble d’opérateurs d’intégrale singulière).
Proposition 3.1.1. Soit A ∈ B(L2). Alors A ∈ S si et seulement si il
existe une ψ ∈ L∞ tel que

[A,Mz] = ψ ⊗ e−1. (3.1)
Dans se cas A = Sψ+β,β pour certains β ∈ L∞.
Démonstration.
Soit A = Sα,β ∈ S pour certains β, α ∈ L∞. Soit f = ∑∞

n=−∞ fnz
n ∈ L2,

alors
Sα,βMz(f) = αP [zf ] + βQ[zf ]

= α[zPf + f−1] + β[zQf − f−1]
= zαPf + zβQf + (α− β)f−1

= MzSα,β(f) + [(α− β)⊗ e−1](f).
Nous avons, l’égalité (3.1) avec ψ = (α− β) ∈ L∞. Maintenant supposons
que A ∈ B(L2) et (3.1) est satisfaite. Par l’argument ci-dessus

Sψ,0Mz −MzSψ,0 = ψ ⊗ e−1.
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3.1. CARACTÉRISATION.

Donc

(A− Sψ,0)Mz −Mz(A− Sψ,0) = (AMz − AMz)− (Sψ,0Mz − Sψ,0Mz)
= ψ ⊗ e−1 − ψ ⊗ e−1

= 0

et
(A− Sψ,0)Mz = Mz(A− Sψ,0)

donc l’opérateur A−Sψ,0 est commute avec Mz, alors, il est de multiplica-
tion, de-pulse A− Sψ,0 = Mβ = Sβ,β pour certains β ∈ L∞, alors

A = Sψ,0 + Sβ,β = Sψ+β,β.

En général, l’adjoint S∗α,β n’est pas dans S. Le résultat suivant nous
donnons les conditions nécessaires et suffisantes pour S∗α,β appartient à S.

Proposition 3.1.2. L’adjoint, S∗α,β ∈ S si et seulement si (α − β) = λ

pour certains constante λ. Dans ce cas S∗α,β = Sα,β.

Démonstration.
Par proposition (3.1.1) S∗α,β ∈ S si et seulement si

S∗α,βMz −MzS
∗
α,β = ψ ⊗ e−1

pour certains ψ ∈ L∞ . Mais M ∗
zMz = MzM

∗
z = I et

S∗α,βMz −MzS
∗
α,β = Mz(M ∗

zS
∗
α,β − S∗α,βM ∗

z )Mz

= Mz[Sα,β,Mz]∗Mz

= Mz[e−1 ⊗ (α− β)]Mz

= e0 ⊗ z(α− β).

Donc
ψ ⊗ e−1 = e0 ⊗ z(α− β)

et (α− β)z = λe−1 et ψ = λe0 pour un certains nombre complexe λ. Dans
ce cas

S∗α,β = (Mβ + Sα−β,0)∗ = Mβ + Sλ,0 = Sα,β.
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3.1. CARACTÉRISATION.

On note par M+ le sous-ensemble d’opérateurs de S et leur adjoints
dans S, M ⊂M+ ⊂ S, par :

M+ = {Sβ+λ,β, β ∈ L∞, λ ∈ C}.

Le corollaire suivant, c’est le théorème 2.1 dans [17], (voir aussi [16]).

Corollaire 3.1. [16, 17] Sα,β est auto-adjoint si et seulement si α et β
sont des fonctions réelles et (α− β) est une constante réelle.

Démonstration.
If S∗α,β = Sα,β ∈ S, d’après proposition 3.1.2, (α− β) est une constante, de
plus

S∗α,β = Sα,β = Sα,β

implique que α = α et β = β.

L’ensembleM est une sous-algèbre de S. Existe-t-il d’autres sous-algèbres
de S ? Pour répondre à cette question, nous étudions le produit de deux
opérateurs de S appartient à S. Nous avons le lemme suivant pour les
produits des opérateurs de S ou S∗.

Lemme 3.1. Soient Sα1,β1, Sα2,β2 ∈ S alors

[Sα1,β1Sα2,β2,Mz] = (α1 − β1)⊗ S∗α2,β2
e−1 + Sα1,β1(α2 − β2)⊗ e−1

de même manière :

[Sα1,β1S
∗
α2,β2

,Mz] = α1 ⊗ zα2 − β1 ⊗ zβ2

et

[S∗α2,β2
Sα1,β1,Mz] = e0 ⊗ S∗α1,β1

z(α2 − β2) + S∗α2,β2
(α1 − β1)⊗ e−1.

Démonstration.
Par un calcul direct :

[Sα1,β1Sα2,β2,Mz] = [Sα1,β1,Mz]Sα2,β2 + Sα1,β1[Sα2,β2,Mz]
= [(α1 − β1)⊗ e−1]Sα2,β2 + Sα1,β1[(α2 − β2)⊗ e−1]
= (α1 − β1)⊗ S∗α2,β2

e−1 + Sα1,β1(α2 − β2)⊗ e−1.
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De même manière

[Sα1,β1S
∗
α2,β2

,Mz] = [Sα1,β1,Mz]S∗α2,β2
+ Sα1,β1[S∗α2,β2

,Mz]
= [Sα1,β1,Mz]S∗α2,β2

+ Sα1,β1Mz[Sα2,β2,Mz]∗Mz

= (α1 − β1)⊗ zβ2 + α1 ⊗ z(α2 − β2)
= α1 ⊗ zα2 − β1 ⊗ zβ2

et

[S∗α2,β2
Sα1,β1,Mz] = [S∗α2,β2

,Mz]Sα1,β1 + S∗α2,β2
[Sα1,β1,Mz]

= Mz[Sα2,β2,Mz]∗MzSα1,β1 + S∗α2,β2
[Sα1,β1,Mz]

= e0 ⊗ S∗α1,β1
z(α2 − β2) + S∗α2,β2

(α1 − β1)⊗ e−1.

3.2 Produit des opérateurs intégrales singuliers.

Premièrement on va étudier quand le produit de deux opérateurs de S
reste dans S. Ce résultat nous aidera a identifier des sous-algèbres de S.

Théorème 3.2.1. Soit Sα1,β1, Sα2,β2 ∈ S. Supposons que Sα1,β1 n’est pas
dans M. Alors Sα1,β1Sα2,β2 ∈ S si et seulement si α2 ∈ H∞, β2 ∈ H∞, dans
ce cas

Sα1,β1Sα2,β2 = Sα1α2,β1β2.

Démonstration.
D’après proposition 3.1.1 Sα1,β1, Sα2,β2 ∈ S si et seulement si

[Sα1,β1Sα2,β2,Mz] = ψ ⊗ e−1. (3.2)

Pour un certains ψ ∈ L∞, d’après lemme 3.1

[Sα1,β1Sα2,β2,Mz] = (α1− β1)⊗ S∗α2,β2
e−1 + Sα1,β1(α2− β2)⊗ e−1 = ψ ⊗ e−1.

Par hypothèse α1 − β1 6= 0, alors il existe un nombre complexe λ telle que

S∗α2,β2
e−1 = λe−1 (3.3)

Sα1,β1(α2 − β2) = −λ(α1 − β1) + ψ. (3.4)
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3.2. PRODUIT DES OPÉRATEURS INTÉGRALES SINGULIERS.

Remarquons que S∗α2,β2
(f) = P [α2f ] +Q[β2f ] on a de 3.3

(P [α2e−1] +Q[β2e−1] = λz

ce qui implique que α2 ∈ H∞ et β2 = λ+∑−1
−∞ β2nz

n ∈ H∞. Pour 3.4, on a

α1P [α2 − β2 + β1Q[α2 − β2] = −λ(α1 − β1) + ψ,

α1(α2 − λ) + β1(−β2 + λ) = −λ(α1 − β1) + ψ

donc
α1α2 = β1β2 + ψ. (3.5)

Puisque α2 ∈ H∞ et β2 ∈ H∞

Sα1,β1Sα2,β2f = Sα1,β1(α2Pf + β2Qf)
= α1P [α2Pf + β2Qf ] + β1Q[α2Pf + β2Qf ]
= α1α2Pf + β1β2Qf

= Sα1α2,β1β2f

= Sα1α2,α1α2−ψf

= Sβ1β2+ψ,β1β2f.

Remarque 3.2.1. (a) Si Sα1,β1 = Mα1, alors Sα1,β1Sα2,β2 ∈ S pour tout
Sα2,β2 et

Sα1,β1Sα2,β2 = Mα1Sα2,β2 = Sα1α2,β1β2.

(b) Supposons que Sα1,β1 6∈M et Sα2,β2 = Mα2. Si Sα1,β1Sα2,β2 ∈ S, alors
d’après théorème 3.2.1, α2 est constante,

Sα2,β2 = α2I, Sα1,β1Sα2,β2 = Sα1α2,β1β2.

(c) Si α2 ∈ H∞, β2 ∈ H∞, alors

Sα1,β1Sα2,β2 = Sα1α2,β1β2

cette formule est vraie, pour des opérateurs intégrales singuliers plus
générale. Voir équation (6.3) dans [11].

L’opérateur de multiplication Mα, pour un certains α ∈ L∞, est inver-
sible si et seulement si α est inversible dans L∞, dans ce cas M−1

α = Mα−1.
Notons par erange(α) le rang essentielle de α. Alors σ(Mα) = erange(α)
où σ(Mα) est le spectre de Mα. On va étudier maintenant quand Sα,β est
inversible et est-ce-que l’inverse est dans S.
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Corollaire 3.2. Soit Sα,β ∈ S pour un certains α, β ∈ L∞. Supposons
que Sα,β 6∈ M . Alors Sα,β est inversible et S−1

α,β ∈ S si et seulement si
α, β ∈ H∞et α, β sont inversibles dans H∞.Dans ce cas

S−1
α,β = Sα−1,β−1.

Démonstration.
Si Sα1,β1 est l’inverse de Sα,β alors

Sα1,β1Sα,β = Sα1α,β1β = I ∈ S

comme Sα1,β1 6∈ M(sinon Sα,β ∈ M), d’après théorème 3.2.1 α, β ∈ H∞ et
α1α = β1β = 1.

La démonstration de théorème 3.2.1, c’est vrai aussi quand Sα1,β1Sα2,β2 ∈
M , pour ψ = 0. (Voir [12]).

Corollaire 3.3. Soient Sα1,β1Sα2,β2 ∈ S. Supposons que Sα1,β1 6∈ M. Alors
Sα1,β1Sα2,β2 ∈ M si et seulement si α2 ∈ H∞, β ∈ H∞ et α1α2 = β1β2.
Dans ce cas

Sα1,β1Sα2,β2 = Mβ1β2.

Nous avons besoin du résultat important suivant (une partie du théo-
rème de F. et M. Riesz), voir le corollaire 4.2 à la page 62 de [10].

Lemme 3.2. Si α ∈ H2 et α 6≡ 0, alors α 6= 0 presque partout dans le
cercle unité T.

Le résultat suivant caractérise quand Sα1,β1Sα2,β2 = 0.

Corollaire 3.4. Soient Sα1,β1, Sα2,β2 ∈ S. Supposons que Sα1,β1 6∈ M et
Sα2,β2 6= 0, alors Sα1,β1Sα2,β2 = 0 si et seulement si l’une des conditions
suivantes est satisfaite

(i) α1 6= 0, β1 6= 0, α2 = 0 et β2 ∈ H∞.
(ii) β1 6= 0, α1 = 0, β2 = 0 et α2 ∈ H∞.

Démonstration.
D’après corollaire 3.2, α1α2 = β1β2 = 0. Le résultat est obtenue d’après
cette équation et le lemme 3.2 comme α2 ∈ H∞ et β2 ∈ H∞.
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Nous identifions maintenant quelques sous-algèbres de S qui apparentés
aux sous-algèbres de H∞.

Corollaire 3.5. L’algèbre maximale K de S n’est contenue dans M est :

K = {Sα,β, α ∈ H∞, β ∈ H∞.}

Démonstration.
Soit K un sous algèbre de S qui est pas dans M . Soit Sα,β ∈ S mais Sα,β 6∈
M. d’âpres théorème 3.2.1, S∗α,β ∈ K ⊂ S implique que α ∈ H∞, β ∈ H∞.
Soit Sα1,β1 un élément arbitraire de K, alors Sα,βSα1,β1 ∈ K ⊂ S implique
que α ∈ H∞, β1 ∈ H∞.

Si Sα,β ∈ K, alors S∗α,β 6∈ S sauf si α, β sont constants (d’après proposi-
tion 3.1.2), pour toutes fonctions intérieures fixés θ1, θ2. l’ensemble suivante
de Kθ1,θ2 est un sous-algèbre de S.

Kθ1,θ2 = {Sθ1α,θ2β
, α ∈ H∞, β ∈ H∞} = Sθ1,θ2

K.

Ensuite nous considérons quand S∗α1,β1
Sα2,β2 appartient à S. Cette ca-

ractérisation est légèrement plus compliqué.

Proposition 3.2.1. Soient Sα1,β1, Sα2,β2 ∈ S. Alors S∗α2,β2
Sα1,β1 ∈ S si et

seulement si α1(α2 − β2), β1(α2 − β2) ∈ H∞.Dans ce cas

S∗α2,β2
Sα1,β1 = Sα2α1,β2β1

.

Démonstration.
D’après proposition 3.1.1 S∗α2,β2

Sα1,β1 ∈ S si et seulement si

[S∗α2,β2
Sα1,β1,Mz] = ψ ⊗ e−1.

Pour un certains ψ ∈ L∞. D’après lemme 3.1

[S∗α2,β2
Sα1,β1,Mz] = e0 ⊗ S∗α1,β1

z(α2 − β2) + S∗α2,β2
(α1 − β1)⊗ e−1

= ψ ⊗ e−1.

Alors il existe un nombre complex λ telle que

S∗α1,β1
z(α2 − β2) = λe−1

λe0 + S∗α2,β2
(α1 − β1) = ψ.
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De plus

P [α1z(α2 − β2)] +Q[β1z(α2 − β2) = λz

λ+ P [α2(α1 − β1)] +Q[β2(α1 − β1)] = ψ.

Alors α1(α2 − β2) = h1 et β1(α2 − β2) = λ+ zh2 pour un certains h1, h2 ∈
H∞. Maintenant

S∗α2,β2
Sα1,β1f = P [α2α1Pf + α2β1Qf ] +Q[β2α1Pf + β2β1Qf ]

= P [α1(α2 − β2)Pf + β1(α2 − β2)Qf ] + β2α1Pf + β2β1Qf

= α1(α2 − β2)Pf + β2α1Pf + β2β1Qf

= α2α1Pf + β2β1Qf

= Sα2α1,β2β1
f.

Corollaire 3.6. Soient Sα1,β1, Sα2,β2 ∈ S.Alors
(a) S∗α2,β2

, Sα1,β1 ∈M si et seulement si α1(α2−β2), β2(α2β2) ∈ H∞ et α2α1 =
β2β1, dans ce cas S∗α2,β2

Sα1,β1 = Mα2α1.

(b) Si Sα1,β1 6= 0 et Sα2,β2 6= 0, alors S∗α2,β2
Sα1,β1 = 0 si et seulement si

l’une des conditions suivantes est satisfaite
(i) α1 6= 0, β2 6= 0, β1 = 0, α2 = 0 et α1β2 ∈ H∞.
(ii) α2 6= 0, β1 6= 0, α1 = 0, β2 = 0 et β1α2 ∈ H∞.

Démonstration.
La partie (a) découle de la preuve du proposition 3.2.1.Nous prouvons
maintenant (b). Si S∗α2,β2

Sα1,β1 = 0, alors α2α1 = β2β1 = 0.Puisque α1β2 ∈
H∞, d’aprés lemme 3.2 ou bien α1β2 = 0 ou bien α1β2 6= 0 presque partout
sur T . Donc si les deux α1, β2 sont pas des fonctions nulles, alors

α2α1 = β2β1 = 0

implique que les deux α1, β2 sont des fonctions nulles. ce prouve (i). La
preuve de (ii) est similaire.

Corollaire 3.7. Soit α ∈ L∞ et supposons que α est inversible dans L∞,
soit aussi h ∈ H∞ et supposons que h soit inversible dans H∞. Alors Sα,hα
est inversible a gauche avec l’inverse gauche S∗1

α ,
1
hα

.
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Par la proposition 3.1.2, S∗1
α ,

1
hα

. n’est généralement pas l’inverse de Sα,hα
sauf si h est une constante.

Corollaire 3.8. [17] L’opérateur Sα,β est une isométrie si et seulement si
|α| = |β| = 1 et α = θβ pour une fonction intérieure θ.
L’opérateur Sα,β est un opérateur unitaire si et seulement si |α| = |β| = 1
et α = λβ pour une constante unimodulaire λ.

Démonstration.
L’opérateur Sα,β est une isométrie si et seulement si

S∗α,βSα,β = I.

Par corollaire 3.6 αα = ββ = 0. La fonction α(α − β) = 1 − αβ ∈ H∞

implique que αβ ∈ H∞. Mais |αβ| = 1, alors αβ = θ ∈ H∞ est une
fonction intérieure. Donc α = αββ = θβ.
Si Sα,β = Sθf,β est un opérateur unitaire, alors

β = Sθf,βS
∗
θβ,ββ

= Sθβ,β[P (θββ) +Q(ββ)]
= Sθβ,βP (θ)
= θβP (θ).

Donc θP (θ) = 1 puisque |β| = 1. Donc θ est une constante de module
un.

Il est naturel de demander quand Sα,β est une coisométrie. Nous pouvons
répondre à cette question en va étudier le produit Sα1,β1S

∗
α2,β2

.

Proposition 3.2.2. Soit Sα1,β1, Sα2,β2 ∈ S. Supposons que Sα1,β1 6= 0 . Alors
Sα1,β1S

∗
α2,β2

∈ S si et seulement si l’une des quatre déclarations suivantes
est vérifiée.

(i) α1 = 0 et β2 est une constante.
(ii) β1 = 0 et α2 est une constante.
(iii) α2 et β2 sont des constantes.
(iv) β1 = λα1, α2 = λβ2 + µ pour deux constantes λ et µ.

Dans tous les cas,
Sα1,β1S

∗
α2,β2

= Sα1α2,β1β2
.
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Démonstration.
Par la proposition 3.1, Sα1,β1, S

∗
α2,β2
∈ S si et seulement si

[Sα1,β1S
∗
α2,β2

,Mz] = ψ ⊗ e−1

pour certains ψ ∈ L∞. Par le lemme 3.2.2

[Sα1,β1S
∗
α2,β2

,Mz] = α1 ⊗ zα2 − β1 ⊗ zβ2 (3.6)
= ψ ⊗ e−1. (3.7)

Il y a deux cas. α2 et β2 sont linéairement dépendants ou α1 et β1 sont
linéairement dépendant.
Supposons que α2 et β2 sont linéairement dépendants. Si β2 = 0 et ψ = 0
, alors α1 = 0 (supposons que α2 6= 0). Pour (i) avec β2 = 0. Si β2 = 0
et ψ 6= 0, alors par 3.6 , α2 est une constante. Pour (iii) avec β2 = 0. Si
β2 6= 0, alors

α2 = λβ2 (3.8)
pour une constante λ. Maintenant l’équation 3.6 devient

(λα1 − β1)⊗ zβ2 = ψ ⊗ e−1.

Si ψ = 0, alors λα1−β1 = 0. Cela conduit à la déclaration (iv) avec µ = 0.
Si ψ 6= 0, zβ2 = µe−1 pour une constante µ, donc β2 est une constante.
Donc, on a la condition (iii).
Supposons maintenant que α1 et β1 dépendent linéairement, mais que α2
et β2 sont linéairement indépendants. Si β1 = 0, alors 3.6 implique que α2
est une constante (en supposant que α1 6= 0). donc, on a la condition (ii).
Si β1 6= 0, alors

α1 = λβ1. (3.9)
Maintenant l’équation 3.6 devient

β1 ⊗ z(λα2 − β2) = ψ ⊗ e−1.

Si ψ = 0, alors λα2 − β2 = 0, ce qui est impossible. Si ψ 6= 0, il existe une
constante µ 6= 0 tel que

(λα2 − β2) = −µ, µβ1 = ψ. (3.10)
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Si λ = 0, alors par 3.9 et 3.10, α1 = 0 et β2 est une constante. Donc, on a
la condition (i). Si λ 6= 0, cela conduit à la déclaration (iv). Dans ce cas,
par 3.9 et 3.10,

Sα1,β1S
∗
α2,β2

f = Sα1,β1[P [α2f ] +Q[β2f ]]
= α1P [α2f ] + β1Q[β2f ]
= λβ1P [α2f ] + β1Q[(λα2 + µ)f ]
= λβ1α2f + β1µQ[f ]
= Sλβ1α2,λβ1α2+µβ1

= Sα1α2,β1β2
.

Le corollaire 3.8 montre que Sβ,β une isométrie mais pas un opérateur
unitaire. Le corollaire suivant montre que Sβ,β est une coisométrie implique
que Sβ,β est un opérateur unitaire.

Corollaire 3.9. L’opérateur Sα,β est un coisométrie si et seulement si Sα,β
est un opérateur unitaire.

Démonstration.
L’opérateur Sα,β est une coisométrie si et seulement si Sα,βS∗α,β = I. Selon
la proposition 3.2.2,

Sα,βS
∗
α,β = Sαα,ββ = I,

donc |α| = |β| = 1. Si la déclaration (iii) de la proposition 3.2.2 est vérifiée,
alors Sα,β est un multiple de l’identité, donc Sα,β est un opérateur unitaire.
Si l’affirmation (iv) de la proposition 3.2.2 est vérifiée, alors α = λβ pour
une constante unimodulaire σ et Sα,β est un opérateur unitaire du corollaire
3.6.

3.3 Commutativité des opérateurs d’intégrale singu-
lière.

Dans cette section, nous intéressons aux opérateurs de S commutent.
Contrairement à l’ensemble M , deux opérateurs quelconques de M com-
mutent toujours, nous prouvons que deux opérateurs de S commutent si
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et seulement si l’un est essentiellement un multiple scalaire de l’autre opé-
rateur. Rappelons que l’algèbre K est définie par

K =
{
Sα,β, α ∈ H∞, β ∈ H∞

}
.

Si Sα1,β1 ou Sα2,β2 est un multiple scalaire de l’identité, alors Sα1,β1Sα2,β2 =
Sα2,β2Sα1,β1. Ainsi, dans le prochain théorème, nous supposons que Sα1,β1 et
Sα2,β2 ne sont pas multiples scalaires de l’opérateur d’identité.

Théorème 3.3.1. Si Sα1,β1Sα2,β2 = Sα2,β2Sα1,β1 , alors l’une des conditions
suivantes est satisfaite
(i) Sα1,β1, Sα2,β2 ∈M.

(ii) Sα1,β1, Sα2,β2 ∈ K.
(iii) Sα1,β1 = λSα2,β2 + µI pour certaines constantes λ et µ.

Démonstration.
Supposons que (i) ne tienne pas. Nous prouverons que (ii) ou (iii) est
valable. Par Lemme (3.1, Sα1,β1Sα2,β2 = Sα2,β2Sα1,β1 implique que

(α1−β1)⊗S∗α2,β2
e−1+Sα1,β1(α2−β2)⊗e−1 = (α2−β2)⊗S∗α1,β1

e−1+Sα2,β2(α1−β1)⊗e−1.

(3.11)
Il y a trois cas.

Cas A. Soit α1 − β1 = 0 ou α2 − β2 = 0 Sans perte de généralité,
supposons que α1 − β1 = 0 et α2 − β2 6= 0. Puis par 3.11,

S∗α1,β1
e−1 = σe−1

pour une constante σ. Cela implique que α1 = β1 = σ, donc Sα1,β1 = σI.

Cas B. α1 − β1 6= 0, α2 − β2 6= 0 et (α1 − β1) 6= λ(α2 − β2) pour toute
constante λ. Puis par 3.11,

S∗α2,β2
e−1 = µe−1, S

∗
α1,β1

e−1 = σe−1 (3.12)

pour certaines constantes µ et σ. Ainsi

µ(α1 − β1) + Sα1,β1(α2 − β2) = σ(α2 − β2) + Sα2,β2(α1 − β1).
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L’équation 3.12 est la même que 3.3. Ainsi, l’équation 3.12 implique que
α2 ∈ H∞, β2 ∈ H∞ et α1 ∈ H∞, β1 ∈ H∞. Par conséquent, Sα1,β1, Sα2,β2 ∈
K et

Sα1,β1Sα2,β2 = Sα2,β2Sα1,β1 = Sα1α2,β1β2

donc on a (ii).

Cas C. α1 − β1 6= 0, α2 − β2 6= 0 et (α1 − β1) = λ(α2 − β2) pour une
certaine constante λ. Notez que λα2 − α1 = λβ2 − β1, alors 3.11 devient

(α2 − β2)⊗ (λS∗α2,α2
e−1 − S∗α1,α1

e−1) = (Sα2,α2(α1 − β1)− Sα1,α1(α2 − β2))⊗ e−1

= (Sα2,α2λ(α2 − β2)− Sα1,α1(α2 − β2))⊗ e−1

= Sλα2−α1,λβ2−β1(α2 − β2)⊗ e−1

= [(λα2 − α1)(α2 − β2)]⊗ e−1.

Par conséquent, il existe une constante µ telle que

λS∗α2,β2
e−1 − S∗α1,β1

e−1 = µe−1 (3.13)
(λα2 − α1)(α2 − β2) = µ(α2 − β2). (3.14)

Il résulte de 3.13 que

(P [λα2z − α1z] +Q[λβ2z − β1z]) = µz

D’où λα2 − α1 = h1, λβ2 − β1 = µ + zh2 pour certains h1, h2 ∈ H∞.
Équation 3.14 devient

(λα2 − α1 − µ)(α2 − β2) = 0.

Mais λα2 − α1 − µ = h1 − µ ∈ H∞. En lemme 3.2, soit α2 − β2 = 0 ou
λα2−α1−µ = 0.Dans le cas α2−β2 = 0, nous avons (α1−β1) = λ(α2−β2) =
0, donc les deux Sα1,β1 et Sα2,β2 sont en M ce qui est exclu au début de la
preuve. Donc λα2−α1−µ = 0. En outre, λβ2−β1 = λα2−α1 = µ, C’est-à-
dire, α1 = λα2−µ et β1 = λβ2−µ. En conclusion Sα1,β1 = λSα2,β2−µI.

Remarque 3.3.1. Si Sα1,β1 (ou Sα2,β2 ) est en K mais pas en M, alors
Sα1,β1Sα2,β2 = Sα2,β2Sα1,β1 implique que Sα2,β2 est aussi en K. Si Sα1,β1 est
en M , alors Sα1,β1Sα2,β2 = Sα2,β2Sα1,β1 implique que Sα2,β2 est aussi en M
ou Sα1,β1 = cI pour une certaine constante c.
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3.4 Commutativité des opérateurs d’intégrale singu-
lière avec leurs adjoints.

Dans cette section, nous étudions quand Sα1,β1S
∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1. Nous

retrouvons le résultat dans [17] à propos du moment où Sα1,β1 est un opé-
rateur normal. La preuve du théorème 3.4.1 est élémentaire en utilisant
le lemme 3.1, mais il est assez long et un peu compliqué. Nous divisons
la preuve en plusieurs lemmes. Si Sα1,β1 or Sα2,β2 est un multiple scalaire
d’opérateur d’identité, puis Sα1,β1S

∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1. Ainsi, dans cette sec-

tion, nous supposons que les deux Sα1,β1 et Sα2,β2 ne sont pas des multiples
scalaires de l’opérateur d’identité.

Lemme 3.3. Si Sα1,β1S
∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1, Alors

α1⊗ zα2− β1⊗ zβ2 = e0⊗S∗α1,β1
z(α2− β2) +S∗α2,β2

(α1− β1)⊗ e−1. (3.15)

Démonstration.
Notez que Sα1,β1S

∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1 implique que

[Sα1,β1S
∗
α2,β2

,Mz] = [S∗α2,β2
Sα1,β1,Mz]

Par le lemme 3.1,

α1 ⊗ zα2 − β1 ⊗ zβ2 = e0 ⊗ S∗α1,β1z(α2 − β2) + S∗α2,β2
(α1 − β1)⊗ e−1.

La preuve est complète.

Lemme 3.4. Si les deux côtés de 3.15 sont des opérateurs nuls, l’une des
conditions suivantes est satisfaite.
(i) Les deux Sα1,β1 et Sα2,β2 sont en M.

(ii) α2 = β1 = 0 et α1β2 ∈ H∞. Dans ce cas, Sα1,β1S
∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1 = 0.

(iii) α1 = β2 = 0 et β1α2 ∈ H∞. Dans ce cas, Sα1,β1S
∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1 = 0.

(iv) Il existe certaines constantes λ(λ 6= 0, 1) et µ telles que

α1 = λβ1, β2 = λα2, , α1α2 = µ.

Dans ce cas, Sα1,β1S
∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1 = µI.
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Démonstration.
Si les deux côtés de 3.15 sont des opérateurs nuls et que β1 = 0, alors
α1⊗ zα2 = 0 implique que α2 = 0. Si le côté droit de 3.15 est un opérateur
nul, alors

S∗α1,β1
z(α2 − β2) = ηe−1, S

∗
α2,β2

(α1 − β1) = −ηe0

pour certains constante η. Donc

S∗α1,β1
z(α2 − β2) = P [α1z(0− β2)] = ηz,

ce qui implique que α1β2 ∈ H∞. Cela conduit à (ii). Si les deux côtés de
3.15 sont à zéro opérateurs et β1 6= 0, alors

α1 = λβ1, β2 = λα2, S
∗
α1,β1

z(α2 − β2) = ηe−1, S
∗
α2,β2

(α1 − β1) = −ηe0

pour certaines constantes λ et η.
Si λ = 0, alors α1 = β2 = 0 et β1α2 ∈ H∞. Cela conduit à la
déclaration (iii).
Si λ = 1, alors les deux Sα1,β1 et Sα2,β2 sont en M. Ceci mène à
l’énoncé (i).
Si λ 6= 0 et λ 6= 1

P [α1z(1− λ)α2] +Q[β1z(1− λ)α2] = ηz,

ce qui implique que α1α2 = λβ1α2 ∈ H∞, β1α2 ∈ H∞. Par conséquent, α1α2
est une constante. Dans ce cas, il est facile de vérifier que Sα1,β1S

∗
α2,β2

=
S∗α2,β2

Sα1,β1 = µI. D’où on a (iv).

Lemme 3.5. Si les deux côtés de 3.15 sont des opérateurs de rang un,
l’une des conditions suivantes est satisfaite
(1) α2 et β2 sont des constantes. Dans ce cas, Sα1,β1S

∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1 =

Sα1α2,β1β2
.

(2) α1 et β1 sont des constantes. Dans ce cas, Sα1,β1S
∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1 =

Sα1α2,β1β2
.

(3a) α1 = 0, β2 est une constante et β1(α2 − β2) ∈ H∞.
(3b) α1 = λβ1, λα2−β2 = δ pour certaines constantes λ 6= 0 et δ, et β1(α2−

β2) constant. Dans les cas (3a) et (3b), Sα1,β1S
∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1 =

Sα1α2,β1β2
.
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(4a) β2 = 0, α1 est une constante et α2(β1 − α1) ∈ H∞ .
(4b) β2 = ηα2, α1 − ηβ1 = δ pour certaines constantes η 6= 0 et δ, et

β2(α1 − β2) est un constant. Dans les cas (4a) et (4b), Sα1,β1S
∗
α2,β2

=
S∗α2,β2

Sα1,β1 = S∗
α1,α2,β1,β2

.

(5a) α2 = 0, β1 est une constante et β2(α1 − β1) ∈ H∞. Dans ce cas,
Sα1,β1S

∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1 = S∗

α1α2,β1β2
.

(5b) β1 = 0, α2 est une constante, et α1(α2 − β2) ∈ H∞. Dans ce cas,
Sα1,β1S

∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1 = Sα1α2,β1β2

.

Démonstration.
Supposons que d’abord α2 6= 0 et β1 6= 0. Si le côté gauche de 3.15 est de
rang un, alors il existe des constantes η et λ telles que

soit β2 = ηα2 (3.16)

ou α1 = λβ1 (3.17)
Si le côté droit de 3.15 est de rang 1, alors il existe des constantes σ et µ
telles que

soit S∗α1,β1
z(α2 − β2) = σe−1 (3.18)

ou S∗α2,β2
z(α1 − β1) = µe0 (3.19)

Il y a quatre cas.

Case A. Soient 3.16 et 3.18 sont vrais. En branchant 3.16 et 3.18 en
3.15, on a

(α1 − ηβ1)⊗ zα2 = [σe0 + S∗α2,β2
(α1 − β1)]⊗ e−1.

Par conséquent, α2 et β2 sont des constantes.

Cas B. Soient 3.17 et 3.19 sont vrais. En branchant 3.17 et 3.19 en 3.15,
on a

β1 ⊗ z(λα2 − β2) = e0 ⊗ [S∗α1,β1
z(α2 − β2) + µe−1].

Par conséquent, α1 et β1 sont des constantes.
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Cas C. Soient 3.17 et 3.18 sont vrais. En branchant 3.17 et 3.18 en
3.15, on a

β1 ⊗ z(λα2 − β2) = [σe0 + S∗α2,β2
(α1 − β1)]⊗ e−1.

Par conséquent, λα2− β2 est une constante. Dans ce cas, par la partie (iv)
de la proposition 3.2.2,

Sα1,β1S
∗
α2,β2

= Sα1α2,β1β2
.

Par conséquent S∗α2,β2
Sα1,β1 = Sα1,β1S

∗
α2,β2
∈ S. By Proposition 3.2.1, α1(α2−

β2), β1(α2 − β2) ∈ H∞. Si λ = 0, alors nous avons (3a). Si λ 6= 0, alors
λβ1(α2−β2), β1(α2−β2) ∈ H∞. implique que β1(α2−β2) est une constante.
C’est (3b).

Cas D. Soient 3.16 et 3.19 sont vrais. En branchant 3.16 et 3.19 en
3.15, on a

(α1 − ηβ1)⊗ zα2 = e0 ⊗ [S∗α1,β1
z(α2 − β2) + µe−1]. (3.20)

Par conséquent α1−ηβ1 = δ pour une constante δ. Le cas D est en quelque
sorte le double du cas C en considérant

(
Sα1,β1S

∗
α2,β2

)∗ =
(
S∗α2,β2

Sα1,β1

)∗.
Ici nous donnons une preuve directe ce qui démontre que le cas C peut
également être prouvé directement sans utiliser la proposition 3.2.2 et pro-
position 3.2.1. Par α1 − ηβ1 = δ et 3.20,

S∗α1,β1
z(α2 − β2) + µe−1 = δzα2.

Donc

P [α1z(α2 − β2)− δzα2] +Q[β1z(α2 − β2)− δzα2] = −µe−1.

Par conséquent

α1(α2 − β2)− δα2 ∈ H∞, β1(α2 − β2)− δα2 ∈ H∞.

En utilisant β2 = ηα2, α1 − ηβ1 = δ, nous avons

α1(α2 − β2)− δα2 = ηα2(β1 − α1) ∈ H∞,

β1(α2 − β2)− δα2 = α2(β1 − α1) ∈ H∞.
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Si η = 0, nous avons (4a). Si η 6= 0, nous avons (4b). Dans ce cas, nous
pouvons vérifier que(

Sα1,β1S
∗
α2,β2

)∗ =
(
S∗α2,β2

Sα1,β1

)∗ = Sα1α2,β1β2
.

Nous traitons maintenant la situation α2 = 0 ou β1 = 0. La preuve est
similaire. Puisque le côté droit de 3.15 est de rang 1, il existe des constantes
σ et µ telles cette

soit S∗α1,β1
z(α2 − β2) = σe−1 (3.21)

ou S∗α2,β2
(α1 − β1) = µe0. (3.22)

Il y a quatre cas. Lorsque α2 = 0 et 3.21 est vrai, l’équation 3.15 implique
que β2 est une constante. Cela conduit à la déclaration (1). Lorsque α2 = 0
et 3.22, l’équation 3.15 implique que β1 est une constante et α1(α2− β2) ∈
H∞. d’où (5a). Lorsque β1 = 0 et 3.21 est valide, l’équation 3.15 implique
que α2 est une constante et α1(α2−β2) ∈ H∞. Cela conduit à la déclaration
(5b). Lorsque β1 = 0 et 3.22 est valide, l’équation 3.15 implique que α1 est
une constante. Cela conduit à la déclaration (2).

Lemme 3.6. Si les deux côtés de 3.15 sont rang 2, l’une des conditions
suivantes est satisfaite :
(i) β1 et α2 sont des constantes, et β2(α1−β1)−α2α1 ∈ H∞ ( équivalent

α1(α2 − β2)− β1β2 ∈ H∞).
(ii) α1 et β2 sont des constantes, et β1(α2 − β2)− α1α2 ∈ H∞ ( de façon

équivalente α2(α1 − β1)− β2β1 ∈ H∞).
(iii) Il existe des constantes λ 6= 0,δ1 et δ2 telles que

α1 = λβ1 + δ1, β2 = λα2 + δ2

et β1(α2−β2)− δ1α2 est une constante (équivalent α2(α1−β1) + δ2β1
est une constante). Dans tous les cas Sα1,β1S

∗
α2,β2

= S∗α2,β2
Sα1,β1.

Démonstration. Rappelons l’équation 3.15,

α1 ⊗ zα2 − β1 ⊗ zβ2 = e0 ⊗ f + g ⊗ e−1 (3.23)

où
f = S∗α1,β1

z(α2 − β2), g = S∗α2,β2
(α1 − β1).
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Si les deux côtés de 3.23 sont des opérateurs de rang deux, alors il existe
des constantes λ1, λ2, η1, η2 tel que e0

g

 =
 η1 η2
λ1 λ2

 =
 α1
β1

 . (3.24)

En branchant l’équation ci-dessus dans le côté gauche de 3.23, nous avons

α1 ⊗ zα2 − β1 ⊗ zβ2 = α1 ⊗ (η1f + λ1e−1) + β2(⊗(η2f + λ2e−1)

. Ainsi η1 λ1
η2 λ2

  f
e−1

 =
 zα2
−zβ2

 ,Ω
 λ2 −λ1
−η2 η1

  zα2
−zβ2

 =
 f
e−1

 (3.25)

où Ω = 1�(η1λ2 − η2λ1).
Les équations 3.24 et 3.25 impliquent que

e0 = η1α1 + η2β1 (3.26)

e−1 = −Ωz(η2α2 + η1β2). (3.27)
If η1 = 0, alors β1 et α2 sont des constantes. L’équation 3.23 devient

(α1α2 − g)⊗ e−1 = e0 ⊗ (f + zβ2β1).

Donc
α1α2 − g = µe0, f + zβ2β1 = µe−1

pour certains constante µ. Il s’ensuit que

α1α2 − P [α2(α1 − β1)] +Q[β2(α1 − β1)] = µe0,

P [α1z(α2 − β2)] +Q[β1z(α2 − β2)] + zβ2β1 = µe−1.

Donc
Q[β2(α1 − β1)− α1α2] = µe0 − α2β1e0,

P [α1z(α2 − β2) + zβ2β1] = µe−1 − β1α2e−1.

Donc, β2(α1 − β1) − α1α2 ∈ H∞ (équivalent α1(α2 − β2) + β2β1 ∈ H∞).
Cela conduit à la déclaration (i). Si η1 6= 0, on réécrivons les 3.26) et 3.27
comme

α1 = λβ1 + δ1, β2 = λα2 + δ2 (3.28)
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pour certaines constantes λ1 6= 0, δ1, δ2.Maintenant, en branchant ces deux
relations dans 3.24, nous avons

δ1 ⊗ zα2 − β1 ⊗ zδ2 = e0 ⊗ f + g ⊗ e−1,

e0 ⊗ (f − δ1zα2) + (g + δ2β1)⊗ e−1 = 0.
Il existe donc une constante µ telle que

(f − δ1zα2) = µe−1

g + δ2β1 = −µ.
Il s’ensuit que

P [α1z(α2 − β2)] +Q[β1z(α2 − β2)] = µe−1 + δ1zα2

P [α2(α1 − β1)] +Q[β2(α1 − β1)] = −µ− δ2β1.

De manière équivalente

P [α1z(α2 − β2)− δ1zα2] +Q[β1z(α2 − β2)− δ1zα2] = µe−1

P [α2(α1 − β1) + δ2β1] +Q[β2(α1 − β1) + δ2β1] = −µ.
Donc

h1 := α1(α2 − β2)− δ1α2 ∈ H∞

h2 := β1(α2 − β2)− δ1α2 ∈ H∞

h3 := α2(α1 − β1) + δ2α1 ∈ H∞

h4 := β2(α1 − β1) + δ2α1 ∈ H∞.

En utilisant 3.28 et un calcul direct

h1 = −h4, h2 = −h3, h1 = λh2

h2 = (1− λ)β1α2 − δ2β1 − δ1α2.

Donc, si λ 6= 0, alors h1, h2, h3, h4 sont toutes des constantes (l’une d’entre
elles est une constante). Cela conduit à la déclaration (iii). Si λ = 0, alors
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α1 et β2 sont des constantes et h1 = −h4 = 0 et h2, h3 ∈ H∞. Cela conduit
à la déclaration (ii). Dans les deux cas, notez que

(β2 − α2)α1 = −(h1 + δ1α2)
(β2 − α2)β1 = (h2 + δ1α2)

où h1, h2 ∈ H∞. Nous avons, pour toute f ∈ L2,

S∗α2β2
Sα1β1f = P [α2α1Pf + α2β1Qf ] +Q[β2α1Pf + β2β1Qf ]

= α2α1Pf + α2β1Qf +Q[(β2 − α2)α1Pf + (β2 − α2)β1Qf ]
= α2α1Pf + α2β1Qf +Q[−(h1 + δ1α2)Pf − (h2 + δ1α2)Qf ]
= α2α1Pf + α2β1Qf −Q[δ1α2Pf ]− h2Qf −Q[δ1α2Qf ]
= α2α1Pf + α2β1Qf −Q[δ1α2f ]− h2Qf

= α2α1Pf + α2β1Qf −Q[δ1α2f ] + [(β2 − α2)β1 + δ1α2]Qf
= α2α1Pf + β2β1Qf − δ1Q[α2f ] + δ1α2Qf

= α2(λβ1 + δ1)Pf + (λα2 + δ2)β1Qf − δ1Q[α2f ] + δ1α2Qf

= α2λβ1f + δ1α2f + δ2β1Qf − δ1Q[α2f ]
= α1α2f + δ2β1Q[f ]− δ1Q[α2f ].

(3.29)
Notez aussi

Sα1β1S
∗
α2β2

f = α1P [α2f ] + β1Q[β2f ]
= α1α2f + β1Q[β2f ]− α1Q[α2f ]
= α1α2f + β1Q[(λα2 + δ2)f ]− (λβ1 + δ1)Q[α2f ]
= α1α2f + δ2β1Q[f ]− δ1Q[α2f ].

Par conséquent S∗α2β2
Sα1β1 = Sα1β1S

∗
α2β2

Remarque 3.4.1. La vérification de S∗α2β2
Sα1β1 = Sα1β1S

∗
α2β2

comme dans
3.29 est long. Puisque

[Sα1β1S
∗
α2β2

,Mz] = [S∗α2β2
Sα1β1,Mz]

nous avons Sα1β1S
∗
α2β2
− S∗α2β2

Sα1β1 = Mα pour certains α ∈ L∞. Il suffit
de vérifier Sα1β1S

∗
α2β2

e0 − S∗α2β2
Sα1β1e0 = α = 0, qui sera légèrement plus
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3.4. COMMUTATIVITÉ DES OPÉRATEURS AVEC LEURS ADJOINTS.

court que le vérification comme dans 3.29. Cependant, nous avons choisi
la méthode ci-dessus plus directe. En résumant les trois lemmes ci-dessus,
nous avons le théorème suivant.
Théorème 3.4.1. Sα1β1S

∗
α2β2

= S∗α2β2
Sα1β1 si et seulement si l’une des

conditions suivantes est satisfaite.
(i) les deux Sα1β1 et Sα2β2 sont en M.

(ii) α1 et β1 sont des constantes.
(iii) α2 et β2 sont des constantes.
(iv) β1 et α2 sont des constantes, et β2(α1 − β1)− α2α1 ∈ H∞.
(v) α1 et β2 sont des constantes, et β1(α2 − β2)− α1α2 ∈ H∞.
(vi) α1 = λβ1 + δ1, β2 = λα2 + δ2 pour certaines constantes λ 6= 0, δ1, δ2,

et β1(α2 − β2)− δ1α2 est une constante.

Corollaire 3.10. [17] L’opérateur Sα,β est normal si et seulement si l’une
des conditions suivantes est satisfaite
(i) α, β sont des constantes.
(ii) α = λβ+δ pour certaines constantes δ et λ avec |λ| = 1 et (λ−1)|β|2 +
δβ − δλβ est une constante.

Nous pouvons représenter la condition (ii) un peu plus explicitement
en examinant les cas λ = 1 et λ 6= 1 séparément. Nous nous référons
aux théorèmes 3.1 et 3.2 dans [17] pour plus de détails. Nous énonçons
le résultat ci-dessus comme corollaire du théorème 3.4.1. Nous pouvons
prouver ce corollaire directement en suivant la preuve du théorème 3.4.1.
La preuve directe de cela le corollaire est considérablement plus simple que
la preuve du théorème 3.4.1. Le preuve directe dans la suivante.
Corollaire 3.11. L’opérateur Sα,β est normal si et seulement si l’une des
conditions suivantes est satisfaite.
(i) Sα,β = Mβ + Sδ,0 où δ est une constante telle que δβ − δβ est une

constante.
(ii) Sα,β = λSα1,β1 + µI pour certaines constantes λ et µ et opérateur

unitaire Sα1,β1.

L’opérateur Sα,β en (i) ci-dessus est un opérateur normal dans l’ensemble
M+.
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