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Résumeé :

Soient L%, H? l'espace de Lebesgue de fonctions carrées intégrables et l'espace de
Hardy, sur le cercle unité T. Soient P, () les projections orthogonaux de L? sur H? et
(H?)+. L’opérateur d’intégrale singuliere de symboles o, 3 € L™ sur L?, est défini par :

Sas(f) = aP(f) + BQ()-

Le but de ce travail est de faire une étude large sur les propriétés algébrique d’opérateurs
d’intégral singuliere (unitaire, isométrie, normal, auto-adjoint, positif ...).

Mots clés :

Espaces de Lebesgue, espaces de Hardy, opérateurs d’intégral singuliere, opérateurs de
multiplication.
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Abstract :

Let L?, H? the space of Lebesgue square integrable functions, and the Hardy space,
on the unit circle T. Let P, Q be the orthogonal projections of L? on H? and (H?)*. The
singular integral operator of symbols «, 3 € L>, on L2, is defined by :

Sas(f) = aP(f) + Q).

In this work, we studied some classical results on the algebraic properties of singular in-
tegral operators (unitary, isometry, normal, self-adjoint, positive ...).

Key words :
Lebesgue Spaces, Hardy spaces, singular integral operators, multiplication operators.
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Introduction.

Ce mémoire se situe a 'interface entre ’analyse fonctionnelle, la théorie

des opérateurs et 'analyse complexe. Il est dédié a I’étude de certains
opérateurs sur ’espace fonctionnel L?.
On note par T le cercle unité du plan complexe. dm = dm(f0) = % la
mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité, et par L? := L*(T, dm)
I’espace de Lebesgue de fonctions carrées intégrables sur le cercle unité T,
il est bien connu que L? muni de produit scalaire défini par

(f.9) = [ fgdm.

L’espace de Hardy H? est I’ensemble des fonctions f € L? tel le coefficient
de Fourier négatives sont nulles.

H?>={fe L’ f(n)=0,n<0},

ol,
~ 27 . . do
. 10\ —inf
)= [ S,
Soient P, Q les projections orthogonaux de L? sur H? et (H?)! respective-
ment. L’opérateur d’intégrale singuliére de symboles o, 5 € L™ sur L?, est
défini par :

n € 7.

Sap(f) = aP(f)+BQ(f). f € L*, (1)
_ alz) +6(2) a(z) = B(2) 1 [ f(§)
= e s e @)

I1 existe trois types d’intégrales singulieres : les intégrales faiblement sin-
gulieres, les intégrales singulieres au sens de la valeur principale de Cauchy
et les intégrales hypersingulieres pour plus de détails voir [14]. Mathéma-
tiquement parlant, a cause de la singularité de la fonction sous le signe
d’intégral, une petite région au voisinage de la singularité doit étre exclue
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du domaine d’intégration, et I’on cherche alors la limite lorsque la distance
de cette région tend vers zero si cette existe et est indépendante de la forme
du voisinage, I'intégrale singuliere est dite faiblement singuliere, si cette li-
mite existe uniquement si la forme du voisinage exclu est un cercle, alors
on parle d’intégrale singuliére en valeur principale de Cauchy, et dans le
cas d’'une singularité d’ordre supérieure, on parle d’intégrale hypersingu-
liere. En d’autre termes, les intégrales singulieres sont des intégrales dont
I'intégrant atteint une valeur infinie en quelques points dans le domaine
d’intégration. Malgré cette situation, les intégrales peuvent converger pour
certaines valeurs ( dans ce cas on dit que l'intégrale existe).

L’objectif de ce travail est consacré aux propriétés algébrique d’opéra-
teurs d’intégral singuliére en valeur principale de Cauchy ( opérateurs (1)),
basés principalement sur une caractérisation spéciale pour connaitre ces
opérateurs.

Le mémoire se compose de trois chapitres. Il nous a semblé utile de
I’entamer par un chapitre consacré aux rappels sur les notions de ’analyse
fonctionnelle, les espaces de Hilbert, I’espace L? et ’espace de Hardy.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons quelques définitions consa-
cré les opérateurs linéaires bornés. Nous présentons les opérateurs bornés
sur les espace de Hilbert, les opérateurs de rang 1, ensuite on introduit les
opérateurs de multiplication et intégrale singuliere sur L2

Dans le troisieme chapitre, on expose le but de notre travail, concertant
les propriétés algébrique d’opérateurs d’intégrale singuliere sur L?. Nous
donnons un caractérisation pour connaitre les opérateurs d’intégrale sin-
guliere. Ensuite on va étudier les propriétés algébrique de ces opérateurs.




Chapitre 1

Préliminaires.

Dans ce chapitre, nous allons présenter un rappel sur les espaces fonda-
mentaux en analyse fonctionnelle qui contient quelques notions essentielles
qui concernent espaces de Hilbert, les espaces L?, et les espaces de Hardy,
qu’ils sont nécessaire de connaitre pour aborder la suite de ce mémoire.

1.1 Espaces de Hilbert.

Les résultats dans ce chapitre et ses preuves sont tirés de [15], 3], 18] et
d’autres références.

1.1.1 Produits scalaires et notion d’espace de Hilbert.

Définition 1.1.1. Soit H un espace vectoriel réel ou complexe. L’applica-
tion (.,.) : H X H — H est un produit scalaire et si H un espace vectoriel
réel, vérifiant

1.Vy e H :x v+ (x,y) est linéaire (en x),

2. (z,y) = (y,2),
3. (x,x) >0 et si (x,z) =0 alors x = 0.

Lemme 1.1. Soit H un espace vectoriel réel ou complexe muni du produit
scalaire (.,.) . Alors, pour tous x,y € H

|z +y *=ll 2 I +2Re(z, y)+ | y |



1.1. ESPACES DE HILBERT.

Démonstration.

(z+y,z+y) = (v,2) +(z,9) + (Y, 2) + (¥, 9)
= (z,z) + (z,9) + (z,y) + (¥, v)
= [z |I” +2Re(z, y)+ | v || -

Nous vérifions aisément certaines propriétés de la norme pour ||| :

e ||z|| > 0 par définition, et si ||z|| = 0 c’est que (x,z) = 0 et donc
r=0

e pour A € C nous avons

| Az lI= (A = ANz, 2) = AP (e, ).

[]

Proposition 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz).
Soit H un espace vectoriel (réel ou complexe) muni du produit scalaire
(x,y). Alors pour tous z,y € H

(2, 1) ] < [l ll]yll.
Démonstration.
Si ||z]| = 0 c’est que x = 0 et I'inégalité est immédiate. Sinon, ||z| > 0 et
pour tout ¢ € R nous avons
0<| tz+y =« |+ 2Re(w, y)t+ | y I*-

Le discriminant de ce polynéme quadratique doit donc étre < 0 :

0> (2Re(z,y))* — 4]|=[*||y|
d’ou

[z([[lyl = [Re(z, )| = Re(z, y)
De plus il existe a € C de module 1 tel que (z,y) = a|(x, y)|, doua(x,y) =
(2, y)| et

eyl
Re(x, ay)

i

vV

I [l
S
=




1.1. ESPACES DE HILBERT.

[]

Corollaire 1.1. Soit H un espace vectoriel (réel ou complexe) muni du
produit scalaire {.,.).Alors ||z|| = \/(x,x) définit une norme.

Démonstration.
Il ne nous reste plus qu’a vérifier I'inégalité triangulaire. On a, d’apres
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

lz+yl® = = I +2Refz,y)+ 1y I
<zl + 2Kz m)l+ [y I
< lalF+2lzllly i+ 1yl
=zl +1yIh

Cette norme est appelée la norme associée au produit scalaire (.,.). O

Définition 1.1.2. On dit que deux vecteurs z, y d’un espace vectoriel com-
plexe sont orthogonaux pour le produit scalaire (.,.) si (x,y) = 0.

Lemme 1.2. Soient x,y deux vecteurs d’un espace vectoriel réel ou com-
plexe H . Alors on a

1 . . . :
(woy) =l +y P = o=y +illz+iy [P =il = — iy |

si H est un C-espace vectoriel et

1
(wy) = Uz +y P =z =y )

st H est un R-espace vectoriel En plus on a lidentité de la médiane ou du
parallélogramme

lo+y P+l z—ylPP=20l= >+ [y ).
Si x et y sont orthogonaux on a l'identité de Pythagore
la+yPP=lz >+ v l*.

Démonstration. Par Lemme [1.1],

lo+y "= (= [I* +2Re(z, y)+ [ y ),

bt



1.1. ESPACES DE HILBERT.

lo =y [I*= (= [I* —2Relz,y)+ Iy %),

d’ou

lz+y|P+llz—yP=2zP+2 vy
[z+y|* = z—y|’= 4Re(z,y).

Nous avons donc démontré 'identité du parallélogramme. Nous en dé-
duisons également que

1
Re(w,y) =4z +y 2~ oy |,

. . 1 . .
Im{z,y) = Re(=ifz,y)) = Refw,iy) = 7|z + iy [P = | = =iy ),
Ce qui établit la premiere identité sur un C-espace vectoriel. Finalement,
siz Ly:
Lo +y [IP=] 2 > +2Re(0)+ |y [P=ll = I* + [l y I*-
H

Définition 1.1.3. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel ou com-
plexe muni d’un produit scalaire et qui est complet pour la norme associée.

1.1.2 Somme directe et complémentaire orthogonal.

Définition 1.1.4. Soit H un espace de Hilbert et Hy et Ho deux sous-
espaces vectoriels.On dit que H est la somme directe orthogonale de Hi et
Ho , notée H = Hy ®+ Ho,

SiH=Hi+Ho, HiNHo =0 et Vay € Hi, w9 € Ho: (x1,29) = 0.

Le complémentaire orthogonal d’un sous-espace F' C H est défini par
Ft={zeH|VyeF: (z,y)=0}.

Théoreme 1.1.1. Soit H un espace de Hilbert et F' C H un sous-espace
fermé. Soit x € H.Alors

1. 1l existe un unique y € F' qui satisfait
|z +y |’=d(z, F) = inf {|lz — 2| : z € F}.
On note y = Pp(x). Ceci définit alors une application

6



1.1. ESPACES DE HILBERT.

2. y = Pp(x) est l'unique vecteur dans F qui satisfait v — Pp(x) L F.
3.z € W |zl = || Pr(2)[]* + | Pre(2)]|.
4. L’application Pr : H — F' est linéaire est continue. C’est la projec-

tion sur I le long F*+.

5. Le complémentaire orthogonal F* est un sous espace fermé de H et
H=F®F*

Démonstration.

Pour € > 0, prenons y,z € F et supposons que d(z,y)* < d(z, F)*+ ¢ et

d(x,2)? < d(z,F)*+e. Posons : w = Y _; Z,u = ;Z, de telle facon que

we Fety=w+4u,z=w—u. D'apres 'identité du parallélogramme :

Iz = w) +ull® + (2 — w) = ul® = 2(]]z — w]* + [[ul]*)

r— 2|2 + ||l — yl|? 1
H H 2H yH :d(:p,w)2—|—1d(y,z)2

1
d(z, F)* +¢>d(z, F)* + Zd(y, 2)?
d(y,z) < 2ve

Soit maintenant (y,) C F une suite telle que d(z,y,) — d(z, F). Alors
d’apres notre calcul c¢’est une suite de Cauchy, qui doit donc converger vers
un y € F (puisque H est complet et F' fermé). Nous obtenons d(z,y) =
limd(z,y,) = d(z, F). Pour 'unicité,supposons que z € F' vérifie lui aussi
d(x,z) = d(z, F). Alors encore d’apres le calcul précédent d(y,z) < 24/
pour tout € > 0, ce qui donne d(y, z) = 0 et y = z. Ceci montre le premier
point et donc l'existence de 'application Pp.

Pour le deuxiéme point, supposons que x — Pr(z) £ F. Il existe donc
z € F tel que (x — Pp(x),z) = s # 0, et quitte a diviser z par s nous
pouvons supposer que (x — Pp(x), z) = 1. Soit encore t une variable réelle.
Alors Pp(z) +tz € F et

d(z, Pr(z) +t2)* = |lv — Pp(z) — tz|* = £*||2|* = 2t + ||o — Pp(z)||*.

Ce polyndme en t atteint son minimum ailleurs qu’a ¢ = 0, donc d(z, F') <
d(x, Prp(x)), une contradiction au choix de Pp. Nous avons donc bien z —
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Pr(z) L F. Pour l'unicité, supposons que z —y L F et z — 2z L F, ou
y,z € F (par exemple, on pourrait avoir y = Pp(x)). Alors y —z € F, d’ou
(x—y,y—2z) = (x—z,y—2) = 0. Une soustraction donne (y—z,y—z) = 0,
douny—z=0ety=z.

Le troisieme point découle du deuxiéme, vu que z — Pp(x) L Pp(z).

Pour (4), on vérifie aisément que (x + \y) — (Pp(z) + Pr(y)) = (x —
Pr(z)) + My — Pr(y)) € F+, dott Pr(z) + APr(y) = Pp(xz + \y) d’apres
(2), et pp est linéaire. D’apres (3) nous avons || Pr(z) ||<|| = ||, donc Pp
est continu (de norme < 1).

Finalement, pour tout z € H nous avons x = (r — Pp(z)) + Pp(z), ou
x — Pr(x) € F+ et Pp(z) € F, ce qui donne bien F @ F+ = H. O

Corollaire 1.2. Pour tout sous-espace vectoriel fermé F C H on a (F+)* =

F. En particulier 'orthogonale d’un sous-espace vectoriel non-fermé est
fermé. En outre F est dense dans H si et seulement si F+ = {0}.

Corollaire 1.3. (Théoréme de représentation de Riesz). Soit ¢ : H — C
une forme linéaire continue. Alors il existe un unique y € H tel que pour
tout x :

p(z) = (2,y).

En outre, nous avons ||¢|| = ||y|| ou

lpll = sup{lp(2)] - [l=]] < 1}.

Démonstration.

Si ¢ = 0, alors y = 0 convient. Si ¢ # 0, soit F = ¢ ({0}). Alors F
est un hypeplan fermé de H, distinct de H. Donc F = F @&+ F*, ot F'*
est de dimension 1. Soit yg € F* avec |lyo]| = 1. Tout z € H s'écrit
r = Pp(x) + Pri(x) avec Ppi(x) = tyy (t dépend de z). Comme ¢ est
linéaire, on obtient

p(r) = tp(yo) avec t = (z,yo).

Par conséquent, on a :

o(r) = o(yo)(z, yo) = (, ©(40)Yo)-

Par conséquent, en posant y = ©(yo)yo, on a p(x) = (z,y).

8



1.1. ESPACES DE HILBERT.

Pour l'unicité, il suffit de constater que si (z,y1) = (x,y,) pour tout
x € H, alors y; — yo L H et donc y; = y».

Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, |p(z) < ||z||||y||, et donc ||¢|| < [|y]l-
De plus, comme ¢(y/||y||) = ||ly||, on obtient ||¢| = ||y||, ce qui implique
I’égalité désirée. []

1.1.3 Bases orthonormales.

Définition 1.1.5. Un espace de Hilbert H est séparable s’il posséde un
ensemble au plus dénombrable qui est dense dans H.

Définition 1.1.6. Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle base
orthonormale de H tout sous-ensemble fini ou dénombrable {e,}, qui vérifie

1. |len|| =1 et (en, ) =0 sin # m,

2. le sous-espace vectoriel engendré par {e,}, (par combinaisons li-
néaires finies) est dense dans H.

Lemme 1.3. Soit (e;)icz une famille orthonormée et soit F' le sous-espace
engendré (donc (e;, e;) = 0;;, mais on ne demande pas que F soit dense).
Alors pour tout x :

Pp(z) = >_(z, ei)ei.
<n
Démonstration.
Il suffit de prouver que

xr— Y (x,e)e LF,
<n

ce qui est immédiat. [

Théoréme 1.1.2. (Existence des bases orthonormales). Tout espace
de Hilbert séparable posséde une base orthonormale.

Démonstration.
Soit (uy)n>0 une suite dense de H.

On en extrait un systeme libre (linéairement indépendant) que 1’on
appelle (v,),>0. On construit ensuite une base orthonormale & partir de
(Un)n>0 suivant le principe d’orthonormalisation de Gram—Schmidt. :
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On pose ey = On remarque que v; — (v1,€0) L eg. De plus le sous-

ol o | ,
espace engendré par ey et e coincide avec celui engendré par vy et v;. On

obtient e; en posant

v — (v1,e0) L e

€1 = .
| v = (v1,€0) L eo ||
Supposons ey, ..., e, construits de sorte que ce soit un systeme orthonor-
mal qui engendre le méme sous-espace vectoriel que celui engendré par
Vo, - - -, Up, noté F,,. On obtiendra e, ; en posant
_ Ung1 — Proopga
Ent+l1 = .
an—i—l - PFnUn—HH
Par construction on obtiendra une base orthonormale de H. ]

Théoréme 1.1.3. Soient H un espace de Hilbert et {e,}nen une base or-
thonormale.

1. Pour toute (\,), € (*(N) la série

> Anén

n>0

converge dans H et sa somme

T = > A\en

n>0
vérifie
(@, en) = Ay lf? = 3 AP

n>0

2. Pour tout x € H la série Xpso [{x, e,)|* converge et
v =Yl een 2l = Xl(n,en)
Démonstration.
1. Soit uy = ZnNzo An€n- Sip > N, on obtient

p p
lup —unl® =11 X el = X [Aaf?

n=N-+1 n=N+1

10



1.2. ESPACE L2

car {e;,e,) = 1 sin = p et 0 sinon. Comme (\,), € *(N), (u,)y,
est de Cauchy dans ‘H qui est complet, donc (uy,), converge dans H.
De plus, pour tout N > n, on a (u,,e,) = A,. Par continuité du
produit scalaire (cf. Cauchy-Schwarz), (x,e,) = A,. Par continuité

de la norme
N

: 2 _ 1. 2
Jim,oyl? = Jim, 35 P
2. Soit uxy = XN [{xz,e,)|?. La suite (v,), est croissante et positive.
Elle converge si et seulement si elle est majorée. Nous allons montrer
que v, < ||z||?>. Pour cela posons

N

ry =1x— > (x, eg)ex.
k=0

Alors xn L e pour tout £ = 0,..., N. D’apres 'identité de Pytha-
gore,

N N
l]l* = llz]* + | 2 (7 erjerl” = lon | + 2 | er)|”,

qui implique vy < ||z]|?>. On conclut ensuite en appliquant (1).

1.2 Espace L°.

Soient T le cercle unité de C et dm := dm(0) = % la mesure de Lebesgue
normalisée sur T de sorte que m(T) = 1 (voir [9]). On note par

L? .= L*(T,dm)

I’ensemble des fonctions carrée intégrable sur T par rapport a la mesure
dp. 11 est bien connu que L? est un espace de Hilbert, muni du produit
scalaire défini par

(f.9) = [ fgdm
et que la suite des fonctions (e, ),ecz, définies par e,(z) = 2" est une base

orthonormée de L?. Chaque fonction f € L? peut se développer en série de
Fourier sous la forme

f(z) =3 f(n)z"

ne

11



1.2. ESPACE L2

fny o= (1.2 = [ Hee S n ez

Nous avons besoin de lespace L> = L>(T, dm) de toutes les fonctions
bornées essentiellement mesurables sur T, équipé de la norme

[ lloo := supesscer|f(Q)],
ou
supesscerl f(O)] = sup{a = 0: m(C € T, |£(C)] > a) > 0}

Lemme 1.4. [a famille de toute les fonctions exponentielle-modéles (€,)nez =
(€9),.cz est une famille orthonormée de L?, d savoir

™

(Enys€ny) 12 = /_7r eim@eima% = Oy iy
Démonstration. ’ 6
62 n1—no9
En effet, si ny # no, la fonction (™~ admet la primitive ﬁ, et
1\ — N9
I'intégrale s’annule par 27-périodicité :
ei(nl—ng)Q 2
|:] N 0-
i(n1 —mna) |,
, o o A0
et lorsque n; = ng, on a bien [5" 12— = 1. O
T

Théoréme 1.2.1. Sur le cercle unité T = R /277, l’espace des fonctions
de carré intégrable :

m dt
L* = {f :T—C mesurables/ |f(t )\2— < oo}
o o
s’identifie a l’espace :
k=00
gQ(C) = {Z = (Zk)kEZ : Z ‘Zk‘Q < OO}

k=—00

"o

via 'application " prise de coefficients de Fourier

L2 — fg ((C)

. ™ 2o dl
— (F(k))hez = o)
fr— PRz = ([ 10 ™52)
de telle sorte qu’on peut écrire, seulement au sens L* :

fO =3 f(k)e*t)

keZ
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1.3. ESPACE DE HARDY.

1.3 Espace de Hardy.

L’espace de Hardy H? est I’ensemble des fonctions f € L? tel que les
coefficient de Fourier négatives sont nulle.

H?>={feL? f(n)=0,n<0}.
et
H* ={feL* f(n)=0,n<0},
ou,
soN (2T iy —ing GO
)= [ f(ee
est le n-éme coefficient de Fourier de f (voir [§]).
L’espace de Hardy H? admet noyau reproduisant donné par la formule :

n € 4,

k,\(z) = = Az € E,

et
f(z)={fky),  feH
Donc la projection orthogonale P de L? sur H? est donnée par :
Pf:<f7k)\>7 f€L27 AeD.
L’opérateur P est donné par I'intégrale de Cauchy :

(Pf)(z) = | 1f_(CC)de(§), zeD, fel?

De plus P(XFF a,e™) = (> a,e™. Clairement, |[Pf]| < ||f|| pour tout
f € L?. L’opérateur de shift sur H? est défini par :

S[fl(z) = 2f(2),  feH,
avec son adjoint S* : H?> — H? défini par :

Soit M € H?, M est dit sous-espace invariant par S, lorsque M fermé et
SM C M, et il dit que M non trivial lorsque {0} G M ¢ H?.

13



1.3. ESPACE DE HARDY.

Une fonction 8 € H* est dit intérieure lorsque |#| = 1, p.p sur T.

Le théoreme classique de Beurling (voir [2] ou [8]) donne une caractérisée
compléte des sous-espaces invariants non triviaux , sont tous de la forme
M = 0H?, ou 0 est une fonction intérieure.
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Chapitre 2

Opérateurs bornés.

Dans ce chapitre on va rappeler quelques définitions et résultats clas-
siques concernant les opérateurs linéaires bornés sur les espaces de Hilbert
(voir par exemple [II, 5, §]), nous rappelons aussi des définitions et proprié-
tés éléments sur les opérateurs de multiplication et d’intégrale singuliere
sur L.

2.1 Définition.

Définition 2.1.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps
K. On dit que l'application ou lopérateur A : E — F' est linéaire si

Ve,y€e EVA €K : A(x +y) = Ax + Ay
A(Az) = NAzx.
C’est un homomorphisme d’espaces vectoriels et l'on a A(0) = 0.

Cas particuliers : Si A est bijectif alors, A est un isomorphisme. Si
E = F alors, A est un endomorphisme de E. Si A est un isomorphisme
de E dans E alors, A est un automorphisme. Si F' = K alors, A est une
forme linéaire sur £. Quand E est un ensemble de fonctions, A est souvent
appelé une fonctionnelle linéaire.

Exemple 2.1. Dans [’espace usuel les rotations, les homothéties, les simi-
litudes et les projections sont des applications linéaires.

Définition 2.1.2. Soit A : E — F un opérateur linéaire. On définit
l'image de ["opérateur A par

Im(A) ={Azx,x € E}

15



2.1. DEFINITION.

et le noyau de ['opérateur A par
Ker(A) ={r € E: Az = 0}.

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés et A : E — F un opéra-
teur linéaire. Le théoreme suivant caractérise la continuité d’'un opérateur
linéaire.

Théoreme 2.1.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) A est continu,

(2) A est continu en 0,

(3) il existe une constante c telle que ||Ax|| < c||z|| pour tout x € E.
Démonstration.
L’implication (1) = (2) est évidente. On va montrer I'implication (2) =
(3). On suppose que A est continu en 0, alors

Ve > 0,30 > 0,Vo € E: (||z|| < ) = (||Ax|| < ¢). (2.1)
Soient ¢ > 0 et x € E,x # 0. On pose 2’ = ﬁaz, alors ||2/|| = 3.
D'ot, ||2/|| < & et par conséquent ||Ax'|| < e (de (2.1))
J
1Az = [ AGG )l
2|||
J
= ——|Az| <e.
2|

2
I1 résulte que ||Az|| < ;HxH Il existe alors ¢ satisfaisant (3).

PR : : b 2e
Cette inégalité est vraie aussi pour x = 0 et (3) est vérifiée avec ¢ = 5

On va montrer I'implication (3) = (1). On suppose que (3) est vérifiée,
alors, pour tous x,y € F, on a
[A(z =)l < cllz =yl
c’est a dire
[Az — Ay[| < cllz —y]|.
L’application A est lipschitzienne donc, elle est continue. ]

Définition 2.1.3. Une application linéaire A : E — I entre espaces
vectoriels normés qui est continue est souvent dite bornée.
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2.1. DEFINITION.

Notation :

On note L(E, F) 'espace vectoriel des applications linéaires continues
entre £ et F. Quand E = F,L(E,F) est noté L(F). Quand F = K,
on note E’ I'espace dual (topologique) de E qui est ’espace vectoriel des
formes linéaires continues de F dans K.

Par E”, on note le bidual de E.

Remarque 2.1.1. Si E est de dimension finie, alors, toute application
linéaire de E dans F' est continue.
On définit maintenant la norme d’un opérateur linéaire continu.

Définition 2.1.4. (Norme d’un opérateur linéaire continu) Soit A : E —
' un opérateur linéaire continu entre les espaces vectoriels normés. Le

Ax
nombre Sup,cp ;4 HH, qui est par le Théoreme 2.1.1 fini, est appelé la
’ x
norme de A et est noté ||A]l.

Remarque 2.1.2. 1. Si pour une constante ¢, on a ||Az|| < c||z| pour
tout x € E, alors, A est borné et ||A|| < c. De plus, on a

|Azx|| < ||A||||z]| pour tout x € E.

2. On vérifie facilement que ||Al| = supy, <1 [|[Az|| ainsi que
|A|| = inf {c: ||Az|| < c||z|| pour tout x € E} .

Proposition 2.1.1. (Propriétés de la norme d’opérateur) Soient E, F et
G des espaces vectoriels normés.

1. St A€ L(E,F), alors, |Al| = 0 si et seulement si A = 0.
2. SiA,B e L(E,F), alors, A+ B € L(E,F) et ||A+B| < ||A||+]B].
3. SiaeKetAe LIE,F), alors, A € L(E,F) et ||aA| = |af||A]-

4. SiAe L(E,F)etBeL(F,G), alors BoAe L(E,G) et|BoA| <
IBIIAl-

De (1)-(3) de la Proposition 2.1.1, ||.|| définit une norme sur L(E, F).

Notation :

La composée A o B de deux opérateurs A et B sera souvent noté AB.
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2.1. DEFINITION.

Exemple 2.2. (Projection orthogonale sur un sous-espace fermé) Soit F
un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H . L’opérateur projection Pp
est continu de norme 1 car Pp(x) = x pour tout x € F et | Pp(zx)| < ||z
pour tout x € H avec égalité si x € F.

Exemple 2.3. Soit E = C([0,1],K). On définit l'opérateur linéaire de
Volterra (primitive s’annulant en 0) A sur E par

Vfe€ B, Af(z)= [ f@)dt,vee0,1].

Pour tout f € E, on a ||Af|lcc < ||fllee;, donc A € L(E) et ||Al| < 1. De
plus, ||A|| =1 car si f =1, on obtient || f|loc =1 et ||Af|loc = 1. d ces deux
exemples, s’ajoutent d’autres comme suit

Exemple 2.4. 1. L’opérateur schift en anglais, opérateur de décalage
en frangais S défini sur I*(N,R)

AS(xo,JQ,...) ::(0,$0,$2,...)

est borné et on a ||S|| = 1.

2. Soient (X, 8, 1) un espace mesuré o-fini et H = L*(X,Q, ). Si p €
L>(X,Q, 1), on peut définir un opérateur M, € L(H) en posant
M,f = of, et alors, on a | My|| = ||¢||r... On rappelle que la norme
|lellL.. est définie comme le supremum essentiel de

ol =inf{c > 0: pu(z € X : |p(x)| > ¢) =0}.

L’opérateur M, défini ainsi s’appelle opérateur de multiplication et
la fonction ¢ s’appelle le symbole de M.,.

3. Soit H un espace de Hilbert séparable admettant une base orthonor-
mée (hy)n. Soit a = (ay,), une suite bornée de nombres complezes.
On définit lopérateur A, sur H par

Ve = (cp)n € P(N,C), Au(> cuhn) = Y ancphy.
n>0 n>0
L opérateur linéaire A, est dit diagonal car il admet une représen-
tation matricielle diagonale relativement ‘a la base (hy),, avec (ap)y,
sur sa diagonale. Cet opérateur est continu et l'on a ||As] = ||| co-
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2.1. DEFINITION.

Théoreme 2.1.2. Soient & un espace vectoriel normé et F' un espace de
Banach. Alors, 'espace vectoriel normé L(E, F) est un espace de Banach.

Démonstration.
Soit (A,), une suite de Cauchy dans L(F, F'), c’est a dire,

Ve>0, IN >0, VnmeN:(n>Nm>N)= (|4, — A,|) <e).
Soit z € E. Comme || A,z — Apx|| < ||An — Anll||z]|, alors, on a

Ve>0, IN>0, VeeFE, VnmeN:(n>Nm>N)= (||Anz—Anx|) <<

o

Cela dit que la suite (A,x,), est une suite de Cauchy dans F. L’espace
F étant complet, cette suite est convergente et la limite Ax = lim,,__,, A,z
existe dans F. Soit 'application

A F—F

Tz — Ax.

Cet opérateur est linéaire. En effet, pour tous n € N,z,y € F,a,( € K,
on a

Ap(ax + By) = aAyx + BALY.
Par passage ‘a la limite, on trouve

A(azx + Py) = aAx + [Ay.

Cet opérateur est continu. En effet, la suite (A4,), étant de Cauchy, alors,
elle est bornée en norme, c’est a dire, AM € R, : ||Ayz|| < M||z||,Vn € N.
Par passage ‘a la limite, on obtient

|Az]| < M|a]|, ¥z € E.

Reste a montrer que la suite (A,,),, converge en norme vers A dans L(E, F).
On a

Ve>0, IN>0, VeeFE, VnmeN:(nm>N)= (||[Ax—A,z|) <ellz]).
En faisant tendre m vers +oo, il résulte
Ve>0, IN>0,VxeE, VneN:(n>N)= (||Ax—Az|) < e|lz]]).
Ceci montre que
Ve >0, IN>0, VneN:(n>N)= (|4, — A4|) < ¢).

La démonstration du théoréme est alors terminée. (]
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2.2. OPERATEURS DE RANG 1.

2.2 Opérateurs de rang 1.

Nous allons rappeler la définition et les propriétés élémentaires du pro-
duit tensoriel.

Définition 2.2.1. Soient H un espace de Hilbert séparable, f,g € H/{0}
alors on définit ['opérateur borné de rang 1, f ® g par :

fg:H — H
h — f®@g(h)=(h,g)f.
L’image de f ® g est le sous-espace de dimension 1 noté Cf.
On peut voir réciproquement que tout opérateur Il est clair que tout
opérateur A de rang 1 a la forme peut f®g pour certains vecteurs f, g € H.
En effet, comme ImA est de dimension 1, pour f € ImA non nul,
ImA = Cf. Pour tout h € H, il existe ¢, € C tel que Ah = ¢, f et la forme

linéaire h € ‘H — ¢;, est continue, par continuité de f ® g. Le Théoréme de
Riesz assure 'existence de g € H tel que ¢, = (h, g), et alors pour

heH, Ah = (h,g)f = [ ®@g(h).
Proposition 2.2.1. On a les propriétés suivantes : pour tout f, f1,9,q1 €
H éventuellement non nuls, a, B € C et A € L(H),
1 A(f@g)=(Af®@g) et (f@g)A=(f®@A%g).
2. (fegfi®wg)= (9 ®q)

3. (af+BhH)@g=a(f®g)+B(/i®yg) e f&(ag+ fg) =a(f ®
9) + B(f ® gq1).

4. Ker(f ®g) = (Cg)*" et Im(f ®g) =Cf.

5. (f®g) =(g®f)

6. (f®g)=(fi®q) avec f, f1,9,91 tous non nuls, si et seulement si
il existe y,\ € C tels que f = vf1,9 = g1 et \y = 1.

Démonstration.

1. Pour tout h € H, A(f ® g)(h) = (h,g)Af = (Af @ g)(h) et

(f®9)(Ah) = (Ah,g)f = (h, A"g) f = [ @ (Ag)(h).
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2.3. OPERATEURS DE MULTIPLICATION SUR L2

2. Pour tout h € H,

(f®g9)(fi®vg)(h) = feglh, g1) fi = (h,g1) = (f1,9)f = (f1,9)(f®g1)

3. Par linéarité du produit scalaire.

4. Nous avons déja vu la seconde affirmation. Pour la seconde :
Ker(f®g)={heH|f®g(h) =0} = {h € H[(h,g) = 0} = (Cg)".

5. Soient h, k € H.
((f®g)"(h), k) = (h, fog(h)) = (g.k)h, [) = {(h, [)g, k) = (9@ f(h), k).

6. 51 f ® g = f1 ® g1 alors ils ont mémes images. Or Imf ® g = Cf
et Imfi ® g1 = Cf; donc il existe v € C non nul tel que f = vf;.
En considérant les adjoints de ces opérateurs, ’assertion précédente
affirme que g ® f = g1 ® f1. Le raisonnement similaire au précédent
affirme qu’il existe A € C tel que g = A\gy. Ainsi, vf1 @ Ag1 = i @ ¢1
ce qui implique ¥\ = 1. La réciproque se vérifie trivialement.

]

2.3 Opérateurs de multiplication sur L.

Définition 2.3.1. Soient E et F' deux espaces de Hilbert.

(a) U € L(E,F) est appelé unitaire si U*U = I et UU* = I .

(b) U € L(E,F) est appelé isométrique (co-isométrique) si UU = Ig
UU* = 1g).

(¢c) N € L(F) est appelé normal si |N*(x)|| = ||[N(x)|| pour tout x € E,
ou NN* = N*N.

(d) U € L(E) est appelé hermitien ou auto-adjoint si U* = U.

(e) P e L(E) est appelé positif (notation : P > 0) si P est auto-adjoint
et si pour tout x € E, (P(x),z) > 0.

(f) Deux opérateurs A: E — E et B: F — F sont unitairement équiva-
lents s’il existe un opérateur unitaire U : E — F tel que A = U*BU.
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2.4. OPERATEURS D’INTEGRALE SINGULIERE.

Définition 2.3.2. Soient ¢ € L? et D(M,) = {f € L* : ¢f € L*}. On
appelle opérateur de multiplication, de symbole ¢ sur L? Uopérateur défini
par

M, : D(My) C L* — L?
f— Myf=09f.

([6]) 11 est clair que D(My) est dense dans L? puisqu’il contient I'espace
des fonctions continues & support compact sur T qui lui est dense dans L2.
De plus, si ¢ € L™ alors M est borné et || My|| < ||¢||« en fait le théoreme
suivant, exposé par Arlen Brown et P. R. Halmos dans [4], montre que les

seuls symboles ¢ pour lesquels My est borné sont les fonctions bornées sur
T.

Théoréme 2.3.1. [{] Soient ¢ € L* et M, opérateur de multiplication.
Alors les assertions suitvantes sont satisfaites

(i) Les assertions suivantes sont équivalentes
(a) ¢ € L™
(b) D(M,) = L2
(c) My est borné sur L?, et | Myl = ||d||co-
(i6) M = M.
(i13) My est normal.

Le théoreme suivant donne la premiere caractérisation de 'opérateur de
multiplication.

Théoréme 2.3.2 (Brown, Halmos [4]). Un opérateur borné sur L? est un
opérateur de multiplication si et seulement s’il commute avec M, .

2.4 Opérateurs d’intégrale singuliéere.

Dans cette section nous rappelons les définitions et les notions né-
cessaires dans l'étude des opérateurs d’intégrale singuliere définis dans
les espaces de L?. Les résultats énoncés dans cette section sont tirés de
[111, [12], 16, [17].
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2.4. OPERATEURS D’INTEGRALE SINGULIERE.

Définition 2.4.1. L’opérateur d’intégrale singuliére classique Sy, sur L?,

est donné par
L r f(§)

So(f) =

o
D’apres Theorem 2.1 de [I1], 'opérateur d’intégrale singuliere linéaire
So, est borné.

Soient P et Q = I — P les projections orthogonaux de L? sur H? et
L? © H? = zH? respectivement.

Définition 2.4.2. Soient o, 3 € L*, lopérateur intégral singulier ( ou
Vopérateur intégral singulier de Cauchy) S, p est défini par

Sap: L? — L7
[ Sapf =aP(f)+BQf)

Il est clair que

I'Sas(f) I < [ aPf Il + I BQS I
< Nallell PEAI A2 ool QF
<

(e floo + 1B lloe) 1 £l

donc S, 3 est un opérateur borné (voir [16]). L'opérateur S, g a une repré-
sentation intégrale avec le noyau de Cauchy, donné par

Sa,ﬁ(f) _ &(Z);ﬂ(Z)f(z)‘i‘a(Z);ﬁ(Z);/]rgf(_gldg

Dans les deux volumes [11] et [12] de Gohberg et Krupnik , il y a plusieurs
propriétés de ces opérateurs.

Définition 2.4.3. Soit B(L?) 'algébre de tous les opérateurs linéaires bor-
nés sur L.

1. S l’ensemble d’opérateurs d’intégrale singuliére

S ={S.5 € B(L?),a, € L™}.
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2.4. OPERATEURS D’INTEGRALE SINGULIERE.

2. M lensemble d’opérateurs de multiplication sur L?,

M = {M, € B(L?*),a € L™}
= {A¢c B(L*, M.A = AM.}.

3. Soient A, B € B(L?), le commutateur de A et B, est défini par
[A,B] = AB — BA
Remarque 2.4.1. Soit S, € S. On a

Sas = Mg+ Sa—po
= Mg+ M,_pSip.

St oo = B alors Spa = M,
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Chapitre 3

Propriétés algébriques d’opérateurs
d’intégrale singuliere.

Dans ce chapitre, on donne quelques résultats algébriques d’opérateurs
d’intégrale singuliere.

3.1 Caractérisation.

Dans cette partie on va présenter, la caractérisation de ’ensemble S
(I’ensemble d’opérateurs d’intégrale singulicre).

Proposition 3.1.1. Soit A € B(L?). Alors A € S si et seulement si il
existe une ¢ € L™ tel que

[A, M, =y ®e_;. (3.1)
Dans se cas A = Sy4p,p pour certains 3 € L™,
Démonstration.
Soit A = S,5 € S pour certains 3, € L*®. Soit f = Y0 fu2" € L?
alors

SasM(f) = aPlzf] + BQL2f]
= alePf+ fa] + Bl2Qf — f1]
= 2aPf+28Qf + (a— )
= M.Sas(f) +[(a — B) ® e_1](f).

Nous avons, ’égalité (3.1)) avec ¥ = (o — ) € L*°. Maintenant supposons
que A € B(L?) et (3.1)) est satisfaite. Par Pargument ci-dessus

S¢70MZ — MZS¢70 = w X e_q.
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3.1. CARACTERISATION.

Donc

(A— Spo)M, — M,(A— Spo) = (AM, — AM.) — (SyoM, — SyoM.)
= YP®e 1 —YP®e
= 0

et
(A—Syo)M, =M. (A— Syo)

donc l'opérateur A — Sy est commute avec M., alors, il est de multiplica-
tion, de-pulse A — Sy 9 = My = Sg 3 pour certains 3 € L™, alors

A= Syo+588=Sy+pp-
0

En général, I'adjoint S; 5 n’est pas dans S. Le résultat suivant nous
donnons les conditions nécessaires et suffisantes pour S, ; appartient a .S.

Proposition 3.1.2. L’adjoint, S, ;5 € S si et seulement si (o — 3) = A
pour certains constante X. Dans ce cas S, g = 5575

Démonstration.

Par proposition (3.1.1) S; 5 € S si et seulement si
S* ﬂM M w X e_q
pour certains ¢ € L . Mais M;MZ = MZM; =1 et

So M. — M.S; 5 = M. (M]S 53— S, sM;)M,

= M.[Sap, M.]"M.

= M.e 1 ® (a—B)|M.

= e ®@Z(a—B).
Donc

Y®e 1 =e@Z(a—p)

et (o — )z = Ae_1 et 1) = Aey pour un certains nombre complexe A. Dans
ce cas

ap = (Ms+ Sapo)” = Mg+ 959 = S35

26



3.1. CARACTERISATION.

On note par M, le sous-ensemble d’opérateurs de S et leur adjoints
dans S, M C M, C S, par :

M, = {Spr, 8 € L7, A € C}.
Le corollaire suivant, c’est le théoréme 2.1 dans [17], (voir aussi [16]).

Corollaire 3.1. [16, [I17] S, p est auto-adjoint si et seulement si o et [
sont des fonctions réelles et (o — 3) est une constante réelle.

Démonstration.
If S, 5 = Sap € S, d’apres proposition [3.1.2 (o — 8) est une constante, de
plus

Sep = Sa5 = Sap
implique que o = @ et 3 = . []

L’ensemble M est une sous-algebre de S. Existe-t-il d’autres sous-algebres
de S'7 Pour répondre a cette question, nous étudions le produit de deux
opérateurs de S appartient a S. Nous avons le lemme suivant pour les
produits des opérateurs de S ou S*.

Lemme 3.1. Soient Sy, 3,, Sa,,8, € S alors
[Sar,pSas,80 M| = (a1 — B1) ® Sy, 61+ Say (e — P2) @ ey
de méme maniere :
[Sa1,650,.8, M| = a1 @ Zag — 1 @ 239
et

[S3,.8,5a1.6, M| = eg ® Sy, 5 Z(q0 — Bo) + 55, 5, (1 — B1) ® ey

Démonstration.
Par un calcul direct :

[5041,51 SO&Qﬁz? MZ] = [S@hﬂlv MZ]SO@,ﬁz + Soél,ﬁl [Soéz,ﬂw MZ]
= [(a1 = B1) @ e-1]Sa,, + Sayp (a2 — B2) @ €]
= (o1 —f1) ® 522,526—1 + Soy 8, (a2 — P2) @ e_y.
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3.2. PRODUIT DES OPERATEURS INTEGRALES SINGULIERS.

De méme maniere

[Somm 22,527 MZ] - [Sahﬁm MZ]SZQ,BQ + Sahﬂl [522,627 MZ]

= [Sahgl, ]\[Z]SZ%B2 + Sal,gle[Saz,gw MZ]*MZ
(1 — B1) ®ZP2 + a1 ® Z(az — Ba)
= a1 ®Zay — 1 ® ZFs

et
[ 22,ﬂ25a17ﬁ17 MZ] - [ 22,,827 MZ]SOKLBI + S;Q,/BQ [Sa17ﬁ17 MZ]
— MZ[SOéz,/Bz? MZ]*MZSm,ﬁl + SZQ,ﬁg [Sal,ﬁu MZ]
= )X S;lﬁlf(cw — 52) + S;2ﬁ2(()z1 — 51) ®Xe_q.

3.2 Produit des opérateurs intégrales singuliers.

Premierement on va étudier quand le produit de deux opérateurs de S
reste dans S. Ce résultat nous aidera a identifier des sous-algebres de S.

Théoreme 3.2.1. Soit Sq, 8, 50,8 € S. Supposons que S, 5, n'est pas
dans M. Alors Sa, g, 50,8, €S st et seulement si ay € H™, By € H>®, dans
ce cas

Sa1,51 Sa2752 - Sa1027ﬁ152'

Démonstration.
D’apres proposition Say.B1 Sas,, € S sl et seulement si

[SathO@ﬂz? MZ] =P e, (32)
Pour un certains ¢ € L*°, d’apres lemme
[Sal,ﬁlsag,ﬁga MZ] - (041 - 61) ® 522,526—1 + Sal,ﬂl(OQ - 62) ®e_1 = 1/} ®e_1.

Par hypotheése a; — 81 # 0, alors il existe un nombre complexe A telle que

o By C—1 = Ae_q (3.3)
Sahﬁl(@Q — 62) = —)\(&1 — 51) + 1. (34)
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Remarquons que S* , (f) = Plagf] + Q[B2f] on a de 3.3

Q2,2
(Plage1] + Q[Bae1] = Az
ce qui implique que ay € H® et By = A+ "1 Bo,2" € H®. Pour 3.4, on a

arPlag — Bo + fi1Qan — Bo] = —A(a1 — B1) + 9,
ar(ag —A) + i(=P2+A) = —ANag— 1)+
donc
a1 = (102 + 1. (3.5)

Puisque as € H® et By € H*®

Salﬁlsoézﬁzf — 5041751(@2[)]6 +52Qf)
= a1PlaaPf + 3Qf] + f1Qla P f + B2Q f]
= arPf+ [6Qf
- SOélo%ﬂlﬁzf
= Saianaiar—v]
= SpB+v.i8eS -
[]
Remarque 3.2.1.  (a) Si Su, 5, = Ma,, alors Su, 3,50,8, € S pour tout
Sa%g? et
Sean,p1900,8, = MaySay.8y = Saras,bis-

(b) Supposons que Sy, 5, € M et S, 5, = Ma,. Si Sa, 8,5, €S, alors
d’apres théoreme |5.2.1, as est constante,

SOJ2,/32 - 042], Sa17513a2,ﬁ2 - Sa1a276162'
(c) Siay € H®, By € H®, alors

Sa1,51 Sa2,52 - Sa1a2,/3152

cette formule est vraie, pour des opérateurs intégrales singuliers plus
générale. Voir équation (6.3) dans [11)].

L’opérateur de multiplication M,, pour un certains o € L°°, est inver-
sible si et seulement si « est inversible dans L™, dans ce cas M, ! = M,-1.
Notons par erange(a) le rang essentielle de «. Alors o(M,) = erange(«)
ot o(M,) est le spectre de M,. On va étudier maintenant quand S, 3 est
inversible et est-ce-que l'inverse est dans S.
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Corollaire 3.2. Soit S,3 € S pour un certains o, 3 € L. Supposons
que Sop & M. Alors S, est inversible et Sojlﬂ € S si et seulement si
o, € H®et a, 3 sont inversibles dans H*®.Dans ce cas

S_lﬂ = Sa_lﬂ_l'

Q,

Démonstration.
Si Sy, 5, est U'inverse de S, 3 alors

Sar 1% = Sarapp =1 €5

comme Sy, 3, € M(sinon S, 3 € M), d’apres théoréme o, € H® et

ara = [ = 1.
[]

La démonstration de théoreme|3.2.1, c’est vrai aussi quand Sq, 3,5,.8, €
M, pour ¢ = 0. (Voir [12]).

Corollaire 3.3. Soient Sy, 8,50, € S. Supposons que Sy, 5, & M. Alors
Sayp150s.8, € M si et seulement si ag € H*®, 8 € H® et ajas = [B15s.
Dans ce cas

Soéhﬂl SOZQWBQ = Mﬂlﬂz'

Nous avons besoin du résultat important suivant (une partie du théo-
reme de F. et M. Riesz), voir le corollaire 4.2 a la page 62 de [10].

Lemme 3.2. Sia € H? et o # 0, alors o # 0 presque partout dans le
cercle unité T.

Le résultat suivant caractérise quand Sy, g,54,,3, = 0.

Corollaire 3.4. Soient Sq, 8, 50,8 € S. Supposons que Sy, 5 & M et
Say.p, 7 0, alors Su, 3,Sa,5, = 0 si et seulement si l'une des conditions
suivantes est satisfaite

(Z) a1 # 0,581 # 0,y =0 et [y c Ho.

(’&’L) 51 7& 0,7 = 0,52 =0et g€ H™.

Démonstration.
D’apres corollaire 3.2, ayas = f182 = 0. Le résultat est obtenue d’apres
cette équation et le lemme comme oy € H* et By € H®. O
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Nous identifions maintenant quelques sous-algebres de .S qui apparentés
aux sous-algebres de H.

Corollaire 3.5. L’algébre mazximale K de S n’est contenue dans M est :
K ={Sup,a€ H*, € H®.}

Démonstration.

Soit K un sous algebre de S qui est pas dans M. Soit S, g € S mais S, 3 €
M. d’apres théoreme [3.2.1, S} 5 € K C S implique que o € H*, 8 € H>.
Soit Sy, 8, un élément arbitraire de K, alors S, 3S,, 3, € K C .S implique
que o € H®, 3; € H*. O

Si Sap € K, alors S, 5 € S sauf si «, 8 sont constants (d’apres proposi-
tion |3.1.2)), pour toutes fonctions intérieures fixés 6y, 0. 'ensemble suivante
de Ky, o, est un sous-algebre de S.

K91,32 - {50104,9725’ Q< HOO’B < W} - 5917972[(

Ensuite nous considérons quand S; 3 Sa, 5, appartient a S. Cette ca-
ractérisation est légeérement plus compliqué.

Proposition 3.2.1. Soient S, ,, Say.5, € S. Alors S, 5,50,5 € S si et
seulement si ap(az — o), Bi(ce — B2) € H®.Dans ce cas

*

O‘ZaﬂQSal’/gl - S@Ql,@ﬁl'

Démonstration.
D’apres proposition 3.1.1] S, 5 Sa, 5, € S si et seulement si

[ ;27525'@1751, MZ] =Y ®e_q.

Pour un certains ¢ € L*. D’apres lemme

(S0, 8,501.8, Mz] = €9 ® 55, 52(0 = B2) + 55, 5,(1 — f1) ® ey
= Yp®e.

Alors il existe un nombre complex A telle que

S;l /312(042 — ﬁg) = ey
Aeg + Sa2 52( 1 — 61) = ¢
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De plus

Plaiz(ag — B2)] + Q[BiZ(a2 — f2) = Az
A+ Plag(ay — B1)] + Q[Ba(an — B1)] = ¢

Alors aq(ag — B) = hy et Bi(ag — B2) = X+ zhy pour un certains hy, hy €
H>. Maintenant

o Sanpf = PlaarPf +@mbiQf] + Q[BanPf + £261Q f]
= Ploy(og — Bo)Pf + Bi(aa — B2)Qf] + Bocn Pf + Bo1Q f
= oi(ag — B2) Pf 4 Poc Pf + B21Q f
= maPf + (1Qf

- S@alagﬁl f.
[]

Corollaire 3.6. Soient Sy, 3,, 50,8, € S.-Alors
(a) Sy, 5,0 Sarp € M si et seulement si o (aa—P2), B2(aafz) € H® et tgon =
B21, dans ce cas S}y, 5 Sayp = Masa,-
(b) Si Sa,p, # 0 et Sapp, # 0, alors S, 5 Sa,5, = 0 si et seulement si
['une des conditions suivantes est satisfaite

(i) o1 # 0,02 # 0,81 =0,02 =0 et a3 € H™.
(i) ay # 0,61 # 0,01 = 0,8, =0 et froy € H®.

Démonstration.

La partie (a) découle de la preuve du proposition [3.2.1]Nous prouvons
maintenant (b). Si S%, 5 S, 5, = 0, alors @z = G241 = 0.Puisque a3, €
H*> d’aprés lemme |3.2| ou bien a3 = 0 ou bien ay 3 # 0 presque partout
sur T . Donc si les deux «q, 85 sont pas des fonctions nulles, alors

azay = o =0

implique que les deux «g, 3y sont des fonctions nulles. ce prouve (i). La
preuve de (ii) est similaire. O

Corollaire 3.7. Soit a € L™ et supposons que « est inversible dans L™,
soit aussi h € H*™ et supposons que h soit inversible dans H*. Alors Sy ha
est inversible a gauche avec ['inverse gauche ST i .

a’ha

32



3.2. PRODUIT DES OPERATEURS INTEGRALES SINGULIERS.

Par la proposition 3.1.2, ST , . n’est généralement pas l'inverse de S, pq

sauf si h est une constante.

Corollaire 3.8. [17] L’opérateur S, p est une isométrie si et seulement si
la| = |8 =1 et a = 05 pour une fonction intérieure 6.

L’opérateur S, g est un opérateur unitaire si et seulement si |o| = |5] =1
et a = \f pour une constante unimodulaire \.

Démonstration.
L’opérateur S, g est une isométrie si et seulement si

Sz,ﬁsa)ﬁ — I

Par corollaire aa = 6 = 0. La fonction a(a@ — 3) =1 —af € H®
implique que a8 € H™. Mais |a3] = 1, alors aff = 6 € H™ est une
fonction intérieure. Donc a = o83 = 6.

Si Sa3 = Spr,p est un opérateur unitaire, alors

B = SorShs48
= 595,5[Pg@5)+Q(35)]

= Spp,sP(0)
— 05P(0).

Donc 0P(f) = 1 puisque |3| = 1. Donc 6 est une constante de module
un. []

Il est naturel de demander quand S, g est une coisométrie. Nous pouvons
répondre a cette question en va étudier le produit Sq, 5,55, 3,-

Proposition 3.2.2. Soit S,, ,, Sa,.8, € S- Supposons que Sy, 5, # 0 . Alors
Searp100y8, € O st et seulement si ['une des quatre déclarations suivantes
est vérifiée.

(i) a1 = 0 et Py est une constante.

(ii) By = 0 et ao est une constante.

(iii) ay et By sont des constantes.

(iv) B1 = Aaq, s = APy + p pour deuz constantes \ et ji.
Dans tous les cas,

Soﬂa/@l 22,52 - Saloéizﬁlg'
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Démonstration.
Par la proposition , Sanprs Oa, 5, €S si et seulement si

Ckz,ﬁg
[Salvﬁl ;2,ﬁ27 MZ] - w ® €-1

pour certains v € L. Par le lemme [3.2.2

[Sar.85m, 5 M:] = 1 @ Zag — 1 @ Z6s (3.6)
= w ®e_q.

Il y a deux cas. as et By sont linéairement dépendants ou «y et 37 sont
linéairement dépendant.

Supposons que as et B9 sont linéairement dépendants. Si G = 0 et ¢ =0
, alors a; = 0 (supposons que as # 0). Pour (i) avec fo = 0. Si o = 0
et ¢ # 0, alors par , (i est une constante. Pour (iii) avec fs = 0. Si

By # 0, alors
A9 = )\52 (38)

pour une constante A. Maintenant I’équation [3.6] devient
(A1 = B1) ®Zfr =Y ® e_1.

Si ¢ = 0, alors Aoy — 31 = 0. Cela conduit a la déclaration (iv) avec u = 0.
Si ¢ # 0, Z0, = pe_; pour une constante u, donc [y est une constante.
Donc, on a la condition (iii).
Supposons maintenant que «; et 5; dépendent linéairement, mais que o
et (9 sont linéairement indépendants. Si 3; = 0, alors implique que a»
est une constante (en supposant que ag # 0). donc, on a la condition (ii).
Si By # 0, alors

a1 = )\51 (39)

Maintenant 1’équation [3.6] devient
Brez(day — f) =Y ®e .

Si 1) = 0, alors Aoy — 32 = 0, ce qui est impossible. Si 1) # 0, il existe une
constante p # 0 tel que

(Aag — Ba) = —p, iy = 1. (3.10)
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Si A =0, alors par et .10, a; = 0 et By est une constante. Donc, on a
la condition (i). Si A # 0, cela conduit a la déclaration (iv). Dans ce cas,

par [3.9] et [3.10}

Sa18:5m,5,1 = Savs[Paaf] + Q1]
= a1 Ploaf] + 51Q[5af]
= M Ploaf] + 5iQ[(\az + 1) f]
= Aoz f + BipQ|f]

= S\t -+t

= 5

al@aﬁlg.
]

Le corollaire montre que Sg 3 une isométrie mais pas un opérateur
unitaire. Le corollaire suivant montre que Sz g est une coisométrie implique
que Sg g est un opérateur unitaire.

Corollaire 3.9. Lopérateur S, g est un coisométrie si et seulement si S, g
est un opérateur unitaire.

Démonstration.
L’opérateur S, 5 est une coisométrie si et seulement si S, 55, 53 = I. Selon
la proposition [3.2.2]

Sa.8505 = Samps = 1,
donc |a| = |f] = 1. Si la déclaration (iii) de la proposition [3.2.2] est vérifiée,
alors S, g est un multiple de 'identité, donc S, g est un opérateur unitaire.
Si Paffirmation (iv) de la proposition est vérifiée, alors o = A\S pour

une constante unimodulaire o et S, g est un opérateur unitaire du corollaire
3.0l H

3.3 Commutativité des opérateurs d’intégrale singu-
liere.
Dans cette section, nous intéressons aux opérateurs de S commutent.

Contrairement a ’ensemble M, deux opérateurs quelconques de M com-
mutent toujours, nous prouvons que deux opérateurs de S commutent si
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et seulement si I'un est essentiellement un multiple scalaire de ’autre opé-
rateur. Rappelons que 'algebre K est définie par

K ={Sas,a€ H* e H®}.

Si Sa,.8, O Sy, 5, est un multiple scalaire de 'identité, alors Sy, g,Sa,.8, =
Seay.835a,,5 - Ainsi, dans le prochain théoreme, nous supposons que S,, 3, et
Sa,.8, 1€ sont pas multiples scalaires de l'opérateur d’identité.

Théoreme 3.3.1. 5% Sy, 8,50,.8, = Sas,8,501,8 » alors l'une des conditions
suivantes est satisfaite

(Z) Salﬁlv SO!2,52 € M.
(ZZ) 5041,517 Sazﬁz € K.
(177) S, 5, = NSay.5, + 1l pour certaines constantes A et .

Démonstration.
Supposons que (i) ne tienne pas. Nous prouverons que (ii) ou (iii) est
valable. Par Lemme (3.1 S, 8,5a,,8, = Sas,8,50,,5 implique que

(a1 =P1)®S,, g,e—1+Sa,,p (2—P2)®e_1 = (aa—P2)®S,, 5,€-1FS0, 5, (01— 1) Re_1.
(3.11)
Il y a trois cas.

Cas A. Soit a3 — 1 = 0 ou as — Py = 0 Sans perte de généralité,
supposons que a1 — 1 = 0 et s — P9 # 0. Puis par [3.11],

* —_—
ap,p6-1 = 0€-1

pour une constante o. Cela implique que o; = 1 =7, donc S,, g, = 1.

Cas B. ay — 1 # 0,09 — B2 # 0 et (aq — 1) # A(ag — [B2) pour toute
constante \. Puis par 3.11],

22,52671 = HE-1, S;Jkélﬁle*l =0€ (312)
pour certaines constantes p et o. Ainsi

f(ar — B1) + Say g (a2 — B2) = T(ag — B2) + Sa,. 8, (a1 — B1).
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L’équation [3.12) est la méme que [3.3] Ainsi, 1’équation implique que
ay € H*®, By € H® et ay € H™, 1 € H. Par conséquent, Sy, 8,, Say,8, €
K et

Salﬁlsazﬁ2 - Sa275251041,51 - Sa1a276162

donc on a (ii).

Cas C. a; — 51 # 0,0 — B2 # 0 et (a1 — 1) = AMaz — B2) pour une
certaine constante A\. Notez que Aas — a1 = APy — 1, alors devient

(a2 = B2) @ (ASy, 0,61 — S5, 0,6-1) = (Sagan(cn = f1) = Sayar (2 = f2)) ® ey
= (SapaA(a2 = B2) = Say 0, (2 = B2)) ® ey
= Sdaz—ar\go—p (a2 — F2) ® ey
= [(Aag —a1)(aa — B2)] @ e1.

Par conséquent, il existe une constante u telle que

XSZ;Q,BQG_l — 5217516_1 = ue_q (313)
(Aaz — ar)(az — B2) = plas — Ba). (3.14)

Il résulte de que
(Phaaz — aiz] + Q[ABz — Bi2]) = iz

D’ott A\aig — @1 = hy, A\B2 — 81 = Ji + zhy pour certains hy, hy € H™.
Equation devient

(Aaz — an — p) (a2 — o) = 0.

Mais Aag — a3 — 0 = hy — p € H*. En lemme [3.2] soit ay — 2 = 0 ou
Aag—aj—p = 0. Dans le cas as— 2 = 0, nous avons (a1 —f1) = AMae—52) =
0, donc les deux Sy, 3, et S, 5, sont en M ce qui est exclu au début de la
preuve. Donc Aoy —aq — o = 0. En outre, Ay — 1 = Aag —ay = p, Cest-a-
dire, oy = Aag — p et By = Ay — p. En conclusion Sy, g, = ASq,.5, —pd. [

Remarque 3.3.1. S S,, 3, (ou Sa,p, ) est en K mais pas en M, alors
Sar,f1502,8: = Sas.BOar,p tmplique que Sy, p, est aussi en K. St Sy, g, est
en M, alors S, 8,505,8, = San,pySar,p implique que Sy, p, est aussi en M
ot Sa, p, = cI pour une certaine constante c.
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3.4 Commutativité des opérateurs d’intégrale singu-
liere avec leurs adjoints.

Dans cette section, nous étudions quand Sy, 5,5, 5, = Sa, 5,50, - Nous

retrouvons le résultat dans [I7] & propos du moment ou S,, 3, est un opé-
rateur normal. La preuve du théoreme [3.4.1] est élémentaire en utilisant
le lemme [3.1, mais il est assez long et un peu compliqué. Nous divisons
la preuve en plusieurs lemmes. Si Sy, 5, or S, s, est un multiple scalaire
d’opérateur d’identité, puis Sq, 5,55, 3, = Sa, 3,501,5,- Alnsi, dans cette sec-
tion, nous supposons que les deux S,, g, et S, g, ne sont pas des multiples
scalaires de 'opérateur d’identité.

Lemme 3.3. 5i Sa, 5,5, 5, = S, 5,506, Alors

) ®@Zay — 1 ®ZPy = eg® S, 5, Z(an — P2) + S, 5,(c1 — B1) ®e_1. (3.15)
Démonstration.
Notez que Sq, 5,54, 5, = Sa,.5,90.,6 implique que
[Salaﬂ1522,627 MZ] - [Szg,ﬂgsalyﬁl7 MZ]
Par le lemme [3.1],

) ®Zay — P ®ZPs = g @ Sy p1Z(ae — f2) + 522,52(041 — B1) ®e_.
La preuve est complete. [

Lemme 3.4. Si les deux cotés de sont des opérateurs nuls, ['une des
conditions suivantes est satisfaite.

(1) Les deux Sy, 5, €t Sa,p, sont en M.

(i) ay = Py =0 et ayfo € H®. Dans ce cas, Sa, 5,54, 5, = S, 5,5u1,8 = 0.
(i) on = B2 = 0 et fray € H*. Dans ce cas, S, 3,55, 5, = Sty.5,5,8 = 0.

(iv) 1l existe certaines constantes A(A # 0,1) et p telles que
a1 = APy, o = A, , G = .

Dans ce cas, Sa, 8,54, = Say.p0m.0 = 1.
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Démonstration.

Si les deux cotés de sont des opérateurs nuls et que S; = 0, alors
a1 ® Zag = 0 implique que ay = 0. Si le coté droit de [3.15] est un opérateur
nul, alors

8217517(042 o 62) = ne-1, S:yz,ﬂz (Ql - ﬁl) = —Teg

pour certains constante 7. Donc
Sarp 22 — B2) = Plonz(0 — B2)] = nz,

ce qui implique que a7y € H>®. Cela conduit a (ii). Si les deux cotés de
B.15] sont a zéro opérateurs et By # 0, alors

a1 = A1, o = A, Sy 5. Z(an — B2) = me_1, S}, 5, (a1 — Br) = —Tjeg
pour certaines constantes A et 7.
Si A =0, alors ay = B3 = 0 et Biag € H™. Cela conduit a la
déclaration (iii).
Si A = 1, alors les deux Sy, et Sa,p, sont en M. Ceci mene a
I"énoncé (i).
SiA#0et A #1
Plaiz(1 — Naz] + Q[B12(1 — Nas] = 1z,

ce qui implique que tray = A\Bias € H®, B1os € H®. Par conséquent, orja
est une constante. Dans ce cas, il est facile de vérifier que Sq, 1.5, 5, =
SerpySar,p, = Bl D’oti on a (iv). O
Lemme 3.5. Si les deux cotés de sont des opérateurs de rang un,
l'une des conditions suivantes est satisfaite

(1) az et By sont des constantes. Dans ce cas, Sa, 6,54, 5, = Sey 550,61 =
al@aﬁlg ’
(2) a1 et B1 sont des constantes. Dans ce cas, Sa, 5,Sn, 5, = S5y 001,6 =
S, — s
102,51 52

(3a) a; = 0, By est une constante et By(ag — B2) € H™,

(3b) a1 = A\B1, Aaa— B2 = & pour certaines constantes X # 0 et d, et B (ag—
B2) constant. Dans les cas (3a) et (3b), Sa, 5,54, 5, = Sey pySenfi =

051?27/81@ ’
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(4a) Bo = 0,0a; est une constante et (B —ay) € H> .

(4b) Po = nas, a1 — [P = 0 pour certaines constantes n # 0 et 0, et
Bo(ay — B2) est un constant. Dans les cas (4a) et (4b), Sa,5,.55,.5, =
Stea 85018 = S o g, -

(5a) ag = 0,01 est une constante et Po(ay — B1) € H™. Dans ce cas,
501815808, = Stvg 001,81 = Sy = 3,55

(5b) B1 = 0,9 est une constante, et ai(an — Bo) € H™®. Dans ce cas,
Sen 5108 = Seuy 82901.0 = Soaz.6,5 -

Démonstration.

Supposons que d’abord as # 0 et 51 # 0. Si le c6té gauche de [3.15] est de

rang un, alors il existe des constantes 7 et A telles que
S0it By = nag (3.16)

ou a; = A\ (3.17)

Si le coté droit de [3.15| est de rang 1, alors il existe des constantes o et

telles que
soit S, 5 Z(q0 — o) = 04 (3.18)

ou S, 5,Z(q1 — B1) = peg (3.19)

Il y a quatre cas.

Case A. Soient B.16] et B3.18 sont vrais. En branchant B.16] et B.18 en
B.15] on a

(a1 = Mb1) ® Zay = [oeg + 55, 5, (01 — 1) ® ey

Par conséquent, oy et 35 sont des constantes.

Cas B. Soient [3.17]et sont vrais. En branchant [3.17] et [3.19 en [3.15]

o1 a

B ®@zZ(Aag — B2) = e @[S}, 5,2(q2 — fBa) + fie_1].

Par conséquent, a; et 31 sont des constantes.
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Cas C. Soient B.17 et B.18 sont vrais. En branchant B.17 et [3.18 en
B3, on a

51 & f(XOéQ — 52) = [560 + 522’52(041 — 51)] ®e_q.

Par conséquent, Aoy — 32 est une constante. Dans ce cas, par la partie (iv)

de la proposition [3.2.2],

Salyﬁl ;2,52 - SOqOTz,ﬁlE'

Par conséquent S}, 5 54,5, = Sa,,5,5%,.5, € S- By Proposition3.2.1, oy (aa—
Bo), Pr(ag — B3) € H®. Si A = 0, alors nous avons (3a). Si A # 0, alors
A\B1 (a3 — B2), B1(ca— o) € H™. implique que 51 (as — 32) est une constante.

C’est (3b).

Cas D. Soient B.16] et B.19 sont vrais. En branchant B.16] et B.19 en
515, on &

(a1 = 7P1) @ Zay = €9 ® [S,, 5,2(a2 — B2) + pe—]. (3.20)

Par conséquent a; — 731 = ¢ pour une constante ¢. Le cas D est en quelque
sorte le double du cas C' en considérant (Soqﬁ1 ;2,52)* = (5227525041,51)*-
Ici nous donnons une preuve directe ce qui démontre que le cas C peut
également étre prouvé directement sans utiliser la proposition [3.2.2| et pro-

position [3.2.1 Par a; — 78 = § et [3.20],
S 5% (g — Bo) +e_y = dza.
Donc
Plaiz(az — Ba) — dzas] + Q[B12(ag — fa) — dza] = —fie.
Par conséquent
aq(ag — By) — day € H®, Bi(ag — PBo) — dag € H™.

En utilisant £y = nas, a1 — 7 = 9, nous avons

ai(ag — Ba) — dag = nan(By —ar) € H™,
Bi(ag — Ba) — g = an(By — a7) € H™.
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Si n = 0, nous avons (4a). Si n # 0, nous avons (4b). Dans ce cas, nous
pouvons vérifier que

(Salaﬁl ;2,ﬁ2>* - ( ;2,525‘3‘1751)* - 50710427552'

Nous traitons maintenant la situation as = 0 ou $; = 0. La preuve est
similaire. Puisque le c6té droit de|3.15|est de rang 1, il existe des constantes
o et u telles cette

s0it S, 5 Z(qg — B2) = o€y (3.21)

ou S,, 5, (a1 — B1) = peo. (3.22)

Il y a quatre cas. Lorsque ay = 0 et est vrai, ’équation [3.15| implique
que [ est une constante. Cela conduit a la déclaration (1). Lorsque as =0

et |3.22, I’équation implique que [3; est une constante et ay(ag — B2) €
H>. d’ou (5a). Lorsque 5 =0 et est valide, ’équation implique
que az est une constante et a(az—B2) € H*. Cela conduit a la déclaration

(5b). Lorsque 5 = 0 et est valide, I’équation implique que oy est
une constante. Cela conduit a la déclaration (2). O

Lemme 3.6. Si les deux cotés de sont rang 2, l'une des conditions
suivantes est satisfaite :

(i) B1 et ag sont des constantes, et B2(ay — B1) —azay € H™ ( équivalent
ai(ag — f2) — Piffy € H®).

(ii) oy et By sont des constantes, et Bi(aa — B2) — agany € H® ( de fagon
équivalente as(ay — 1) — Ba51 € H™).

(iii) 1l existe des constantes A # 0,01 et dy telles que
ap = AB1 + 01, B2 = Aag + 02

et B1(ag — B2) — 012 est une constante (équivalent as(aq — 1) + 5281
est une constante). Dans tous les cas Sq, 5,57, 5, = Sa, 5,506,

Démonstration. Rappelons I"équation [3.15]
a1 QZas — 1 RZPr =€ R f+gRe_ (323)

ou

f= Szl,ﬁ?(% — ), 9 = 522,52(041 — ).
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Si les deux cotés de sont des opérateurs de rang deux, alors il existe
des constantes A1, A2, n1, 19 tel que

€0 n n2 Qaq
= = : 3.24
5118 %)= 02
En branchant 1’équation ci-dessus dans le c6té gauche de [3.23] nous avons
a1 ®@zZag — f1 @ 2Py = a1 @ (M f + Aie-1) + Bo(@(Maf + Aee1)
. Ainsi
m E fol_ | 7o Q0 Xy =N\
T Az || e —Zf2 | | =M
o 2 =1/ (A2 — pM).
Les équations |3.24] et [3.25| impliquent que

_f‘é?] :[ / } (3.25)

ep = Moy + n2f1 (3.26)

e_1 = —Qz(pas + 71 5). (3.27)
If n; =0, alors 1 et ay sont des constantes. L’équation devient

(naz — g) ®e_1 = ey ® (f + 20201
Donc
Q1 — g = peg, [ +7Z0a01 = fre

pour certains constante pu. Il s’ensuit que

iy — Plag(ay — f1)] 4 Q[B2(ar — B1)] = peo,

Planz(az — fa)] + Q[B12(ag — B2)] + ZB2f1 = fie_1.
Donc
Q[B2(a1 — B1) — ards] = pey — axpie,
Plonz(ag — B2) 4+ Z6251] = fie—1 — Brage_.
Donc, Ba(a; — B1) — agap € H® (équivalent ag(ag — fBo) + Boff € HX).
Cela conduit a la déclaration (i). Si 7y # 0, on réécrivons les [3.26)) et 3.27]
comme

a1 = )\51 + 51, 52 == XCUQ + 52 (328)
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pour certaines constantes \; # 0, 41, do. Maintenant, en branchant ces deux
relations dans [3.24] nous avons

0 ®Zag — 1 RZ02 =€) f+9gRe_q,

ey ® (f — 5717&2) + (g + 57261) ®e_1=0.
Il existe donc une constante pu telle que

(f = 01zan) = pe_,

g+ 681 = —1.

Il s’ensuit que

Plaiz(az — (o)) + Q[Biz(as — B2)] = Tie—1 + d1Zay

Plag(ar — 1)) + Q[Ba(on — A1) = —1 — &2 31

De maniere équivalente

Plonz(ag — f2) — 01Za] + Q[Brz(ag — f2) — d1Zas] = ey

Plag(ar — Br) + 6ap1] + Q[Ba(ar — B1) + 0281] = —Fi.

Donc
hy = aq(ag — f2) — dray € H®
hy = fi(as — f2) — drag € H*
hy = og(oq — f1) + by € H®
hy = Palon — 1) + b2y € H®

En utilisant et un calcul direct

hl = _h47 h2 = _h37h71 = Xh?
hz = (1 — X)EO&Q — 52E — (571042.

Donc, si A # 0, alors hy, ho, hs, hy sont toutes des constantes (I'une d’entre
elles est une constante). Cela conduit a la déclaration (iii). Si A = 0, alors
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a1 et By sont des constantes et hy = —hy = 0 et ho, hy € H*™. Cela conduit
a la déclaration (ii). Dans les deux cas, notez que

(B2 — @)y = —(hy + 61a2)
(B2 —a2)p1 = (h2 + 6102)

ol hy, hy € H*. Nous avons, pour toute f € L?,

Plogan Pf + @piQf] + Q[B2cn P f + P21 Q f]
auPf+a361Qf + Q[(B — @) Pf + (B2 — a2) 51Q f]
o Pf+@mbQf + Q—(h + daz)Pf — (ha + 61032)Q f]

201 Pf+abQf — QovazPf] — heQf — Q[6102Q) f]

s Pf+a3/1Qf — Qoiazf] — haQf

s Pf +wmfiQf — Qloranf] + [(B2 — @) B + 010e]Q f

= 042041Pf + B21Qf — 01Q[onf] + 010:Q f

= @A\BL+01)Pf + (Xaz + 6)1Qf — 61Q[azf] + d1aaQ f

@ASLf + 0o f 4+ 66Qf — 01Q[onf]

= a1af + 0MQ[f] — 01Qmaf].

;252 Salﬂlf —

I
| f?\ E?\ ﬁ

I
Q

& &

(3.29)

Notez aussi

SenpSa,p,f = arPlaaf] + Q[P f]
= a1@mf + fi1Q[Af] — arQ[azf]
= amf + LiQ[(Aaa + 82) f] — (B + 61)Q[a f]
= magf + 0:51Q[f] — 61 Q[azf].

Par conséquent Sy, 5 Sa,5, = Sa,,94

a2

]

Remarque 3.4.1. La vérification de S;,5,50,8 = Saip90,5, comme dans
est long. Puisque

[Salﬁl 22527 MZ] - [ 22525a1ﬁ17 MZ]

nous avons Sa,8,94,6, — Says,dms = Ma pour certains o € L. II suffit
de vérifier S, ,5,,5,€0 — S,

oV p€o = a = 0, qui sera légérement plus
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court que le vérification comme dans [3.29, Cependant, nous avons choisi
la méthode ci-dessus plus directe. En résumant les trois lemmes ci-dessus,
nous avons le théoreme suivant.

Théoreme 3.4.1. S4,4,5,,5, = S4,5,5us St et seulement si ['une des
conditions suivantes est satisfaite.

(1) les deux Sq,5, €t Sa,p, sont en M.

(ii) aq et By sont des constantes.
(iii) oy et By sont des constantes.
(iv) B1 et g sont des constantes, et Bo(ay — B1) — azay € H™.

(v) ay et By sont des constantes, et Bi(as — Bo) — apan € H™.
(vi) a1 = A\B1 + 01, B2 = Aag + 0y pour certaines constantes A # 0,01, 09,

et Bi(ag — B2) — b1y est une constante.

Corollaire 3.10. [17] L'opérateur S, 3 est normal si et seulement si l'une
des conditions suivantes est satisfaite

(i) «, B sont des constantes.

(ii) o = A3+ pour certaines constantes § et X avec |\ =1 et (A\—1)|B>+
03 — ONB est une constante.

Nous pouvons représenter la condition (ii) un peu plus explicitement
en examinant les cas A = 1 et A # 1 séparément. Nous nous référons
aux théoremes 3.1 et 3.2 dans [I7] pour plus de détails. Nous énongons
le résultat ci-dessus comme corollaire du théoreme [3.4.1] Nous pouvons
prouver ce corollaire directement en suivant la preuve du théoreme [3.4.1}
La preuve directe de cela le corollaire est considérablement plus simple que
la preuve du théoreme [3.4.1} Le preuve directe dans la suivante.

Corollaire 3.11. L’opérateur S, 3 est normal si et seulement si ['une des
conditions suivantes est satisfaite.

(i) Sa3 = Mg + S50 ot 0 est une constante telle que 63 — 03 est une
constante.

(77) Sap = ASay 5, + 1L pour certaines constantes A et p et opérateur
unitaire Sy, g, -

L’opérateur S, 5 en (i) ci-dessus est un opérateur normal dans l’ensemble
M.
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