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Résumeé :

Dans ce mémoire, on traite les différentes notions de dérivées fractionnaires,
les plus utilisées : dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, Caputo et
Griunwald-Letnikov. Ensuite, on étudiés des problémes aux limites pour les équa-
tions différentiels d’ordre fractionnaire. Nous utilisons le théoreme de point fixe pour
montrer 'existence et 1'unicité de la solution .

Mots clés : Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ; Dérivée frac-
tionnaire au sens de Caputo; Dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov ;
Fonction de Green ; Probleme au limite pour des équations différentiels d’ordre frac-
tionnaire.
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Abstract :

In this work, we study the different notions of fractional derivatives, the most
used : fractional derivative in the sense of Riemann-Liouville, Caputo and Griinwald-
Letnikov.

Then, we consider a boundary problems for the fractional order differential equa-
tions. We use the fixed point theorem to show the existence and uniqueness of the
solution.

Keywords : Fractional derivative in the sense of Riemann-Liouville ; Fractio-
nal derivative in the sense of Caputo ; Fractional derivative in the sense of Griinwald-
Letnikov ; Green function; Boundary problems for the fractional order differential
equations.
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Introduction

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul
classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent a la fin du
17™¢ siecle, I’époque ou Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul
différentiel et intégral(Voir les références [6],[8], [9], [11],[12],[13]), mais ce n’est que
lors des trois derniéres décennies que le calcul fractionnaire a connu un plus large
intérét , voir les ouvrages [10], [12], [13], [14] .

En particulier, Leibniz a présenté le symbole (% pour désigne la n™¢ dérivée d'une
fonction f. Quand il a annoncé dans une lettre a I’'Hopital (apparemment avec 1'hy-
pothese implicite que n € N),I’'Hopital a répondu : Que signifie i—,{ sin= % ?
Cette lettre de I’Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que I’'Hopital
a demandé spécifiquement pour n = %, c’est-a-dire une fraction (nombre rationnel)
a en fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

Le calcul fractionnaire a un champ d’applications tres vaste, (voir [8],[11]), par
exemples : viscoélasticité, théorie du controle, équation de diffusion, électricité, élec-
tromagnétique, biologie . . .

L’objectif de ce mémoire de présenter quelques définitions des dérivées fractionnaire
et d’étudier 'existence et 'unicité des solutions de problemes aux limites pour des
équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Ce travail est constitue de trois chapitres :

e Le premier chapitre contient des définitions et notions de bases de quelques
fonctions spéciales comme les fonctions Gamma, Béta, Mittag-Leffler et Green,
on rappelle la transformation de laplace, et quelques espaces fonctionnels utiles
dans la suite.

e Le seconde chapitre contient plusieurs définitions et propriétés de I'intégration
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et la dérivation de différents types d’ordre fractionnaire, nécessaires dans le
chapitre suivant.

e Le dernier chapitre est consacré a I’étude de l'existence et 1'unicité de la so-
lution des problémes aux limites pour des équations différentiels d’ordre frac-
tionnaire. Pour cela, nous utiliserons le théoreme de point fixe. Exactement
nous étudions les trois probléemes aux limites suivants :

(Py) Probleme de Cauchy pour une équation différentielle d’ordre fraction-
naire :

(P) : { Cyl()o%yit)yoz f(t,y(®)), pz:ret]%ut te J=[0,T,0<a<l (1)

Ou D¢ est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, a=0, f : JxR —
R est une fonction continue , yy est la condition initiale , et T > 0 un réel stric-
tement positive.

(P,) Probléeme aux limites pour une équation différentielle d’ordre fraction-
naire :

| eDy(t) = f(t,y(t)), pourtout teJ=1[0,T,0<a<l
) gl s it el @

Ou ¢D? est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0,7] x R — R,
une fonction continue, a, b, ¢ sont des constantes réelles avec a + b # 0.

(P3) Probléme aux limites pour une équation différentielle avec condition in-
tégrale :

cDY%(t) = f(t y(t)), pour tout te€ J=1[0,T],0<a <1
(Ps) : { (3)

+,u/ s)ds=y(T), peR*

Ou ¢D“ la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo , f: J x R — R est
une fonction donnée, et u € R*.



Chapitre 1

Définitions et notions de bases

Dans ce chapitre, nous présentons les propriétés fondamentales des fonctions
Gamma, Béta, Mittag-Leffler et Green. Ces fonctions jouent un roéle importants
dans la théorie du calcul fractionnaire .

1.1 Espaces fonctionnels

Soit J = [a,b]. Notons C([a,b]) I’espace de Banach des fonctions réelles continues
définies sur J. Muni de la norme

1y]loe = sup [y(t)].
teJ

C™(J) désigne la classe des fonctions f telle que f*) soit continue pour tout k,
k=1,2,...,m.

Définition 1.1. Soient E et F deux espaces normés. Une application T : £ — F
linéaire c’est-a-dire :

Ve,ye E:-T(x+y)=Tx+Ty

T(A\x) =Tz pour tout X €K,

est souvent appelée opérateur linéaire.

Définition 1.2. On dit que 'opérateur T est continue, s’il existe une constante k
positive telle que, pour tout x € F,

1Tz < k=]



1.1. ESPACES FONCTIONNELS

Proposition 1.1. soit T : E — F un opérateur linéaire les affirmations suivantes
sont équivalentes :

1. T continue en 0

2. T continue
3. T borné.

Définition 1.3. Soit T': E — E . On dit que € E est un point fixe de T si
Tr =x.

Définition 1.4. On dit que T est un opérateur lipschitzien, s’il existe k € R* tel
que :

Vo,y € B2 |T(x) = TW)lle < kllz —yle-
De plus, Si 0<k<1, on dit que T est un opérateur contracte.

Théoréme 1.1. (Théoréme de Banach du point fize)
Si E est un espace de Banach et T est contractante, alors T admet un unique point

fize .

1.1.1 Espace L*(Q)

Soit 2 = (a,b) un intervalle de R et 1 < p < oc.

1. Pour 1 < p < oo, l'espace LP(£2) est 'ensemble des classes des fonctions réelles
mesurables f sur €2, vérifiant :

/b | f(2)Pdz < +oo.

De plus LP(£2) est un espace de Banach muni de la norme suivante :

17l = ([ 15)P)*.

2. Pour p = oo, 'espace L>(2) est I'espace des fonctions mesurables f bornées
presque partout (p.p) sur €2, de plus est un espace de Banach muni de la norme
suivante :

| fllze = inf{M >0:|f(x)| <M p.p sur Q}
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1.1.2 Espace des fonctions continues avec poids C.,([a,b])

Définition 1.5. Soit Q = [a,b] un intervalle de R et v € C tel que 0 < Re(y) < 1:
C,([a,b]) : lespace des fonctions f définies sur Ja,b] a valeur dans C telles que la
fonction ¢t — (t — a)7f(t) € C([a,b]) .

Il est muni de la norme suivante :

[flle, = sup [(t = a)"f()].
teQ

Avec la convention Cy([a,b]) = C([a, b]).

1.2 Fonctions spéciales

1.2.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Eu-
ler.

Définition 1.6. Pour tout nombre complexe «, de partie réelle positive Re(a) > 0,
on définit la fonction Gamma, notée I'(«), par l'intégrale suivant :

INa) = /0+OO t*letdt. (1.1)

Remarque 1.1. L’intégrale impropre / e x¥ Ydx existe pour tout y > 0.
0

Siy > 1, alors lintégrale est une intégrale impropre du premier type, car la
fonction f(x) = e *2v~1 est bien définie sur lintervalle [0,00). Notons que

1
. _ x¥
lim e */2gv"1 = —
T—00 T—00 6$/2
(y — Dav—?

p— l‘

= lim (y_l)(y_Z)...(y—k+1>xy—k

=0

en utilisant la régle de ’Hopital, si nécessaire, jusqu’a ce que y — k < 0.
1l existe donc une constante M telle que 0 < e~ 2yl < M pour tout x € [0, 4+00).

7
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Aprés multiplication par e=*/%, nous obtenons inégalité 0 < e *x¥=' < Me=*/? pour

tout x € [0,00). Nous pouvons noter que

o) [e%e) b
/ e TV ldx g/ Me 2dy = lim/ Me™*?dx
0 0 b—o0 Jo
b

= lim [— 2Me"’“"/21
b—o0 0

= lim (2M — 2Me™"?) = 2M.
b—oo

nous avons que / e~ x¥ Ydx existe siy > 1.
0
Si 0 <y < 1, alors l'intégrale est une intégrale impropre du premier et deuxieme
type, car la fonction f(x) = e "z¥~1 nest pas définie a x = 0.
En effet,

lim e ?2Y~! = 0.
z—0t

e}

1 00
Donc/ e “x¥ "V dx existe si et seulement sz’/ e oV dx et/ e “x¥ " dx existent.
0 0 1
La premiere de ces deux dernieres intégrales est du premier type, alors que le second
o0

est du deuxieme type. Pour ce qui est de l’intégral e x¥ " Ydx, il suffit de procéder

1
comme dans le cas y > 1.

En effet, il existe une constante M telle que 0 < e=*/?2¥=1 < M pour tout x > 1.

o0
Donc 0 < e *gv=1 < Me /2 pour tout x > 1 et/ e ¥ ldx existe, parce
1

* 2 y-1
que/ e 2Nz existe.
1

1
Pour ce qui est de l'intégrale / e x¥Vdx , il faut noter que
0
=" <2 ! pour tout x> 0.

1 1
Parce que y—1 > —1 , nous avons que/ ¥V dx existe, donc l’mtégmle/ e “a¥ Ydx
0 0

existe st 0 <y < 1 et conséquemment / e x¥ " Ydx existe pour tout y > 0.
0

1.2.2 Propriétés de la fonction Gamma

Citons quelques propriétés :
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. M'a+1) = al'(a) avec I'(1) = 1.
En effet, :

“+00 n
Dla+1) = /0 toetdt = lim [t tdt

n—oo 0
= lim {ta(—et)\" + / oztaletdt}
n—00 0 0
+0o0
= a/ t* e tat.
0
2. Powra=neN'T(n+1)=nl
En effet
par définition,
') =1,
d’apres la propriété 1,
n=2:T(2)=10(1)=1!
n=3 :I(3)=2I'(2)=2x1
n=4 :I'4)=3IB)=3x2x1.
I1 suffit donc de faire un raisonnement par récurrence, et on obtient le résultat

désiré .

Ce ci montre que la fonction Gamma est une généralisation du factoriel, c’est
pour que la fonction Gamma est aussi appelée fonction factorielle, et est notée,
parfois a! (avec la convention 0!= 1).

3. T(a) = 2/°° 1o gy
0

En effet, on a :
+oo
INGY! :/ t* e tdt,
0
Posons t = z2. Alors dt = 2zdx et donc :

+o0
MNa) = 2/ (z2)* e " xdx
0
“+o0
= 2/ 220D = gy
0

+oo 2
= 2/ 22 e dy.
0
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4. F(;) = /7. En effet,

“+o00
F<1> :/ t=12e7tdt, (1.2)
2 0

Posons t = y2. Alors dt = 2ydy et donc :

1 +oo 2
F() - 2/ eV dy, (1.3)
2 0

F(;) =2 /0+Oo e dr. (1.4)

on a aussi :

Par conséquent

1 2 too  poo 2,2
[F ()] = 4/ / e~ @) dady. (1.5)
2 0 0

L’équation (1.5) est un intégrale double qui peut étre évaluée par passage en
coordonnées polaires. On obtient :

1 2 w/2 p4oo 2
lF(zﬂ :4/9:0 /r:o re"drdd =, (1.6)

et donc :

1.2.3 La fonction Béta

Définition 1.7. La fonction Béta, notée par B(.,.), est une autre espéce de fonction
d’Euler, elle est définie par :

Re(p) > 0, Re(q) > 0 Blp.q) = /01 2711 — 1), (1.7)

avec p,q deux nombres complexes des parties réelles strictement positives, et 7 €
[0, 1].

10



1.2. FONCTIONS SPECIALES

1

Remarque 1.2. L’intégrale / P11 — )7 dx existe pour tout p,q > 0.
0

Notons premieérement que si p,q > 1, alors l’intégrale ci-dessus est une intégrale
propre. Par contre si 0 < p < 1 ou encore 0 < q < 1, alors nous avons affaire a une
intégrale impropre.

Si0<p<letq>1,alorszP(1 —x)9t < 277! pour tout x € (0,1], car 0 <
1 1

(1—2)7t < 1. donc / 2P~ dx existe,alors nous obtenons que / P71 — 2)T
0 0

existe.

Si0<qg<letp>1,alors 2P~ (1 — )7 < 277! pour tout z € (0,1], car 0 <
1 1

(1—2)P~t < 1. donc / 7 Ydx existe,alors nous obtenons que / P71 — 2)T
0 0

existe.

Finalement si 0 < p <1 et 0 < q < 1, alors la fonction 2P~ (1 — z)9  dx n’est pas

définie aux deux extrémités de Uintervalle [0, 1]. Il faut considérer séparément ces

deuz cas. Nous avons donc

1 1/2 1
/ 2P N1 — 2)T e = / 2PN 1 — 2)T N da + ) 2PN 1 — 2)T e
0 0 1/2

et il faut vérifier que ces deux intégrales impropres existent.
Notons premiérement qu’il existe un nombre réel positif M tel que 0 < (1—z)7 ' < M
pour tout x tel que 0 <z < 1/2. De ceci, nous avons

0<aP'(1—2)! < MaP™?

1/2 1/2

510 < x < 1/2 et comme l’mtégmle/ MaP~ dx eriste, alors/ P11 — 2) da
0 0

eziste.

Pour ce qui est de l'autre intégrale, il faut noter qu’il existe un nombre réel positif
N tel que 0 < (1 —x)P~1 < N pour tout z tel que 1/2 < x < 1. De ceci, nous avons

1
0 < aP 11 —2)7t < Nat™! 5i 1/2 < o < 1 et comme lintégrale ) Nzx?ldx
1/2

1
existe, alors/ 2P N1 — 2)7 dx existe.
1/2

Donc la fonction Béta est bien définie pour tout p,q>0.

1.2.4 Propriétés de la fonction Béta

Citons les propriétés fondamentales de la fonction B

11



1.2. FONCTIONS SPECIALES

1. La fonction Béta est symétrique : B(p,q)= B(q,p).
En effet, on a :

1
B(p,q) = / PN (1 —7)"dr,
0
Posons 7 =1 — w. Alors :

B(p,q) = ' (1—u)P (1 —1+u)? 'du

J
1
= /uq_l(l—u)p_ldu
0
B

(¢, ).

/2
2. B(p,q) = 2/ sin?~1 6 cos® ™t Odb.
0

En effet, on a :
1
B(p.q) = / 71— 7).
0
Posons 7 = sin? 0 il vient que
/2
B(p,q) = / 2 sin 0 cos 0 sin> P~ 6 cos? 7V 9
0
w/2
N 2/ sin® ="' 0 cos? ! 0df
0

w/2
= 2/ sin??1 6 cos® 1 9db.
0

I'(p)L'(q)

P =11y

En effet, on a :

12
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Posons t = 22. Alors dt = 2xdx

2

L(p) = 2/ Y le " xdx

= 2/ 220D o= o
0
+00
= 2/ 2P e
0
+o00 +oo
I'(p)I'(q) = <2/ x?P” x2dz> (2/0 yPale v dy)

_ 4/ 22120 @) gy

Par passage en coordonnées polaires, on trouve :

w/2
L(p)T(q) = /0 /T (cosZp 1§ sina~ 19)( 222y )drd@

w/2 ptoo
= 4 / (cost Lggin?a-1 9 >< 291w )drd&
w/2 +o00
= <2/ cos?P~1 Qgin?1~ 16d9>< / 2pta)=lg=r dr)
0 0

= Bp,q)T'(p+q).
D’ou
L'(p)L'(q)

P = Tt

1.2.5 Fonction de Mittag-Leffter

La fonction de Mittag-Lefller est une généralisation directe de la fonction ex-
ponentielle, et joue un role majeur dans le calcul fractionnaire. Les représentations
de la fonction de Mittag-Leffler a un et a deux parametres peuvent étre définies en
termes d’une série :

Eo(z) = 2 F(aim Re(a) > 0, (1.9)
0o ij
E,p(x) = %m, Re(a) > 0,Re(B) >0, z€C. (1.10)

13
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De la définition (1.10) résulte que :
1
Eop(t) = = +xEy 045(7).

En effet, par définition on a,

Eop(z) = Zm-

1 > k

= IO T ATk @< 3)

k=0

1
BN 2By oy (). (1.11)

La fonction de Mittag-Lefller se réduit a des fonctions simples, pour des cas parti-
culiers.Ainsi

00 l’k 00 :L’k
E — v I
wle) = L T
0o :L‘k 1 00 k+1 em -1
E = -
12(%) Z < T(k +2) ,; x
) 00 33214 [e%s)
Eyi(z7) = Z (21{:—|—1 = cosh(x)
k:O

1.2.6 Fonction de Green

On appelle fonction de Green, une solution élémentaire ou fondamentale d’une
équation différentielle linéaire a coefficients constants, ou d’une équation aux dérivées
partielles linéaire a coefficients constants.

Soit x = (#1,...,%,) un point de R* et D un opérateur différentiel linéaire. On
cherche la solution p(z) de équation aux dérivées partielles linéaire :
De(x) = f(x)

ou f:x — f(x) est une fonction donnée, appelée source de champ ¢(x) inconnu.

14



1.3. TRANSFORMEE DE LAPLACE

Définition 1.8. (Distribution de Dirac)
On note J la distribution de Dirac, la distribution vérifie la propriété fondamentale
pour toute fonction = — ¢(x) lisse, (d, @) = ¢(0).

On appelle fonction de Green toute solution G de I’équation aux dérivées par-
tielles linéaire :

DG = .

Il existe en général plusieurs fonctions de Green associé a la méme équation. Ces
fonctions différent entre elles par leurs conditions aux limites. C’est pourquoi il est
tres important de spécifier deux choses pour définir de fagon unique une fonction de
Green précise :

— L’équation aux dérivées partielles linéaire ;

— Les conditions aux limites.

1.3 Transformée de Laplace

Définition 1.9. La transformée de Laplace d’une fonction f de la variable réelle
t € R, est définie par :

Lf(s) = /OOO e~ f(t)dt, s€C, (1.12)

e~ 5 est appelée le noyau de transformée de laplace Lf.

Remarque 1.3. La transformée de Laplace d’une fonction existe si l'intégrale (1.12)
est convergent.Cest le cas, il existe des constantes M, a et to tels que | f(t)] < Me™,
pourt > tg.
La transformée de Laplace existe donc pour Re(s) > a. f est appelée la transformée
de Laplace inverse :
1 c+1i00

LYLf)(s) = 507 | e’ Lf(s)ds, ¢> a. (1.13)
Proposition 1.2. La transformée de Laplace est linéaire i.e( si fi, fo sont inté-
grables pour Re(s) > a et Re(s)>b, avec a,b sont des ordres exponentielles des fonc-
tions f1, fa respectivement, alors

ﬁ(clfl + czfQ)(s) =1 Lf1(s) + c2Lfa(s) pour Re(s) > max{a,b}. (1.14)
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1.3. TRANSFORMEE DE LAPLACE

Démonstration.

£(lel + 02f2)(5) = /OO (crfr + cafo)(t)e™"dt

0

= /OO (C1f1 (e " + C2f2(t)€_8t)dt

0
= [Tanwe it [T epmeta
= ¢ /0 - fi(t)e "t dt + co /0 h fa(t)e "dt
= 1 Lfi(s) + c2Lfs(s).
O

Proposition 1.3. La transformée de laplace de la dérivée d’ordre n € N* de la
fonction f est donnée par :

L)) = S"Lf(s) Zs"“f 0*) (1.15)
= SLIs) 3 S0

Définition 1.10. Soient f , g deux fonctions intégrables sur R, le produit de convo-
lution de laplace de f et g, notée f * g, est une fonction = — (f * g)(z) définie par
I'intégrale suivant :

(f*g)(z / [z —1t)g (1.16)

Proposition 1.4. Si les transformées de Laplace de f et g existent alors la trans-
formée de Laplace du produit de convolution vérifie :

L(F * 9)(s) = Lf()Lg(s). (1.17)
Exemple 1.1. 1. Si f(f) =1 pour ¢t > 0, alors :

> —st _l
LF(1)(s) = /O et = — (1.18)
2. Si f(t) = e™, ol a est une constante, alors :
LUF0)(5) = £(e)(s) [~ e ar = S_la (1.19)

16



1.3. TRANSFORMEE DE LAPLACE

3. Si f(t) =t", ou n est un entier positif alors

n!

L{E)(s) = = (1.20)

En effet, pour n =1 :

L) = [ P te ot — 512

Pour n =2:
00 2 2
2 _ 2 —st _ _ =
L(#2)(s) _/0 el = o = =
Pour n =3 :
00 2x3 3
3 _ 3 —st _ —
£(t)(s)—/0 fetat =~ = =
Pour n un entier positif, alors :
N % g, (n=1!'xn  nl
L(t")(s) _/0 t"e % dt = prEs) =

4. Si f(t) = sinat, a est un constant réel, alors

ﬁ(sin at) (S) _ AOO sin ate—stdt _ 21 /OOO (e—t(s—ia) . e—t(s—i-ia))dt

i
B 1{ 1 1 }_ a
 2ils—ida  s+ial s2+a?

De méme pour f(t) = cosat :

S

52 +a?’

E( cos at) (s) =

17



Chapitre 2

Dérivées et Intégrales
fractionnaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions de dérivées fractionnaires.
Elles ne sont pas toutes équivalentes. Nous présentons dans cette partie les défini-
tions de Riemann-Liouville, Caputo ainsi que Grunwald-letnikov . Elles sont les plus
utilisées.

2.1 Dérivée au sens de Riemann-Liouville

Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous com-
mencons la définition de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

2.1.1 Intégrale fractionnaire au sens Riemann-Liouville

Définition 2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction définie continue sur [a,b]. On
appelle intégrale fractionnaire (a droite) de Riemann-Liouville de f la fonction :

(12.0)@) = 5 [ =0 0 (2.1)

ou I'(«r) désigne la fonction Gamma, et o € C avec Re(a) > 0 ou a € R, .
On note Iy, par Iy intégrale fractionnaire (a droite) de Riemann-Liouville .

Exemple 2.1. Soit f(z) = (z — a)® avec ¢ > —1, alors

I'(c+1)

Mater D@7 9T 2

I3 () =

18



2.1. DERIVEE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

En effet

() = F(la) [ =i oy

Utilisons le changement de variable :

t—a=s(r—a), 0<s<l1 , (2.3)
dt = (x — a)ds
donc :
I f(x) = 1 /1 (x—a—s(x—a)* s(x —a))(x —a)ds
“  T(a) Jo
1 1
) (z — a)a+c/0 (1 —5)*'sds
1
. _ a-+c
= T (x —a)*“B(a,c+ 1)
1 I'(a)l(c+1)
— _ a+tc
F(a)(x 2 Fa+c+1)
o F<C+ 1) a+c
B F(Oz—i-c—i-l)(glj a)™".
1. Cas particulier ou o« = 1. D’apres les propriétés de la fonction Gamma on
obtient,
['(c+1)
[1 — c _ ___ N 77 _ 1+c
F<C+ ]') 1+c
Cr )i+ @Y
o 1 1+c
= erpETYT

2. Cas particulier ou ¢ = 0. On a dans ce cas

(Ig1)(e) = o

m(x —a)®, (I?1)(z) = 1 lorsque « — 0.

3. Cas particulier ot a = 0, on a :

L(c+1) ke

Ic?f(x):m

19



2.1. DERIVEE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

Remarque 2.1. Poura=n € N :

1) = g [ - (2.4)
= o @ (25)

Proposition 2.1. Si f est intégrable (ie f € L'([a,b]) ) et I®f ewiste, alors I f
e L([a,b]).

Démonstration. En introduisant la définition et le théoreme de Fubini, on obtient :

[len@is < ms [ [ @il

< @ /a (D) /t (x — ) dudt

e AICIR

s [ ol

['(a+1)

Puisque f € L'([a,b]), la derni¢re quantité est finie, ce qui établit le résultat désiré.
O

Proposition 2.2. Soient a,f € C tels que Re(a) > 0,Re(B) > 0, pour toute
fonction f € L*([a,b]), on a :

IHIL f() = 25 f(2) = 159 f () (2.6)
pour presque tout x € |a,b] .

Démonstration. Supposons d’abord que f € L'([a,b]), on a :
1 T
a8 _ _Ja—l)78
LN = gy [ = UGS
1 1

_ ww)/j (z — 5)! U (s—t)ﬁlf(t)dt}ds.

En vertu de la proposition 2.1, les intégrales figurant dans 1'égalité précédente
existent pour presque tout x € [a, b]. Le théoréme de Fubini permet donc d’écrire :

BN = w0 @ e -0 asar

20



2.1. DERIVEE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

En effectuant le changement de variable

s=t+(z—-t)y (O<y<),

on obtient
RN = Facg L O =07 [ 0=y g
C1 1 pT@EB) e
= Tk Targt 00
1 x a1
= T G0
]

[]

Lemme 2.1. Soit « > 0, n = [a] + 1 et f € L*(0,b) pour tout b > 0. Alors la

transformée de Laplace de l'intégral fractionnaire de R-L est donnée par :

L(IGf)(s) = s Lf(s),

( [.] dénote la partie entier d’un nombre réel).

(2.7)

Démonstration. On peut écrire [ f comme une convolution de deux fonctions x —

o(z) = Fja) et f

1§f@) = g [ @= 0 f@ydt = (g% ) (@)

D’apres la proposition 1.2, on a

C(Igr@))(s) = L(5— * f(1)(s)

D’apres (1.20), on a :



2.1. DERIVEE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

et donc :

L(Igf(x))(s) = (o) E(f(ﬂ)(s)
= s°Lf(s).

2.1.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.2. Soit o €]n — 1, n[, n € N*. On appelle dérivée d’ordre a au sens de
Riemann-Liouville & droite de la fonction f définie sur [a,b], la fonction définie par :

Difa) = D3f@) = () (o)) 23
_ F(nl—oz)<c;;)n / (x— 0" f(d. (2.9)

Ou (n=[a]+ 1,2 € [a,b]) .
On note Dy, par Dy dérivée fractionnaire (a droite) de Riemann-Liouville .

Remarque 2.2. Poura=n € N :
Dy f(x) = (), (2.10)

ou M désigne la dérivée usuelle d’ordre n de f.
Si0<a<l,alors :

Do () — r(11—a)ddx [ =0 s (2.11)

Exemple 2.2. Soit f(z) = (z — a)?, = € [a,b], avec 8 > —1 . Par définition :

D f(x) = DI f(x) = (d) [f"-%x—a)ﬁ

dx
B (i) lrm i(g - (1)4>+ -
M(gg —a) (2.12)
En posant § = 0 dans 1'égalité (2.12) devient :
D1 = m(w —a)™.

Ce ci montre que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle.
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2.1. DERIVEE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

Exemple 2.3. Nous avons les relations suivantes :

1 1
D1=1, D'1=x—a, Dil= .x € [a,b].

(x — a)

Proposition 2.3. Soit f(x) = 2” pour x > 0, et soit « > 0 3 > —1. Alors
DexP =ce RY si et seulement si o = 3.

Démonstration. Soit x > 0. Alors :

Daxﬁ:c@mxﬁ—a:

& gfe F(Q;i;;l) -0
ﬁ(ﬂ—a)lnxzmw
& pour (B —a) =0, W(z:l

S (B=a) et c=T(B+1).

O

Proposition 2.4. Soit a > 0 et n = [a] + 1. Alors pour tout entier m > « on a :
D3 f(x) = DRI f(z). (2.13)

Démonstration. Comme m > n, on a :

DM f(x) = DtD™TIMTMINTYf(x)

DI f(x)
= D f(z),

car D™ = Id. [
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2.1. DERIVEE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

Lemme 2.2. Soient a > 0 et f € L'([a,b]), alors I’égalité :
D15 f(z) = f(x) (2.14)
est vraie pour presque tout x € [a,b).

Démonstration. En utilisant la définition 2.2, on a :
D22 f(x) = DI IS f(x) = D I2f(x) = f(x). (2.15)
O

Proposition 2.5. Soient f et g deuz fonctions dont les dérivées fractionnaires de
R-L existent, pour c¢; et co € R, alors : D% (c1f + cag) existe, et on a :

De(erf + eag)(x) = DS () + 2 D3 g (). (2.16)

Démonstration. Par définition de dérivée fractionnaire au sens de R-L, on a :

Dalef +eg)lz) = F(nl—a)(dilv)n /j (x = )" Yoo f + cag)(t)dt
- F(nl—oz)(ddx)n / (x = )" er f(t) + cag(t))dt

= L (Y @t + [ @ — o)t
I'(n—a) \dz a o
)" [ =t e

_ . ;(i
'T(n— ) \dzx
+C2F(n1— ) <ch>n /; (x — )" tg(t))dt
= aDgf(z) + eDgg(x).
O

Propositions 2.1. Soient o, >0 etn—1<a<n,etm—1<p <m tels que
n,m € N*. Alors :

1. Sia> B3>0, alors pour f € L'([a,b]) l’égalité :
DI(Igf)(x) = 1377 f(x), (2.17)

est presque partout sur [a, b].

24



2.1. DERIVEE AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE

2. Sl existe une fonction ¢ € L'([a,b]) telle que f = I%p alors :
13 Dg f(x) = f(x) (2.18)

pour presque tout x € [a, b].

3. Pour a > 0,k € N*. Si les dérivées fractionnaires D f et D¥tf existent,
alors :

Dgy(Dg f(x)) = D3 f(=). (2.19)
4. SiB>a>0 etla dérivée fractionnaire DP~f existe, alors :
D(I5 f)(w) = D" f(x). (2.20)
Démonstration. Pour o > 8 > 0, alors n > m, on a :
1. en utilisant la définition 2.2, et la relation (2.6), on obtient :

DI(I3f)(x) = D"I7(I5f)(x)
= D(I;T P f)(x)
= D'I(I777 f)(@)
= 177 f(x),
presque pour tout = € [a, b].
2. Par la relation (2.14), on obtient :

I Dg f(x) = I3 (DgIgp(x) = I5e(x) = f(x).

Da[Dgf(x)] = DgD"I3~"f(z)
— Dka—l-nlan—a—l-k—kf(x)
— Dg+n[;+k7(a+k)f(x>
= D™ f(x),

d’ou le résultat.
4. On a

D3 f) (@) = Dy (13 f) () = Dy~ f(a) = DI f(x),

existe pour tout 1t — 1 < f—a<ieti<n,ieN*.
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[
Théoreme 2.1. Si f € L'([0,0]), b > 0, la transformée de Laplace de la dérivée
fractionnaire au sens de R-L de f est :

n—1

LD f)(s) = s*(Lf)(s) = > " [D 1 f (1)) (2.21)

k=0

avecn —1 < a <n.

Démonstration. Par la définition 2.2, on trouve :
L(DG[)(s) = LD~ f)(s),

d’apres la proposition 1.2, on obtient :

n—1

L(DGf)(s) = s"L(Ig~f)(s) = > s "D f(t)]eo,

k=0

et d’apres le lemme 2.1, on a :

= L)) — 3 DR F (1]

k=0
O
Remarque 2.3. (Dérivée de fonctions exponentielles) La dérivée d’ordre n € N,

d’une fonction exponentielle e®® ot b est une constante, est donnée par l’expression
sutvante :

( d )nebx = b"el.

dzx
Liouville a étendu cette définition pour inclure les dérivées d’ordre arbitraire o :
Db = poebe, (2.22)

On peut utilisé le développement en série entier pour trouver toutes les fonctions
exponentielles :

fla) = i e, (2.23)
n=0

avec Re(b,) >0 et ¢, € R,
d’ot

Dg(Z cneb"“’) = Z cpb®e® Y a e C.
n=0

n=0
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Remarque 2.4. (Dérivée de fonctions trigonométriques) :
Dg (eibx) — (ib)aeibz
= | cos (ozz) + i sin (ag) (cos(bx) + isin(bx))b*
2 2
N s . s
= b lcos (bx + a§> + 2 sin (bx + a2)] )

D’ou l'on déduit les identités suivantes :
a _ g« Ty.
D% cos(bx) = b%cos (baz + 2),
[y — (O] z
DZsin(bx) = b%sin (bx + 5 )

2.2 Dérivée fractionnaire de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ait un réle
important dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs dont
Caputo (1967-1969) ont soulevé la question de la révision de cette définition, car les
problemes posés en visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent
des conditions initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques, ce
qui n’est pas le cas dans la modélisation par ’approche de Riemann-Liouville qui
exige la connaissance des conditions initiales des dérivées fractionnaires.

Définition 2.3. Soit a € R et f € C™([a,b]). On appelle dérivée de f au sens de
Caputo a droite la fonction définie par :

‘D f(z) = D f(z) = ]g;a "(z) = F(nl—oz) /; (x — t)”—a—lf(”)(t)d(2.24)

On note °D%, par DS dérivée fractionnaire (a droite) au sens de Caputo.

Remarque 2.5. Par définitions la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
a €|n—1,n[ s’obtient par une application de I7~* suivie par une dérivation classique

d’ordre n, c’est-a-dire (j‘i)n]a”*“ .
Alors que la dérivée fractionnaire de Caputo est le résultat de la permutation de ces
deuz opérations, c’est-a-dire, (I”_a(d)n> .

a dx
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2.2. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO

Exemple 2.4. Soit f(z) = (v — a)” avec v > 0, pour (0 < a < 1) et utilisant le
changement de variable (2.3) on a :

Df(e) = I (@) = 41 (x — )~
_ mV_a)/a (& — 1)t — )" dt

’Y 1
= ——(z— a)’aﬂ/ sTH1 — 8)"%ds
0

I'l—a)
ry —oa+y
= m(x—a) B(y,1-a)
c o F(7+ 1) —a+y
D3 f(x) m(f—a) .

Remarque 2.6. Nous avons :
“Dy(r—a) =Di(x—a)’,f¢N
mazis st,
BeN,B<n,ona Dz —a)’=
et Dz —a) 0,
oun=I[a]+1.

Le théoréme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoréme 2.2. Soient a > 0, n = [a] + 1, si f posséde (n — 1) dérivées, et si DS f
existe, alors :

=1 £()(,
D3f(a) = D3 (1) - 2 T e - o). (229

k

Pour presque tout x € [a,b].
Démonstration. D’apres la définition 2.2 de la dérivée de R-L, on a :

o2 (1w - £ 5w ar) = o0 - £ 50 )

k=0 k! k=0

n (g — q)r—a1 n—1 (k)a
_ d /G(F( ) (f(t)—zf ()(t_a)k>’

dx™
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2.2. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO

en utilisant 'intégration par partie on obtient :

=1 £,
e (0 - S e - o)

= Kk

n—a—1 n—1 f(k

_ /j % <f(t) = ;!(a) (t— a)kdt>

~

t=x

-~ o

S

o m_laﬂ) Kf (t)_k f“;(a) (t—a)k> (a:—t)"‘“]to

=0

@ n=1 £ (g
+I‘(n—1a—i—1)/ (z =)™ [Df(t) - Dk;) f k!( )(t—a)k] dt,

ou

1 g - s 0 - ap| = D 1) -

de la méme facon pour n - fois alors :

n=1 £(®)(, =l f® (g
e [f(x) — Z_%) / k!( )(1’ — a)k] = Iyetrpr lf(x) - -~ ! k!( )@ - a)k]
n—1 r(k) a
— [rrepr [f(x)— Of kf )@_G)k}’

()
o (r — a)* est un polynome de dégré (n - 1), alors :

mais
k=0

1 £,
e - £ 50 - ap| = o)

donc

=1 £,
Dz [0 - £ 50— 0] = D)

= 1D ()
= “D; f(z),

pour presque tout x € [a,b] .
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Corollaire 2.1. Soient a« > 0 et n = [a] + 1, si DS f et DY f existent, on suppose
que D¥f(a) = 0 pour tout k € {0,1...,n— 1}, alors :

‘Df =D (2.26)
Démonstration. En effet :
nol )
9D§f=:Dz(f@0—-§2
k=0

: a><x—a>k),

comme D*f(a) =0 pour tout k € {0,1...,n — 1}, alors :

D2 f = DSf.

Lemme 2.3. Soit a > 0, alors
I*(°D*h(t)) = h(t) + co + ert + cat® + ... + ey t™ 1,
pourc; € R, 1=0,1,2,...n—1, n=[o] + 1.
Démonstration. On a par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo :
°Dh(t) = I""*h™(¢),

on applique 'opérateur de 'intégral fractionnaire au sens de R-L aux deux membres
de I’égalité, on obtient :

[*(°D°h(t)) = I*(I""“h™(t),

— I"D"h(t),

= h(t) _éf(n t_n_jij o im (jt) "="h(t)
= 00X () )
— h(t) _ér(n t_”_jl 5 0)
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2.2. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO

Par le changement de variable k = n - j, on obtient :

n—1 1 (k) (N 4k
reptn) = ni - 3 O

k=0

n—1 C;Ctk
k!
n—1 thk

kL

k=0

Théoréme 2.3. Si f € C([a,b]) et sia >0, (n—1<a<n), alors :
‘DG f(x) = f(x). (2.27)

Démonstration. Soit g = I f et par le corollaire précédent D*f(a) = 0 pour tout
ke {0,1...,n— 1}, et d’apres 1'égalité (2.14), on a :

‘DI f(x) = “Dgg(x) = Dig(x) = DI f(x) = f(x).
[l

Proposition 2.6. Soient f, et fo deux fonctions définies sur [a,b], telles que DS f
et °D fy existent presque partout. Soient c; et co € R. Alors,*D%(cy1 f1 + cofs) existe
presque partout sur |a,b], et on a :

‘Dy(cifi + cafa)(w) = S DG fi(x) + 5Dy fo(z). (2.28)

Démonstration. On a, par définition de la dérivée au sens de Caputo :

DOer fi + eofo)@) = /ax(:v—t)"_o‘_l(clfl+02f2)(n)(t)dt

(n—a)
— ! /: (x — )" e fi + cafo) ™ (t)dt

(n—a)

- = ! ol "= pmele (I (1)t
|

(n—a)
1

(n—a)

| =t 0w
PR RO
1

ey A
= D fi(x) + &DS fox).

_= Cl

+cCo
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]

Théoréme 2.4. Si f € C([0,b]), pour tout b > 0, alors, la transformée de Laplace
de la dérivée fractionnaire de Caputo de f est donnée par :

LEDIN(E) = LB — 3 510 0. (2.29)
k=0
Démonstration. Pour n — 1 <a <n,n &€ N* x>0 alors :
Dy f(x) = Ig = f™ ().
Donc d’apres (2.7)
£( <Dgf(@))(s) = L(IF (@) (s) = 57 (L) (s)
et d’apres (1.15) :

L( <D§f(x))(s) = s"LF(t) — Tpzh s>+ FB(0%).
]

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-
Letnikov

2.3.1 Intégrale fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov

Définition 2.4. Soit a > 0 et f une fonction continue, I'intégrale factionnaire de
G-L est définie par :

1) = i h S () e~ k) = o [ e (230

—0 = Ia).

ou (a):a(a—l)...(a_k+1)

k k!

Si la dérivée f' est continue sur [a, b], alors 'intégration par partie donne :

« _ f(a) « 1 v a—1 p/
L) = g 0 W/ (x— ) f(t)dt. (2.31)
Si la fonction f est de classe C™™!, nous obtenons :
n (k) 1 x
) = 3 e = 0 e - 0T e

32
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2.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation
entiere d’'une fonction a des ordres de dérivée arbitraire.

Définition 2.5. Soit a > 0, et f une fonction continue sur I'intervalle [a, ] € R, la
dérivée fractionnaire au sens Griinwald-Letnikov (G-L) est définie par :

D) = Jim h Y1) e~ k) 2.3
Y@ -

I'(k—a+1) I'(n—a) /; (z — )" (t)dt(2.34)

Les coeflicients binomiaux sont définis comme

<Z>:a(a—1)...(a—k+1): ol ()

k! K(a—Fk)! TE+DIN(a—k+1)

La formule (2.34) est obtenue sous I’hypothése que les dérivées f*) sont continues
sur I'intervalle fermé [a, b] et que n un nombre entier vérifiant la condition n > a—1,
la plus petite valeur pour n est déterminée par 'inégalité n < a <n+1 .

Exemple 2.5. La dérivée de f(x) = (x — a)® au sens de Grinwald-Letnikov.
Soit 8 non entier et 0 <n —1< f <navecaw >n — 1 alors on a :

f®@)y=0 pour k=0,1,...,n—1, (2.35)
et
(n) F(O[ + ]') — g
ft) = F(a—n+1)<t ) (2.36)
d’ont
['(a+1)
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2.3. DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE GRUNWALD-LETNIKOV

En faisant le changement de variable ¢t = a + s(x — a) on trouve :

L o F(a + 1) v n—BG—1 a—n
“LDB(x —a)* = T(n—ﬁ)f‘(a—n+1)/(z (x — )" Pt — a)* "dt
= Lla+1) —a)*” Y- s)TPTlgaTn
= T Aa-ntn" )BA(l " a

_ Na+UBW—@a—”+”@—aW”
T(n—B)(a—n+1)

Fa+1DI'(n—)a—n+1)

= x—a) P
B nn—mna—n+nma—6+n( )
B [a+1) (x — )a_ﬁ

T Tla—grn Y

Exemple 2.6. Si 0 < § < 1, la dérivée fractionnaire d’'une fonction constante au
sens de Griinwald-Letnikov est donnée par :

C

“Da(0) = T(l-a)

(x —a)™ .
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Chapitre 3

Probleme de Cauchy et problemes
aux limites pour des équations
différentielles d’ordre fractionnaire

Dans ce chapitre, on définit quelques problemes aux limites et de Cauchy, pour
des équations différentielles d’ordre fractionnaire .

3.1 Probleme de Cauchy pour des équations dif-
férentielles d’ordre fractionnaire

Dans cette section on aborde la question d’existence et d’unicité des solutions
du probleme de Cauchy pour I’équation différentielle fractionnaire :

(P) - { Dy(t) = f(t,y(t)), pourtout te J=[0,T,0<a<]l (3.1)

y(0) = wo yo € R
Ou °D® est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, a=0,et f: J xR — R
est une fonction continue. y(0) = yo est la condition initiale, et T > 0 est un réel

strictement positif.
Les résultats de cette section a préciser des travaux de A.Aghajani et al.[1].

3.1.1 Résultat d’existence

Dans cette sous section, on donne les conditions de 'existence et de l'unicité
de la solution du probleme (P;) dans l'espace C,([0,77]). Les espaces C,([0,77]) et
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3.1. PROBLEME DE CAUCHY POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE
FRACTIONNAIRE

C2([0,T7) sont définis comme suit, ot 0 < a < let (0 <y < )

CL([0,T) = {f:[0,T] — R, ©(t) = () f(t) € C([0,T)}. (3.2)
On pose
1flle, = I1¥lls
C3(0. 1) = {f € C([0.7)): *D§f € ([0, T])}. (3:3)

L’approche est basée sur la résolution du probléme considéré en une équation inté-
grale de Volterra

y(t) = yo + 1%K@—$W7@w@MSOStST (3.4)

N
Lemme 3.1. Soit a € R (0 < a < 1), et fio(t) = I, *f(t). Si f € C,([0,T)]) et
fi—a € CL([0,TY), alors

. fl—a(t>

oy T telT) (3.5)

(I“Dg f)(t) = f(t)

Lemme 3.2. Siy e R (0 <y < 1), alors lopérateur d’intégration I§ (avec o € R)
est borné dans C,([0,T7)

r-
15 glle, <T° ( W)V)HQHCW pour g € C([0,T]). (3.6)

'l+ao-—
L’équivalence entre le probleme (Py) et I’équation intégrale (3.4) est donnée par
le lemme suivant .

Lemme 3.3. Soit 0 < o < 1 et soit h : [0,T] — R une fonction continue. Une
fonction y est solution de l’équation intégrale fractionnaire

1

o / "t — 5)*h(s)ds, (3.7)

si et seulement si y est la solution du probléme a valeur initiale pour [’équation
différentielle fractionnaire

y(t) =yo +

D(t) = h(t), te[0,T], (3.8)

y(0) =vo, Yo €R. (3.9)
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3.1. PROBLEME DE CAUCHY POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE
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Démonstration. Soit y une solution de I'équation intégrale (3.7).
On commence par la vérification de la condition initiale. On a d’apres (3.7)

19(6) — o] = ]F(la) [ = srnisyas]

Donc,
o) =wl < g 1= o ()l
< /| $)[* sup [h(s)|ds
s€[0,T]

< g 1= 9 ks

S ||h||00/ | |a ldS
1]|A]|oo

< Ul ya
a ()

On prend la limite quand t — 0, et on obtient :

y(0) = yo.

Donc (3.7) vérifie la condition initiale (3.9). Il reste & montrer qu’elle vérifie I’équa-
tion (3.8). On a,

t
v =y = g [ (=) h(s)ds
= Igh(t).
En appliquant 'opérateur D aux deux membres de 1’égalité, on obtient :

D (y(s) — o) (t) = h(t).

De plus, d’apres le théoreme 2.2, on a :
DG (y(s) —yo)(t) = “Dgy(t).
Par suite

°DY(t) = h(t),t €[0,T].

37
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Réciproquement, on a :

(& (0% d [0
Dy(t) = — I~ "[y(s) — yol(2).
dt’
Comme h est continue, il s’ensuit que “D%y est continue, et par suite I'™[y(s) — yo|
est continue. En appliquant 'opérateur I§ aux deux membres de ’égalité précédente,
on obtient :

afc o _ ta_l -«
I (“Dgy(t)) = y(t) —yo — m—fo [y(s) — y(0)](2).
D’autre part, on a :
1) — O] < RISV g,
||y yO“OO | |1—a
(1-—a)'(1—a)

et par suite,

lim |157*[y(s) — y(0)](t)] = 0.

t—0

Par conséquent
I (“Dgy(t)) = y(t) — vo.

Ona h € C([0,T],R) = C([0,T]) , et par conséquent [{h est continu. Appliquons
I§ aux deux membres de (3.8)

15(Dgy(t) = Ih(t). (3.10)
D’apres le calcul précédent, on obtient

1 t
t) = I%h(t) = —/ t—8)* 'h(s)d <t <T:
y( ) yO + 0 ( ) yU + F(Oz) 0 ( S) (S) 87 O = = )

c’est a dire y € C([0,T) est la solution de I'équation intégrale (3.7).
[

Lemme 3.4. Soit J = [0,T], 0 < c < T, g € C([0,c]) et g € C([e,T]) alors
g € C([0,T]) et

lgllcqory < sup [lglleqoey lglloem)] (3.11)
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3.1. PROBLEME DE CAUCHY POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE
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Maintenant, on va établir I'existence et I'unicité de la solution pour le probleme
de Cauchy (P;) dans l'espace C,([0,77]) sous les hypotheses du lemme 3.3 et une
condition de Lipschitz.

Théoreme 3.1. Soit 0 < a < 1, et 0 < v < a. Soit J; un ouvert de R, et
f:00,T] x J; — R, une fonction telle que, pour chaque y € Jy, f(.,y) € C,([0,T7])
et vérifie la condition de Lipschitz suivante :

(H1) 1l existe une constante A > 0 telle que :

|f(t7y1) - f(tay2)| < Alyl - y2|7 pour tous t € [OvT]a et tout Y1,Y2 € Jl'

Alors il existe une solution unique y du probléme de Cauchy (Pi) dans [’espace

Cy((0,T7)

Démonstration. On montre le résultat en premier temps sur une partie de l'inter-
valle [0,T], I'équation intégrale (3.7) a un sens sur chaque intervalle [0,t;] C [0, 7.

Choisissons t; tel que 'inégalité,
L (3.12)
I'a+1) '

soit vérifiée. On montre 1'existence d’une solution unique y € C([0,t;]) pour I’équa-
tion intégrale de Volterra (3.7) sur [0,¢;]. Pour cela on utilise le théoréme du point
fixe de Banach pour l'espace C([0,T]) qui est un espace métrique complet avec la
distance donnée par

d(y1,92) = Iy — ya2llcion) = sup |yi(t) — ya(t)]-
te[0,t1]

On réécrit I’équation intégrale (3.7) sous la forme suivante :
y(t) = (Ty) (),

ou

(Ty)(t) = yo + F(la) /Ot (t — ) f(s,y(s))ds.

Pour appliquer le théoreme de Banach, il faut montrer :
1. Siy e C([0,t4]) alors (Ty) € C([0,t1]).
2. Pour chaque y1,y2 € C([0,1])

ITy1 — Tyalloo < wlly1 — y2lloo, avec (0 <w < 1). (3.13)
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Comme f(.,y) € C([0,]) alors, tenant compte du lemme 3.2, on a
< i
w Tla+1)

alors (T'y) € C([0,t1]). Montrons maintenant (3.13).
Et en vertu de (3.7), du lemme 3.2, et utilisant la condition de Lipschitz (H1) de ce
théoreme, donc On obtient

H = 8)" f (s y(s)ds 1 (8, y(0) [l (3.14)

70~ Tunlle = 7 [ (£ = Flo.m(a) ¢ = 5]
ta

< — | f(t — J(t 1)) loo
< )~ fle ()]
At§

< = t) — y2(?) |0

< I = ol
s : Aty -
a l'aide du (3.12), on obtient (3.13), avec w = Tla+1) < 1, et alors par le théoréme

a

du point fixe de Banach, il existe une solution unique y* € C([0,;]) de I'équation
intégrale (3.4) sur [0,¢;]. Par le théoreme de Banach, la solution y* est une limite
de la suite convergente (T,yo) :

i ([T~ v e = 0. (3.15)
on prend

yS = Yo.

Tenant compte de I'équation intégrale (3.7), la suite (7,,y5) est définie par la formule
de récurrence :

(Toyg)(£) = / (t = )™ f(s, (Tory)(s))ds, n=1,2....

( )

Si on note, y,(t) = (Ty5)(t) alors la relation précédente prend la forme suivante :

1

g €= s, men,

yn(t) = Yo +
et (3.15) devient

lim ||y, — y|leo = 0. (3.16)

n—+00
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Apres, on considere Uintervalle [t1, ts], ot ty =t + hy et hy > 0, avec to < T.
Réécrivons I'équation intégrale (3.4) sous la forme

) = gy [ =9 (o) 0+ s [ (= 9 (s ds (317
nous obtenons
) =, + g | (0= 97 s p(s))ds. (3.13)
1 b -
W =10+ gy fy (69 s yl))ds. (3.19)

Par une technique similaire pour avoir l'existence et l'unicité de la solution sur
[0,%1], on peut déduire qu’il existe une solution unique yj € C([t1, t2]) de I'équation
intégrale (3.4) sur l'intervalle [t1,?3]. On prend l'intervalle suivant [to,3], ou t3 =
to + hy et hy > 0, avec t3 < T'. En répétant ce processus, on trouve qu’il existe une
solution unique y de I’équation (3.4), telle que

y(t) = yi(?)
et
yr € C([tk—1,tx]), (k=1,...,L) (3.20)

0i10=t0<t1<...<tL:T.

Par le lemme 3.4, il s’ensuit qu'il existe une solution unique y € C([0,7]) sur l'in-
tervalle [0,T] tout entier. Par conséquent, il existe une solution unique y = y* €
C([0,T]) de 'équation intégrale de Volterra (3.4) et alors du probleme de Cauchy
().

Pour compléter la démonstration, il reste & montrer que cette solution y € C([0, 7]
appartient a I'espace CS([0, T1). Par définition, il faut montrer que Dy € C, ([0, T
D’apres ce qui précede y € C([0,7]) est une limite de la suite (y,)n = (Tnhyg)n C
c([o,17)

),
)

lim |y, — yll = 0. (3.21)

n—+00
En utilisant ensuite (3.1) et la condition de Lipschitz, on trouve
1°D%n = Dyl 17t yn (@) = £y (@) lley oy

Allyn = ylle, 0
AT [yn — ylloo

Allyn =yl

VAN VAN VAN VAN
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de plus (3.21) permet d’obtenir

lim ||°D%, —¢ D%yl = 0,

n——+o00

alors D%y € C,([0,T]), et donc, y € C$([0,77). Ce qui acheve la démonstration. [
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FRACTIONNAIRE

3.2 Problemes aux limites pour des équations dif-
férentielles d’ordre fractionnaire
Dans cette section, on va étudier I'existence et 'unicité de la solution d’un pro-

bléeme aux limites du premier ordre, pour des équations différentielles d’ordre frac-
tionnaire,

(P) { °Dy(t) = f(t,y(t)), pourtout teJ=[0,T],0<a<l (3.22)

ay(0) +by(T) = 1.

Ou “D* est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0,7] x R — R, une
fonction continue, a, b, ¢; sont des constantes réelles avec a+b # 0. Pour ce probleme

on énonce le théoreme d’existence et I'unicité, qui est basé sur le théoreme de point
fixe de Banach.

Ce résultat est du a Benchohra et Al [3].

3.2.1 Existence des solutions
On commence par la définition d’une solution du probléme (P).

Définition 3.1. Une fonction y € C*([0,T1]) est dite solution du probléeme (P) si y
satisfaite 1’équation

“Dy(L) = f(ty(t) sur 7,
et la condition aux bords suivante :
ay(0) +by(T') = c.
Pour l'existence de la solution du probléme (P,), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.5. Soit 0 < o < 1 et soit h : [0,7] — R une fonction continue. Une
fonction y est une solution de ’équation intégrale fractionnaire :

1

y(t) = F(a)/ot (t — ) h(s)ds — a—li—bll“(boz) @ sy his)s — |, (323)

st et seulement si y est la solution du probléeme aux limites pour l’équation différen-
tielle fractionnaire suivante :

“D*y(t) = h(t),t €10,T] (3.24)
ay(0) + by(T) = ¢ : (3.25)

43
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Démonstration. D’apres le lemme 3.3, On a :

y(t) =yo + F(la) /Ot (t — 5)* th(s)ds.

Il reste a vérifier les conditions aux limites, on a :

y(T) = yo + F(la) /OT (T — 5)* 'h(s)ds.
Mais :
ay(0) + by(T) = c,
par suite :

b T
ay(0) + by(0) + 7/ (T — 5)* 'h(s)ds = ¢ avec a+b#0,
0

c’est a dire :

]

On va donner un résultat concernant 'unicité de la solution du probleme (P),
en utilisant le théoreme de point fixe de Banach .

Théoréme 3.2. Supposons que :
(H1) Il existe une constante k > 0 telle que :

|f(t,ur) — f(t,uz)| < kluy — usl, pour tout t € J, et tout wuy,us € R.

Si :

e (14 2

|a+b]
['(a+1)

<1, (3.26)

alors, le probléme (Py) admet une solution unique sur [0,T] .
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Démonstration. On va transformer le probleme (/%) en un probleme de point fixe.
Considérons 'opérateur :

F:C([0,T]) — C([0,T)),
défini par :

PN = oy [ 0= 9 s = s [0 = s ateas -

I'(a) Ca+b|T()

Les points fixes de I'opérateur F sont les solutions du probleme(FP,) .

F est bien défini, en effet,

siy € C([0,T1]), alors ,Fy € C([0,T]) .

Pour montrer que F admet un point fixe, il suffit de montrer que F est une contrac-
tion, en effet : si z,y € C([0,T]), pour tout t € J, On a :

1

|F(z)(t) = F(y)(1)] < Ihwé(ﬁ—ﬂwﬂﬂaxﬁﬁ—f@wwnws

ol T
@RI | @ =55, () = Fs.y(s)lds

[z = ylloo /! -1
< k / t—s)*"'d
- F(a) o (t=s) i

blkllz — ylloo [T

Sl T —s)*"1d
* I'(a)la+0b] Jo (T =s) §
kKT 1+ ld
< 9t o -y
et par suite :
kKT 1+ li
la + b|

1F(x) = F(y)]leo < 12 = ylloo

al'(«)

En vertu de (3.26), on peut déduire que F est une contraction, et d’apres le théoreme
de Banach F admet un seul point fixe qui est une solution du probleme (P) . O

Exemple 3.1. Considérons le probleme aux limites fractionnaire suivant :

e P (f) — e”'y(t)| _
D y(t)_(9+et)(1+]y(t)])’ te J=[0,1, 0<a<l, (3.27)
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y(0) +y(1) =0. (3.28)
Posons

ety

f@ﬁﬂ:(9+éX1+xf

(t,z) € J x [0,400).

Soient z,y € [0,+00) et t € J . Alors on a :
o)~ fhy)] = S| T
! LT x|+ 1ty
etz —yl

O+e)(1+2)(1+y)

67t

< — T —
— (9 + et)‘ y"
< eyl
—|z —yl.
= 70 Y
Alors la condition (H1) est vérifiée avec k = — . On doit vérifier que la condition

(3.26) est satisfaite pour des valeurs appropriées de o € (0,1] aveca =b=T = 1.
En effet

3k

3k
P eTa+l)> X =015 3.29
Moty ~ Lot >3 (3:29)

Alors d’apres le Théoreme (3.2) le probleme (3.27)-(3.28) a une seule solution sur
[0,1] pour les valeurs de « satisfaisant (3.29).
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3.3 Problemes aux limites pour des équation dif-
férentielles avec des conditions intégrales

Cette section est consacré a 1’étude de 'existence et 'unicité des solutions du
probleme aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire avec des
conditions intégrales suivant :

cDy(t) = f(t y(t)), pour tout te J=1[0,T],0<a<l1
(Fs) - { —l—u/ s)ds=y(T), peRr*

Ou °D% la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J X R — R est
une fonction donnée vérifiant certaines hypotheses qui seront précisées plus tard, et
i € R*. Le résultat de cette section s’inspirent des travaux de Benchohra et Ouaar
[4].

(3.30)

3.3.1 Existence des solutions
Nous commengons par donner la définition de la solution du probleme (P) .

Définition 3.2. Une fonction y € C([0,T]) est dite une solution de (Ps), si elle
satisfait I’équation du probleme(Ps) sur [0,T], et la condition intégrale.

Pour D'existence de la solution du probléme (P3) nous avons besoin du lemme
suivant.

Lemme 3.6. Soit 0 < a < 1 et soit h € C([0,T]) une fonction donnée. Alors le
probleme auz limites

D(t) = f(t,y(t)), pour tout te€ J=10,T],0 <o <1, (3.31)

0) + /0 L y(s)ds = y(T), peR, (3.32)
admet une seule solution donnée par
y(t) = /0 "Gt s)h(s)ds, (3.33)
ou G(t,s) est la fonction de Green donnée par :

—(T—s8)*+aT(t—s)> 1 (T—s)>—1 .
+ st 0<s<t,
G(t, s) { -

TT(a+1) Tul ()
—(T—s)* s)e—1

(7 , (3.34)
Tra+D) T Tar(@) =
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Démonstration. Par le lemme 2.3, on peut réduire le probleme (3.31)-(3.32) a un
équivalent d’équation intégrale :

y(t) = Igh(t) — co

ot =)t
= /0 Wh(s)ds—co,

pour une constante ¢y € R. On a par une intégration :

/OT y(s)ds = /OT ( /Ot (t;(:j)“ h(r)dr — co> ds
/oT (/t W@) h(r)dr — coT

T(T — 1)~
/0 Wh(T)dT —coT.

En appliquant la condition intégrale (3.32), on trouve :

y(0) = —co (3.35)

T (T —s)* !
T) = [ h(s)ds  co. .
WD) = [ s = (3.30
Il reste a trouver ¢y. On a, d’apres (3.32).

y0) 5t [ yls)ds = o(T), (3:37)

c’est a dire :

—co + ,u/OT y(s)ds = /OT wh(s)ds — ¢o,

()
d’ou
T(T —s)*! (T -1
/0 o) h(s)ds = ) al(a) h(7)dT — copT,
donc
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par conséquent

e bl (- T e s

Par suite, la solution unique de (3.31)-(3.32) est donnée par :

y(t) = /Ot@;@"“h@ds_ ; /OT<—(T—S>Q— +(T_s>a—>h(s) o

(@) () T(a+1)
(=T =s)+aT(t—s)*" (T'—s)*"
=, ( TTat1) Tul(a) )h“)“

(R
-/ "Gt s)h(s)ds.

Ce qui acheve la démonstration O

T
Remarque 3.1. la fonctiont € J — / |G(t, s)|ds est continue sur J, et est donc
0

bornée.
Soit

N T
G:sup{/ |G(t,s)|ds tEJ}.
0

Théoreme 3.3. Supposons que :
(H1) Il existe un k > 0, tel que

|f(t,u) — f(t,v)] < klu—v|, pour tout t € [0,T]et pour chaque wu,v € R.
Si
kG <1, (3.38)

alors, il existe une solution unique pour le probléme auz limites (Ps) .

Démonstration. Considérons 'opérateur N : C([0,7]) — C([0,7]) défini par :

(N)(t) = [ Glt,s) (s, y(s))ds
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CONDITIONS INTEGRALES

Ou G est la fonction de Green donnée par (3.34). D’apres le lemme 3.6 les points
fixes de 'opérateur N sont les solutions du problemes (P;) . On doit montrer que N

est une contraction.

Considérons z,y € C([0,7]) . Alors, pour tout ¢ € [0,7]. On a :

(Nz)(1) = (Ny)()] <
<
<

Donc, on obtient que

[ 16 7, 2(5)) ~ S5, wls)lds,

T
Fllz =yl | [G(85)]as.

IN(z) = N(¥)lloo < Lllz = ylloo,

ou ~
L:=kG <1,
et le théoreme est prouvé. O
Exemple 3.2. Considérons le probleme aux limites
—t
e
‘D%(t) = ——|y(t)| t =10,1 1 .
V) = T 0] T =0 ae o] (339
1
y(0) + [ y(s)ds = (1) (3.40)
Soit
e
ta)=—— t
ft.2) = s (ha) €7 (0.00),

soit z,y € [0,00) et t € J. Alors on a

—t

e
t — f(t = —  |r—
< solo—yl
JRS— x —
= 0 Y
1
alors la condition (H1) est vérifiée avec k = %0 D’apres (3.6) G est donnée par
—(1=8)*+a(t—s)*"t | (1—s)o"! :
+ st 0<s<t,
Gt = { ST (e (3.41)
Fla+l) T T si t<s<l,
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D’apres (3.41), on a

/01 G(t,s)ds = /Ot G(t,s)ds + /t1 G(t, s)ds

O e

G =

- i), (e, o),

(1—s2 10 [a-s9)°]
+l(o¢—|—1)F(o¢+1)L [ al'(«) L
(1)t 1 te (1—1t)
- I(a+2) N&+%+F@ﬁﬂ) D(a+1)
1 (1—t)et (11—t

+

Ta+1) T(a+2)  T(a+1)
par suite
A 4 n 3
Ma+1) T(a+2)
alors la condition (3.38) est satisfaite pour T'=p =1 .

En effet Gk < 1 est satisfaite pour chaque a € (0, 1], alors d’apres le théoréme 3.2,
le probléeme (3.39)-(3.40) a une seule solution sur [0,1].
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté les dérivées fractionnaires en trois sens :Riemann-
Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, et leurs propriétés.
Nous avons considéré un probleme de Cauchy pour une équation différentielle d’ordre
fractionnaire. Puis, on a considéré deux problemes aux limites pour des équations
différentielles d’ordre fractionnaire avec conditions aux limites différentes.
Finalement, nous avons ulistré les deux problémes avec des exemples détaillés.
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