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Résumé :

Dans ce mémoire, on traite les différentes notions de dérivées fractionnaires,
les plus utilisées : dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, Caputo et
Grünwald-Letnikov. Ensuite, on étudiés des problèmes aux limites pour les équa-
tions différentiels d’ordre fractionnaire. Nous utilisons le théorème de point fixe pour
montrer l’existence et l’unicité de la solution .

Mots clés : Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ; Dérivée frac-
tionnaire au sens de Caputo ; Dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov ;
Fonction de Green ; Problème au limite pour des équations différentiels d’ordre frac-
tionnaire.
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Abstract :

In this work, we study the different notions of fractional derivatives, the most
used : fractional derivative in the sense of Riemann-Liouville, Caputo and Grünwald-
Letnikov.
Then, we consider a boundary problems for the fractional order differential equa-
tions. We use the fixed point theorem to show the existence and uniqueness of the
solution.

Keywords : Fractional derivative in the sense of Riemann-Liouville ; Fractio-
nal derivative in the sense of Caputo ; Fractional derivative in the sense of Grünwald-
Letnikov ; Green function ; Boundary problems for the fractional order differential
equations.
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Introduction

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul
classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent à la fin du
17me siècle, l’époque où Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul
différentiel et intégral(Voir les références [6],[8], [9], [11],[12],[13]), mais ce n’est que
lors des trois dernières décennies que le calcul fractionnaire a connu un plus large
intérêt , voir les ouvrages [10], [12], [13], [14] .
En particulier, Leibniz a présenté le symbole dn

dtn
pour désigne la nme dérivée d’une

fonction f . Quand il a annoncé dans une lettre à l’Hôpital (apparemment avec l’hy-
pothèse implicite que n ∈ N),l’Hôpital a répondu : Que signifie dnf

dtn
si n = 1

2 ?
Cette lettre de l’Hôpital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier
incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que l’Hôpital
a demandé spécifiquement pour n = 1

2 , c’est-à-dire une fraction (nombre rationnel)
a en fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.

Le calcul fractionnaire a un champ d’applications très vaste, (voir [8],[11]), par
exemples : viscoélasticité, théorie du contrôle, équation de diffusion, électricité, élec-
tromagnétique, biologie . . .

L’objectif de ce mémoire de présenter quelques définitions des dérivées fractionnaire
et d’étudier l’existence et l’unicité des solutions de problèmes aux limites pour des
équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Ce travail est constitue de trois chapitres :
• Le premier chapitre contient des définitions et notions de bases de quelques
fonctions spéciales comme les fonctions Gamma, Bêta, Mittag-Leffler et Green,
on rappelle la transformation de laplace, et quelques espaces fonctionnels utiles
dans la suite.
• Le seconde chapitre contient plusieurs définitions et propriétés de l’intégration
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et la dérivation de différents types d’ordre fractionnaire, nécessaires dans le
chapitre suivant.
• Le dernier chapitre est consacré à l’étude de l’existence et l’unicité de la so-
lution des problèmes aux limites pour des équations différentiels d’ordre frac-
tionnaire. Pour cela, nous utiliserons le théorème de point fixe. Exactement
nous étudions les trois problèmes aux limites suivants :
(P1) Problème de Cauchy pour une équation différentielle d’ordre fraction-
naire :

(P1) :
{

cDα
a y(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1

y(0) = y0 y0 ∈ R (1)

Où cDα
a est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, a=0 , f : J×R −→

R est une fonction continue , y0 est la condition initiale , et T > 0 un réel stric-
tement positive.
(P2) Problème aux limites pour une équation différentielle d’ordre fraction-
naire :

(P2) :
{

cDα
a y(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1

ay(0) + by(T ) = c1,
(2)

Où cDα
a est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0, T ] × R −→ R,

une fonction continue, a, b, c sont des constantes réelles avec a+ b 6= 0.
(P3) Problème aux limites pour une équation différentielle avec condition in-
tégrale :

(P3) :


cDαy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1
y(0) + µ

∫ T

0
y(s)ds = y(T ), µ ∈ R∗

(3)

Où cDα la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo , f : J ×R −→ R est
une fonction donnée, et µ ∈ R∗.
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Chapitre 1

Définitions et notions de bases

Dans ce chapitre, nous présentons les propriétés fondamentales des fonctions
Gamma, Bêta, Mittag-Leffler et Green. Ces fonctions jouent un rôle importants
dans la théorie du calcul fractionnaire .

1.1 Espaces fonctionnels
Soit J = [a,b]. Notons C([a,b]) l’espace de Banach des fonctions réelles continues

définies sur J. Muni de la norme

‖y‖∞ = sup
t∈J
|y(t)|.

Cm(J) désigne la classe des fonctions f telle que f (k) soit continue pour tout k,
k = 1, 2, . . . ,m.

Définition 1.1. Soient E et F deux espaces normés. Une application T : E −→ F
linéaire c’est-à-dire :

∀x, y ∈ E : T (x+ y) = Tx+ Ty

T (λx) = λTx pour tout λ ∈ K,

est souvent appelée opérateur linéaire.

Définition 1.2. On dit que l’opérateur T est continue, s’il existe une constante k
positive telle que, pour tout x ∈ E,

‖Tx‖ ≤ k‖x‖.
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1.1. ESPACES FONCTIONNELS

Proposition 1.1. soit T : E −→ F un opérateur linéaire les affirmations suivantes
sont équivalentes :

1. T continue en 0
2. T continue
3. T borné.

Définition 1.3. Soit T : E −→ E . On dit que x ∈ E est un point fixe de T si

Tx = x.

Définition 1.4. On dit que T est un opérateur lipschitzien, s’il existe k ∈ R+ tel
que :

∀x, y ∈ E : ‖T (x)− T (y)‖E ≤ k‖x− y‖E.

De plus, Si 0<k<1, on dit que T est un opérateur contracte.

Théorème 1.1. (Théorème de Banach du point fixe)
Si E est un espace de Banach et T est contractante, alors T admet un unique point
fixe .

1.1.1 Espace Lp(Ω)
Soit Ω = (a, b) un intervalle de R et 1 ≤ p ≤ ∞.
1. Pour 1 ≤ p <∞, l’espace Lp(Ω) est l’ensemble des classes des fonctions réelles

mesurables f sur Ω, vérifiant :∫ b

a
|f(x)|pdx < +∞.

De plus Lp(Ω) est un espace de Banach muni de la norme suivante :

‖f‖Lp =
( ∫ b

a
|f(x)|p

) 1
p .

2. Pour p = ∞, l’espace L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables f bornées
presque partout (p.p) sur Ω, de plus est un espace de Banach muni de la norme
suivante :

‖f‖L∞ = inf
{
M ≥ 0 : |f(x)| ≤M p.p sur Ω

}
.
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1.2. FONCTIONS SPÉCIALES

1.1.2 Espace des fonctions continues avec poids Cγ([a, b])
Définition 1.5. Soit Ω = [a, b] un intervalle de R et γ ∈ C tel que 0 ≤ Re(γ) < 1 :
Cγ([a, b]) : l’espace des fonctions f définies sur ]a,b] à valeur dans C telles que la
fonction t 7→ (t− a)γf(t) ∈ C([a, b]) .
Il est muni de la norme suivante :

‖f‖Cγ = sup
t∈Ω
|(t− a)γf(t)|.

Avec la convention C0([a, b]) = C([a, b]).

1.2 Fonctions spéciales

1.2.1 Fonction Gamma
L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Eu-

ler.

Définition 1.6. Pour tout nombre complexe α, de partie réelle positive Re(α) > 0,
on définit la fonction Gamma, notée Γ(α), par l’intégrale suivant :

Γ(α) =
∫ +∞

0
tα−1e−tdt. (1.1)

Remarque 1.1. L’intégrale impropre
∫ ∞

0
e−xxy−1dx existe pour tout y > 0.

Si y ≥ 1, alors l’intégrale est une intégrale impropre du premier type, car la
fonction f(x) = e−xxy−1 est bien définie sur l’intervalle [0,∞). Notons que

lim
x→∞

e−x/2xy−1 = lim
x→∞

xy−1

ex/2

= lim
x→∞

(y − 1)xy−2

(1/2)ex/2
...

= lim
x→∞

(y − 1)(y − 2) . . . (y − k + 1)xy−k
(1/2)k−1ex/2

= 0

en utilisant la règle de l’Hopital, si nécessaire, jusqu’à ce que y − k ≤ 0.
Il existe donc une constante M telle que 0 ≤ e−x/2xy−1 ≤M pour tout x ∈ [0,+∞).
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1.2. FONCTIONS SPÉCIALES

Après multiplication par e−x/2, nous obtenons inégalité 0 ≤ e−xxy−1 ≤Me−x/2 pour
tout x ∈ [0,∞). Nous pouvons noter que∫ ∞

0
e−xxy−1dx ≤

∫ ∞
0

Me−x/2dx = lim
b→∞

∫ b

0
Me−x/2dx

= lim
b→∞

[
− 2Me−x/2

]b
0

= lim
b→∞

(2M − 2Me−b/2) = 2M.

nous avons que
∫ ∞

0
e−xxy−1dx existe si y ≥ 1.

Si 0 < y < 1, alors l’intégrale est une intégrale impropre du premier et deuxième
type, car la fonction f(x) = e−xxy−1 n’est pas définie à x = 0.
En effet,

lim
x→0+

e−xxy−1 =∞.

Donc
∫ ∞

0
e−xxy−1dx existe si et seulement si

∫ 1

0
e−xxy−1dx et

∫ ∞
1

e−xxy−1dx existent.
La première de ces deux dernières intégrales est du premier type, alors que le second
est du deuxième type. Pour ce qui est de l’intégral

∫ ∞
1

e−xxy−1dx, il suffit de procéder
comme dans le cas y ≥ 1.
En effet, il existe une constante M telle que 0 ≤ e−x/2xy−1 ≤ M pour tout x ≥ 1.
Donc 0 ≤ e−xxy−1 ≤ Me−x/2 pour tout x ≥ 1 et

∫ ∞
1

e−xxy−1dx existe, parce

que
∫ ∞

1
e−x/2xy−1dx existe.

Pour ce qui est de l’intégrale
∫ 1

0
e−xxy−1dx , il faut noter que

0 ≤ e−xxy−1 = xy−1

ex
≤ xy−1 pour tout x > 0.

Parce que y−1 > −1 , nous avons que
∫ 1

0
xy−1dx existe, donc l’intégrale

∫ 1

0
e−xxy−1dx

existe si 0 < y < 1 et conséquemment
∫ ∞

0
e−xxy−1dx existe pour tout y > 0.

1.2.2 Propriétés de la fonction Gamma
Citons quelques propriétés :
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1.2. FONCTIONS SPÉCIALES

1. Γ(α + 1) = αΓ(α) avec Γ(1) = 1.
En effet, :

Γ(α + 1) =
∫ +∞

0
tαe−tdt = lim

n→∞

∫ n

0
tαe−tdt

= lim
n→∞

{
tα(−e−t)

∣∣∣n
0

+
∫ n

0
αtα−1e−tdt

}

= α
∫ +∞

0
tα−1e−tdt.

2. Pour α = n ∈ N∗ Γ(n+ 1) = n!.
En effet
par définition,

Γ(1) = 1,

d’après la propriété 1,

n = 2 : Γ(2) = 1Γ(1) = 1!

n = 3 : Γ(3) = 2Γ(2) = 2× 1
n = 4 : Γ(4) = 3Γ(3) = 3× 2× 1.

Il suffit donc de faire un raisonnement par récurrence, et on obtient le résultat
désiré .

Ce ci montre que la fonction Gamma est une généralisation du factoriel, c’est
pour que la fonction Gamma est aussi appelée fonction factorielle, et est notée,
parfois α! (avec la convention 0 != 1).

3. Γ(α) = 2
∫ ∞

0
t2α−1e−t

2
dt .

En effet, on a :

Γ(α) =
∫ +∞

0
tα−1e−tdt,

Posons t = x2. Alors dt = 2xdx et donc :

Γ(α) = 2
∫ +∞

0
(x2)α−1e−x

2
xdx

= 2
∫ +∞

0
x2(α−1)e−x

2
xdx

= 2
∫ +∞

0
x2α−1e−x

2
dx.
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1.2. FONCTIONS SPÉCIALES

4. Γ
(

1
2

)
=
√
π. En effet,

Γ
(

1
2

)
=
∫ +∞

0
t−1/2e−tdt. (1.2)

Posons t = y2. Alors dt = 2ydy et donc :

Γ
(

1
2

)
= 2

∫ +∞

0
e−y

2
dy, (1.3)

on a aussi :

Γ
(

1
2

)
= 2

∫ +∞

0
e−x

2
dx. (1.4)

Par conséquent [
Γ
(

1
2

)]2

= 4
∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−(x2+y2)dxdy. (1.5)

L’équation (1.5) est un intégrale double qui peut être évaluée par passage en
coordonnées pôlaires. On obtient :[

Γ
(

1
2

)]2

= 4
∫ π/2

θ=0

∫ +∞

r=0
re−

r2
drdθ = π, (1.6)

et donc :

Γ
(

1
2

)
=
√
π.

1.2.3 La fonction Bêta
Définition 1.7. La fonction Bêta, notée par B(.,.), est une autre espèce de fonction
d’Euler, elle est définie par :

Re(p) > 0, Re(q) > 0 : B(p, q) =
∫ 1

0
τ p−1(1− τ)q−1dτ , (1.7)

avec p,q deux nombres complexes des parties réelles strictement positives, et τ ∈
[0, 1].

10



1.2. FONCTIONS SPÉCIALES

Remarque 1.2. L’intégrale
∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1dx existe pour tout p, q > 0.

Notons premièrement que si p, q ≥ 1, alors l’intégrale ci-dessus est une intégrale
propre. Par contre si 0 < p < 1 ou encore 0 < q < 1, alors nous avons affaire à une
intégrale impropre.

Si 0 < p < 1 et q ≥ 1, alors xp−1(1− x)q−1 ≤ xp−1 pour tout x ∈ (0, 1], car 0 ≤
(1− x)q−1 ≤ 1. donc

∫ 1

0
xp−1dx existe,alors nous obtenons que

∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1dx

existe.
Si 0 < q < 1 et p ≥ 1, alors xp−1(1 − x)q−1 ≤ xq−1 pour tout x ∈ (0, 1], car 0 ≤
(1− x)p−1 ≤ 1. donc

∫ 1

0
xq−1dx existe,alors nous obtenons que

∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1dx

existe.
Finalement si 0 < p < 1 et 0 < q < 1, alors la fonction xp−1(1 − x)q−1dx n’est pas
définie aux deux extrémités de l’intervalle [0, 1]. Il faut considérer séparément ces
deux cas. Nous avons donc∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1dx =

∫ 1/2

0
xp−1(1− x)q−1dx+

∫ 1

1/2
xp−1(1− x)q−1dx

et il faut vérifier que ces deux intégrales impropres existent.
Notons premièrement qu’il existe un nombre réel positif M tel que 0 ≤ (1−x)q−1 ≤M
pour tout x tel que 0 ≤ x ≤ 1/2. De ceci, nous avons

0 ≤ xp−1(1− x)q−1 ≤Mxp−1

si 0 ≤ x ≤ 1/2 et comme l’intégrale
∫ 1/2

0
Mxp−1dx existe, alors

∫ 1/2

0
xp−1(1− x)q−1dx

existe.
Pour ce qui est de l’autre intégrale, il faut noter qu’il existe un nombre réel positif
N tel que 0 ≤ (1− x)p−1 ≤ N pour tout x tel que 1/2 ≤ x ≤ 1. De ceci, nous avons
0 ≤ xp−1(1 − x)q−1 ≤ Nxq−1 si 1/2 ≤ x ≤ 1 et comme l’intégrale

∫ 1

1/2
Nxq−1dx

existe, alors
∫ 1

1/2
xp−1(1− x)q−1dx existe.

Donc la fonction Bêta est bien définie pour tout p,q>0.

1.2.4 Propriétés de la fonction Bêta
Citons les propriétés fondamentales de la fonction B

11



1.2. FONCTIONS SPÉCIALES

1. La fonction Bêta est symétrique : B(p,q)= B(q,p).
En effet, on a :

B(p, q) =
∫ 1

0
τ p−1(1− τ)q−1dτ ,

Posons τ = 1− u. Alors :

B(p, q) =
∫ 1

0
(1− u)p−1(1− 1 + u)q−1du

=
∫ 1

0
uq−1(1− u)p−1du

= B(q, p).

2. B(p, q) = 2
∫ π/2

0
sin2p−1 θ cos2q−1 θdθ.

En effet, on a :

B(p, q) =
∫ 1

0
τ p−1(1− τ)q−1dτ .

Posons τ = sin2 θ il vient que

B(p, q) =
∫ π/2

0
2 sin θ cos θ sin2(p−1) θ cos2(q−1) θdθ

= 2
∫ π/2

0
sin2p−1 θ cos2q−1 θdθ

= 2
∫ π/2

0
sin2q−1 θ cos2p−1 θdθ.

3.

B(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+ q) . (1.8)

En effet, on a :

Γ(p) =
∫ +∞

0
tp−1e−tdt.
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1.2. FONCTIONS SPÉCIALES

Posons t = x2. Alors dt = 2xdx

Γ(p) = 2
∫ +∞

0
(x2)p−1e−x

2
xdx

= 2
∫ +∞

0
x2(p−1)e−x

2
xdx

= 2
∫ +∞

0
x2p−1e−x

2
dx

Γ(p)Γ(q) =
(

2
∫ +∞

0
x2p−1e−x

2
dx

)(
2
∫ +∞

0
y2q−1e−y

2
dy

)

= 4
∫ +∞

0
x2p−1y2q−1e−(x2+y2)dxdy.

Par passage en coordonnées pôlaires, on trouve :

Γ(p)Γ(q) = 4
∫ π/2

θ=0

∫ +∞

r=0

(
cos2p−1 θ sin2q−1 θ

)(
r2p+2q−2re−r

2
)
drdθ

= 4
∫ π/2

θ=0

∫ +∞

r=0

(
cos2p−1 θ sin2q−1 θ

)(
r2p+2q−1e−r

2
)
drdθ

=
(

2
∫ π/2

0
cos2p−1 θ sin2q−1 θdθ

)(
2
∫ +∞

0
r2(p+q)−1e−r

2
dr

)
= B(p, q)Γ(p+ q).

D’où

B(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+ q) .

1.2.5 Fonction de Mittag-Leffter
La fonction de Mittag-Leffler est une généralisation directe de la fonction ex-

ponentielle, et joue un rôle majeur dans le calcul fractionnaire. Les représentations
de la fonction de Mittag-Leffler à un et à deux paramètres peuvent être définies en
termes d’une série :

Eα(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1) , Re(α) > 0, (1.9)

Eα,β(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β) , Re(α) > 0, Re(β) > 0, x ∈ C. (1.10)
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De la définition (1.10) résulte que :

Eα,β(x) = 1
Γ(β) + xEα,α+β(x).

En effet, par définition on a,

Eα,β(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β) .

=
∞∑

k=−1

xk+1

Γ(α(k + 1) + β)

=
∞∑

k=−1

xxk

Γ(αk + (α + β))

= 1
Γ(β) + x

∞∑
k=0

xk

Γ(αk + (α + β))

= 1
Γ(β) + xEα,α+β(x). (1.11)

La fonction de Mittag-Leffler se réduit à des fonctions simples, pour des cas parti-
culiers.Ainsi

E1,1(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1) =
∞∑
k=0

xk

k! = ex

E1,2(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(k + 2) = 1
x

∞∑
k=0

xk+1

(k + 1)! = ex − 1
x

E2,1(x2) =
∞∑
k=0

x2k

Γ(2k + 1) =
∞∑
k=0

x2k

(2k)! = cosh(x).

1.2.6 Fonction de Green
On appelle fonction de Green, une solution élémentaire ou fondamentale d’une

équation différentielle linéaire à coefficients constants, ou d’une équation aux dérivées
partielles linéaire à coefficients constants.
Soit x = (x1, . . . , xn) un point de Rn, et D un opérateur différentiel linéaire. On
cherche la solution ϕ(x) de équation aux dérivées partielles linéaire :

Dϕ(x) = f(x)

où f : x 7→ f(x) est une fonction donnée, appelée source de champ ϕ(x) inconnu.
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Définition 1.8. (Distribution de Dirac)
On note δ la distribution de Dirac, la distribution vérifie la propriété fondamentale
pour toute fonction x 7→ ϕ(x) lisse, 〈δ, ϕ〉 = ϕ(0).

On appelle fonction de Green toute solution G de l’équation aux dérivées par-
tielles linéaire :

DG = δ.

Il existe en général plusieurs fonctions de Green associé à la même équation. Ces
fonctions différent entre elles par leurs conditions aux limites. C’est pourquoi il est
très important de spécifier deux choses pour définir de façon unique une fonction de
Green précise :

– L’équation aux dérivées partielles linéaire ;
– Les conditions aux limites.

1.3 Transformée de Laplace
Définition 1.9. La transformée de Laplace d’une fonction f de la variable réelle
t ∈ R+ est définie par :

Lf(s) =
∫ ∞

0
e−stf(t)dt, s ∈ C, (1.12)

e−st est appelée le noyau de transformée de laplace Lf .

Remarque 1.3. La transformée de Laplace d’une fonction existe si l’intégrale (1.12)
est convergent.C’est le cas, il existe des constantes M, a et t0 tels que |f(t)| ≤Meat,
pour t > t0.
La transformée de Laplace existe donc pour Re(s) > a. f est appelée la transformée
de Laplace inverse :

L−1(Lf)(s) = 1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞
estLf(s)ds, c > a. (1.13)

Proposition 1.2. La transformée de Laplace est linéaire i.e( si f1, f2 sont inté-
grables pour Re(s) > a et Re(s)>b, avec a,b sont des ordres exponentielles des fonc-
tions f1, f2 respectivement, alors

L
(
c1f1 + c2f2

)
(s) = c1Lf1(s) + c2Lf2(s) pour Re(s) > max{a, b}. (1.14)
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Démonstration.

L
(
c1f1 + c2f2

)
(s) =

∫ ∞
0

(c1f1 + c2f2)(t)e−stdt

=
∫ ∞

0

(
c1f1(t)e−st + c2f2(t)e−st

)
dt

=
∫ ∞

0
c1f1(t)e−stdt+

∫ ∞
0

c2f2(t)e−stdt

= c1

∫ ∞
0

f1(t)e−stdt+ c2

∫ ∞
0

f2(t)e−stdt

= c1Lf1(s) + c2Lf2(s).

Proposition 1.3. La transformée de laplace de la dérivée d’ordre n ∈ N∗ de la
fonction f est donnée par :

L(f (n))(s) = snLf(s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0+) (1.15)

= snLf(s)−
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0+)

Définition 1.10. Soient f , g deux fonctions intégrables sur R, le produit de convo-
lution de laplace de f et g, notée f ∗ g, est une fonction x 7→ (f ∗ g)(x) définie par
l’intégrale suivant :

(f ∗ g)(x) =
∫ x

0
f(x− t)g(t)dt. (1.16)

Proposition 1.4. Si les transformées de Laplace de f et g existent alors la trans-
formée de Laplace du produit de convolution vérifie :

L(f ∗ g)(s) = Lf(s)Lg(s). (1.17)

Exemple 1.1. 1. Si f(t) = 1 pour t > 0 , alors :

L(f(t))(s) =
∫ ∞

0
e−stdt = 1

s
. (1.18)

2. Si f(t) = eat, où a est une constante, alors :

L(f(t))(s) = L(eat)(s)
∫ ∞

0
e−(s−a)tdt = 1

s− a
. (1.19)
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3. Si f(t) = tn, où n est un entier positif alors

L(tn)(s) = n!
sn+1 . (1.20)

En effet, pour n = 1 :

L(t)(s) =
∫ ∞

0
te−stdt = 1

s2 .

Pour n = 2 :

L(t2)(s) =
∫ ∞

0
t2e−stdt = 2

s2+1 = 2
s3 .

Pour n = 3 :

L(t3)(s) =
∫ ∞

0
t3e−stdt = 2× 3

s3+1 = 3!
s4 .

Pour n un entier positif, alors :

L(tn)(s) =
∫ ∞

0
tne−stdt = (n− 1)!× n

sn+1 = n!
sn+1 .

4. Si f(t) = sin at, a est un constant réel, alors

L
(

sin at
)
(s) =

∫ ∞
0

sin ate−stdt = 1
2i

∫ ∞
0

(
e−t(s−ia) − e−t(s+ia)

)
dt

= 1
2i

[ 1
s− ia

− 1
s+ ia

]
= a

s2 + a2 .

De même pour f(t) = cos at :

L
(

cos at
)
(s) = s

s2 + a2 .
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Chapitre 2

Dérivées et Intégrales
fractionnaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions de dérivées fractionnaires.
Elles ne sont pas toutes équivalentes. Nous présentons dans cette partie les défini-
tions de Riemann-Liouville, Caputo ainsi que Grunwald-letnikov . Elles sont les plus
utilisées.

2.1 Dérivée au sens de Riemann-Liouville
Comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous com-

mençons la définition de l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.

2.1.1 Intégrale fractionnaire au sens Riemann-Liouville
Définition 2.1. Soit f : [a, b] −→ R une fonction définie continue sur [a,b]. On
appelle intégrale fractionnaire (à droite) de Riemann-Liouville de f la fonction :

(Iαa+f)(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a+
(x− t)α−1f(t)dt, (2.1)

où Γ(α) désigne la fonction Gamma, et α ∈ C avec Re(α) > 0 ou α ∈ R+ .
On note Iαa+ par Iαa intégrale fractionnaire (à droite) de Riemann-Liouville .

Exemple 2.1. Soit f(x) = (x− a)c avec c > −1, alors

Iαa f(x) = Γ(c+ 1)
Γ(α + c+ 1)(x− a)α+c. (2.2)
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En effet

Iαa f(x) = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1(t− a)cdt.

Utilisons le changement de variable :

t− a = s(x− a), 0 < s < 1 , (2.3)

dt = (x− a)ds
donc :

Iαa f(x) = 1
Γ(α)

∫ 1

0
(x− a− s(x− a))α−1(s(x− a))c(x− a)ds

= 1
Γ(α)(x− a)α+c

∫ 1

0
(1− s)α−1scds

= 1
Γ(α)(x− a)α+cB(α, c+ 1)

= 1
Γ(α)(x− a)α+cΓ(α)Γ(c+ 1)

Γ(α + c+ 1)

= Γ(c+ 1)
Γ(α + c+ 1)(x− a)α+c.

1. Cas particulier où α = 1. D’après les propriétés de la fonction Gamma on
obtient,

I1
a(x− a)c = Γ(c+ 1)

Γ(1 + (c+ 1))(x− a)1+c

= Γ(c+ 1)
(c+ 1)Γ(c+ 1)(x− a)1+c

= 1
(c+ 1)(x− a)1+c.

2. Cas particulier où c = 0. On a dans ce cas

(Iαa 1)(x) = 1
Γ(α + 1)(x− a)α, (Iαa 1)(x)→ 1 lorsque α→ 0.

3. Cas particulier où a = 0, on a :

Iα0 f(x) = Γ(c+ 1)
Γ(α + c+ 1)x

α+c.
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Remarque 2.1. Pour α = n ∈ N :

Ina f(x) = 1
Γ(n)

∫ x

a
(x− t)n−1f(t)dt (2.4)

= 1
(n− 1)!

∫ x

a
(x− t)n−1f(t)dt. (2.5)

Proposition 2.1. Si f est intégrable (ie f ∈ L1([a, b]) ) et Iαa f existe, alors Iαa f
∈ L1([a, b]).

Démonstration. En introduisant la définition et le théorème de Fubini, on obtient :∫ b

a
|(Iαa f)(x)|dx 6

1
Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a
(x− t)α−1|f(t)|dtdx

6
1

Γ(α)

∫ b

a
|f(t)|

∫ b

t
(x− t)α−1dxdt

6
1

Γ(α + 1)

∫ b

a
|f(t)|(b− t)αdt

6
(b− t)α
Γ(α + 1)

∫ b

a
|f(t)|dt.

Puisque f ∈ L1([a, b]), la dernière quantité est finie, ce qui établit le résultat désiré.

Proposition 2.2. Soient α, β ∈ C tels que Re(α) > 0, Re(β) > 0, pour toute
fonction f ∈ L1([a, b]), on a :

Iαa (Iβa f(x)) = Iβa (Iαa f(x)) = Iα+β
a f(x) (2.6)

pour presque tout x ∈ [a, b] .

Démonstration. Supposons d’abord que f ∈ L1([a, b]), on a :

[Iαa (Iβa f)](x) = 1
Γ(α)

∫ x

a+
(x− s)α−1)(Iβa f)(s)ds

= 1
Γ(α)

1
Γ(β)

∫ x

a
(x− s)α−1

[∫ s

a
(s− t)β−1f(t)dt

]
ds.

En vertu de la proposition 2.1, les intégrales figurant dans l’égalité précédente
existent pour presque tout x ∈ [a, b]. Le théorème de Fubini permet donc d’écrire :

[Iαa (Iβa f)](x) = 1
Γ(α)

1
Γ(β)

∫ x

a
f(t)

[∫ s

a
(x− s)α−1(s− t)β−1ds

]
dt.
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En effectuant le changement de variable

s = t+ (x− t)y (0 6 y 6 1),

on obtient

[Iαa (Iβa f)](x) = 1
Γ(α)

1
Γ(β)

∫ x

a
f(t)(x− t)α+β−1

∫ 1

0
(1− y)α−1yβ−1dydt

= 1
Γ(α)

1
Γ(β)

∫ x

a

Γ(α)Γ(β)
Γ(α + β) (x− t)α+β−1f(t)dt

= 1
Γ(α + β)

∫ x

a
(x− t)α+β−1f(t)dt

= [Iα+β
a f ](x).

Lemme 2.1. Soit α > 0, n = [α] + 1 et f ∈ L1(0, b) pour tout b > 0. Alors la
transformée de Laplace de l’intégral fractionnaire de R-L est donnée par :

L(Iα0 f)(s) = s−αLf(s), (2.7)

( [.] dénote la partie entier d’un nombre réel).

Démonstration. On peut écrire Iα0 f comme une convolution de deux fonctions x 7→
g(x) = 1

Γ(α)x
α−1 et f

Iα0 f(x) = 1
Γ(α)

∫ x

0
(x− t)α−1f(t)dt = (g ∗ f)(x).

D’après la proposition 1.2, on a

L
(
Iα0 f(x)

)
(s) = L

(xα−1

Γ(α) ∗ f(t)
)
(s)

= L
(
xα−1

Γ(α)

)
(s)L

(
f(t)

)
(s).

D’après (1.20), on a :

L
(
xα−1

)
(s) = Γ(α)s−α,
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et donc :

L
(
Iα0 f(x)

)
(s) = Γ(α)s−α

Γ(α) L
(
f(t)

)
(s)

= s−αLf(s).

2.1.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Définition 2.2. Soit α ∈]n− 1, n[, n ∈ N∗. On appelle dérivée d’ordre α au sens de
Riemann-Liouville à droite de la fonction f définie sur [a,b], la fonction définie par :

Dα
a+f(x) = Dα

a f(x) =
(
d

dx

)n
(In−αa f)(x) (2.8)

= 1
Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a
(x− t)n−α−1f(t)dt. (2.9)

Où (n = [α] + 1, x ∈ [a, b]) .
On note Dα

a+ par Dα
a dérivée fractionnaire (à droite) de Riemann-Liouville .

Remarque 2.2. Pour α = n ∈ N :

Dn
af(x) = f (n)(x), (2.10)

où f (n) désigne la dérivée usuelle d’ordre n de f .
Si 0 < α < 1, alors :

Dα
a f(x) = 1

Γ(1− α)
d

dx

∫ x

a
(x− t)−αf(t)dt. (2.11)

Exemple 2.2. Soit f(x) = (x− a)β, x ∈ [a, b], avec β > −1 . Par définition :

Dα
a f(x) = DnIn−αf(x) =

(
d

dx

)n[
In−α(x− a)β

]

=
(
d

dx

)n[ Γ(β + 1)
Γ(n+ β − α + 1)(x− a)n−(α−β)

]

= Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)(x− a)β−α (2.12)

En posant β = 0 dans l’égalité (2.12) devient :

Dα
a 1 = 1

Γ(1− α)(x− a)−α.

Ce ci montre que la dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle.
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Exemple 2.3. Nous avons les relations suivantes :

D0
a1 = 1, D−1

a 1 = x− a, D
1
2
a 1 = 1√

π(x− a)
.x ∈ [a, b].

Proposition 2.3. Soit f(x) = xβ pour x > 0, et soit α ≥ 0 β > −1. Alors
Dαxβ = c ∈ R∗+ si et seulement si α = β.

Démonstration. Soit x > 0. Alors :

Dαxβ = c⇔ Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)x

β−α = c

⇔ xβ−α = Γ(β − α + 1)
Γ(β + 1) c > 0

⇔ (β − α) ln x = ln Γ(β − α + 1)
Γ(β + 1) c

⇔ pour (β − α) = 0, Γ(β − α + 1)
Γ(β + 1) c = 1

⇔ (β = α) et c = Γ(β + 1).

Proposition 2.4. Soit α > 0 et n = [α] + 1. Alors pour tout entier m > α on a :

Dα
a f(x) = Dm

a I
m−α
a f(x). (2.13)

Démonstration. Comme m ≥ n, on a :

Dm
a I

m−α
a f(x) = DnDm−nIm−na In−αa f(x)

= DnIn−αa f(x)
= Dα

a f(x),

car Dm−nIm−na = Id.
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Lemme 2.2. Soient α > 0 et f ∈ L1([a, b]), alors l’égalité :

Dα
a I

α
a f(x) = f(x) (2.14)

est vraie pour presque tout x ∈ [a, b].

Démonstration. En utilisant la définition 2.2, on a :

Dα
a I

α
a f(x) = DnIn−αa Iαa f(x) = DnIna f(x) = f(x). (2.15)

Proposition 2.5. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de
R-L existent, pour c1 et c2 ∈ R, alors : Dα

a (c1f + c2g) existe, et on a :

Dα
a (c1f + c2g)(x) = c1D

α
a f(x) + c2D

α
a g(x). (2.16)

Démonstration. Par définition de dérivée fractionnaire au sens de R-L, on a :

Dα
a (c1f + c2g)(x) = 1

Γ(n− α)
( d
dx

)n ∫ x

a
(x− t)n−α−1(c1f + c2g)(t)dt

= 1
Γ(n− α)

( d
dx

)n ∫ x

a
(x− t)n−α−1(c1f(t) + c2g(t))dt

= 1
Γ(n− α)

( d
dx

)n[ ∫ x

a
(x− t)n−α−1c1f(t)dt+

∫ x

a
(x− t)n−α−1c2g(t))dt

]

= c1
1

Γ(n− α)
( d
dx

)n ∫ x

a
(x− t)n−α−1f(t)dt

+c2
1

Γ(n− α)
( d
dx

)n ∫ x

a
(x− t)n−α−1g(t))dt

= c1D
α
a f(x) + c2D

α
a g(x).

Propositions 2.1. Soient α, β > 0 et n − 1 < α < n, et m − 1 < β < m tels que
n,m ∈ N∗. Alors :

1. Si α > β > 0, alors pour f ∈ L1([a, b]) l’égalité :

Dβ
a (Iαa f)(x) = Iα−βa f(x), (2.17)

est presque partout sur [a, b].
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2. S’il existe une fonction ϕ ∈ L1([a, b]) telle que f = Iαa ϕ alors :

IαaD
α
a f(x) = f(x) (2.18)

pour presque tout x ∈ [a, b].
3. Pour α > 0, k ∈ N∗. Si les dérivées fractionnaires Dα

a f et Dk+α
a f existent,

alors :

Dk
a(Dα

a f(x)) = Dk+α
a f(x). (2.19)

4. Si β ≥ α > 0 et la dérivée fractionnaire Dβ−α
a f existe, alors :

Dβ
a (Iαa f)(x) = Dβ−α

a f(x). (2.20)

Démonstration. Pour α > β > 0, alors n ≥ m, on a :
1. en utilisant la définition 2.2, et la relation (2.6), on obtient :

Dβ
a (Iαa f)(x) = DnIn−βa (Iαa f)(x)

= Dn(Iα+n−β
a f)(x)

= DnIna (Iα−βa f)(x)
= Iα−βa f(x),

presque pour tout x ∈ [a, b].
2. Par la relation (2.14), on obtient :

IαaD
α
a f(x) = Iαa (Dα

a I
α
a ϕ(x)) = Iαa ϕ(x) = f(x).

3. On a :

Dk
a[Dα

a f(x)] = Dk
aD

nIn−αa f(x)
= Dka+nIn−α+k−k

a f(x)
= Dk+n

a In+k−(α+k)
a f(x)

= Dα+k
a f(x),

d’où le résultat.
4. On a

Dβ
a (Iαa f)(x) = Dn

aI
n−β
a (Iαa f)(x) = Dn

aI
n−(β−α)
a f(x) = Dβ−α

a f(x),

existe pour tout i− 1 ≤ β − α ≤ i et i ≤ n, i ∈ N∗.
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Théorème 2.1. Si f ∈ L1([0, b]), b > 0, la transformée de Laplace de la dérivée
fractionnaire au sens de R-L de f est :

L(Dα
0 f)(s) = sα(Lf)(s)−

n−1∑
k=0

sk[Dα−k−1f(t)]t=0 (2.21)

avec n− 1 < α < n.
Démonstration. Par la définition 2.2, on trouve :

L(Dα
0 f)(s) = L(DnIn−α0 f)(s),

d’après la proposition 1.2, on obtient :

L(Dα
0 f)(s) = snL(In−α0 f)(s)−

n−1∑
k=0

sk−n−1[DkIn−α0 f(t)]t=0,

et d’après le lemme 2.1, on a :

= sαL(f)(s)−
n−1∑
k=0

sk−n−1[DkIn−α0 f(t)]t=0 .

Remarque 2.3. (Dérivée de fonctions exponentielles) La dérivée d’ordre n ∈ N,
d’une fonction exponentielle ebx où b est une constante, est donnée par l’expression
suivante : ( d

dx

)n
ebx = bnebx.

Liouville a étendu cette définition pour inclure les dérivées d’ordre arbitraire α :

Dα
a e

bx = bαebx. (2.22)

On peut utilisé le développement en série entier pour trouver toutes les fonctions
exponentielles :

f(x) =
∞∑
n=0

cne
bnx, (2.23)

avec Re(bn) > 0 et cn ∈ R,
d’où

Dα
a

( ∞∑
n=0

cne
bnx

)
=
∞∑
n=0

cnb
αebnx, ∀ α ∈ C.
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Remarque 2.4. (Dérivée de fonctions trigonométriques) :

Dα
a

(
eibx

)
= (ib)αeibx

=
(

cos
(
α
π

2
)

+ i sin
(
α
α

2
))

(cos(bx) + i sin(bx))bα

= bα
[

cos
(
bx+ α

π

2
)

+ i sin
(
bx+ α

π

2
)]
.

D’où l’on déduit les identités suivantes :

Dα
a cos(bx) = bα cos

(
bx+ α

π

2
)
;

Dα
a sin(bx) = bα sin

(
bx+ α

π

2
)
.

2.2 Dérivée fractionnaire de Caputo
Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ait un rôle

important dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs dont
Caputo (1967-1969) ont soulevé la question de la révision de cette définition, car les
problèmes posés en visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie, exigent
des conditions initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques, ce
qui n’est pas le cas dans la modélisation par l’approche de Riemann-Liouville qui
exige la connaissance des conditions initiales des dérivées fractionnaires.

Définition 2.3. Soit α ∈ R et f ∈ Cn([a, b]). On appelle dérivée de f au sens de
Caputo à droite la fonction définie par :

cDα
a+f(x) =c Dα

a f(x) = In−αa+ fn(x) = 1
Γ(n− α)

∫ x

a
(x− t)n−α−1f (n)(t)dt.(2.24)

On note cDα
a+ par cDα

a dérivée fractionnaire (à droite) au sens de Caputo.

Remarque 2.5. Par définitions la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
α ∈]n−1, n[ s’obtient par une application de In−αa suivie par une dérivation classique

d’ordre n, c’est-à-dire
((

d
dx

)n
In−αa

)
.

Alors que la dérivée fractionnaire de Caputo est le résultat de la permutation de ces

deux opérations, c’est-à-dire,
(
In−αa

(
d
dx

)n)
.
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Exemple 2.4. Soit f(x) = (x − a)γ avec γ > 0, pour (0 < α ≤ 1) et utilisant le
changement de variable (2.3) on a :

cDα
a f(x) = I1−α

a f
′(x) = γI1−α

a (x− a)γ−1

= γ

Γ(1− α)

∫ x

a
(x− t)−α(t− a)γ−1dt

= γ

Γ(1− α)(x− a)−α+γ
∫ 1

0
sγ−1(1− s)−αds

= γ

Γ(1− α)(x− a)−α+γB(γ, 1− α)

cDα
a f(x) = Γ(γ + 1)

Γ(1− α + γ)(x− a)−α+γ.

Remarque 2.6. Nous avons :
cDα

a (x− a)β = Dα
a (x− a)β, β /∈ N

mais si,

β ∈ N, β < n, on a cDα
a (x− a)β = 0

et Dα
a (x− a)β 6= 0,

où n = [α] + 1 .

Le théorème suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théorème 2.2. Soient α ≥ 0, n = [α] + 1, si f possède (n− 1) dérivées, et si Dα
a f

existe, alors :

cDα
a f(x) = Dα

a

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

)
. (2.25)

Pour presque tout x ∈ [a, b].

Démonstration. D’après la définition 2.2 de la dérivée de R-L, on a :

Dα
a

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

)
= DnIn−αa

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

)

= dn

dxn

∫ x

a

(x− a)n−α−1

Γ(n− α)

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t− a)k

)
,

28
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en utilisant l’intégration par partie on obtient :

In−αa

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)kdt

)

=
∫ x

a

(x− a)n−α−1

Γ(n− α)

(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t− a)kdt

)

= − 1
Γ(n− α + 1)

[(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t− a)k

)
(x− t)n−α

]t=x
t=0

+ 1
Γ(n− α + 1)

∫ x

a
(x− t)n−α

[
Df(t)−D

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t− a)k

]
dt,

où

In−αa

[
f(x)−∑n−1

k=0
f (k)(a)

k! (x− a)k

]
= In−α+1

a D

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

]
,

de la même façon pour n - fois alors :

In−αa

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

]
= In−α+n

a Dn

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

]

= Ina I
n−α
a Dn

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

]
,

mais
n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k est un polynôme de dégré (n - 1), alors :

In−αa

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

]
= Ina I

n−α
a Dnf(x),

donc

Dα
a

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

]
= DnIna I

n−α
a Dnf(x)

= In−αa Dnf(x)
= cDα

a f(x),

pour presque tout x ∈ [a, b] .
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Corollaire 2.1. Soient α ≥ 0 et n = [α] + 1, si cDα
a f et Dα

a f existent, on suppose
que Dkf(a) = 0 pour tout k ∈ {0, 1 . . . , n− 1}, alors :

cDα
a f = Dα

a f. (2.26)

Démonstration. En effet :

cDα
a f = Dα

a

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (x− a)k

)
,

comme Dkf(a) = 0 pour tout k ∈ {0, 1 . . . , n− 1}, alors :

cDα
a f = Dα

a f.

Lemme 2.3. Soit α > 0, alors

Iα(cDαh(t)) = h(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + . . .+ cn−1t

n−1,

pour ci ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . n− 1, n = [α] + 1.

Démonstration. On a par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo :

cDαh(t) = In−ah(n)(t),

on applique l’opérateur de l’intégral fractionnaire au sens de R-L aux deux membres
de l’égalité, on obtient :

Iα(cDαh(t)) = Iα(In−αh(n)(t)),
= InDnh(t),

= h(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1) lim
t→0

( d
dt

)n−j
In−nh(t),

= h(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)

(( d
dt

)n−j
h(t)

)
(0),

= h(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)h
(n−j)(0).
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Par le changement de variable k = n - j, on obtient :

Iα(cDαh(t)) = h(t)−
n−1∑
k=0

h(k)(0)tk
k!

= h(t)−
n−1∑
k=0

c′kt
k

k!

= h(t) +
n−1∑
k=0

ckt
k

k! .

Théorème 2.3. Si f ∈ C([a, b]) et si α > 0, (n− 1 < α ≤ n), alors :
cDα

a I
α
a f(x) = f(x). (2.27)

Démonstration. Soit g = Iαa f et par le corollaire précédent Dkf(a) = 0 pour tout
k ∈ {0, 1 . . . , n− 1}, et d’après l’égalité (2.14), on a :

cDα
a I

α
a f(x) = cDα

a g(x) = Dα
a g(x) = Dα

a I
α
a f(x) = f(x).

Proposition 2.6. Soient f1 et f2 deux fonctions définies sur [a,b], telles que cDα
a f1

et cDα
a f2 existent presque partout. Soient c1 et c2 ∈ R. Alors,cDα

a (c1f1 + c2f2) existe
presque partout sur [a, b], et on a :

cDα
a (c1f1 + c2f2)(x) = cc1D

α
a f1(x) + cc2D

α
a f2(x). (2.28)

Démonstration. On a, par définition de la dérivée au sens de Caputo :

cDα
a (c1f1 + c2f2)(x) = 1

(n− α)

∫ x

a
(x− t)n−α−1(c1f1 + c2f2)(n)(t)dt

= 1
(n− α)

∫ x

a
(x− t)n−α−1(c1f1 + c2f2)(n)(t)dt

= 1
(n− α)

∫ x

a
(x− t)n−α−1c1f

(n)
1 (t)dt

+ 1
(n− α)

∫ x

a
(x− t)n−α−1c2f

(n)
2 (t)dt

= c1
1

(n− α)

∫ x

a
(x− t)n−α−1f

(n)
1 (t)dt

+c2
1

(n− α)

∫ x

a
(x− t)n−α−1f

(n)
2 (t)dt

= cc1D
α
a f1(x) + cc2D

α
a f2(x).
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Théorème 2.4. Si f ∈ C([0, b]), pour tout b > 0, alors, la transformée de Laplace
de la dérivée fractionnaire de Caputo de f est donnée par :

L(cDα
0 f)(s) = sαLf(t)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0+). (2.29)

Démonstration. Pour n− 1 < α ≤ n, n ∈ N∗, x > 0 alors :
cDα

0 f(x) = In−α0 f (n)(x).

Donc d’après (2.7)

L
(

cDα
0 f(x)

)
(s) = L

(
In−α0 f (n)(x)

)
(s) = s−n+α

(
Lf (n)

)
(s)

et d’après (1.15) :

L
(

cDα
0 f(x)

)
(s) = sαLf(t)−∑n−1

k=0 s
α−k−1f (k)(0+).

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-
Letnikov

2.3.1 Intégrale fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov
Définition 2.4. Soit α > 0 et f une fonction continue, l’intégrale factionnaire de
G-L est définie par :

GLIαa f(x) = lim
h−→0

hα
n∑
k=0

(α
k

)
f(x− kh) = 1

Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1f(t)dt. (2.30)

Où
(
α
k

)
= α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k! .

Si la dérivée f ′ est continue sur [a, b], alors l’intégration par partie donne :

GLIαa f(x) = f(a)
Γ(α + 1)(x− a)α + 1

Γ(α + 1)

∫ x

a
(x− t)α−1f ′(t)dt. (2.31)

Si la fonction f est de classe Cn+1, nous obtenons :

GLIαa f(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)
Γ(α + k + 1)(x− a)α+k + 1

Γ(α + k + 1)

∫ x

a
(x− t)α+nfn+1(t)dt.(2.32)
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2.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov
L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation

entière d’une fonction à des ordres de dérivée arbitraire.

Définition 2.5. Soit α > 0, et f une fonction continue sur l’intervalle [a, b] ∈ R, la
dérivée fractionnaire au sens Grünwald-Letnikov (G-L) est définie par :

GLDα
a f(x) = lim

h−→0
h−α

n∑
k=0

(−1)k
(α
k

)
f(x− kh) (2.33)

=
n−1∑
k=0

f (k)(a)(x− a)k−α
Γ(k − α + 1) + 1

Γ(n− α)

∫ x

a
(x− t)n−α−1fn(t)dt.(2.34)

Les coefficients binomiaux sont définis comme(
α
k

)
= α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k! = α!
k!(α− k)! = Γ(α)

Γ(k + 1)Γ(α− k + 1) .

La formule (2.34) est obtenue sous l’hypothèse que les dérivées f (k) sont continues
sur l’intervalle fermé [a, b] et que n un nombre entier vérifiant la condition n > α−1,
la plus petite valeur pour n est déterminée par l’inégalité n ≤ α < n+ 1 .

Exemple 2.5. La dérivée de f(x) = (x− a)α au sens de Grünwald-Letnikov.
Soit β non entier et 0 ≤ n− 1 < β < n avec α > n− 1 alors on a :

f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, . . . , n− 1, (2.35)

et

f (n)(t) = Γ(α + 1)
Γ(α− n+ 1)(t− a)α−n, (2.36)

d’où

GLDβ
af(x) = Γ(α + 1)

Γ(n− β)Γ(α− n+ 1)

∫ x

a
(x− t)n−β−1(t− a)α−ndt. (2.37)
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En faisant le changement de variable t = a+ s(x− a) on trouve :

GLDβ
a (x− a)α = Γ(α + 1)

Γ(n− β)Γ(α− n+ 1)

∫ x

a
(x− t)n−β−1(t− a)α−ndt

= Γ(α + 1)
Γ(n− β)Γ(α− n+ 1)(x− a)α−β

∫ 1

0
(1− s)n−β−1sα−nds

= Γ(α + 1)B(n− β, α− n+ 1)
Γ(n− β)Γ(α− n+ 1) (x− a)α−β

= Γ(α + 1)Γ(n− β)Γ(α− n+ 1)
Γ(n− β)Γ(α− n+ 1)Γ(α− β + 1)(x− a)α−β

= Γ(α + 1)
Γ(α− β + 1)(x− a)α−β.

Exemple 2.6. Si 0 < β < 1, la dérivée fractionnaire d’une fonction constante au
sens de Grünwald-Letnikov est donnée par :

GlDβ
a (C) = C

Γ(1− α)(x− a)−α.
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Chapitre 3

Problème de Cauchy et problèmes
aux limites pour des équations
différentielles d’ordre fractionnaire

Dans ce chapitre, on définit quelques problèmes aux limites et de Cauchy, pour
des équations différentielles d’ordre fractionnaire .

3.1 Problème de Cauchy pour des équations dif-
férentielles d’ordre fractionnaire

Dans cette section on aborde la question d’existence et d’unicité des solutions
du problème de Cauchy pour l’équation différentielle fractionnaire :

(P1) :
{

cDαy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1
y(0) = y0 y0 ∈ R (3.1)

Où cDα est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, a=0, et f : J×R −→ R
est une fonction continue. y(0) = y0 est la condition initiale, et T > 0 est un réel
strictement positif.
Les résultats de cette section à préciser des travaux de A.Aghajani et al.[1].

3.1.1 Résultat d’existence
Dans cette sous section, on donne les conditions de l’existence et de l’unicité

de la solution du problème (P1) dans l’espace Cγ([0, T ]). Les espaces Cγ([0, T ]) et
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Cα
γ ([0, T ]) sont définis comme suit, où 0 < α < 1 et (0 ≤ γ ≤ α)

Cγ([0, T ]) =
{
f : [0, T ] −→ R, ψ(t) = (t)γf(t) ∈ C([0, T ])

}
. (3.2)

On pose
‖f‖Cγ = ‖ψ‖∞

Cα
γ ([0, T ]) =

{
f ∈ C([0, T ]) : cDα

0 f ∈ Cγ([0, T ])
}
. (3.3)

L’approche est basée sur la résolution du problème considéré en une équation inté-
grale de Volterra

y(t) = y0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds 0 ≤ t ≤ T. (3.4)

Lemme 3.1. Soit α ∈ R (0 < α < 1), et f1−α(t) = I1−α
0 f(t). Si f ∈ Cγ([0, T ]) et

f1−α ∈ C1
γ([0, T ]), alors

(IαDα
0 f)(t) = f(t)− f1−α(t)

Γ(α) tα−1, t ∈ [0, T ]. (3.5)

Lemme 3.2. Si γ ∈ R (0 ≤ γ < 1), alors l’opérateur d’intégration Iα0 (avec α ∈ R)
est borné dans Cγ([0, T ])

‖Iα0 g‖Cγ ≤ Tα
Γ(1− γ)

Γ(1 + α− γ)‖g‖Cγ pour g ∈ Cγ([0, T ]). (3.6)

L’équivalence entre le problème (P1) et l’équation intégrale (3.4) est donnée par
le lemme suivant .

Lemme 3.3. Soit 0 < α < 1 et soit h : [0, T ] −→ R une fonction continue. Une
fonction y est solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) = y0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds, (3.7)

si et seulement si y est la solution du problème à valeur initiale pour l’équation
différentielle fractionnaire

cDαy(t) = h(t), t ∈ [0, T ], (3.8)

y(0) = y0, y0 ∈ R. (3.9)
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Démonstration. Soit y une solution de l’équation intégrale (3.7).
On commence par la vérification de la condition initiale. On a d’après (3.7)

|y(t)− y0| =
∣∣∣∣∣ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds

∣∣∣∣∣.
Donc,

|y(t)− y0| ≤
1

Γ(α)

∫ t

0
|(t− s)|α−1|h(s)|ds

≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
|(t− s)|α−1 sup

s∈[0,T ]
|h(s)|ds

≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
|(t− s)|α−1‖h‖∞ds

≤ ‖h‖∞
Γ(α)

∫ t

0
|(t− s)|α−1ds

≤ 1
α

‖h‖∞
Γ(α) |t|

α.

On prend la limite quand t→ 0, et on obtient :

y(0) = y0.

Donc (3.7) vérifie la condition initiale (3.9). Il reste à montrer qu’elle vérifie l’équa-
tion (3.8). On a,

y(t)− y0 = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds

= Iα0 h(t).

En appliquant l’opérateur Dα
0 aux deux membres de l’égalité, on obtient :

Dα
0 (y(s)− y0)(t) = h(t).

De plus, d’après le théorème 2.2, on a :

Dα
0 (y(s)− y0)(t) = cDα

0 y(t).

Par suite
cDαy(t) = h(t), t ∈ [0, T ].
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Réciproquement, on a :

cDαy(t) = d

dt
I1−α

0 [y(s)− y0](t).

Comme h est continue, il s’ensuit que cDαy est continue, et par suite I1−α[y(s)− y0]
est continue. En appliquant l’opérateur Iα0 aux deux membres de l’égalité précédente,
on obtient :

Iα0 (cDα
0 y(t)) = y(t)− y0 −

tα−1

Γ(α)I
1−α
0 [y(s)− y(0)](t).

D’autre part, on a :

|I1−α
0 [y(s)− y(0)](t)| ≤

supt∈[0,T ] |y(t)− y(0)|
Γ(1− α)

∫ t

0
|t− s|−αds

= ‖y − y0‖∞
(1− α)Γ(1− α) |t|

1−α,

et par suite,

lim
t−→0
|I1−α

0 [y(s)− y(0)](t)| = 0.

Par conséquent

Iα0 (cDα
0 y(t)) = y(t)− y0.

On a h ∈ C([0, T ],R) = C([0, T ]) , et par conséquent Iα0 h est continu. Appliquons
Iα0 aux deux membres de (3.8)

Iα0 (cDα
0 y(t)) = Iα0 h(t). (3.10)

D’après le calcul précédent, on obtient

y(t) = y0 + Iα0 h(t) = y0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds, 0 ≤ t ≤ T ;

c’est à dire y ∈ C([0, T ]) est la solution de l’équation intégrale (3.7).

Lemme 3.4. Soit J = [0, T ], 0 < c < T, g ∈ C([0, c]) et g ∈ C([c, T ]) alors
g ∈ C([0, T ]) et

‖g‖C([0,T ]) ≤ sup
[
‖g‖C([0,c]), ‖g‖C([c,T ])

]
. (3.11)

38



3.1. PROBLÈME DE CAUCHY POUR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D’ORDRE
FRACTIONNAIRE

Maintenant, on va établir l’existence et l’unicité de la solution pour le problème
de Cauchy (P1) dans l’espace Cγ([0, T ]) sous les hypothèses du lemme 3.3 et une
condition de Lipschitz.

Théorème 3.1. Soit 0 < α < 1, et 0 ≤ γ ≤ α. Soit J1 un ouvert de R, et
f : [0, T ]× J1 → R, une fonction telle que, pour chaque y ∈ J1, f(., y) ∈ Cγ([0, T ])
et vérifie la condition de Lipschitz suivante :
(H1) Il existe une constante A > 0 telle que :

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ A|y1 − y2|, pour tous t ∈ [0, T ], et tout y1, y2 ∈ J1.

Alors il existe une solution unique y du problème de Cauchy (P1) dans l’espace
Cγ([0, T ]) .

Démonstration. On montre le résultat en premier temps sur une partie de l’inter-
valle [0,T], l’équation intégrale (3.7) a un sens sur chaque intervalle [0, t1] ⊂ [0, T ].
Choisissons t1 tel que l’inégalité,

A
tα1

Γ(α + 1) < 1 (3.12)

soit vérifiée. On montre l’existence d’une solution unique y ∈ C([0, t1]) pour l’équa-
tion intégrale de Volterra (3.7) sur [0, t1]. Pour cela on utilise le théorème du point
fixe de Banach pour l’espace C([0,T]) qui est un espace métrique complet avec la
distance donnée par

d(y1, y2) = ‖y1 − y2‖C[0,t1] = sup
t∈[0,t1]

|y1(t)− y2(t)|.

On réécrit l’équation intégrale (3.7) sous la forme suivante :

y(t) = (Ty)(t),

où

(Ty)(t) = y0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds.

Pour appliquer le théorème de Banach, il faut montrer :
1. Si y ∈ C([0, t1]) alors (Ty) ∈ C([0, t1]).
2. Pour chaque y1, y2 ∈ C([0, t1])

‖Ty1 − Ty2‖∞ ≤ w‖y1 − y2‖∞, avec (0 < w < 1). (3.13)
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Comme f(., y) ∈ C([0, t1]) alors, tenant compte du lemme 3.2, on a∥∥∥∥∥ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds

∥∥∥∥∥
∞
≤ tα1

Γ(α + 1)‖f(t, y(t))‖∞ (3.14)

alors (Ty) ∈ C([0, t1]). Montrons maintenant (3.13).
Et en vertu de (3.7), du lemme 3.2, et utilisant la condition de Lipschitz (H1) de ce
théorème, donc On obtient

‖Ty1 − Ty2‖∞ =
∥∥∥ 1

Γ(α)

∫ t

0

(
f(s, y1(s))− f(s, y2(s))

)
(t− s)α−1ds

∥∥∥
∞

≤ tα1
Γ(α + 1)‖f(t, y1(t))− f(t, y2(t))‖∞

≤ Atα1
Γ(α + 1)‖y1(t)− y2(t)‖∞

à l’aide du (3.12), on obtient (3.13), avec w = Atα1
Γ(α + 1) < 1, et alors par le théorème

du point fixe de Banach, il existe une solution unique y∗ ∈ C([0, t1]) de l’équation
intégrale (3.4) sur [0, t1]. Par le théorème de Banach, la solution y∗ est une limite
de la suite convergente (Tny0) :

lim
n→+∞

‖Tny∗0 − y∗‖∞ = 0, (3.15)

on prend

y∗0 = y0.

Tenant compte de l’équation intégrale (3.7), la suite (Tny∗0) est définie par la formule
de récurrence :

(Tny∗0)(t) = y0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, (Tn−1y

∗
0)(s))ds, n = 1, 2 . . . .

Si on note, yn(t) = (Tny∗0)(t) alors la relation précédente prend la forme suivante :

yn(t) = y0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, yn−1(s))ds, n ∈ N,

et (3.15) devient

lim
n→+∞

‖yn − y‖∞ = 0. (3.16)
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Après, on considère l’intervalle [t1, t2], où t2 = t1 + h1 et h1 > 0 , avec t2 < T .
Réécrivons l’équation intégrale (3.4) sous la forme

y(t) = 1
Γ(α)

∫ t

t1
(t− s)α−1f(s, y(s))ds+ y0 + 1

Γ(α)

∫ t1

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds,(3.17)

nous obtenons

y(t) = y01 + 1
Γ(α)

∫ t

t1
(t− s)α−1f(s, y(s))ds, (3.18)

où

y01 = y0 + 1
Γ(α)

∫ t1

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds. (3.19)

Par une technique similaire pour avoir l’existence et l’unicité de la solution sur
[0, t1], on peut déduire qu’il existe une solution unique y∗1 ∈ C([t1, t2]) de l’équation
intégrale (3.4) sur l’intervalle [t1, t2]. On prend l’intervalle suivant [t2, t3], où t3 =
t2 + h2 et h2 > 0, avec t3 < T . En répétant ce processus, on trouve qu’il existe une
solution unique y de l’équation (3.4), telle que

y(t) = y∗k(t)
et

y∗k ∈ C([tk−1, tk]), (k = 1, . . . , L) (3.20)

où 0 = t0 < t1 < . . . < tL = T .
Par le lemme 3.4, il s’ensuit qu’il existe une solution unique y ∈ C([0, T ]) sur l’in-
tervalle [0,T] tout entier. Par conséquent, il existe une solution unique y = y∗ ∈
C([0, T ]) de l’équation intégrale de Volterra (3.4) et alors du problème de Cauchy
(P1).
Pour compléter la démonstration, il reste à montrer que cette solution y ∈ C([0, T ]),
appartient à l’espace Cα

γ ([0, T ]). Par définition, il faut montrer que cDαy ∈ Cγ([0, T ]).
D’après ce qui précède y ∈ C([0, T ]) est une limite de la suite (yn)n = (Tny∗0)n ⊂
C([0, T ]) ,

lim
n→+∞

‖yn − y‖∞ = 0. (3.21)

En utilisant ensuite (3.1) et la condition de Lipschitz, on trouve

‖cDαyn −c Dαy‖∞ ≤ ‖f(t, yn(t))− f(t, y(t))‖Cγ([0,T ])

≤ A‖yn − y‖Cγ([0,T ])

≤ AT γ‖yn − y‖∞
≤ A‖yn − y‖∞
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de plus (3.21) permet d’obtenir

lim
n→+∞

‖cDαyn −c Dαy‖∞ = 0,

alors cDαy ∈ Cγ([0, T ]), et donc, y ∈ Cα
γ ([0, T ]). Ce qui achève la démonstration.
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3.2 Problèmes aux limites pour des équations dif-
férentielles d’ordre fractionnaire

Dans cette section, on va étudier l’existence et l’unicité de la solution d’un pro-
blème aux limites du premier ordre, pour des équations différentielles d’ordre frac-
tionnaire,

(P2) :
{

cDαy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < α < 1
ay(0) + by(T ) = c1.

(3.22)

Où cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0, T ] × R −→ R, une
fonction continue, a, b, c1 sont des constantes réelles avec a+b 6= 0. Pour ce problème
on énonce le théorème d’existence et l’unicité, qui est basé sur le théorème de point
fixe de Banach.
Ce résultat est dû à Benchohra et Al [3].

3.2.1 Existence des solutions
On commence par la définition d’une solution du problème (P2).

Définition 3.1. Une fonction y ∈ C1([0, T ]) est dite solution du problème (P2) si y
satisfaite l’équation

cDαy(t) = f(t, y(t)) sur J,

et la condition aux bords suivante :

ay(0) + by(T ) = c.

Pour l’existence de la solution du problème (P2), on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.5. Soit 0 < α < 1 et soit h : [0, T ] −→ R une fonction continue. Une
fonction y est une solution de l’équation intégrale fractionnaire :

y(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds− c

]
, (3.23)

si et seulement si y est la solution du problème aux limites pour l’équation différen-
tielle fractionnaire suivante :

cDαy(t) = h(t), t ∈ [0, T ] , (3.24)
ay(0) + by(T ) = c . (3.25)
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Démonstration. D’après le lemme 3.3, On a :

y(t) = y0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1h(s)ds.

Il reste à vérifier les conditions aux limites, on a :

y(T ) = y0 + 1
Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds.

Mais :

ay(0) + by(T ) = c,

par suite :

ay(0) + by(0) + b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds = c avec a+ b 6= 0,

c’est à dire :

y(0) = 1
a+ b

[
c− b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1h(s)ds

]
.

On va donner un résultat concernant l’unicité de la solution du problème (P2),
en utilisant le théorème de point fixe de Banach .

Théorème 3.2. Supposons que :
(H1) Il existe une constante k > 0 telle que :

|f(t, u1)− f(t, u2)| ≤ k|u1 − u2|, pour tout t ∈ J, et tout u1, u2 ∈ R.

Si :

kTα
(
1 + |b|

|a+b|

)
Γ(α + 1) < 1, (3.26)

alors, le problème (P2) admet une solution unique sur [0,T] .
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Démonstration. On va transformer le problème (P2) en un problème de point fixe.
Considérons l’opérateur :

F : C([0, T ])→ C([0, T ]),

défini par :

F (y)(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0
(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c

]
.

Les points fixes de l’opérateur F sont les solutions du problème(P2) .
F est bien défini, en effet,
si y ∈ C([0, T ]), alors ,Fy ∈ C([0, T ]) .
Pour montrer que F admet un point fixe, il suffit de montrer que F est une contrac-
tion, en effet : si x, y ∈ C([0, T ]), pour tout t ∈ J , On a :

|F (x)(t)− F (y)(t)| ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

+ |b|
Γ(α)|a+ b|

∫ T

0
(T − s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

≤ k
‖x− y‖∞

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1ds

+ |b|k‖x− y‖∞
Γ(α)|a+ b|

∫ T

0
(T − s)α−1ds

≤
kTα

(
1 + |b|
|a+ b|

)
αΓ(α) ‖x− y‖∞,

et par suite :

‖F (x)− F (y)‖∞ ≤
kTα

(
1 + |b|
|a+ b|

)
αΓ(α) ‖x− y‖∞

En vertu de (3.26), on peut déduire que F est une contraction, et d’après le théorème
de Banach F admet un seul point fixe qui est une solution du problème (P2) .

Exemple 3.1. Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :

cDαy(t) = e−t|y(t)|
(9 + et)(1 + |y(t)|) , t ∈ J = [0, 1], 0 < α < 1, (3.27)
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y(0) + y(1) = 0. (3.28)

Posons

f(t, x) = e−tx

(9 + et)(1 + x) , (t, x) ∈ J × [0,+∞).

Soient x, y ∈ [0,+∞) et t ∈ J . Alors on a :

|f(t, x)− f(t, y)| = e−t

(9 + et)

∣∣∣∣∣ x

(1 + x) −
y

(1 + y)

∣∣∣∣∣,
= e−t|x− y|

(9 + et)(1 + x)(1 + y) ,

≤ e−t

(9 + et) |x− y|,

≤ 1
10 |x− y|.

Alors la condition (H1) est vérifiée avec k = 1
10 . On doit vérifier que la condition

(3.26) est satisfaite pour des valeurs appropriées de α ∈ (0, 1] avec a = b = T = 1.
En effet

3k
2Γ(α + 1) < 1⇔ Γ(α + 1) > 3k

2 = 0.15. (3.29)

Alors d’après le Théorème (3.2) le problème (3.27)-(3.28) a une seule solution sur
[0,1] pour les valeurs de α satisfaisant (3.29).

46



3.3. PROBLÈMES AUX LIMITES POUR DES ÉQUATION DIFFÉRENTIELLES AVEC DES
CONDITIONS INTÉGRALES

3.3 Problèmes aux limites pour des équation dif-
férentielles avec des conditions intégrales

Cette section est consacré à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions du
problème aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire avec des
conditions intégrales suivant :

(P3) :


cDαy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < α ≤ 1
y(0) + µ

∫ T

0
y(s)ds = y(T ), µ ∈ R∗

(3.30)

Où cDα la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, f : J × R −→ R est
une fonction donnée vérifiant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard, et
µ ∈ R∗. Le résultat de cette section s’inspirent des travaux de Benchohra et Ouaar
[4].

3.3.1 Existence des solutions
Nous commençons par donner la définition de la solution du problème (P3) .

Définition 3.2. Une fonction y ∈ C([0, T ]) est dite une solution de (P3), si elle
satisfait l’équation du problème(P3) sur [0,T], et la condition intégrale.

Pour l’existence de la solution du problème (P3) nous avons besoin du lemme
suivant.

Lemme 3.6. Soit 0 < α ≤ 1 et soit h ∈ C([0, T ]) une fonction donnée. Alors le
problème aux limites

cDαy(t) = f(t, y(t)), pour tout t ∈ J = [0, T ], 0 < α ≤ 1, (3.31)

y(0) + µ
∫ T

0
y(s)ds = y(T ), µ ∈ R∗, (3.32)

admet une seule solution donnée par

y(t) =
∫ T

0
G(t, s)h(s)ds, (3.33)

où G(t ,s) est la fonction de Green donnée par :

G(t, s) =


−(T−s)α+αT (t−s)α−1

TΓ(α+1) + (T−s)α−1

TµΓ(α) si 0 ≤ s ≤ t,
−(T−s)α
TΓ(α+1) + (T−s)α−1

TµΓ(α) si t ≤ s < T.
(3.34)
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Démonstration. Par le lemme 2.3, on peut réduire le problème (3.31)-(3.32) à un
équivalent d’équation intégrale :

y(t) = Iα0 h(t)− c0

=
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α) h(s)ds− c0,

pour une constante c0 ∈ R. On a par une intégration :∫ T

0
y(s)ds =

∫ T

0

(∫ t

0

(t− τ)α−1

Γ(α) h(τ)dτ − c0

)
ds

=
∫ T

0

(∫ t

τ

(s− τ)α−1

Γ(α) ds

)
h(τ)dτ − c0T

=
∫ T

0

(T − τ)α
αΓ(α) h(τ)dτ − c0T.

En appliquant la condition intégrale (3.32), on trouve :

y(0) = −c0 (3.35)

y(T ) =
∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α) h(s)ds− c0. (3.36)

Il reste à trouver c0. On a, d’après (3.32).

y(0) + µ
∫ T

0
y(s)ds = y(T ), (3.37)

c’est à dire :

−c0 + µ
∫ T

0
y(s)ds =

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α) h(s)ds− c0,

d’où ∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α) h(s)ds = µ
∫ T

0

(T − τ)α
αΓ(α) h(τ)dτ − c0µT,

donc

c0µT = µ
∫ T

0

(T − s)α
αΓ(α) h(s)ds−

∫ T

0

(T − s)α−1

Γ(α) h(s)ds,
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par conséquent

c0 = 1
T

∫ T

0

(
− (T − s)a−1

µΓ(α) + (T − s)α
Γ(α + 1)

)
h(s)ds.

Par suite, la solution unique de (3.31)-(3.32) est donnée par :

y(t) =
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α) h(s)ds− 1
T

∫ T

0

(
−(T − s)α−1

µΓ(α) + (T − s)α−1

Γ(α + 1)

)
h(s)ds

=
∫ t

0

(
−(T − s)α + αT (t− s)α−1

TΓ(α + 1) + (T − s)α−1

TµΓ(α)

)
h(s)ds

+
∫ T

t

(
(−T − s)α
TΓ(α + 1) + (T − s)α−1

TµΓ(α)

)
h(s)ds

=
∫ T

0
G(t, s)h(s)ds.

Ce qui achève la démonstration

Remarque 3.1. la fonction t ∈ J 7−→
∫ T

0
|G(t, s)|ds est continue sur J, et est donc

bornée.
Soit

Ĝ = sup
{∫ T

0
|G(t, s)|ds t ∈ J

}
.

Théorème 3.3. Supposons que :
(H1) Il existe un k > 0 , tel que

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ k|u− v|, pour tout t ∈ [0, T ]et pour chaque u, v ∈ R.

Si

kĜ < 1, (3.38)

alors, il existe une solution unique pour le problème aux limites (P3) .

Démonstration. Considérons l’opérateur N : C([0, T ])→ C([0, T ]) défini par :

(Ny)(t) =
∫ T

0
G(t, s)f(s, y(s))ds
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Où G est la fonction de Green donnée par (3.34). D’après le lemme 3.6 les points
fixes de l’opérateur N sont les solutions du problèmes (P3) . On doit montrer que N
est une contraction.
Considérons x, y ∈ C([0, T ]) . Alors, pour tout t ∈ [0, T ]. On a :

|(Nx)(t)− (Ny)(t)| ≤
∫ T

0
|G(t, s)||f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds,

≤ k‖x− y‖∞
∫ T

0

∣∣∣G(t, s)
∣∣∣ds,

≤ kĜ‖x− y‖∞.

Donc, on obtient que

‖N(x)−N(y)‖∞ ≤ L‖x− y‖∞,

où
L := kĜ < 1,

et le théorème est prouvé.

Exemple 3.2. Considérons le problème aux limites

cDαy(t) = e−t

10(1 + et) |y(t)| t ∈ J := [0, 1] α ∈ (0, 1] (3.39)

y(0) +
∫ 1

0
y(s)ds = y(1) (3.40)

Soit

f(t, x) = e−t

10(1 + et)x, (t, x) ∈ J × (0,∞),

soit x, y ∈ [0,∞) et t ∈ J . Alors on a

|f(t, x)− f(t, y)| = e−t

10(1 + et) |x− y|

≤ 1
20 |x− y|,

alors la condition (H1) est vérifiée avec k = 1
20 . D’après (3.6) G est donnée par

G(t, s) =


−(1−s)α+α(t−s)α−1

Γ(α+1) + (1−s)α−1

Γ(α) si 0 ≤ s ≤ t,
−(1−s)α
Γ(α+1) + (1−s)α−1

Γ(α) si t ≤ s < 1,
(3.41)
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3.3. PROBLÈMES AUX LIMITES POUR DES ÉQUATION DIFFÉRENTIELLES AVEC DES
CONDITIONS INTÉGRALES

D’après (3.41), on a∫ 1

0
G(t, s)ds =

∫ t

0
G(t, s)ds+

∫ 1

t
G(t, s)ds

=
∫ t

0

(
−(1− s)α + α(t− s)α−1

Γ(α + 1) + (1− s)α−1

Γ(α)

)
ds

+
∫ 1

t

(
−(1− s)α
Γ(α + 1) + (1− s)α−1

Γ(α)

)
ds

=
[

(1− s)α+1

(α + 1)Γ(α + 1)

]t
0
−
[
α(t− s)α
αΓ(α + 1)

]t
0

+
[
−(1− s)α
αΓ(α)

]t
0

+
[

(1− s)α+1

(α + 1)Γ(α + 1)

]1

t

−
[

(1− s)α
αΓ(α)

]1

t

= (1− t)α+1

Γ(α + 2) −
1

Γ(α + 2) + tα

Γ(α + 1) −
(1− t)α
Γ(α + 1)

+ 1
Γ(α + 1) −

(1− t)α+1

Γ(α + 2) + (1− t)α
Γ(α + 1) ,

par suite
Ĝ <

4
Γ(α + 1) + 3

Γ(α + 2) ,

alors la condition (3.38) est satisfaite pour T = µ = 1 .
En effet Ĝk < 1 est satisfaite pour chaque α ∈ (0, 1], alors d’après le théorème 3.2,
le problème (3.39)-(3.40) a une seule solution sur [0,1].
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté les dérivées fractionnaires en trois sens :Riemann-
Liouville, Caputo, Grünwald-Letnikov, et leurs propriétés.
Nous avons considéré un problème de Cauchy pour une équation différentielle d’ordre
fractionnaire. Puis, on a considéré deux problèmes aux limites pour des équations
différentielles d’ordre fractionnaire avec conditions aux limites différentes.
Finalement, nous avons ulistré les deux problèmes avec des exemples détaillés.
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