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0.1 La formulation des problèmes :

0.1.1 Réalisation

Une dé�nition possible de la R.O (Recherche Opérationnele) pourrait être la sui-

vante : il s�agit d�un ensemble de méthodes d�analyse scienti�que (maths et info.)

des phénomènes d�organisation qui traite de la maximisation d�un pro�t, d�une per-

formance, d�un rendement ou bien de la minimisation d�un coût, d�une dépense. La

R.O.est avant tout un outil d�aide à la décision.

Le schéma général suivi par ces méthodes est : Problème concret (de type R.O)!

modélisation!résolution par une méthode deR.O! interprétation des résultats!prise

de décision.

Tous les problèmes mentionnés ci-dessus et présentés dans ce cours peuvent se

formaliser de la façon suivante. On cherche à maximiser une fonction f sur un ensemble

X donné : maxff(x); x 2 Xg

� f : X ! R est la fonction objectif. f peut être linéaire, quadratique, non

linéaire...

� X est l�ensemble des solutions possibles dites réalisables (les contraintes). L�en-

semble X est �ni mais en général de trés grande taille.

On peut envisager de façon équivalente un problème de minimisation grâce à la

relation minf = �max(�f):

L�optimisation est l�obtention du meilleure décision possible dans un ensemble de

circonstances donnés.

Les application :

XConception
XConstruction

XGestion d0unemaintenance:

9>>>=>>>; () Xminimiser l�e¤ort ou maximiser un-

pro�t.

Les méthodes d�optimisation sont déformées sous les formes :
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XNombreuses
XDiverses
XSpéci�que .

L�optimisation vise à résoudre des problèmes où l�on cherche à déterminer parmi

un grand nombre de solutions candidates celle qui donne le meilleur rendement. Plus

précisément, on cherche à trouver une solution satisfaisant un ensemble de contraintes

qui minimise ou maximise une fonction donnée. L�application de l�optimisation est en

expansion croissante et se retrouve dans plusieurs domaines. Les problèmes considères

dans ce document s�écrivent sous la forme standard

min
x2Rn

f(x)

s.c. x 2 S

Où x = (x1; x2; ::; xn)>est un vecteur de Rn; f : Rn �! R est la fonction que l�on

désire minimiser (appelée fonction objectif ), S � Rn est l�ensemble dans lequel les

points doivent appartenir, et s.c. est l�abréviation de sous la ou les contraintes.

La formulation (1) signi�e que l�on cherche à trouver une solution du domaine

réalisable x� 2 S dont la valeur de la fonction objectif est la plus petite.

0.1.2 Classi�cation

XSelon la nature des variables de décision :
� Optimisation discrète ou optimisation combinatoire.

XSelon la nature des contraintes :
� Pas de contraintes ou contraintes faciles à satisfaire (un segment de la

droite réelle) : optimisation sans contraintes.

� Optimisation sous contraintes : il est di¢ cile de trouver un point satisfaisant

les contraintes.

XPropriétés spéciales des éléments du problème : linéarité, convexité.
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0.2 Karush, Kuhn et Tucker

0.2.1 Le travail de Karush, Kuhn et Tucker

Les travaux de Kuhn et Tucker en 1951 sur les conditions nécessaires et su¢ -

sants pour les solutions des problèmes de programmation mathématique ont conduit

à recherche sur problèmes des programmation non linéaire.

Formulation trouver x� = (x�1; x
�
2; ::; x

�
n)
> qui minimise f(x) et qui véri�e les

contraintes

gj(x) � 0 ; j = 1; ::;m

et

hj(x) = 0 ; j = 1; ::; p

On a alors le problème :8>>><>>>:
min f(x)

gj(x) � 0; j = 1; ::;m

hj(x) = 0; j = 1; ::; p

x = (x1; x2; ::; xn)
>= x 2 Rn.

0.2.2 Qui sont Karush, Kuhn et Tucker ?

Harold William Kuhn

(né le 29 juillet 1925) etait un mathématicien et économiste américain.

Professeur à l�Université Princeton, il publia plusieurs livres dontNonlinear pro-

gramming avec Albert Tucker en 1951, puis contributions to the Theory of Games en

1976.

Albert William Tucker

(28 novembre 1905 - 25 janvier 1995) était un mathématicien américain d�origine

canadienne qui a produit d�importantes contributions en topologie, théorie des jeux et

programmation non-linéaire.

William William Karush

(01 mars 1917 �22 février 1997) était professeur émérites de la California State
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University de Northridge. Il étaitle premier à publier les conditions nécessaires pour

les problèmes avec contraintes d�inégalité dans son mémoire de Master.

Notation le théorème de Karush-Kuhn-Tucker noté simplement Kuhn-Tucker

ou K.K.T.

0.3 Plan du mémoire

Ce mémoire se décompose en introduction,trois chapitres et conclusion :

� Introduction.

� Chapitre 01 :

Dans ce chapitre, nous allons donner une vue générale sur l�espace euclidien et

de Hilbert par la présentation de quelques notions et dé�nitions, propriétés et des

théorèmes fondamentaux avec les preuves (produit scalaire, théorème d�inégalité de

Cauchy-Schwarz,..), des théorèmes de Riesz et de projection .

� Chapitre 02 :

Ce chapitre est le but du mémoire, nous allons présenter une étude fondamentale

sur l�optimisation sans contraintes et sous contraintes, et comme début nous allons

présenter les conditions d�optimalités avec et sans contraintes et étudier deux mé-

thodes parmi plusieurs (substitition directe et les multiplicateurs de Lagrange) dans

la cas dont les contraintes sont d�égalités, et pour le cas d�inégalités une étude fon-

damentale sur les conditions de K.K.T avec dimonstration et les théorèmes qui sont

fondamentaux dans cette étude.

� Chapitre 03 :

dans ce chapitre nous allons présenter deux applications d�optimisation avec contraintes

d�égalité et d�inégalité avec les conditions de K.K.T.

� Conclusion.



Deuxième partie

Chapitre 1
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Chapitre 1

Espace de Hilbert

1.1 Introduction

Le mathématicien allemand David Hilbert (1862�1943), le premier à avoir introduit

de manière systématique les espaces qui maintenant portent son nom, est connu pour

les 23 fameux problèmes qu�il proposa au congrès international des mathématiciens en

1900. Ses idées ont profondément marqué l�ensemble des mathématiques jusqu�à l�heure

actuelle, en particulier en introduisant des méthodes géométriques en analyse, donnant

ainsi naissance à un domaine important des mathématiques : l�analyse fonctionnelle.

Les méthodes géométriques présentées dans ce mémoire sont basées sur la notion

de produit scalaire et d�orthogonalité.

Dans ce paragraphe, nous introduisons l�espace de Hilbert avec ses propriétés élé-

mentaires. Nous caractériserons la norme qui est déduite d�un produit scalaire. S�il n�y

a pas de spéci�cation le corps K est, comme auparavant, R ou C.

Dans cette partie K désigne R ou C et E est un K-espace vectoriel.

10
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1.2 Généralités sur les formes bilinéaires et qua-

dratiques

1.2.1 Formes bilinéaires symétriques et antisymétrique

Dé�nition(1) (les formes bilinéaires) On appelle forme bilinéaire sur E �E (E

est un K � espacevectoriel) toute application ' : E � E ! K telle que :

8� 2 K; 8(x; x0; y) 2 E3; '(�x+x0; y) = �'(x; y)+'(x0; y)

(' est linéaire par rapport à la 1 �ere place)

8� 2 K;8(x; y; y0) 2 E3; '(x; �y+y0) = �'(x; y)+'(x; y0)

(' est linéaire par rapport à la 2 �eme place) .

Notation

�Nous notons L(E;E;K) l�ensemble des formes bilinéaires sur E�E .

�Il est immédiat que L(E,E ;K) est un K-espace vectoriel .

Proposision(1) Soient � une forme bilinéaire sur E�E; (n; p) 2 (N�)2; �1; :::; �n; �1; :::; �p 2

K;x1; :::; xn; y1; :::; yp 2 E: On a alors :

'

 
nX
i=1

�ixi;

pX
j=1

�jyj

!
=

nX
1�i�n
1�j�p

�i�j'(xi; yj):

Preuve On a, par récurrence immédiate sur n :

8Y 2 E;'
 

nX
i=1

�ixi; Y

!
=

nX
i=1

�i'(xi; Y );

d�où '

 
nX
i=1

�ixi;

pX
j=1

�jyj

!
=

nX
i=1

�i'

 
xi;

pX
j=1

�jyj

!
=

nX
i=1

�i

 
pX
j=1

�j'(xi; yj)

!

=
nX

1�i�n
1�j�p

�i�j'(xi; yj):

Dé�nition(2) Une application ' : E�E ! K est dite symétriquesi et seulement

si :

8(x; y) 2 E2; '(y; x) = '(x; y):

On abrègera forme bilinéaire symétrique en : fbs.
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Notation Nous notons S(E;K) l�ensemble des formes bilinéaires symétriques sur

E � E. Il est immédiat que S(E;K) est un K�espace vectoriel , sev de L(E;E;K) .

La Proposition suivante est immédiate, et d�un usage commode.�

Proposition(2) Pour qu�une application ' : E�E �! K soit une fbs, il faut et

il su¢ t que l�on ait :

� ' est symétrique

�' est linéaire par rapport à la 2 �eme place.

1.2.2 Formes quadratiques

Dé�nition(3) Soit ' une fbs sur E � E. On appelle forme quadratique associée

à ' l�application, souvent notée �, de E dans K dé�nie par :

8x 2 E;'(x) = �(x; x):

On abrègera forme quadratique en : fq.

Exemple(1) Le produit scalaire canonique sur Rn, dé�ni par

Rn �Rn �! R

((x1; :::; xn); (y1; :::; yn)) 7!
nX
k=1

xkyk ,

est une fbs et la fq associée est

Rn �! R

(x1; :::; xn) 7!
nX
k=1

x2k .

La proposition suivante est immédiate à partir de proposition1.

Proposition(3) Soient ' une fbs sur E � E, � la fq associée à '. On a :

1)8n 2 N�; �1; :::; �n 2 K; 8x1; :::; xn 2 E;

�(

nX
i=1

�ixi) =

nX
i=1

�2i�(xi) + 2
X

1�i<j�n
�i�j'(xi; yj)

2)8(�; �) 2 K2;8(x; y) 2 E2; '(�x+ �y) = �2�(x) + 2��'(x; y) + �2�(y)

3)8(x; y) 2 E2; �(x+ y) = �(x) + 2'(x; y) + �(y)

4)8(x; y) 2 E2; '(x; y) = 1=4(�(x+ y)� �(x� y))

5)8(x; y) 2 E2; �(x+ y) + �(x� y) = 2�(x) + �(y).
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Remarque(1) Les formules 3)et 4)précédentes montrent que � détermine entiè-

rement ' ; ' est appelée la forme polaire de �.

Dé�nition(4) Soit � : E ! K une application. On dit que � est une forme

quadratique si et seulement s�il existe une fbs ' : E � E ! K telle que � soit la fq

associée à '.

Notation Notons Q(E) l�ensemble des fq sur E.

Rmarque(2) Il est clair que l�application U : S(E;K) ! Q(E) qui, à toute fbs

' sur E�E fait correspondre la fq associée à ', et l�application V : Q(E)! S(E;K)

qui, à toute fq � sur E associe la forme polaire de �, sont des bijections réciproques

l�une de l�autre.

1.3 Rappels sur les espaces euclidiens

1.3.1 Produit scalaire

Dé�nition(1)(produit scalaire) Soit E un espace vectoriel sur le corps K.

Un produit scalaire sur E est une application ' : E � E ! K telle que pour tout

x; x1; x2; y 2 E, et � 2 K, on a :

1:'(x; x) � 0 et '(x; x) = 0 si et seulement si x = 0.

2:'(x; y) = ('(y; x))

3:'(x1 + x2; y) = '(x1; y) + '(x2; y)

4:'(�x; y) = �'(x; y):

Remarque(1) Les propriétés suivantes d�un produit scalaire induit par les axiomes

1) à 4) :

i) h0; xi = hx; 0i = 0; pour tout x 2 E,

ii) h
Pn

i=1 �ixi;
Pm

j=1 �jyji = h
Pn

i=1

Pm
j=1 �i�jhxi; yji; pour tout xi; yj 2

E; �i; �j 2 K:

Dé�nition(2)(autre dé�nition de produit scalaire) On appelle produit scalaire sur
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E toute fbs ' sur E � E telle qu�en notant � la fq associée à ', on ait :

(i)8x 2 E; �(x) � 0

(ii)8x 2 E; (�(x) = 0) x = 0)

Notation Lorsque ' est un produit scalaire, on note souvent (xjy) ou <x,y> ou

x.y à la place de '(x; y):

Dé�nition(3) On appelle espace euclidien tout couple (E;') où E est un R� e:v

de dimension �nie et ' un produit scalaire sur E.

On abrègera espace (vectoriel) euclidien en : eve.

Exemple(s)(2)

1)Produit scalaire usuel sur Rn; n 2 N

L0application ' : Rn �Rn 7! R dé�nie par :

'((x1; :::; xn); (y1; :::; yn))!
nX
k=1

xkyk:

2)Produit scalaire canonique sur Mn:p(R)

L�application ' : (Mn:p(R))
2 !
(A;B) 7!tr(ABt)

R est un produit scalaire sur Mn:p(R),

appelé produit scalaire canonique sur Mn:p(R):

Le produit scalaire canonique sur Mn:1(R) (ou M1:n(R)) est, à la notation près, le

produit scalaire usuel sur Rn.

Théorème(1)(Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient (E;') un eve, � la fq asso-

ciée à '. On a :

Alors pour tout x; y 2 E;

'(x; y)2 � �(x)�(y):

Ou

jhx; yij � hx; xi1=2 � hy; yi1=2 :

Preuve On procède comme d�habitude, pour cette inégalité, on introduit un

paramètre � 2 R .De la positivité du produit scalaire, on déduit

hx��y; x��yi � 08x; y 2 E; � 2 R.

Mais, de la bilinéarité, on déduit :
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hx � �y; x � �yi = hx; xi � 2�hx; yi + �2hy; yi � 0;8x; y 2 E; � 2 R.

Ce trinôme du second degré en � reste toujours positif. Nécessairement, son discri-

minant est négatif ;

jhx; yij2 � hx; xi�hy; yi .

Ceci conduit à l�inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition(1)(Étude du cas d�égalité dans l�inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient

(E;')un eve, � la fq associée à '; (x; y) 2 E2;on a :

'(x; y)2 = �(x)�(y) () (x; y) lié.

Théorème(3)(Inégalité de Minkowski) Soient (E;') un eve, � la fq associée à ' ;

on a :

8(x; y) 2 E2; �(x+ y)1=2 � �(x)1=2 + �(y)1=2.

Proposition(2)(Étude du cas d�égalité dans l�inégalité de Minkowski) Soient

(E;') eve, � la fq associée à ', (x; y) 2 E2 ;On a :

( �(x+ y))1=2 = (�(x))1=2 + (�(y))1=2 () (x = 0 ou 9� 2 R+; y = �x):

On traduit cette dernière condition par : (x; y) est positivement liée.

Proposition(3)(et dé�nition) Soient (E;') un eve, � la fq associée à '. L�appli-

cation k:k : E !
x�!(�(x))1=2

R est une norme sur E, appelée norme euclidienne associée

à '.

Remarque(2) Soient h:; :i un produit scalaire sur E; jj:jj la norme euclidienne

associée. Les formules obtenues en 1:2 Prop. 3; 3); 4); 5) peuvent être récrites sous la

forme suivante,pour tout (x; y)de E2 :

�jjx+ yjj2 = jjxjj2 + 2hx; yi+ jjyjj2

�jjx+ yjj2 � jjx� yjj2 = 4hx; yi

�jjx+ yjj2 + jjx� yjj2 = 2(jjxjj2 + jjyjj2).

L�inégalité de Cauchy-Schwarz (Th. 1) peut être récrite :

�(< x; y >)2 � jjxjj2jjyjj2:

Et l�inégalité de Minkowski (Th. 2) peut être récrite :
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�jjx+ yjj � jjxjj+ jjyjj:

1.3.2 Orthogonalités

Dé�nition(4) Soit (E; h�;�i) un espace vectoriel euclidien.

1)Soit (x; y) 2 E2 ; on dit que x est orthogonal à y, et on note x ? y, si et seulement

si :

hx; yi = 0:

2) Soient x 2 E,A 2 P (E) ; on dit que x est orthogonal à A, et on note x ? A, si

et seulement si :

8a 2 A; hx; ai = 0:

3)Pour toute partie A de E, on dé�nit l�orthogonal de A, noté A? :

A? = fx 2 E;8a 2 A; hx; ai = 0g:

4)Une famille (xi)i2I d�éléments de E est dite orthogonale si et seulement si :

8(i; j) 2 I2; (i 6= j ) hxi; xji = 0):

5)Une famille (xi)i2I d�éléments de E est dite orthonormale si et seulement si :

�(xi)i2I est orthogonale et �8i 2 I; jjxijj = 1:

Rmarque(3)

1 � 0 ? x pour tout x 2 H:

2�x ? y = y ? x;symétrie

3 � x ? x) x = 0

4 � x ? xi et �i 2 K; i = 1; : : : ; n) x ?
Pn

i=1 �ixi

5 � x ? xn et xn
k:k�! x0 ) x ? x0

6� Soit hxi; xji = 0; i 6= j; i; j = 1; : : : ; n alors

kx1 + � � �+ xnk2 = kx1k2 + � � �+ kxnk2.

Si on prend n = 2; dans (6) on obtient

kx1 + x2k2 = kx1k2 + kx2k si x1 ? x2;
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Dans l�espace vectoriel R2, c�est le théorème de Pythagore.

Proposition(4) Soit (E; h�;�i) un eve.

1�Pour toute partie A de E, A?est un sev de E.

2 � 8(A;B) 2 (P (E))2; (A � B ) A? � B?):

3 � 8A 2 P (E); A? = V ect(A)? (tel que V ect(A) est l�ensemble engendré par A):

4� Pour tout sev F de E : F � F? = E, et donc :

dim(F?) = dim(E)� dim(F ).

5 � 8A 2 P (E); A?? = V ect(A):

6 � E? = f0getf0g? = E:

7 � 8A 2 P (E); A \ A? � f0g:

8� Pour tous sev F;G de E :

(F +G)? = F? \G? et (F \G)? = F? +G?:

Proposition(5) Soient (E; h�;�i)un eve, (xi)i2I une famille dans E

Si

8<: (xi)i2I est orthogonale

8i 2 I; xi 6= 0

������, alors (xi)i2I est libre.
Proposition(6)(Théorème de Pythagore) Soient (E; h�;�i) un eve, (x; y) 2 E2.

On a :

x ? y () jjx+ yjj2 = jjxjj2 + jjyjj2 () jjx� yjj2 = jjxjj2 + jjyjj2:

Théorème(4)(Orthogonalisation de Schmidt) Soient (E; h�;�i) un eve, p 2 N�; (e1; :::; ep)

une famille libre dans E. Il existe (V1; :::; Vp) 2 Ep tel que :8<: V1; :::; Vp sont deux à deux orthogonaux

8k 2 f1; :::; pg; V ect(V1; :::; Vk) = V ect(e1; :::; ep)

9=;
(et donc : 8k 2 f1; :::; pg; Vk 6= 0):

Remarque(4) En imposant à (V 1,...,V p) la condition :

8k 2 f1; :::; pg; hVk; eki = 1:

Il y a alors unicité de (V1; :::; Vp), et la matrice de passage de (e1; :::; ep) à (V1; :::; Vp)

est triangulaire supérieure à termes diagonaux égaux à 1 :
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0BBB@
1 � � �
. . .

0 1

1CCCA
On abrège base orthonormale (ou : orthonormée) en : b.o.n.

Corollaire(1)(Théorème de la base orthonormée incomplète) Pour toute famille

orthonormale (e1; :::; ep) d�un eve E, il existe ep+1; :::; en 2 E (où n = dim(E)) tels

que (e1; :::; en) soit une b.o.n. de E .

Corollaire(2) Tout eve admet au moins une b.o.n.

Dé�nition(5) Soient ' une fbs sur E � E et B = (e1; :::; en) une base de E. On

appelle matrice de ' dans (ou : relativement à) B, et on note MatB('), la matrice

carrée d�ordre n, symétrique suivante :

MatB(') = ('(ei; ej))1�i:j�n.

Proposition(7) Si B = (e1; :::; en) est une b.o.n. de (E; h�;�i) alors :

8x 2 E; x =
Pn

i=1hei; xiei:

Proposition(8) Soient (E; h�;�i) un eve, B une base de E; A = MatB(h�;�i):

Alors : ����B est orthogonale si et seulement si A 2 Dn(R)

B est orthonormale si et seulement si A = In.

����
Proposition(9) Si B est une b.o.n. de E, on a, pour tout (x; y) de E2 et en

notant X =MatB(x), Y =MatB(y) :

< x; y >= XY t:

1.4 Espaces préhilbertiens et hilbertiens, théorèmes

de projection et de reprèsantation Riesz

1.4.1 Généralités(Espaces préhilbertiens,espace de Hilbert)

Dé�nition(1)(espace préhilbertien) Un espace vectoriel muni d�un produit scalaire

est appelé un espace préhilbertien.
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Théorème(1) Dans un espace préhilbertien E, l�application k:k : E ! R, donnée

par kxk = hx; xi1=2, pour tout x 2 E, est une norme pour E.

Preuve Nous avons kxk � 0 et kxk = 0 si et seulement si x = 0;

de plus

k�xk = h�x; �xi1=2 = (��hx; xi)1=2 = (j�j2hx; xi)1=2 = j�jhx; xi1=2 = j�jkxk:

En�n

kx+ yk2 = hx+ y; x+ yi = hx; xi+ hx; yi+ hy; xi+ hy; yi

= kxk2 + hx; yi+ hx; yi+ kyk2

= kxk2 + 2Rehx; yi+ kyk2

� kxk2 + 2jhx; yij+ kyk2

� kxk2 + 2kxkkyk+ kyk2

= (kxk+ kyk)2;

D�où

kx+ yk � kxk+ kyk

La norme k:k ainsi dé�nie s�appelle la norme induite par le produit scalaire.

Remarque(1) En utilisant la norme induite par le produit scalaire, les inégalités

(1) et (2) deviennent respectivement

jhx; yij � kxkkyk et jhx; yij � 1=2(kxk2 + kyk2) :

Théorème(2)(Loi du parallélogramme) La norme induite par le produit scalaire

satisfait l�égalité

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2(kxk2 + kyk2) .

Preuve

En e¤et,

kx+ yk2 + kx� yk2 = hx+ y; x+ yi+ hx� y; x� yi

= hx; xi+ hx; yi+ hy; xi+ hy; yi+ hx; xi � hx; yi � hy; xi+ hy; yi

= 2(kxk2 + kyk2):

Les égalités

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2(hx; yi+ hy; xi) = 4Rehx; yi
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kx+ iyk2 + kx� iyk2 = 4Imhx; yi

Nous amènent à

4hx; yi = kx+ yk2 � kx� yk2 + i(kx+ iyk2 � kx� iyk2)

Cette égalité nous montre que deux produits scalaires di¤érents sur E entraînent

deux normes induites di¤érentes.

Théorème(3) Un produit scalaire est une fonction continue sur E � E , par

rapport à la norme induite.

Preuve Soient x0; y0 2 E et les suites fxn;n 2 Ng � E et fyn;n 2 Ng � E telles

que xn
k:k�! x0 et yn

k:k�! y0:

Alors jhxn; yni � hx0; y0ij = jhxn � x0; yni+ hx0; yn � y0ij

� jhxn � x0; ynij+ jhx0; yn � y0ij

� kxn � x0kkynk+ kx0kkyn � y0k

D�où

lim
n�!+1

hxn; yni = hx0; y0i .

Dé�nition(2)(Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert (ou hilbertien) est un es-

pace complet par rapport à la norme induite par un produit scalaire. En d�autres mots,

un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est induite par un produit

scalaire(généralement, le corps de base est R ou C).

Dans toute la suite de la thèse, H sera un espace hilbertien de dimension in�nie,

et (x; y) 2 H2 �! hx; yi un produit scalaire sur H:

1.4.2 Projection d�un point sur un convexe fermé(Théorème

de projection)

Dé�nition(3)(la convexité) Soit E un e.v. réel et K � E,

�On dit que K est convexe si

8(x; y) 2 K2;8t 2 [0; 1] : tx+ (1� t)y 2 K:

(on note encore [x; y] � K):
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�On dit que K est dtrictement convexe si

8(x; y) 2 K2;8t 2]0; 1[: tx+ (1� t)y 2 K:

Ou Un ensemble K est convexe si, pour toute paire de points a; b de K; K contient

aussi le segment ab.

Rappelle

� On dit q�une suite (xn) est de Cauchy si et seulement si :

8" > 0;9n0 2 N=8p > q � n0 2 N :j xp � xq j< ":

�E est complet , toute suit de Cauchy converge dans E .

Remarque(2) La notion d�« ensemble concave » n�existe pas.

Théorème(3)(Théoréme de projection) Soit C � H une partie convexe fermée

non vide. Pour tout x 2 H, il existe un unique y 2 C tel que d(x;C) = jjx�yjj ; y = xC

est appelé projeté orthogonal de x sur C:

Preuve Pour tout z 2 C on a jjx � zjj � d(x;C) (qui existe, puisque c�est l�inf

d�une partie non vide de R minorée par 0). Par dé�nition, il existe (xn)n2N 2 Cn tel

que :

d(x;C) � jjx� xnjj � d(x;C) + 1=n; 8n 2 N

Montrons que (xn) est deCauchy ; ainsi, H étant hilbertien c�est un espace complet,

donc on pourra conclure quant à la convergence de la suite (xn) :

Soit p; q 2 N , et notons � = d(x;C).

H étant un espace de Hilbert, l�identité du parallélogramme est véri�ée, donc

2(jjx�xpjj2+ jjx�xqjj2) = jj(x�xp)� (x�xq)jj2+ jj(x�xp)+ (x�xq)jj2

Donc on a

2(jjx� xpjj2 + jjx� xqjj2) = jjxp � xqjj2 + 4jjx� (xp + xq)=2jj2:

Or C est convexe, donc
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(xp + xq)=2 2 C, donc jjx� (xp + xq)=2jj2 � �2:

En réorganisant, on a donc jjxp � xqjj2 � 2(jjx � xpjj2 � �2 + jjx � xqjj2 � �2). Or

il apparaît par comparaison que lim
p!+1

jjx� xpjj = �, donc lim
p!+1

jjx� xpjj2 = �2. D�où

pour tout " > 0 ilexiste n0 2 N tel que pour tout p � n0 ; j(jjx� xpjj2 � �2)j � "2=2:

D�où pour p; q � n0 on a jjxp � xqjj � "; donc (xn) est bien une suite de Cauchy,

donc elle converge vers y 2 C car H est complet. Mais C est fermé, donc C = C et

y 2 C. On a lim
n!+1

jjx�xnjj = jjx� yjj par continuité de l�application norme, donc par

unicité de la limite,jjx� yjj = � = d(x;C):

En�n, si on prend y; z 2 C véri�ant jjx�yjj = jjx�zjj = d(x;C) : on construit une

suite (cn)n2N telle que cn = y si n est pair, cn = z si n est impair. Pour tout n 2 N

on a jjx � cnjj = � donc avec le même raisonnement que ci-dessus, cela implique la

convergence de la suite (cn), et donc y = z. Il y a donc unicité du projeté orthogonal,

ce que l�on souhaitait démontrer.

Proposition(1) Soit C un convexe fermé non vide de H; x 2 H quelconque. Alors

il existe un unique y 2 C véri�ant 8c 2 C; hc � y; x � yi � 0; et y = xC projection

orthogonale de x sur C (c�est une caractérisation de xC)

Preuve

�Si il existe y 2 C véri�ant l�hypothèse de la proposition, pour z 2 C on a :

jjz�xjj2 = jjz�y+y�xjj2 = jjz�yjj2+ jjy�xjj2�2hz�y; y�xi. Donc l�hypothèse

assure que jjz � xjj2 � jjy � xjj2 donc cela étant vrai pour tout z 2 C; jjy � xjj �

d(x;C);mais y 2 C donc jjy�xjj � d(x;C) donc �nalement jjx� yjj = d(x;C). Ayant

unicité du projeté orthogonal d�aprés le théorème01, on a bien y = xC .

�Véri�ons maintenant que xC véri�e bien l�hypothèse de l�énoncé.

On a pour tout z 2 C ,jjx� zjj � jjx� xC jj et jjx� zjj2 = jjx� xC + xC � zjj2 =

jjx� xC jj2 � 2hx� xC ; xC � zi+ jjxC � zjj2:

Donc 2hz� xC ; x� xCi � jjz� xC jj2. Nous avons presque le résultat attendu, mais

il nous faut se débarrasser du membre de droite. Pour cela, on paramètre le problème :

�xons z0 2 C; ayant C convexe on a pour tout � 2 [0; 1] ; z = �z0+(1��)xC 2 C:
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D�où en appliquant le petit calcul ci-dessus, ayant z�xC = �(z0�xC); nous avons

2�hz0 � xC ; x � xCi � �2jjz0 � xC jj2. Pour � 2]0; 1] cela donne 2hz0 � xC ; x � xCi �

�jjz0 � xC jj2.

Avec �! 0+ on a bien le résultat attendu.

1.4.3 Applications importantes du théorème de projection

Lemme(1) Pour toute partie A de H;A?est un sous-espace vectoriel fermé de

H.

Preuve Le fait que A?soit un sous-espace est évident. Montrons qu�il est fermé :

Si on prend y 2 A? il existe une suite (yn) d�éléments de A? qui converge vers y.

La fonction (x; y) 7! hx; yi est continue d�aprés l�inégalité de Cauchy-Schwarz ; or

8x 2 A;8n 2 N on a hx; yni = 0 donc avec n ! +1 on a hx; yi = 0 par continuité,

donc y 2 A? : A? est bien un fermé.

Nous avons maintenant deux petites propositions trés importantes pour la deuxiéme

section de cet article, et qui généralisent des résultats déjà vus en dimension �nie.

Proposition(2) Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H. On a

1 � F � F? = H

2� Pour tout x 2 H, on a xF = pF (x) projection orthogonale sur F ; ainsi

x� xF 2 F?

3 � F?? = F:

Preuve

1+ 2 : le fait que F et F?sont en somme directe ne pose aucun problème.

Montrons que pour x 2 H il existe (y; z) 2 F � F? tel que x = y + z:

F est un sous-espace vectoriel, c�est donc en particulier un convexe ;étant de plus

fermé,d�aprés le théorème01, il existe un unique xF 2 F tel que d(x; F ) = jjx � xF jj.

Notons y = x�xF ; d�aprés la proposition1, on a pour tout f 2 F hf �xF ; yi � 0. Soit

y0 2 F �xé. Comme F est un espace vectoriel, y0+xF 2 F et �y0 2 F : cela implique

hy0; yi � 0 et h�y0; yi � 0 donc hy0; yi = 0. Ceci étant vrai pour tout y0 2 F , on a
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bien y = x� xF 2 F? donc les a¢ rmations 1 et 2 sont démontrées.

3 : On a toujours F � F?
?
. Montrons l�inclusion inverse.

On a d�aprés l�a¢ rmation 1 de cette proposition que H = F � F?. Donc pour

x 2 F??il existe un unique couple (xF ; xF?) 2 F � F? tel que x = xF +xF?. Or l�on

a jjxF?jj2 = jjx� xF jj2 donc jjxF?jj2 = hx� xF ; x� xF i = hx; x� xF i � hxF ; x� xF i:

Ayant x 2 F?
?
,x � xF 2 F? on a hx; x � xF i = 0 ; de même, comme xF 2 F et

x�xF 2 F?, hxF ; x�xF i = 0. Donc jjxF?jj = 0 donc xF? = 0 : x 2 F , ce qu�il fallait

démontrer.

Proposition(3) Soit F un sous-espace quelconque de H. Alors on a :

1 � F = F?
?

2 � F dense dans H () F? = f0g:

Peuve

1� On a toujours F � F?
?
; donc F � F?

?
. Ainsi, le lemme1 a¢ rmant

que F?
?
est unfermé, on a F � F?

?
.

On a toujours F � F ; par orthogonalité, on a donc F? � F?donc en recomposant,

F?
? � F?

?
. Or F est un fermé, donc l�a¢ rmation 3 de la proposition2 nous donne

F = F?
?
. Ainsi, F?

? � F . On a donc bien par double inclusion F = F?
?
.

2�On a F dense () F = H () F?
?
= H d�aprés ci-dessus.

Or l�a¢ rmation 1 de la proposition 2 nous donne H = F? � F?
?
donc F dense

() F? = f0g:

1.4.4 Théorème de représentation de Riesz, adjoint d�un en-

domorphisme en dimension �nie

Théorème(4)(de représentation de Riesz) Soit H 0 le dual topologique de H

(c�est-à-dire l�ensemble des formes linéaires continues sur H).

Soit a 2 H, on note �a :x 2 H 7!< a; x >2 K, K = R ou C.

Alors � : a 2 H 7! �a 2 H 0 est bien dé�nie, et c�est un isomorphisme de H sur
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H 0.

Preuve Tout d�abord, � e st bien dé�nie car l�inégalité de Cauchy-Schwarz assure

la continuité de la fonction �a(a 2 H �xé).

� est injective : si �a = 0 alors en particulier, �a(a) = ha; ai = jjajj2 = 0 donc a = 0

et ker� = f0g:

Montrons que � est surjective. Soit L 2 H0. Si L = 0L = �(0) et c�est bon ; sinon,

notons E = kerL, E est un hyperplan de H:

Ayant E = Lh�1i(f0g) et L continue, E est un fermé deH. D�aprés la proposition02,

E�E? = H. Ayant L di¤érente de l�application nulle, il existe u 2 E?tel que L(u) 6= 0.

On a en fait E = V ecta : si on prend x 2 E?et si on note w = x � L(x)
L(a)

a on a

L(w) = L(x) � L(x)
L(a)

L(a) par linéarité, donc L(w) = L(x) � L(x) = 0 : w 2 E: Or

w 2 E? par construction, donc w 2 E \ E ?= f0g d�où x = L(x)
L(a)

a : x 2 V ecta et par

double inclusion (l�autre inclusion étant évidente) on a bien E? = V ecta.

On a donc pour tout x 2 Hx = L(x)
L(a)

a + xE; xE 2 E. Notons maintenant b =
L(x)
kak2a:On pour tout x 2 H

hx; bi = hL(x)
L(a)

a + xE;
L(x)
kak2ai =

L(x)
L(a)

L(x)
kak2 ha; ai = L(x) car xE 2 E et a 2 E?. D�où

l�on a L = �b et � est bien surjective.

En conclusion, ' est bien un isomorphisme, il y a donc isomorphisme entre H et

son dual topologique.

Ce théoréme, puissant, nous permet donc de pouvoir dé�nir un adjoint dans un

espace de Hilbert pour les endomorphismes continus, comme le montre la proposition

suivante :

Proposition(4) Soit u 2 Lc(H) endomorphisme continu de H.

Il existe un unique v 2 Lc(H) tel que pour tout (x; y) 2 H2on ait hu(x); yi =

hx; v(y)i

v est l�adjoint de u, noté u�, et de plus on a jjjujjj = jjju�jjj:

Peuve Soit u 2 Lc(H). Fixons y 2 H, et notons  y : x 2 H 7! hu(x)jyi. C�est

une forme linéaire(aisé à démontrer) et continue en tant que composée de fonctions
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continues (le produit scalaireest bien continu, u est continu par hypothèse). Donc

 y 2 H0 le dual topologique de H : le théorème de représentation de Riesz permet

d�a¢ rmer l�existence d�un unique v(y) 2 H tel que hu(x); yi =  y(x) = hv(y); xi:

v est bien une application linéaire : si on prend y; z 2 H, on a  y+z(x) = hu(x); y+

zi = hu(x); yi+ hu(x); zi donc  y + z(x) = hx; v(y)i+ hx; v(z)i = hx; v(y) + v(z)i. Par

unicité dans le théorème2, on a bien v(y+ z) = v(y) + v(z). De même, pour � 2 K on

aaussi v(�y) = �v(y) et on a bien v(0) = 0.

Si on notait v0 une application de L(H) véri�ant les hypothèses de la proposition4,

à y �xé on aurait  y(x) = hx; v0(y)i donc l�unicité imposée par le théoréme de Riesz

nous donne v0(y) = v(y), donc v est unique.

En�n, v est bien continue : on a hv(y); v(y)i = hy; u(v(y))i, donc

jjv(y)jj2 � jju(v(y))jj:jjyjj d�aprés l�inégalité de Cauchy-Schwarz, et la continuité

de u nous donne jjv(y)jj2 � jjjujjj:jjv(y)jj:jjyjj:

D�où pour y =2 kerv on peut diviser par jjv(y)jj et l�on a jjv(y)jj � jjjujjj:jjyjj,

inégalité en core valable pour v(y) = 0. On a donc en particulier pour

jjyjj � 1jjv(y)jj � jjjujjj donc v est bornée sur la boule fermée unité : ayant v

linéaire, on a donc v continue, et jjjvjjj � jjjujjj:

On note maintenant v = u�. On remarque que l�unicité imposée par la proposition4

(unicité qui a été démontrée) impose (u�)� = u ; ainsi, le raisonnement e¤ectué ici

avec u se refait avec u� qui est bien élément de Lc(H), et l�on a jjju�jjj � jjj(u�)�jjj

c�est-à-dire jjju�jjj � jjjujjj. On a donc bien par double inégalité jjjujjj = jjju�jjj:

Rappel Soit (E; h:; :i) un espace euclidien, u 2 L(E) un endomorphisme de E. Il

existe un élément u� 2 L(E) unique, véri�ant : 8(x; y) 2 E2 :

hu(x); yi = hx; u�(y)i .

On appelle u� l�endomorphisme adjoint de u.
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Chapitre 2

Théorème de Karush, Kuhn et

Tucker

2.1 Introduction à l�optimisation

2.1.1 Quelques notions d�optimisation

L�optimisation vise à résoudre des problèmes où l�on cherche à déterminer parmi

un grand nombre de solutions candidates celle qui donne le meilleur rendement. Plus

précisément, on cherche à trouver une solution satisfaisant un ensemble de contraintes

qui minimise ou maximise une fonction donnée. L�application de l�optimisation est en

expansion croissante et se retrouve dans plusieurs domaines. Les problèmes considères

dans ce document s�écrivent sous la forme standardforme standard

min
x2Rn

f(x) (1)

s.c. x 2 S

Où x = (x1; x2; ::; xn)>est un vecteur de Rn; f : Rn �! R est la fonction que l�on

désire minimiser (appelée fonction objectif ), S � Rn est l�ensemble dans lequel les

points doivent appartenir, et s.c. est l�abréviation de sous la ou les contraintes.

28
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La formulation (1) signi�e que l�on cherche à trouver une solution du domaine

réalisable x� 2 S dont la valeur de la fonction objectif est la plus petite.

Dé�nition(1) Une solution x� 2 S est un minimum global de la fonction f sur

le domaine S si

f(x�) � f(x) ;8x 2 S:

La valeur optimale est f(x�).

Notez que le minimum global n�est pas nécessairement unique, mais la valeur op-

timale l�est. Par exemple, le problème d�optimisation suivant

min
X2Rn

sin(x)

posséde une in�nité de minima globaux, soient {3�
2
+ 2k� : k 2 Z} mais une seule

valeur optimale : �1.

Dé�nissons maintenant la notion d�optimalité dans un voisinage restreint. Pour in-

troduire cette idée, on va dé�nir B"(x�) comme étant l�ensemble des points de Rndont

la distance à x� est inférieure à ", un scalaire positif donné. Cet ensemble est commu-

nément appelé une boule de rayon " centrée en x� , et s�écrit formellement :

B"(x�) = fx 2 Rn :k x� x� k< "g:

Dé�nition(2) Une solution x� 2 S est un minimum local de la fonction f sur le

domaine S si

f(x�) � f(x) ;8x 2 S \B"(x�):

Les maxima sont dé�nis de façon similaire, il su¢ t de remplacer les inégalités (�)

aux dé�nitions 1 et 2 par (�). La �gure 1 illustre le cas d�une fonction d�une seule

variable possédant trois minimums locaux,dont un minimum globale



30

�gure1 la represantation de deux minimums local et global

2.1.2 Rappels

Le gradient d�une fonction f : Rn ! R di¤érentiable. évalué au point x 2 Rnest

un vecteur de Rn s�écrivant

rf(x) =
�
@f(x)
@x1

; @f(x)
@x2

; :::; @f(x)
@xn

�T
:

La dérivée directionnelle de f en x 2 Rn dans la direction unitaire d 2 Rnest

f 0(x) = lim
t!0+

f(x+td)�f(x)
t

= d � rf(x):

De plus, si les dérivées secondes de f existent et sont continues, alors la matrice

Hessienne s�écrit

r2f(x) =

26666664
f
00
x1x1

f
00
x1x2

__ f
00
x1xn

f
00
x2x1

f"x2x2 __ f
00
x2xn

j j � j

f
00
xnx1

f
00
xnx2

__ f
00
xnxn

37777775 .
Exemple(1) Le gradient et la matrice Hessienne de la fonction

f(x) = �(x1 � 2x2)� ex1 sont

rf(x) = (�2(x1 � 2x2)� ex1 ; 4(x1 � 2x2))T ;r2f(x) =

24 �2� ex1 4

4 �8

35 :
Des notions d�algébre serviront au classement des optima.
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Dé�nition(3) Une matrice symétrique A de dimension n� n est dite

� Semi-dé�nie positive si hy; Ayi = yTAy � 0;8y 2 Rn .

� Dé�nie positive si hy; Ayi = yTAy > 0;8y 6= 0 2 Rn .

� Semi-dé�nie négative si hy; Ayi = yTAy � 0;8y 2 Rn .

� Dé�nie négative si hy; Ayi = yTAy < 0;8y 6= 0 2 Rn .

Si aucune des propriétés ci-dessus n�est satisfaite, la matrice A est dite indé�nie.

Une façon simple de véri�er si une matrice est dé�nie positive est de considérer les

déterminants des n sous matrices suivantes de A

d1 = det ([a11]) ;

d2 = det

0@24 a11 a12

a21 a22

351A ;

d3 = det

0BBB@
26664
a11 a12 a13

a21 a22 a22

a31 a32 a33

37775
1CCCA ; :::; dn = det

0BBBBBB@

26666664
f
00
x1x1

f
00
x1x2

: : : f
00
x1xn

f
00
x2x1

f"x2x2 : : : f
00
x2xn

...
...

. . .
...

f
00
xnx1

f
00
xnx2

: : : f
00
xnxn

37777775

1CCCCCCA :

Ces n déterminants sont appelés les mineurs principaux dominants. Dans le cas la

matrice est inversible, et donc lorsque dn 6= 0, il est toujours facile de déterminer si

une matrice est dé�nie positive, dé�nie négative ou bien indé�nie. En e¤et, il su¢ t

d�analyser le signe de chacun des mineurs principaux dominants.

Classement d�une matrice inversible

Soit d1; d2; :::dn les mineurs principaux dominants d�une matrice A symétrique in-

versible de dimension n � n et e1; e2; :::; en les mineurs principaux dominants de la

matrice �A.

� Si di > 0 pour chaque i 2 f1; 2:::; ng alors A est dé�nie positive ;

� Si ej > 0 pour chaque j 2 f1; 2:::; ng alors A est dé�nie négative ;

� Sinon A est indé�nie.

La véri�cation qu�une matrice singuliére est semi-dé�nie positive, semi-dé�nie néga-

tive ou indé�nie requiert beaucoup plus de calculs. Par exemple, pour montrer qu�une
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matrice est semi-dé�nie positive, il ne su¢ t pas de véri�er que les mineurs principaux

dominants sont tous positifs ou nuls. Une possibilité consiste à analyser toutes valeurs

propres de la matrice. Ce sujet sera abordé dans des cours plus avancés.

Exemple(Suit de l�exemple1 ) Les déterminants des sous-matrices principales do-

minantes de

r2f(x) =

24 �2� ex1 4

4 �8

35 :
sont respectivement

d1 = det ([�2� ex1 ]) = �2 � ex1 < 0 et d2 = det

24 �2� ex1 4

4 �8

35 = (�2 �

ex1)(�8)� (4)(4) = 8ex1 > 0:

Leurs signes sont indépendant de la valeur de x. La matrice r2f(x) n�est donc pas

dé�nie positive ni même semi-dé�nie positive.

Cependant, on remarque que les mineurs principaux dominants de la matrice

�r2f(x) sont

e1 = det ([2 + ex1 ]) = 2+ex1 > 0 et e2 = det

24 2 + ex1 �4

�4 8

35 = (2+ex1)(8)(4)(4) =
8ex1 > 0:

On peut alors conclure que la matrice �r2f(x) est dé�nie positive, et donc la

matrice r2f(x) est dé�nie négative, et ce pour toutes les valeurs de x.

2.2 Optimisation à plusieurs variables sans contraintes

Dans cette section nous considérons le cas particulier du problème d�optimisation

(1) sans contraintes où S = Rn, c�est-à-dire ;

min
x2Rn

f(x) (2)

où f 2 C2(cette notation signi�e f est di¤érentiable aux moins deux fois, et que

ses dérivées sont continues).
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2.2.1 Conditions d�optimalité

Soit x un minimum local de f sur S = Rn. La dé�nition2 assure qu�il existe un

scalaire " > 0 tel que

f(x�) � f(x) 8x 2 B"(x�);

en particulier pour n�importe quelle direction unitaire d 2 Rn et scalaire t > 0

su¢ samment petit, le point x = x� + td appartient à la boule B"(x�) et donc

f(x�) � f(x� + td):

Ceci implique que la dérivée directionnelle de f en x dans n�importe la direction

unitaire d 2 Rn satisfait

f 0d(x
�) = lim

t!0+
f(x�+td)�f(x�)

t
� 0:

Le résultat précédent est valide pour n�importe quelle direction unitaire d , et donc

il est valide en particulier pour � rf(x�)
krf(x�)k . Il s�ensuit que

0 � f 0d(x
�) = d � rf(x�) = �rf(x�)�rf(x�)

krf(x�)k = �krf(x�)k;

et donc, rf(x�) = 0 (car on a montré que 0 � �krf(x�)k; or krf(x�)k est

toujours positif). Nous avons donc montré la condition d�optimalité suivante.

Condition nécessaire de premier ordre

Si x est un minimum local de la fonction f sur Rn, alors rf(x�) = 0 (c�est-à-dire,

x est un point critique).

Cette dé�nition donne une condition nécessaire mais pas su¢ sante. En e¤et, il est

possible que le gradient soit nul en un point et que ce point ne soit pas un minimum

local (par exemple, ce point peut être un maximum local ou un point de selle).

Un point critique x 2 Rn est un point de selle si pour n�importe quel " > 0, il

existe deux points a 2 B"(x�) et b 2 B"(x�) qui soient tels que f(a) < f(x�) < f(b).

Un point de selle n�est donc ni un minimum local ni un maximum local.

Les conditions de second ordre nous permettent de distinguer ces cas. Considèrons

encore une fois x�un minimum local de f sur S = Rn. A l�aide du développement

de Taylor d�ordre 2 de f autour du minimum local x�on obtient pour toute direction

unitaire d 2 Rnet pour t 2 R su¢ sament petit
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f(x�) � f(x� + td) � f(x�) + td � rf(x�) + t2

2
dTr2f(x�)d

= f(x�) + t2

2
dTr2f(x�)d:

Pour passer de la première à la deuxième ligne, on a utilisé le fait que rf(x�) = 0

en un minimum local. En simpli�ant cette dernière expression, et en divisant par t2 > 0

on obtient
1
2
dTr2f(x�)d � 0

une expression indépendante de t . On a alors la condition suivante.

Condition nécessaire de second ordre

Si x� est un minimum local de la fonction f sur Rn, alors rf(x�) = 0 et

yTr2f(x�)y � 0 pour tout y 2 Rn (c�est-à-dire, la matrice Hessienne r2f(x�) est

semi-dé�nie positive).

La contraposée de cette condition assure que si la matrice des dérivés secondes

r2f(x�) n�est pas semi-dé�nie positive, alors x� n�est pas un minimum local de f .

De façon similaire, si la matrice n�est pas semi-dé�nie négative, alors x� n�est pas un

maximum local de f . Et donc, si la matrice est indé�nie en un point critique x� de

la fonction f , alors x� est un point selle. En e¤et, si la matrice est indé�nie alors elle

n�est ni semi-dé�nie positive ni semi-dé�nie négative, et cons équemment x� n�est ni

un minimum ni un maximum local de f .

De plus, si la condition de second ordre est strictement satisfaite, on obtient la

condition su¢ sante suivante.

Condition su¢ sante de second ordre

Soit x� 2 R�:Si rf(x�) = 0 et yTr2f(x�)y � 0 pour tout y 2 Rnnf0g (c�est-à-dire,

la matrice Hessienner2f(x�)est dé�nie positive), alors x� est un minimum local de la

fonction f sur Rn.

Nous pouvons spécialiser les conditions d�optimalités de deuxième ordre aux fonc-

tions de deux variables.

Pour s�attaquer à un problème d�optimisation, on procédera de la façon suivante.

En un premier temps, on utilisera les conditions nécessaires du premier ordre pour
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identi�er tous les points critiques de f . C�est-à-dire,on trouvera tous les points où

le gradient s�annule. Ensuite, pour chacun de ces points, on évaluera la matrice des

dérivées secondes, et on utilisera les conditions d�optimalité de deuxième ordre pour

classer les points. On ne pourra conclure seulement lorsque cette matrice sera inver-

sible. Et dans ce cas, si elle est dé�nie positive il s�agira d�un minimum local, si elle est

dé�nie négative il s�agira d�un maximum local, et autrement (c�est-à-dire si la matrice

est indé�nie) il s�agira d�un point selle.

Exemple(1) Considèrons la fonction de trois variables f(x) = 6x21+x
3
2+6x1x2+

3x22 +
1
4
x43 � 1

3
x33:Nous allons identi�er tous les points critiques de cette fonction, et

allons utiliser les conditions d�optimalité a�n de déterminer leur nature (minimum,

maximum ou point de selle). Le gradient et la matrice Hessienne de cette fonction

sont

rf(x�) =

26664
12x1 + 6x2

3x22 + 6x1 + 6x2

x33 � x23

37775 et r2f(x�) =

26664
12 6 0

6 6x2 + 6 0

0 0 3x23 � 2x3

37775 :
� Etape 1 : Identi�cation des points critiques

La condition nécessaire de premier ordre rf(x1; x2; x3) = (0; 0; 0)Tnous permet

d�identi�er quatre points critiques : xA = (0; 0; 0)T ; xB = (0; 0; 1)T ; xC = (12 ;�1; 0)
T et

xD = (
1
2
;�1; 1)T :

� Etape 2 : Nature des points critiques

Les conditions de deuxième ordre nous permettent de classer certains de ces points

critiques.
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���������������������������������

Point

critique

r2f(x�)

d1 d2 d3

�r2f(x�)

e1 e2 e3
Conclusion

xA = (0; 0; 0)
T 12 36 0 �12 36 0

matrice singulière

=) indéterminé

xB = (0; 0; 1)
T 12 36 36 �12 36 36

di> 0

=) minimum local

xC = (
1
2
;�1; 0)T 12 �36 0 �12 �36 0

matrice singulière

=) indéterminé

xD = (
1
2
;�1; 1)T 12 �36 �36 �12 �36 36

matrice inversible

et di� 0; ei� 0

=) point selle

���������������������������������
Cette analyse permet d�identi�er un minimum local xB et un point selle xD. Une

analyse plus approfondie serait nécessaire pour classer les deux points critiques xA et

xC .

2.3 Optimisation à plusieurs variables avec contraintes

d�égalités

Dans la plupart des problèmes d�optimisation, les variables ne sont pas libres de

prendre n�importe quelle valeur.

Elles sont habituellement restreintes à un domaine. Dans cette section, nous nous

penchons sur les problèmes sous la forme générale (1). Le résultat suivant, cité sans

preuve, sera fréquemment utilisé.

Théorème(1) Si l�ensemble S est fermé et borné, et si la fonction f est continue

sur S, alors il existe un minimum global atteint en un point de S et un maximum

global atteint en un point de S.

On a un autre forme équivalent
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8<: Min f(x)

gj(x) = 0; j = 1; 2; ::;m
; x =

0BBBBBB@
x1

x2
...

xn

1CCCCCCA :

Généralement on a m < n

� Si m > n !

8<: redondance dans les contraintes

trop de contraintes:
;

� Un nombre excessif de contrainte !
Conduit �a

problème sans solution.

Il existe plusieurs méthodes pour ce type de problèmes. Parmi elles, on peut citer :

� Méthode de substitution directe

� Méthode des multiplicateurs de Lagrange.

2.3.1 Méthode de substitution directe

Dé�nition(1)

dx1; dx2; ::; dxn

une variation admissible

au tour du point

x� = (x�1; ::; x
�
n)
t

9>>>>>>=>>>>>>;
�

8<: gi(x
�
1 + dx1; ::; x

�
n + dxn) = 0

8i = 1; ::;m
:

Problème sans contrainte

� n variables indépendantes

� fonction objectif peut être évaluée pour tout ensemble de n nombres

Problème avec contrainte

au moins une variable indépendante devient liée aux autres variables avec l�ajout

de chaque équation contrainte

n variables

m contraintes

9=;! n�m variables indépendantes

Si on choisit les valeurs de n�m variables, les valeurs des variables restantes sont

déterminées par les équations contraintes

En théorie
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m variables quelconques peuvent être exprimées en fonction

des autres n � m variables en utilisant les m contraintes !On remplace les m

variables dans la fonction objectif!On obtient une nouvelle fonction qui ne dépend

que de n-m variables!La nouvelle fonction n�est liée à aucune contrainte!On obtient

alors un problème d�optimisation sans contraintes.

Cette méthode de substitution directe paraît simple en théorie mais, elle peut

s�avérer di¢ cile en pratique.

souvent les contraintes ne sont pas linéaires ce qui ne permet pas d�exprimer m

variables quelconques en fonction des autres n�m variables

Mais dans des cas simples, la méthode peut s�avérer très utile.

Exemple(1)

Trouver les dimensions d�une boite de volume maximum qui peut être circonscrite

par une sphère de rayon 1.

Le problème peut être formulé comme suit :8<: Min f(x) = 8x1x2x3

x21 + x22 + x23 = 1
; x1 > 0; x2 > 0; x3 > 0:

On a x21 + x22 + x23 = 1 =) x3 = (1� x21 � x22)
1
2

f(x) = 8x1x2(1� x21 � x22)
1
28<:

@f(x)
@x1

= 8x2

�
(1� x21 � x22)

1=2 � x21
(1�x21�x22)1=2

�
= 0

@f(x)
@x2

= 8x1

�
(1� x21 � x22)

1=2 � x22
(1�x21�x22)1=2

�
= 0

=)

8<: x1 = 1=
p
3

x2 = 1=
p
3
:

La solution est x� =

0BBB@
1=
p
3

1=
p
3

1=
p
3

1CCCAet donne un volume maximum de f(x�) = 8
3
p
3
;

La matrice Hessienne au point x�

H =

24 �32=p3 �16=
p
3

�16=
p
3 �32=

p
3

35
H est dé�nie négative! x� correspond à un maximum.
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2.3.2 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

On introduit une variable additionnelle pour chaque contrainte.

Pour un problème à n variables et m contraintes, on ajoute donc m variables pour

avoir en tout n+m variables

Pour illustrer la méthode on prend un exemple simple où n = 2 et m = 1

Condition nécessaire pour le cas général

n variables et m contraintes sous forme d�égalités

Théorème(2) Une condition nécessaire pour que la fonction f sous les contraintes

gj(x) = 0; i = 1; 2; ::;m admette un minimum relatif au point x�est que les dérivées

partielles de la fonction de Lagrange

L = L(x1; ::; xn; �1; ::; �m)

Par rapport à chacun de ces arguments soient nulles au point x�:

x� est un minimum relatif de f =)

8<: @L
@xi
(x�; �) = 0; i = 1; 2; ::; n

@L
@�i
(x�; �) = 0; i = 1; 2; ::;m

:

Remarque(1)

On a m contraintes, on peut choisir n-m variables indépendantes

x1; x2; ::; xm les variables dépendantes

xm+1; xm+2; ::; xn les variables indépendantes

On utilise les m premiers coe¢ cients de dL pour dé�nir les �i; i = 1; ::;m

@f
@xi
(x�) +

mX
j=1

�j
@gj
@xi
(x�) = 0; i = 1; ::; n:

Les conditions su¢ santes pour le cas général

Théorème(3) Une condition su¢ sante pour que la fonction f sous les contraintes

gi(x) = 0; i = 1; 2; ::;m admette un minimum relatif au point x� est que la forme

quadratique

F =
nX
i=1

mX
j=1

@2L
@xi@xj

dxidxj
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évaluée au point x = x�soit positive pour toutes les valeurs de dx pour lesquelles

les contraintes sont satisfaites.

En pratique, comment montrer que la forme quadratique

F =

nX
i=1

mX
j=1

@2L
@xi@xj

dxidxj

est positive ou négative pour toute variation admissible dx c.à.d. dé�nie positive

ou dé�nie négative ?

On utilise le polynôme dé�ni par

P (z) =

������������

HL � Inz J
�
g1;::;gm
x1;::;xn

�t
J
�
g1;::;gm
x1;::;xn

� 0 � � � 0
...
. . .

...

0 � � � 0

������������
Il a été montré (�) que :
les racines du polynôme

P (z)

sont toutes positives

9>>>=>>>; =) F =
nX
i=1

mX
j=1

@2L
@xi@xj

dxidxj > 0; pour toute

variation admissible dx:

P (z) =

�������������

HL � Inz
(rg1 � � � rgm)0BBB@

(rg1)t
...

(rgm)t

1CCCA
0 � � � 0
...
. . .

...

0 � � � 0

�������������
HL =

�
@2L
@xi@xj

�
i;j=1;::;n:

Exemple(2) Trouver les dimensions d�une cannette cylindrique (le haut et bas

compris) fabriquée à l�aide d�une feuille d�aluminium de volume maximum et telle que

la surface totale est de 24�8<: Max f(x1; x2) = �x21x2

2�x21 + 2�x1x2 = 24�
; x1 > 0; x2 > 0:

L(x1; x2; �) = f(x1; x2) + �g(x1; x2)

= �x21x2 + �(2�x21 + 2�x1x2 � 24�)
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8>>><>>>:
@L
@x1

= 2�x1x2 + 4��x1 + 2��x2 = 0

@L
@x2

= �x21 + 2��x2 = 0

@L
@�
= 2�x21 + 2�x1x2 � 24� = 0

=)

8>>><>>>:
x�1 = 2

x�2 = 4

�� = �1

On évalue ces expressions au point x� =
�
2

4

�
; �� = �1; on obtient alors

P (z) =

���������
4� � z 2� 16�

2� �z 4�

16� 4� 0

��������� = 272�
2z + 192�3

P (z) = 272�2z + 192�3 = 0 =) z = �12
17
� < 0: alors x� = (2; 4)t est maximum

local de f s.c g:

2.4 Optimisation à plusieurs variables avec contraintes

d�inégalités

Soit le problème de la forme

8<: Min f(x)

gj(x) � 0; j = 1; 2; ::;m
; x =

0BBBBBB@
x1

x2
...

xn

1CCCCCCA :

Dé�nition(1) Soit une contrainte inégalité gi(x) � 0 et x0 2 Rn

� Si x0 satisfait gi(x0) < 0 on dit que la contrainte est inactive en x0
� Si x0 satisfait gi(x0) = 0 on dit que la contrainte est active ou saturée en x0:

On divise l�ensemble des indices en deux sous ensembles

J1 = fj=gj(x�) = 0g

J2 = fj=gj(x�) < 0g

Proposition(1) Si h est une variation admissible autour du point x� alors nous

avons l�inégalité suivante sur les contraintes saturées

8j 2 J1;rgj(x�) � h � 0:

De plus, nous avons la proposition suivante :
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Proposition(2) Si x� est un minimum de la fonction f alors on a :

rf(x�) � h � 0

pour toute variation admissible h;

Cette inégalité porte aussi le nom d�inégalité d�Euler.

Dé�nition(2) Nous dirons que les contraintes sont quali�ées au point x� si

� ou bien les fonctions gj sont a¢ nes.

� ou bien les vecteurs rgj(x�) sont linéairement indépendants.

Nous avons alors la caractérisation d�une variationou direction admissible,

Proposition(3) Si les contraintes sont quali�ée au point x�;alors h est une va-

riation ou direction admissible si et seulement si

rgj(x�) � h � 0;8j 2 J1:

Dans le cas général si l�ensemble des contraintes actives n�est pas connu. Alors on

peut présenter une étude approfondie sur les conditions de KKT.

2.5 Théorème de Karush, Kuhn et Tucker

On dé�nit un autre forme des problèmes

Problème à résoudre On considère f et ('i)i2I fonctions de classe C
1 de Rnsur

R.

Soit P le problème "minimiser f sur X = fx 2 Rn;'i(x) � 0;8i 2 Ig":

2.5.1 Résultats auxiliaires

Théorème(1)(Théorème de projection sur Rn) Soit C un convexe non vide fermé

de Rn:

Pour tout b 2 Rn, il existe un et un seul élément p(b) de Rn tel que p(b) 2 C et

kb � p(b)k = inf
c2C
kb � ck. Cet élément véri�e hp(b) � b; p(b) � ci � 0 pour tout c 2 C

et réciproquement, si hu� b; u� ci � 0 pour tout c 2 C, alors u = p(b).

Preuve (chapitre1).
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Théorème(2)(lemme de Farkas-Minkowski) Soit I un ensemble �ni,(ai)i2I et b

des éléments de Rn. Alors

fw 2 Rn; hai; wi � 0 pour tout i 2 Ig � fw 2 Rn; hb; wi � 0g

si et seulement si il existe une famille (�i)i2I de réels positifs, tels que b =
P

i2I �iai:

Preuve

� Si b =
P

i2I �iai et si hb; wi � 0 pour tout i 2 I alors �ihai; wi � 0 pour tout

i 2 I car �i � 0 et
P

i2I �ihai; wi = h
P

i2I �iai; wi = hb; wi � 0:

� La réciproque est beaucoup moins évidente et se fait en plusieurs étapes.

Soit C = f
P

i2I �iai;�i � 0 pour tout i 2 Ig.

i) Montrons que C est un cône convexe fermé de sommet 0.

! Si x 2 C; x =
P

i2I �iai et �x =
P

i2I(��i)ai avec ��i � 0 si � � 0, donc si

x 2 C et si � � 0;alors �x 2 C : C est bien un cône de sommet 0.

Si (x; y) 2 C2 et si � 2 [0; 1]; x =
P

i2I �iai; y =
P

i2I �iai;�i; �i � 0 et

�x+(1��)y =
P

i2I(��i+(1��)�i)ai avec ��i+(1��)�i � 0 donc �x+(1��)y 2 C

et C est convexe.

Si les ai sont linéairement indépendants, C est isomorphe à (R+)cardIet c�est donc

un fermé.

! C fermé est plus di¢ cile lorsque les ai nesont pas linéairement indépendants.

Il existe alors des réels �i tels que
P

i2I �iai = 0 avec J = fi; �i < 0g 6= ;. Dans ces

conditions, tout vecteur
P

i2I �iai s�ecrit aussi v =
P

i2I(�i+t�i)ai où t est quelconque.

Posonst t0 = min
j2J
(��j

�j
). Alors l�un au moins des �i + t0�i est nul et, pour tout

i 2 I; �i + t0�i � 0.

Donc C = [
j2J
f
P

i2Infjg �iai; �i � 0 pour tout i 2 Infjgg.

On recommence ce raisonnement jusqu�à ce que C soit décrit comme une réunion

�nie de cônes associés à des vecteurs linéairement indépendants et donc C est bien

fermé.

ii) On va appliquer le Th1 à C : on va montrer que si b =2 C, alors l�inclusion est

fausse, c�est-à-dire qu�il existe u 2 Rn tel que hai; uii � 0 pour tout i 2 I et hb; ui < 0.
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D�aprés le Th1, on a, pour tout v 2 C; hp(b)� b; p(b)� vi � 0:

Par suite, hv; p(b)� bi � hp(b)� b; p(b)i = kp(b)� bk2 + hp(b)� b; bi:

On a kp(b)� bk2 > 0 car p(b) 6= b(b =2 C).

Soit � 2]hp(b) � b; bi; hp(b) � p; p(b)i[et u = p(b) � b. On a donc hv; ui > � pour

tout v 2 C et hb; ui < �:

En particulier, comme 0 2 C; � < 0 et hb; ui < 0. D�autre part, pour tout i 2 C

et pour tout � > 0; ��i 2 C h�i; ui > �
�
donc et en faisant � ! +1, on obtient

h�i; ui � 0. D�où le résultat.

2.5.2 Les relations de Kuhn-Tucker

Dé�nition(1) Soit X = fx 2 Rn;'i(x) � 0 pour tout i 2 Ig. Un arc de courbe

� dé�ni par 
 : R+ ! Rnde classe C1est dit admissible en x 2 X si 
(0) = x et si


(�) 2 X pour � assez petit. On appelle alors direction admissible en x le vecteur

v = 
0(0).On note C(x) la fermeture du cône formé par l�ensemble des directions

admissibles en x.

Théorème(3) Si f admet en x un minimum local sur X, alors hrf(x); wi � 0

pour tout w 2 C(x).

Preuve Si w est direction admissible en x, il existe 
 : R+ ! Rn de classe

C1 telle que 
(�) = x + �w + �"(�) et f(
(�)) = f(
(0)) + (f � 
)0(0)� + �"(�)

avec f(
(�)) = f(
1(�);���; 
n(�)) d�oû (f � 
)0(�) =
nX
i=1

Dif(
(�))

0
i(�) donc, pour

� = 0; (f � 
)0(0) = hrf(
(0)); 
0(0)i = hrf(x); wi:

Par suite, f(
(�)) = f(x) + �(hrf(x); wi+ "(�)):

Comme 
(�) 2 X et que x est minimum local sur X, on a f(
(�)) � f(x) � 0

et donc hrf(x); wi + "(�) � 0 pour tout � assez petit. En faisant � ! 0, on obtient

hrf(x); wi � 0.

Si w n�est pas direction admissible, w = lim
n
wn avec wn direction admissible, donc

hrf(x); wi = lim
n
hrf(x); wni � 0:
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Dé�nition(2) Si x 2 X, on note I(x) = fi 2 I;'i(x) = 0g et on appelle I(x)

l�ensemble des contraintes saturées en x.

On pose C�(x) = fw 2 Rn; hr'i(x); wi � 0 pour tout i 2 I(x)g.

Théorème(4) On a C(x) � C�(x) mais la réciproque est fausse en général.

Preuve En remplaçant f par 'i dans le Th3, on a :

'i(
(�)) = 'i(x) + �(hr'i(x); wi+ "(�)):

Si i 2 I(x); alors 'i(x) = 0 et 'i(
(�)) � 0 car 
(�) 2 X.

En faisant � ! 0; on obtient hr'i(x); wi � 0.

(Ceci pour w direction admissible, sinon, w = lim
n
wn et on procède de même que

précédemment.)

Donc, si w 2 C(x), alors w 2 C�(x).La réciproque n�est pas toujours vraie.

Exemple(1)(sur R2) :'1(x) = �x1; '2(x) = �x2; '3(x) = �(1� x1)
3 + x2

X = fx 2 R2;x1 � 0; x2 � 0; x2 � (1� x1)
3g

Pour x = (1; 0); I(x) = f2; 3g;r'2(x) :
�
0

�1

�
;r'2(x) :

�
0

1

�
:

On a donc C�(x) = fw = (w1; 0);w1 2 Rg : (1; 0) 2 C�(x) et (1; 0) =2 C(x) car

sinon on aurait (1 + �; 0) 2 X, ce qui est faux.

Dé�nition(3) On dit que les contraintes sont quali�ées en x si C(x) = C�(x):

La condition précédente étant trés peu aisée à véri�er, on donnera ici des conditions

su¢ santes (mais non nécessaires) de quali�cation des contraintes (QC) :

Lemme admis Pour que (QC) soit véri�ée en tout point x de X, il su¢ t que les

'i soient linéaires, ou convexes si X est d�intèrieur non vide.

Pour que (QC) soit véri�ée en x, il su¢ t que la famille (r'i(x))i2I(x) soit libre.

Remarque(1) Les conditions du lemme précédent peuvent être combinées. Ainsi,

par exemple,

1) (QC) est véri�ée en tout x 2 X si les 'i sont linéaires, soit non linéaires

convexes et s�ilexiste x 2 X tel que 'i(x) < 0 pour tout 'i non linéaire.

2)(QC) est véri�ée en x si les 'i sont, soit linéaires, soit non linéaires avec

(r'i(x))i2I(x)nfj;'j linéaireglibre.
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Thérème(5)(Kuhn-Tucker) Si f admet un minimum en

x 2 X = fx;'i(x) � 0 pour tout i 2 Ig; et si les contraintes sont quali�ées en x,

alors il existe une famille (�i(x))i2I(x) de réels positifs ou nuls tels que

rf(x) +
X
i2I(x)

�i(x)r'i(x) = 0:

Preuve D�aprés le Th3,hrf(x); wi � 0 pour tout w 2 C(x). Or

C(x) = C�(x) = fw; hr'i(x); wi � 0,8i 2 I(x)g = fw; h�r'i(x); wi � 0,8i 2

I(x)g

On a donc fw; h�r'i(x); wi � 0 pour tout i 2 I(x)g � fw; hrf(x); wi � 0g

donc, d�aprés le Th2, il existe une famille (�i(x))i2I(x) de réels positifs ou nuls tels que

rf(x) = �
X
i2I(x)

�i(x)r'i(x).

Remarque(2)

1) En convenant que �i(x) = 0 si i =2 I(x), le vecteur �(x) est appelé vecteur de

Kuhn-Tucker en x.

2) Si (r'i(x))i2I(x) est libre, alors �(x) est unique.

2.5.3 Extension à des problèmes avec des contraintes d�égali-

tés et d�inégalités

Problème Minimiser f sous les contraintes :

! 'i(x) � 0 pour tout i 2 I ;

!  j(x) = 0 pour tout j 2 J ;

les fonctions f , 'i,  j étant de classe C
1.

On note X = fx 2 Rn;'i(x) � 0 pour tout i 2 I et  j(x) = 0 pour tout j 2 Jg et

on pose I(x) = fi 2 I;'i(x) = 0g et

C�(x) = fw 2 Rn; hr'i(x); wi � 0;8i 2 I et hr j(x); wi = 0;8j 2 Jg.

On dé�nit de même les directions admissibles et C(x) et on a l�analogue du théorème

de Kuhn-Tucker :

Thérème(6) Si f admet sur X un minimum en x en le uel les contraintes sont
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quali�ées, alors il existe des nombres positifs ou nuls �i(x) pour i 2 I et des nombres

�j(x) (non nécessairement positifs) pour j 2 J tels que :

rf(x) +
X
i2I

�i(x)r'i(x) +
X
j2J

�j(x)r j(x) = 0 et �i(x)'i(x) = 0 pour tout

i 2 I:

Autre problème Minimiser f sous les contraintes  j(x) = 0 pour tout j 2 J ; les

fonctions f ,  j étant de classe C
1(contraintes égalités seulement).

On note X = fx 2 Rn; j(x) = 0 pour tout j 2 Jg.

Théorème(7) Si f admet sur X un minimum en x en lequel les contraintes

sont quali�ées, alors il existe une famille de nombres (�j(x))j2J(non nécessairement

positifs) telle que :

rf(x) +
X
j2J

�j(x)r j(x) = 0:

Remarque(3) on retrouve les multiplicateurs de Lagrange et le théoréme des

extrema liés.

2.5.4 Cas des fonctions convexes

Dé�nition(4)(fonction concave) f est concave sur X si et seulement si, 8(x; y) 2

X2 et 8� 2 [0; 1]; on a :

f((1� �)x+ �y) � (1� �)f(x) + �f(y):

f est strictement concave sur X si et seulement si :

f((1� �)x+ �y) > (1� �)f(x) + �f(y):

Dé�nition(5)(fonction convexe) f est convexe sur X si et seulement si, 8(x; y) 2

X2 et 8� 2 [0; 1]; on a :

f((1� �)x+ �y) � (1� �)f(x) + �f(y):

f est strictement convexe sur X si et seulement si :

f((1� �)x+ �y) < (1� �)f(x) + �f(y):

Propriétés(1)(importantes)

� f concave () �f convexe
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� Si f et g sont des fonctions concaves (resp.convexes), alors 8(a; b) 2 R2+; (a:f +

b:g) est une fonction concave (resp.convexe):

� Si f est une fonction concave et g est une fonction croissante et concave, alors

la fonction g(f(x)) est concave.

� Si f est une fonction convexe et g est une fonction croissante et convexe, alors

la fonction g(f(x)) est convexe.

� Une fonction a¢ ne est à la fois concave et convexe.

Théorème(8) Si X est convexe, si f et les 'i sont convexes et s�il existe des

nombres �i tels que les relations de Kuhn-Tucker soient satisfaites en x, alors f admet

sur X un minimum en x.

Preuve Pour tout x 2 X;'i(x) � 0 et �i � 0 pour i 2 I(x) donc �i'i(x) � 0 et

f(x) � f(x)�
X
i2I(x)

�i'i(x) = f(x)�
X
i2I(x)

�i('i(x)� 'i(x))

car 'i(x) = 0 pour i 2 I(x). Comme les 'i sont convexes, 'i(x) � 'i(x) �

hr'i(x); x� xi donc f(x) � f(x)� h
X
i2I(x)

�ir'i(x); x� xi = f(x) + hrf(x); x� xi

d�aprés le Th5 (Kuhn-Tucker). Mais f étant convexe, hrf(x); x�xi � f(x)�f(x).

D�oû f(x) � f(x) si x 2 X et x est bien minimum de f surX.
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Chapitre 3

Applications(des conditions de

KKT)

3.1 Exemple1

� Extrémums de f : (x; y) 7! ax+by+c sous la contrainte '(x; y) = x2+y2�1 = 0.

rf(x; y) :
�
a

b

�
; r'(x; y) :

�
2x

2y

�
Condition nécessaire :

rf(x; y) + �r'(x; y) = 0 soit

8<: a+ 2�x = 0

b+ 2�y = 0
;

On trouve x = � a
2�

et y = � b
2�
:

On a aussi '(x; y) = 0 donc a2 + b2 = 4�2 et � = �
p
a2+b2

2
:

� Si � =
p
a2+b2

2
;alors x = � ap

a2+b2
; y = � bp

a2+b2
et f(x; y) = c�

p
a2 + b2:

� Si � = �
p
a2+b2

2
;alors x = ap

a2+b2
; y = bp

a2+b2
et f(x; y) = c+

p
a2 + b2:

' étant convexe, la contrainte est quali�ée. De plus, X est fermé borné (cercle

unité) et f est continue donc les extrémums existent.

On a donc min
X

f = c �
p
a2 + b2; max

X
f = c +

p
a2 + b2; avec ArgX min f =n�

� ap
a2+b2

;� bp
a2+b2

�o
et ArgX max f =

n�
ap
a2+b2

; bp
a2+b2

�o
:

50
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3.2 Exemple2

� Extrémums de f : (x; y; z) 7! x + y + z sous les contraintes '1(x; y; z) = x2 +

z2 � 1 � 0 et '2(x; y; z) = y2 + z2 � 1 � 0.

fest continue, X = '�11 (]�1; 0])\'�12 (]�1; 0]) est fermé comme intersection de

2 fermés (images réciproques de ] �1; 0] fermé par les 'i qui sont continues), et X

est borné, car si (x; y; z) 2 X; x2 + y2 + z2 � 2:

On a donc existence des extrémums de f sur X.

rf(x; y; z) :

0BBB@
1

1

1

1CCCA ; r'1(x; y; z) :
0BBB@
2x

0

2z

1CCCA ; r'2(x; y; z) :
0BBB@

0

2y

2x

1CCCA :

Conditions de Kuhn-Tucker :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

1 + 2�1x = 0

1 + 2�1y = 0

1 + 2(�1 + �2)z = 0

�1(x
2 + z2 � 1) = 0

�2(y
2 + z2 � 1) = 0

:

On trouve x = � 1
2�1

et y = � 1
2�2
:

On a nécessairement �1 6= 0 et �2 6= 0 donc'1(x; y; z) = 0 et '2(x; y; z) = 0 soit8<: x2 + z2 � 1 = 0

y2 + z2 � 1 = 0
:

En faisant la di¤érence, on obtient x2 = y2 et, comme x et y sont de même signe,

on a alors x = y, donc �1 = �2 = �, puis x = y = � 1
2�
et z = � 1

4�
= x=2. En�n

x2(1 + 1=4)� 1 = 0 d�oú x = � 2p
5
:

On a danc min
X

f = �
p
5 ; max

X
f =

p
5 avec ArgX min f =

n�
� 2p

5
;� 2p

5
;� 1p

5

�o
et ArgX max f =

n�
2p
5
; 2p

5
; 1p

5

�o
:
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Le théorème de K.K.T donne une condition nécessaire pour qu�un point x soit une

solution optimale. Dans le cas où f est convexe, cette condition devient su¢ sante.

Notons qu�on n�a pas un algorithme de recherche de la méthode de manière générale.
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