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Premiére partie

Chapitre 0 (Introduction générale)



0.1 La formulation des problémes :

0.1.1 Reéalisation

Une définition possible de la R.O (Recherche Opérationnele) pourrait étre la sui-
vante : il s’agit d’'un ensemble de méthodes d’analyse scientifique (maths et info.)
des phénomeénes d’organisation qui traite de la maximisation d’un profit, d’une per-
formance, d’'un rendement ou bien de la minimisation d’un cotit, d’'une dépense. La
R.O.est avant tout un outil d’aide a la décision.

Le schéma général suivi par ces méthodes est : Probléme concret (de type R.O)—
modélisation—résolution par une méthode de R.O— interprétation des résultats—prise
de décision.

Tous les problémes mentionnés ci-dessus et présentés dans ce cours peuvent se
formaliser de la fagon suivante. On cherche & maximiser une fonction f sur un ensemble
X donné : mazx{f(z),r € X}

o f: X — R est la fonction objectif. f peut étre linéaire, quadratique, non
linéaire...

o X est ’ensemble des solutions possibles dites réalisables (les contraintes). L’en-
semble X est fini mais en général de trés grande taille.

On peut envisager de fagon équivalente un probléme de minimisation grace a la
relation minf = —max(—f).

L’optimisation est 'obtention du meilleure décision possible dans un ensemble de
circonstances donnés.

Les application :
v Conception

v Construction <= 'minimiser 'effort ou maximiser un-

v Gestion dlunemaintenance.
profit.

Les méthodes d’optimisation sont déformées sous les formes :



v'Nombreuses
v'Diverses
v'Spécifique .

L’optimisation vise & résoudre des problémes ot 'on cherche a déterminer parmi
un grand nombre de solutions candidates celle qui donne le meilleur rendement. Plus
précisément, on cherche a trouver une solution satisfaisant un ensemble de contraintes
qui minimise ou maximise une fonction donnée. L’application de ’optimisation est en
expansion croissante et se retrouve dans plusieurs domaines. Les problémes considéres

dans ce document s’écrivent sous la forme standard

min f(2)
sc.r €S
Ou z = (11, 29, .., 7,) "est un vecteur de R", f : R® — R est la fonction que 1’on
désire minimiser (appelée fonction objectif), S C R™ est ’ensemble dans lequel les
points doivent appartenir, et s.c. est 'abréviation de sous la ou les contraintes.

La formulation (1) signifie que 'on cherche a trouver une solution du domaine

réalisable z* € S dont la valeur de la fonction objectif est la plus petite.

0.1.2 Classification

v'Selon la nature des variables de décision :
o Optimisation discréte ou optimisation combinatoire.
v'Selon la nature des contraintes :
o Pas de contraintes ou contraintes faciles a satisfaire (un segment de la
droite réelle) : optimisation sans contraintes.
o Optimisation sous contraintes : il est difficile de trouver un point satisfaisant
les contraintes.

v Propriétés spéciales des éléments du probléeme : linéarité, convexité.



0.2 Karush, Kuhn et Tucker

0.2.1 Le travail de Karush, Kuhn et Tucker

Les travaux de Kuhn et Tucker en 1951 sur les conditions nécessaires et suffi-
sants pour les solutions des problémes de programmation mathématique ont conduit
a recherche sur problémes des programmation non linéaire.

Formulation trouver z* = (2}, 2%, ..,2%)" qui minimise f(z) et qui vérifie les
contraintes

gi(x) <0,j=1,..m
et
hj(z)=0,j=1,..,p
On a alors le probléeme :
min f(x)

gi(2) <0,j=1,..m == (1,22,..,2,)"/ 2 € R".

hj(z) =0,j=1,..p
0.2.2 Qui sont Karush, Kuhn et Tucker ?

Harold William Kuhn

(né le 29 juillet 1925) etait un mathématicien et économiste américain.

Professeur a 1’Université Princeton, il publia plusieurs livres dontNonlinear pro-
gramming avec Albert Tucker en 1951, puis contributions to the Theory of Games en
1976.

Albert William Tucker

(28 novembre 1905 - 25 janvier 1995) était un mathématicien américain d’origine
canadienne qui a produit d’importantes contributions en topologie, théorie des jeux et
programmation non-linéaire.

William William Karush

(01 mars 1917 — 22 février 1997) était professeur émeérites de la California State



University de Northridge. Il étaitle premier a publier les conditions nécessaires pour
les problémes avec contraintes d’inégalité dans son mémoire de Master.
Notation le théoréme de Karush-Kuhn-Tucker noté simplement Kuhn-Tucker

ou K.K.T.

0.3 Plan du mémoire

Ce mémoire se décompose en introduction,trois chapitres et conclusion :

o Introduction.

o Chapitre 01 :

Dans ce chapitre, nous allons donner une vue générale sur l'espace euclidien et
de Hilbert par la présentation de quelques notions et définitions, propriétés et des
théorémes fondamentaux avec les preuves (produit scalaire, théoréme d’inégalité de
Cauchy-Schwarz,..), des théorémes de Riesz et de projection .

o Chapitre 02 :

Ce chapitre est le but du mémoire, nous allons présenter une étude fondamentale
sur I'optimisation sans contraintes et sous contraintes, et comme début nous allons
présenter les conditions d’optimalités avec et sans contraintes et étudier deux mé-
thodes parmi plusieurs (substitition directe et les multiplicateurs de Lagrange) dans
la cas dont les contraintes sont d’égalités, et pour le cas d’inégalités une étude fon-
damentale sur les conditions de K.K.T avec dimonstration et les théorémes qui sont
fondamentaux dans cette étude.

o Chapitre 03 :

dans ce chapitre nous allons présenter deux applications d’optimisation avec contraintes

d’égalité et d’inégalité avec les conditions de K. K.T.

o Conclusion.



Deuxiéme partie

Chapitre 1



Chapitre 1

Espace de Hilbert

1.1 Introduction

Le mathématicien allemand David Hilbert (1862—1943), le premier a avoir introduit
de maniére systématique les espaces qui maintenant portent son nom, est connu pour
les 23 fameux problémes qu’il proposa au congrés international des mathématiciens en
1900. Ses idées ont profondément marqué I’ensemble des mathématiques jusqu’a I’heure
actuelle, en particulier en introduisant des méthodes géométriques en analyse, donnant
ainsi naissance & un domaine important des mathématiques : I’analyse fonctionnelle.

Les méthodes géométriques présentées dans ce mémoire sont basées sur la notion
de produit scalaire et d’orthogonalité.

Dans ce paragraphe, nous introduisons ’espace de Hilbert avec ses propriétés élé-
mentaires. Nous caractériserons la norme qui est déduite d’un produit scalaire. S’il n’y
a pas de spécification le corps K est, comme auparavant, R ou C.

Dans cette partie K désigne R ou C et E est un K-espace vectoriel.

10
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1.2 Généralités sur les formes bilinéaires et qua-

dratiques

1.2.1 Formes bilinéaires symétriques et antisymétrique

Définition(1) (les formes bilinéaires) On appelle forme bilinéaire sur E x E (E
est un K — espacevectoriel) toute application ¢ : E x E — K telle que :
Va € K,V(z,z1,y) € B o(az+at,y) = ap(x,y)+p(z,y)
(¢ est linéaire par rapport & la 1°7¢ place)
VB € KV (x,y,y1) € E?, o(x, By+yl) = Bo(x,y)+p(x, y!)
(i est linéaire par rapport a la 2°™° place) .
Notation
« Nous notons L(E, E; K) l'ensemble des formes bilinéaires sur E x E .
x1l est immédiat que L(E,E;K) est un K-espace vectoriel .
Proposision(1) Soient ¢ une forme bilinéaire sur ExE, (n,p) € (N*)*, o4, ..., an, By, ..., B, €
K,x1,..,%0,Y1,....,Yp € E. On a alors :
n p n
' (Z Oéi%,ZBjyg') = Z a;B;p(i, yj)-
i=1 j=1 1<i<n

1<j<p
Preuve On a, par récurrence immédiate sur n :

VY € E7(;O (Zn: aith) = Xn:az@(xzay)a
=1 =1
n p n p n p
don ¢ (E Q;;, Zﬁjyj) = Z ;P (% Z@jyj) = Z%‘ <Z ﬁjsﬁ(%,%))
=1 7j=1 =1 7j=1 =1 7j=1
= Z @iﬁjép(l’iayj)-

1<i<n
1<j<p
Définition(2) Une application ¢ : Ex E — K est dite symétriquesi et seulement

ST
V(z,y) € E?, oy, ) = p(z,y).

On abregera forme bilinéaire symétrique en : fbs.
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Notation Nous notons S(F; K) 'ensemble des formes bilinéaires symétriques sur
E x E. 1l est immédiat que S(F; K) est un K —espace vectoriel , sev de L(E, E; K) .
La Proposition suivante est immédiate, et d’un usage commode.c
Proposition(2) Pour qu’une application ¢ : E x E — K soit une fbs, il faut et
il suffit que l'on ait :
- est symétrique

- est linéaire par rapport a la 2™ place.

1.2.2 Formes quadratiques

Définition(3) Soit ¢ une fbs sur E x E. On appelle forme quadratique associée
a ¢ Uapplication, souvent notée ¢, de E dans K définie par :
Vo e E p(r) = ¢(x,x).
On abregera forme quadratique en : fq.
Exemple(1) Le produit scalaire canonique sur R", défini par
R"x R" — R .
(s ooy @), (Y1, ey Yn)) Zxkyk ,
est une fbs et la fq associée est =
R"— R
(o, Z 2
La proposition suivante est 1mmed1ate a partir de propositionl.
Proposition(3) Soient ¢ une fbs sur E X E, ¢ la fq associée & p. On a :

1)Vn € N* aq, ....,ap, € K,V21,...,2, € E,

n

¢(Zai$ Za% x;) + 2 Z aiao(Ti, yj)
1

1<i<j<n

2)¥(a, ) € K?,¥(x, y) € B, p(ax + By) = o®¢(x) + 2aB¢(x, y) + B2 (y)
3WV(z,y) € E2,¢(z +y) = ¢(x) + 2¢(z,y) + d(y)

AV (z,y) € B* o(x,y) = 1/4(d(z +y) — ¢(z — y))

BV(x,y) € B ¢z +y) + ¢(x — y) = 26(x) + d(y).
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Remarque(1) Les formules 3)et 4 )précédentes montrent que ¢ détermine entie-
rement @ ; @ est appelée la forme polaire de ¢.

Définition(4) Soit ¢ : E — K une application. On dit que ¢ est une forme
quadratique si et seulement s’il existe une fhs ¢ : £ x ' — K telle que ¢ soit la fq
associée a .

Notation Notons Q(E) I'ensemble des fq sur E.

Rmarque(2) 1l est clair que lapplication U : S(E; K) — Q(FE) qui, a toute fbs
¢ sur E x E fait correspondre la fq associée a p, et Uapplication V : Q(E) — S(F; K)
qui, & toute fq ¢ sur E associe la forme polaire de ¢, sont des bijections réciproques

lUune de Uautre.

1.3 Rappels sur les espaces euclidiens

1.3.1 Produit scalaire

Définition(1) (produit scalaire) Soit E un espace vectoriel sur le corps K.
Un produit scalaire sur E est une application ¢ : E x E — K telle que pour tout
r,r1,20,y €EE, et N\€ K, on a :
Lo(z,z) >0 et p(x,x) =0 si et seulement si x = 0.
2.0(,y) = (p(y, x))
3.p(x1 + @2, 9) = p(21,y) + (72, 9)
4o(Az,y) = Ap(x,y).
Remarque(1) Les propriétés suivantes d’un produit scalaire induit par les axiomes
1) ad):
i) (0,z) = (z,0) = 0, pour tout v € E,
i) (i N Do i) = (Dimy e Aif (i, yy), pour tout iy, €
E, N\ p; € K.

Définition(2) (autre définition de produit scalaire) On appelle produit scalaire sur
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E toute fos ¢ sur E x E telle qu’en notant ¢ la fq associée a ¢, on ait :
(i1)Vx € E,p(x) >0
(1i)Vz € E, (¢(x) =0= 2 =0)
Notation Lorsque ¢ est un produit scalaire, on note souvent (x|y) ou <z,y> ou
z.y & la place de o(z,y).
Définition(3) On appelle espace euclidien tout couple (E, @) ot E est un R—e.v
de dimension finie et @ un produit scalaire sur F.
On abrégera espace (vectoriel) euclidien en : eve.
Exemple(s)(2)
1) Produit scalaire usuel sur R",n € N
Lrapplication ¢ : R" X R" — R définie par :
(@1, s Tn), (Y1s s Yn)) = Y Thl
2) Produit scalaire canonique sur J\ZT ;(R)
L’application ¢ : (M, ,(R))? (A,B)r—Tt;"(ABt) R est un produit scalaire sur M, ,(R),
appelé produit scalaire canonique sur M, ,(R).
Le produit scalaire canonique sur M, 1(R) (ou Mi,(R)) est, a la notation prés, le
produit scalaire usuel sur R™.
Théoréme(1) (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient (E,p) un eve, ¢ la fq asso-
ciée a p. On a :
Alors pour tout x,y € F,
p(z,y)* < o(2)(y).
Ou
[z, y)| < (2, 2)'? - (y. )" /2 .
Preuve On procéde comme d’habitude, pour cette inégalité, on introduit un
parameétre A € R .De la positivité du produit scalaire, on déduit
(x—=Ay,x—Ay) > OVz,y € E,\ € R.

Mais, de la bilinéarité, on déduit :
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(x — M,z — Ny) = (z,2) — 2\ (z,y) + X\ (y,y) > 0,Va,y € E,\ € R.

Ce trindme du second degré en A reste toujours positif. Nécessairement, son discri-
minant est négatif;
[z, 9)|* < {z,2)-(y,9) -
Ceci conduit a I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Proposition(1) (Etude du cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient
(E,p)un eve, ¢ la fq associée a o, (z,y) € E*on a :
p(x,y)* = d(x)dy) = (x,y) lié.
Théoréme(3)(Inégalité de Minkowski) Soient (E, @) un eve, ¢ la fq associée a ¢ ;
on a :
V(z,y) € B?, ¢(z +y)'/* < o) + ¢(y)'/>.
Proposition(2) (Etude du cas d’égalité dans linégalité de Minkowski) Soient
(E, ) eve, ¢ la fq associée a o, (x,y) € E?;0n a :
(6@ + )2 = (D)2 + ($(y)"? <= (v =0 ou 3a € Ry,y = az).
On traduit cette derniére condition par: (x,y) est positivement liée.

Proposition(3) (et définition) Soient (E, @) un eve, ¢ la fq associée a . L’ appli-

cation ||.|| : E ey R est une norme sur E, appelée norme euclidienne associée
z—(¢(x))'/?
a p.
Remarque(2) Soient (.,.) un produit scalaire sur E,||.|| la norme euclidienne

associée. Les formules obtenues en 1.2 Prop. 3,3),4),5) peuvent étre récrites sous la
forme suivante,pour tout (z,y)de E? :
Nl 4yl = llal® + 2(z, ) + [yl
Nz +yll? = [l = yl* = Kz, )
Nz +yl? + llz = yll* = 2(][=[1* + [ ly]*)-
L’inégalité de Cauchy-Schwarz (Th. 1) peut étre récrite :
(<a,y >)? <l Pyl

Et Uinégalité de Minkowski (Th. 2) peut étre récrite :
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Az +yll < el + [yl

1.3.2 Orthogonalités

Définition(4) Soit (E,(-,-)) un espace vectoriel euclidien.

1)Soit (x,y) € E? ; on dit que z est orthogonal a v, et on note x 1 vy, si et seulement
St

(z,y) =0.

2) Soient x € E,A € P(FE); on dit que x est orthogonal & A, et on note x L A, si

et seulement si :
Va € A, (x,a) = 0.
3) Pour toute partie A de E, on définit [’orthogonal de A, noté A+ :
At ={z € E;Va € A, (z,a) = 0}.

4)Une famille (x;);cr d’éléments de E est dite orthogonale si et seulement si:

V(i,j) € I, (i # j = (zi,x;) = 0).

5)Une famille (x1);c; d’éléments de E est dite orthonormale si et seulement si :

-(xi);er est orthogonale et Niel ||zl =1
Rmarque(3)
1-0 L z pour tout x € H.
2.x L y=1y L x,symétrie
Jrxlax=x=0
4.z laeteKi=1,....n=xL>" N\
oz L x, etxnﬂxo:xJ_xo
6- Soit (x;,x;) =0;i # j;i,7=1,...,n alors

w1+ 4wl =zl + -+ .

Si on prend n = 2, dans (6) on obtient

w1+ wal|* = [Jea [l + llwal| si 21 L s,
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Dans 'espace vectoriel R?, c’est le théoréme de Pythagore.
Proposition(4) Soit (E,(-,-)) un eve.
1-Pour toute partie A de E, A*est un sev de E.
2-VY(A,B) € (P(E))? (AcC B= A+t > B').
3-VA € P(E), At = Vect(A)* (tel que Vect(A) est I’ensemble engendré par A).
4- Pour tout sev F de E: F & F+ = E, et donc :
dim(F*) = dim(E) — dim(F).
VA € P(E), At = Vect(A).
- Bt ={0}et{0}+ = E.
VA € P(E),An At c {0}.
Pour tous sev F,G de E :
(F+G)r=FtnGtet (FNG) =F++G*h.

®» N o

Proposition(5) Soient (E, (-,-))un eve, (x;)ic; une famille dans E
;)icr est orthogonale
Si (@i)ier g , alors (x;);er est libre.
Vi € I, Z; 7£ 0
Proposition(6) (Théoréeme de Pythagore) Soient (E,({-,-)) un eve, (v,y) € E.

Ona :
rly <= [lz+yll>=z[P+ |yl <= llz—yll> = [l=]]* + [|y]]*.

Théoréme(4) (Orthogonalisation de Schmidt) Soient (E, (-,-)) un eve, p € N*, (eq, ...

une famille libre dans E. Il existe (V1,...,V,) € EP tel que :

Vi,...,Vp sont deux a deux orthogonaux

Vk e {1,...,p},Vect(Vy, ..., Vi) = Vect(es, ..., )
(et donc : Yk € {1,....,p}, Vi, #0).

Remarque(4) En imposant & (V1,...,V,) la condition :
Vk € {17 "'7p}7 <‘/kvek> =1
Il y a alors unicité de (Vy, ..., V},), et la matrice de passage de (eq, ..., e,) a (Vi, ..., V})

est triangulaire supérieure a termes diagonauzr égauz o 1 :
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0 1
On abrége base orthonormale (ou : orthonormée) en : b.o.n.

Corollaire(1) (Théoréme de la base orthonormée incompléte) Pour toute famille
orthonormale (e1, ...,e,) d'un eve E, il existe eyy1,...,e, € E (00 n = dim(E)) tels
que (e1,...,e,) soit une b.o.n. de E .

Corollaire(2) Tout eve admet au moins une b.o.n.

Définition(5) Soient ¢ une fbos sur E x E et B = (eq,...,e,) une base de E. On
appelle matrice de ¢ dans (ou : relativement a) B, et on note Matg(p), la matrice
carrée d’ordre n, symétrique suivante :

Matg () = (p(e:€5))1<ij<n
Proposition(7) Si B = (eq,...,e,) est une b.o.n. de (E,(-,-)) alors :
Ve e E,x =731 (e, x)e;.
Proposition(8) Soient (E,(-,-)) un eve, B une base de E, A = Matg({(-,)).

Alors :
B est orthogonale si et seulement si A € D,,(R)

B est orthonormale si et seulement si A = I,,.
Proposition(9) Si B est une b.o.n. de E, on a, pour tout (x,y) de E? et en

notant X = Matg(x), Y = Matg(y) :
<z,y>= XY

1.4 Espaces préhilbertiens et hilbertiens, théorémes

de projection et de représantation Riesz

1.4.1 Généralités(Espaces préhilbertiens,espace de Hilbert)

Définition(1) (espace préhilbertien) Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire

est appelé un espace préhilbertien.
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Théoréme(1) Dans un espace préhilbertien E, Uapplication ||.|| : E — R, donnée
par ||z|| = (z,2)'/2, pour tout x € E, est une norme pour E.
Preuve Nous avons ||x|| > 0 et ||x|| = 0 si et seulement si x =0,
de plus
[Az]| = Az, Ax)? = (AN, 1)) = (AP (2, 2))/? = [A[(z, 2)"? = [\ ][]
Enfin
lz +yll? = (x+y,2+y) = (x,2) + (z,9) + (¥, 2) + (¥,9)
= |l® + (2, 9) + (@, 9) + lly]1”
= [lzlI* + 2Re(z,y) + [ly|I?
< |lz|1* + 2/, »)| + lylI®
< 2l + 2l + Iyl
= (llzll + llyl)?,
D’otu
2 +yll < =]l + [yl
La norme ||.|| ainsi définie s’appelle la norme induite par le produit scalaire.
Remarque(1) En utilisant la norme induite par le produit scalaire, les inégalités
(1) et (2) deviennent respectivement
[{z, )| < [l |yl et [z o) < 172([1z)* + llyl®) -
Théoréme(2) (Loi du parallélogramme) La norme induite par le produit scalaire
satisfait ’égalité
lz + ylI? + llz = ylI* = 2(/l=]* + lylI*) -
Preuve
En effet,
lz+yll+llz—yl* = (@ +y,2+y) + (@ -y, —y)
= (@, 2) + (z,y) + (¥, ) + (v, 9) + (x, 2) = (z,9) — (¥, ) + (v, 9)
= 2([|z[1* + llyII*).
Les égalités

lz +yl* + llz = ylI* = 2((z, y) + (y, 7)) = 4Re(x, y)
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o+ igll? + llz — ig|]2 = 4Tmiz, )
Nous ameénent a
Ko,y) =l +yllP = llz = ylI* + il + iyl]® = llo — yl*)

Cette égalité nous montre que deux produits scalaires différents sur E entrainent
deux normes induites différentes.

Théoréme(3) Un produit scalaire est une fonction continue sur E x E | par
rapport & la norme induite.

Preuve Soient xg,yo € E et les suites {x,;n € N} C E et {y,;n € N} C E telles
que Tp M> ZTo et Yn M> Yo-

Alors [(2n, Yn) — (o, Yo)| = [{zn — o, Yn) + (T, Yn — ¥o)]

< [{zn — 20, yn)| + [{z0, Y — ¥o)]
< |Jn = zollllynll + llzolllyn — woll

D’otu

nﬁﬁ} (Tn, Yn) = (0, %0) -

Définition(2) (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert (ou hilbertien) est un es-
pace complet par rapport a la norme induite par un produit scalaire. En d’autres mots,
un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est induite par un produit
scalaire(généralement, le corps de base est R ou C').

Dans toute la suite de la thése, H sera un espace hilbertien de dimension infinie,

et (z,y) € H> — (x,y) un produit scalaire sur H.

1.4.2 Projection d’un point sur un convexe fermé(Théoréme
de projection)

Définition(3) (la convezité) Soit E un e.v. réel et K C E,

-On dit que K est convexe si
V(z,y) € K2Vt € [0,1]:tz + (1 —t)y € K.

(on note encore [z,y] C K).
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-On dit que K est dtrictement conveze st
V(z,y) € K2Vt €]0,1: tx + (1 — t)y € K.
Ou Un ensemble K est convexe si, pour toute paire de points a,b de K, K contient

aussi le segment ab.

— | /X

convaxe Convexe Convexe MonN Convexe

Rappelle
- On dit q’une suite (z,,) est de Cauchy si et seulement si :
Ve >0,3ng € N/VNp>qg>nge N:|z,—xz,|<c.
-E est complet < toute suit de Cauchy converge dans E .

Remarque(2) La notion d’« ensemble concave » n’existe pas.

Théoréme(3) (Théoréme de projection) Soit C C H wune partie convere fermée
non vide. Pour tout x € H, il existe un unique y € C' tel que d(x,C) = ||lz—y|| ,y = z¢
est appelé projeté orthogonal de x sur C.

Preuve Pour tout z € C on a ||z — z|| > d(x,C) (qui existe, puisque c’est I'inf
d’une partie non vide de R minorée par 0). Par définition, il existe (z,),en € C™ tel
que :

d(z,C) < ||z — z,|| < d(z,C)+1/n,Vn € N

Montrons que (x,) est de Cauchy ; ainsi, H étant hilbertien ¢’est un espace complet,
donc on pourra conclure quant a la convergence de la suite (x,,) :

Soit p,q € N, et notons 6 = d(z,C).

H étant un espace de Hilbert, 'identité du parallélogramme est vérifiée, donc

Ala = 2yl 2+ 2 = | 2) = (2 =) = (& = 2|2+ (& = ) + (£ — )

Donc on a

2w — )2 + [ = |12) = llay — |12 + 4l — (2, + )21

Or C est convexe, donc
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(zp, +14)/2 € C, donc ||z — (v, + ,)/2|]> > 6°.

En réorganisant, on a donc ||z, — z,||* < 2(||x — z,||> — 6 + ||z — z,]|> — 6%). Or
il apparait par comparaison que pl_z;Toon — z,|| = ¢, donc pQTme — 2,||? = 6°. D’out
pour tout & > 0 ilexiste ng € N tel que pour tout p > n,, |(||z — z,||> — 6°)| < 2/2.

D’ou pour p,q > ng on a ||z, — z4|| < ¢, donc (x,,) est bien une suite de Cauchy,
donc elle converge vers y € C car H est complet. Mais C est fermé, donc C' = C et
ye€C.Ona nl—Z>Too| |z — x,|| = ||z —y|| par continuité de 'application norme, donc par
unicité de la limite,||z — y|| = 6 = d(z, C).

Enfin, si on prend y, z € C vérifiant ||z —y|| = ||z — z|| = d(x, C) : on construit une
suite (¢, )nen telle que ¢, = y si n est pair, ¢, = 2z si n est impair. Pour tout n € N
on a ||z — ¢,|| = 0 donc avec le méme raisonnement que ci-dessus, cela implique la
convergence de la suite (¢, ), et donc y = z. Il y a donc unicité du projeté orthogonal,
ce que 'on souhaitait démontrer.

Proposition(1) Soit C' un convexe fermé non vide de H,x € H quelconque. Alors
il existe un unique y € C vérifiant ¥Yc € C,(c —y,z —y) < 0, et y = x¢ projection
orthogonale de z sur C (c’est une caractérisation de x¢)

Preuve

-Si il existe y € C' vérifiant ’hypothése de la proposition, pour z € C' on a :

lz—2[|* = [lz—y+y—al]* = |2 —yl* +]ly—2[|* = 2(z —y,y —x). Donc 'hypothese
assure que ||z — z||> > ||y — z||* donc cela étant vrai pour tout z € C, ||y — z|| <
d(z,C);mais y € C donc ||y —z|| > d(z,C) donc finalement ||z —y|| = d(z,C). Ayant
unicité du projeté orthogonal d’aprés le théoréme(1, on a bien y = x¢.

-Vérifions maintenant que z¢ vérifie bien ’hypothése de 1’énoncé.

On a pour tout 2z € C |||z — 2|| > ||z — z¢|| et ||z — 2||? = ||z — 2c + 20 — 2|]* =
||z — zc|]? — 2{x — xc, 20 — 2) + ||vc — 2||%

Donc 2(z — x¢,x — z¢) < ||z — z¢||?. Nous avons presque le résultat attendu, mais
il nous faut se débarrasser du membre de droite. Pour cela, on parameétre le probléeme :

fixons zy € C, ayant C' convexe on a pour tout A € [0,1] ,z2 = A20+ (1 — N)zc € C.
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D’ou en appliquant le petit calcul ci-dessus, ayant z — x¢ = A(zp — z¢), nous avons
2X (20 — w0, — 1) < N?||20 — 2¢||?. Pour A €]0;1] cela donne 2(zy — ¢, — x¢) <
Alz0 = xcll*.

Avec A — 0+ on a bien le résultat attendu.

1.4.3 Applications importantes du théoréme de projection

Lemme(1) Pour toute partie A de H, Atest un sous-espace vectoriel fermé de
H.

Preuve Le fait que Alsoit un sous-espace est évident. Montrons qu'’il est fermé :

Si on prend y € AL il existe une suite (yn) d’éléments de A+ qui converge vers y.
La fonction (z,y) — (x,y) est continue d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz; or
Ve € A,¥n € N on a (z,y,) = 0 donc avec n — 400 on a (x,y) = 0 par continuité,
donc y € AL : At est bien un fermé.

Nous avons maintenant deux petites propositions trés importantes pour la deuxiéme
section de cet article, et qui généralisent des résultats déja vus en dimension finie.

Proposition(2) Soit I' un sous-espace vectoriel fermé de H. On a

1-FoFt=H
2- Pour tout © € H, on a xr = pr(x) projection orthogonale sur F' ; ainsi
r—xp € Ft
3-F =F
Preuve
1+2: le fait que F et Ftsont en somme directe ne pose aucun probléme.
Montrons que pour z € H il existe (y,z) € F x F* tel que v =y + 2.

F est un sous-espace vectoriel, c’est donc en particulier un convexe ;étant de plus
fermé,d’aprés le théoréme01, il existe un unique zr € F tel que d(z, F) = ||z — zp]|.
Notons y = x — xp ; d’aprés la propositionl, on a pour tout f € F(f —xzp,y) < 0. Soit
Yo € F fixé. Comme F est un espace vectoriel, yo+xp € F et —yg € F' : cela implique

(Yo,y) < 0 et (—yo,y) < 0 donc (yp,y) = 0. Ceci étant vrai pour tout yo € F' , on a
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bien y = x — xr € F* donc les affirmations 1 et 2 sont démontrées.

3 : On a toujours F' C F 1= Montrons l'inclusion inverse.

On a d’aprés l’affirmation 1 de cette proposition que H = F @ F*. Donc pour
x € F-'il existe un unique couple (25, 2p.) € F X F- tel que x = xp +xp1. Or Pon
allzpe||?* = ||z — zp||? donc ||zpL||?* = (x —2p, 2 — 2F5) = (z,2 — 2p) — (Tp, T — TF).

Ayant z € FX" 2 —2p € F- on a (x,x — xp) = 0; de méme, comme zp € F et
r—xp € F+, (zp,x—2xr) = 0. Donc ||zp.|| = 0donc zpr =0: 2 € F , ce qu'il fallait
démontrer.

Proposition(3) Soit F' un sous-espace quelconque de H. Alors on a :

1-F=F-
2. F dense dans H < F+ = {0}.
Peuve
1- On a toujours F' C F+" donc F c FL*. Ainsi, le lemmel affirmant
que FL° est unfermé, on a F C F1.

On a toujours F' C F'; par orthogonalité, on a donc F'- C F*donc en recomposant,
FX" c FY*. Or F est un fermé, donc 'affirmation 3 de la proposition2 nous donne
F = F+" . Ainsi, F 1= c F . On a donc bien par double inclusion F' = F 1+

2:0n a F dense < F=H <= F." = H d’aprés ci-dessus.
Or Dlaffirmation 1 de la proposition 2 nous donne H = F*+ & F+ donc F dense

— F*+=/{0}.

1.4.4 Théoréme de représentation de Riesz, adjoint d’un en-

domorphisme en dimension finie

Théoréme(4) (de représentation de Riesz) Soit H' le dual topologique de H
(c’est-a-dire 'ensemble des formes linéaires continues sur H ).
Soit a € H, on note ¢, :x € H —<a,x >¢ K, K =R ou C.

Alors ¢ :a € H — ¢, € H' est bien définie, et c’est un isomorphisme de H sur
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H'.

Preuve Tout d’abord, ¢ e st bien définie car I'inégalité de Cauchy-Schwarz assure
la continuité de la fonction ¢,(a € H fixé).

¢ est injective : si ¢, = 0 alors en particulier, ¢,(a) = (a,a) = ||a|]|* =0 donca =0
et ker¢ = {0}.

Montrons que ¢ est surjective. Soit L € H/. Si L = 0L = ¢(0) et c’est bon ; sinon,
notons E = kerL, E est un hyperplan de H.

Ayant £ = L9 ({0}) et L continue, E est un fermé de H. D’aprés la proposition02,

E®E+ = H. Ayant L différente de I'application nulle, il existe u € E*tel que L(u) # 0.
L(x)

On a en fait £ = Vecta : si on prend z € Etet si on note w = z — T(a@ On a
L(w) = L(z) — iEE;L(a) par linéarité, donc L(w) = L(z) — L(z) = 0 : w € E. Or
w € E+ par construction, donc w € ENE 1= {0} dou z = %a :x € Vecta et par

double inclusion (I'autre inclusion étant évidente) on a bien E+ = Vecta.

On a donc pour tout x € Hx = %a + xp,xp € E. Notons maintenant b =

ﬁiﬁga.On pour tout z € H
(x,b) = (igzga + xp, %a} = 28 ﬁjﬁg {(a,a) = L(z) car g € E et a € E+. D’ou

I'on a L = ¢, et ¢ est bien surjective.

En conclusion, ¢ est bien un isomorphisme, il y a donc isomorphisme entre H et
son dual topologique.

Ce théoréme, puissant, nous permet donc de pouvoir définir un adjoint dans un
espace de Hilbert pour les endomorphismes continus, comme le montre la proposition
suivante :

Proposition(4) Soit u € L.(H) endomorphisme continu de H.

Il existe un unique v € L.(H) tel que pour tout (z,y) € H?on ait (u(x),y) =
(z,v(y))

v est l'adjoint de u, noté u*, et de plus on a |||ull] = |||u*]||-

Peuve Soit u € L.(H). Fixons y € H, et notons ¢, : x € H + (u(z)|y). Cest

une forme linéaire(aisé a démontrer) et continue en tant que composée de fonctions
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continues (le produit scalaireest bien continu, u est continu par hypothése). Donc
¥, € H/ le dual topologique de H : le théoreme de représentation de Riesz permet
d’affirmer P'existence d'un unique v(y) € H tel que (u(r),y) = ¥, () = (v(y), ).

v est bien une application linéaire : si on prend y, z € H, on a ¢, +z(z) = (u(x),y+
z) = (u(x),y) + (u(z), z) donc ¥, + z(x) = (z,v(y)) + (z,v(2)) = (z,v(y) +v(2)). Par
unicité dans le théoréme2, on a bien v(y + z) = v(y) + v(z). De méme, pour A € K on
aaussi v(Ay) = \v(y) et on a bien v(0) = 0.

Si on notait v’ une application de £(H) vérifiant les hypotheéses de la propositions,
ay fixé on aurait ¢, (r) = (z,v/(y)) donc I'unicité imposée par le théoréme de Riesz
nous donne v/(y) = v(y), donc v est unique.

Enfin, v est bien continue : on a (v(y),v(y)) = (y,u(v(y))), donc

lo(y)|> < ||lu(v(y))]|.]ly|| d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz, et la continuité
de u nous donne [[v(y)[|* < |[ulll.|[v(x)]]-|ly]-

D’ou pour y ¢ kerv on peut diviser par |[v(y)|| et Ton a [[v(y)|| < [||lull]-||yll,
inégalité en core valable pour v(y) = 0. On a donc en particulier pour

lyll < 1]v(y)]| < |||u]|] donc v est bornée sur la boule fermée unité : ayant v
linéaire, on a donc v continue, et |||v||| < |||ul]].

On note maintenant v = uv*. On remarque que 1'unicité imposée par la proposition

*

(unicité qui a été démontrée) impose (u*)* = w; ainsi, le raisonnement effectué ici
avec u se refait avec u* qui est bien élément de L.(H), et Pon a [||u*||| < [|[(uw*)*]]|
c’est-a~dire |||u*||| < |||u|||. On a donc bien par double inégalité |||ul|| = |||u*|||.

Rappel Soit (E,(.,.)) un espace euclidien, u € L£(F) un endomorphisme de E. Il
existe un élément u* € L(F) unique, vérifiant : V(z,y) € E? :

(u(@),y) = (z,u"(y)) -

On appelle u* I’endomorphisme adjoint de u.
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Chapitre 2

Théoréme de Karush, Kuhn et
Tucker

2.1 Introduction a optimisation

2.1.1 Quelques notions d’optimisation

L’optimisation vise & résoudre des problémes ot 'on cherche a déterminer parmi
un grand nombre de solutions candidates celle qui donne le meilleur rendement. Plus
précisément, on cherche a trouver une solution satisfaisant un ensemble de contraintes
qui minimise ou maximise une fonction donnée. L’application de ’optimisation est en
expansion croissante et se retrouve dans plusieurs domaines. Les problémes considéres

dans ce document s’écrivent sous la forme standardforme standard

i 1
min f(z) (1)
s.c.r €S
Ou z = (71, 29, .., 7,) "est un vecteur de R", f : R® — R est la fonction que 1’on
désire minimiser (appelée fonction objectif), S C R™ est ’ensemble dans lequel les

points doivent appartenir, et s.c. est 'abréviation de sous la ou les contraintes.

28
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La formulation (1) signifie que 'on cherche a trouver une solution du domaine
réalisable z* € S dont la valeur de la fonction objectif est la plus petite.

Définition(1) Une solution x* € S est un minimum global de la fonction f sur
le domaine S si

fla) < f(x) Yz es.

La valeur optimale est f(x*).

Notez que le minimum global n’est pas nécessairement unique, mais la valeur op-
timale ’est. Par exemple, le probléme d’optimisation suivant

)7316% sin(x)

posséde une infinité de minima globaux, soient {37” + 2k : k € Z} mais une seule
valeur optimale : —1.

Définissons maintenant la notion d’optimalité dans un voisinage restreint. Pour in-
troduire cette idée, on va définir B.(z*) comme étant I'ensemble des points de R™dont
la distance a x* est inférieure & e, un scalaire positif donné. Cet ensemble est commu-
nément appelé une boule de rayon ¢ centrée en z* , et s’écrit formellement :

Be(z*) ={x e R":|| x — 2" ||< e}.

Définition(2) Une solution x* € S est un minimum local de la fonction f sur le
domaine S st

flz*) < f(x) ,Vx € SN Be(a*).

Les maxima sont définis de fagon similaire, il suffit de remplacer les inégalités (<)

aux définitions 1 et 2 par (>). La figure 1 illustre le cas d’une fonction d’une seule

variable possédant trois minimums locaux,dont un minimum globale
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f(x)

local global

figurel la represantation de deux minimums local et global

2.1.2 Rappels

Le gradient d’une fonction f : R" — R différentiable. évalué au point © € R"est

un vecteur de R" s’écrivant

T
Vf(z) = (8f(x) 0/ () 8f(x)> '

Oxr1 7 Oxg 7777 Oxp

La dérivée directionnelle de f en x € R™ dans la direction unitaire d € R"est

f(x) = lim {eHD=I@ — . £ ().

t—0t t
De plus, si les dérivées secondes de f existent et sont continues, alors la matrice

Hessienne s’écrit

" "
fxla:l fz’lxz - fxlarn
" 5 "
2 f:pgml T2x2 - fxgxn
Vif(z) =
| N
" " "
fxnxl f1'7l-1'2 _— fl’nxn

Exemple(1) Le gradient et la matrice Hessienne de la fonction

f(x) = —(z1 — 225) — €™ sont

—2—e" 4
4 —8

Vf(l'> = (—2(1’1 - 2$2) - 6351,4(1’1 - 2372))T ) sz(m) =

Des notions d’algébre serviront au classement des optima.
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Définition(3) Une matrice symétrique A de dimension n x n est dite
- Semi-définie positive st (y, Ay) = yT Ay > 0,Vy € R" .

(y, Ay) = y" Ay > 0,¥y #0 € R"

(y, Ay) = y" Ay <0,vy € R" .

(y, Ay) = yTAy < 0,Vy A0 € R" .

- Définie positive si
- Semi-définie négative si
- Définie négative si
St aucune des propriétés ci-dessus n’est satisfaite, la matrice A est dite indéfinie.
Une fagon simple de vérifier si une matrice est définie positive est de considérer les

déterminants des n sous matrices suivantes de A

dl = det ([all]) y

a11 Q12
d2 = det
A21 Q22
B " 1" " T
B f:plxl fxlwg frlmn
a11 G122 a3 ” "
fxgzl f’,$2x2 fxza:n
d3 — det 0/2]_ a22 0/22 PIEEED) dn — det X .
Ga31 G32 (g3 " ” "
L f:pnxl fa:n:vg fznzn ]

Ces n déterminants sont appelés les mineurs principaux dominants. Dans le cas la
matrice est inversible, et donc lorsque d,, # 0, il est toujours facile de déterminer si
une matrice est définie positive, définie négative ou bien indéfinie. En effet, il suffit
d’analyser le signe de chacun des mineurs principaux dominants.

Classement d’une matrice inversible

Soit dy, ds, ...d,, les mineurs principaux dominants d’une matrice A symétrique in-
versible de dimension n X n et ey, es, ..., e, les mineurs principaux dominants de la
matrice —A.

- Si d; > 0 pour chaque i € {1,2...,n} alors A est définie positive;
- Si e; > 0 pour chaque j € {1,2...,n} alors A est définie négative;
- Sinon A est indéfinie.
La vérification qu’une matrice singuliére est semi-définie positive, semi-définie néga-

tive ou indéfinie requiert beaucoup plus de calculs. Par exemple, pour montrer qu’une
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matrice est semi-définie positive, il ne suffit pas de vérifier que les mineurs principaux

dominants sont tous positifs ou nuls. Une possibilité consiste & analyser toutes valeurs

propres de la matrice. Ce sujet sera abordé dans des cours plus avanceés.
Exemple(Suit de ['exemplel) Les déterminants des sous-matrices principales do-

minantes de

9 —2—-e" 4
Vof(x) =
4 —8
sont respectivement
—2—e"t 4
di = det ([-2—e"]) = =2 — €™ < 0 et dy = det = (-2 -
4 —8

e™)(—8) — (4)(4) = 8™ > 0.

Leurs signes sont indépendant de la valeur de z. La matrice V2 f (x) n’est donc pas
définie positive ni méme semi-définie positive.

Cependant, on remarque que les mineurs principaux dominants de la matrice
—V?2f(x) sont

e; =det ([2+e™]) = 2+€™ > Oet ey = det ’ +j1 _84 = (2+€")(8)(4)(4) =
8e™ > (.

On peut alors conclure que la matrice —V?f(z) est définie positive, et donc la

matrice V2 f(z) est définie négative, et ce pour toutes les valeurs de .

2.2 Optimisation a plusieurs variables sans contraintes

Dans cette section nous considérons le cas particulier du probleme d’optimisation
(1) sans contraintes ou S = R", ¢’est-a-dire;
min f(x 2
min f(z) (2)

ou f € C?*(cette notation signifie f est différentiable aux moins deux fois, et que

ses dérivées sont continues).
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2.2.1 Conditions d’optimalité

Soit z un minimum local de f sur S = R". La définition2 assure qu’il existe un
scalaire € > 0 tel que
f(a) < (o) Vo € Be(a"),
en particulier pour n’importe quelle direction unitaire d € R" et scalaire t > 0
suffisamment petit, le point x = x* + td appartient a la boule Be(z*) et donc
f@*) < f(a* +td).
Ceci implique que la dérivée directionnelle de f en z dans n’importe la direction

unitaire d € R" satisfait
L) = T L@ HD=f(") S
f d(x ) }_{%}L t - 0.
Le résultat précédent est valide pour n’importe quelle direction unitaire d , et donc
Vf(z*)

il est valide en particulier pour ~ TS Il s’ensuit que
0< fi(a) =d-Vf(rr) = =L, — —|V f(a7))]),

et donc, Vf(z*) = 0 (car on a montré que 0 < —||Vf(z*)|, or [|[Vf(z*)] est
toujours positif). Nous avons donc montré la condition d’optimalité suivante.

Condition nécessaire de premier ordre

Si x est un minimum local de la fonction f sur R", alors V f(z*) = 0 (c’est-a-dire,
x est un point critique).

Cette définition donne une condition nécessaire mais pas suffisante. En effet, il est
possible que le gradient soit nul en un point et que ce point ne soit pas un minimum
local (par exemple, ce point peut étre un maximum local ou un point de selle).

Un point critique x € R" est un point de selle si pour n’importe quel ¢ > 0, il
existe deux points a € Be(z*) et b € Be(x*) qui soient tels que f(a) < f(z*) < f(b).
Un point de selle n’est donc ni un minimum local ni un maximum local.

Les conditions de second ordre nous permettent de distinguer ces cas. Considérons
encore une fois x*un minimum local de f sur S = R". A laide du développement
de Taylor d’ordre 2 de f autour du minimum local z*on obtient pour toute direction

unitaire d € R"et pour t € R suffisament petit
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fa*) < f(a* +td) = f(a*) + td- Vf(z*) + LAV f(2*)d
= f(a*) + EdTV? f(a*)d.

Pour passer de la premiére a la deuxiéme ligne, on a utilisé le fait que Vf(z*) =0
en un minimum local. En simplifiant cette derniére expression, et en divisant par t> > 0
on obtient

1"V f(z*)d > 0

une expression indépendante de ¢ . On a alors la condition suivante.

Condition nécessaire de second ordre

Si z* est un minimum local de la fonction f sur R™, alors V f(z*) =0 et

yTV2f(2*)y > 0 pour tout y € R™ (c’est-a-dire, la matrice Hessienne V2 f(z*) est
semi-définie positive).

La contraposée de cette condition assure que si la matrice des dérivés secondes
V2 f (z*) n’est pas semi-définie positive, alors z* n’est pas un minimum local de f .
De facon similaire, si la matrice n’est pas semi-définie négative, alors x* n’est pas un
maximum local de f . Et donc, si la matrice est indéfinie en un point critique x* de
la fonction f , alors x* est un point selle. En effet, si la matrice est indéfinie alors elle
n’est ni semi-définie positive ni semi-définie négative, et cons équemment z* n’est ni
un minimum ni un maximum local de f .

De plus, si la condition de second ordre est strictement satisfaite, on obtient la
condition suffisante suivante.

Condition suffisante de second ordre

Soit x* € R*.Si Vf(z*) = 0 et y"V*f(2*)y > 0 pour tout y € R™\{0} (c’est-a-dire,
la matrice HessienneV? f(z*)est définie positive), alors z* est un minimum local de la
fonction f sur R".

Nous pouvons spécialiser les conditions d’optimalités de deuxiéme ordre aux fonc-
tions de deux variables.

Pour s’attaquer & un probléme d’optimisation, on procédera de la facon suivante.

En un premier temps, on utilisera les conditions nécessaires du premier ordre pour
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identifier tous les points critiques de f. C’est-a-dire,on trouvera tous les points ou
le gradient s’annule. Ensuite, pour chacun de ces points, on évaluera la matrice des
dérivées secondes, et on utilisera les conditions d’optimalité de deuxiéme ordre pour
classer les points. On ne pourra conclure seulement lorsque cette matrice sera inver-
sible. Et dans ce cas, si elle est définie positive il s’agira d’un minimum local, si elle est
définie négative il s’agira d’'un maximum local, et autrement (c’est-a-dire si la matrice
est indéfinie) il s’agira d’un point selle.

Exemple(1) Considerons la fonction de trois variables f(x) = 62?2 + 23 + 6x129 +
3r2 + ix% — %x%.Nous allons identifier tous les points critiques de cette fonction, et
allons utiliser les conditions d’optimalité afin de déterminer leur nature (minimum,

maximum ou point de selle). Le gradient et la matrice Hessienne de cette fonction

sont
1221 + 624 12 6 0
V(@)= | 322+ 6a1 + 6z, | et V2f(2*)=| 6 62,+6 0
T3 — a3 0 0 313 — 23

o Etape 1 : Identification des points critiques

La condition nécessaire de premier ordre V f(z1,z2,73) = (0,0,0)"nous permet
d’identifier quatre points critiques : 24 = (0,0,0)",z5 = (0,0,1),zc = (3, —1,0)7 et
zp = (3,—-1,1)".

o Etape 2 : Nature des points critiques

Les conditions de deuxiéme ordre nous permettent de classer certains de ces points

critiques.
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Point V2 f(x*) —V2f(x*) _
Conclusion
critique di dy d3 e1 ez e3
. matrice singuliére
ra4 = (0,0,0) 12 3 0 —12 36 0
= indéterminé
- d,>0
g = (0,0,1) 12 36 36 —-12 36 36
= minimum local
) . matrice singuliére
ro = (5,—1,0) 12 =36 0 -12 =36 0
= indéterminé
matrice inversible
zp=(%-1,1)T 12 —-36 —-36 —12 —36 36 et d;# 0,e,% 0
—> point selle

Cette analyse permet d’identifier un minimum local xg et un point selle xp. Une
analyse plus approfondie serait nécessaire pour classer les deux points critiques x4 et

Tc.

2.3 Optimisation a plusieurs variables avec contraintes
d’égalités

Dans la plupart des problémes d’optimisation, les variables ne sont pas libres de
prendre n’importe quelle valeur.

Elles sont habituellement restreintes & un domaine. Dans cette section, nous nous
penchons sur les problémes sous la forme générale (1). Le résultat suivant, cité sans
preuve, sera fréquemment utilisé.

Théoréme(1) Sil’ensemble S est fermé et borné, et si la fonction f est continue
sur S, alors il existe un minimum global atteint en un point de S et un mazximum
global atteint en un point de S.

On a un autre forme équivalent
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T

Min f(x) |
gi(x)=0,7=1,2,..,m oo :
T

Généralement on am < n

redondance dans les contraintes

-Sim>n—

b

trop de contraintes.

- Un nombre excessif de contrainte —  probléme sans solution.

Conduit a

Il existe plusieurs méthodes pour ce type de problémes. Parmi elles, on peut citer :

o Méthode de substitution directe

o Méthode des multiplicateurs de Lagrange.

2.3.1 Meéthode de substitution directe

Définition(1)
dxy,dxs, .., dx,
une variation admissible
au tour du point
ot = (2%, .., 2%)

n Y,

Probléme sans contrainte

- n variables indépendantes

gi(zt +dxy, .., x5 +dx,) =0
Vi=1,..,m

1!

- fonction objectif peut étre évaluée pour tout ensemble de n nombres

Probléme avec contrainte

au moins une variable indépendante devient liée aux autres variables avec ’ajout

de chaque équation contrainte

n variables

— n — m variables indépendantes

m contraintes

Si on choisit les valeurs de n — m variables, les valeurs des variables restantes sont

déterminées par les équations contraintes

En théorie
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m variables quelconques peuvent étre exprimées en fonction

des autres n — m variables en utilisant les m contraintes —On remplace les m
variables dans la fonction objectif—On obtient une nouvelle fonction qui ne dépend
que de n-m variables —La nouvelle fonction n’est liée a aucune contrainte —On obtient
alors un probléme d’optimisation sans contraintes.

Cette méthode de substitution directe parait simple en théorie mais, elle peut
s’avérer difficile en pratique.

souvent les contraintes ne sont pas linéaires ce qui ne permet pas d’exprimer m
variables quelconques en fonction des autres n — m variables

Mais dans des cas simples, la méthode peut s’avérer tres utile.

Exemple(1)

Trouver les dimensions d’une boite de volume maximum qui peut étre circonscrite
par une sphére de rayon 1.

Le probléme peut étre formulé comme suit :
Min f(z) = 8x1x913
;1 > O,[BQ > O,ng > 0.
24+ as=1

[NIES

Onaz?+ai+r2i=1= z3=(1—2a2—122)
f(x) = 8u1w5(1 — & — 23)?
2

agw(f) = 81’2 <(1 — .CL'% — :L’%)UQ - '(1_95;6_11;%)1/2)
CEQ
811 <(1 — 72— J}%)l/Z - —(179@72@_)1/2)

=0 r,=1/V/3

La solution est z* = | 1/4/3 |et donne un volume maximum de f(z*) = ==

1/V/3

La matrice Hessienne au point x*

—32/V/3 —16//3
—16/v/3 —32/V/3

H est définie négative— z* correspond & un maximum.

H =
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2.3.2 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

On introduit une variable additionnelle pour chaque contrainte.
Pour un probléme & n variables et m contraintes, on ajoute donc m variables pour
avoir en tout n + m variables

Pour illustrer la méthode on prend un exemple simple oin =2 et m =1

Condition nécessaire pour le cas général

n variables et m contraintes sous forme d’égalités
Théoréme(2) Une condition nécessaire pour que la fonction [ sous les contraintes
gj(x) = 0,i = 1,2,..,m admette un minimum relatif au point x*est que les dérivées
partielles de la fonction de Lagrange
L=L(z1,..,Tn, A1, s Am)
Par rapport & chacun de ces arguments soient nulles au point z*.
() =0,i=1,2,..,n

OL (3 \)=0,i=1,2,.,m

x* est un minimum relatif de f —

Remarque(1)

On a m contraintes, on peut choisir n-m variables indépendantes
X1, To, .., Ty, les variables dépendantes

Tma1, Tmao, -, Ty les variables indépendantes

On wutilise les m premiers coefficients de dL pour définir les X\;,i =1,..,m

() + > Ngh(at) =0,i=1,..n.
j=1

Les conditions suffisantes pour le cas général

Théoréme(3) Une condition suffisante pour que la fonction f sous les contraintes
gi(x) = 0,i = 1,2,..,m admette un minimum relatif au point x* est que la forme

quadratique

n m
_ PL g g
F = E E rry dz;dz;

i=1 j=1
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évaluée au point x = x*soit positive pour toutes les valeurs de dx pour lesquelles

les contraintes sont satisfaites.

En pratique, comment montrer que la forme quadratique

n m
— § :2 : %L
F = —axiam]» dIL‘ZdZE]

i=1 j=1
est positive ou négative pour toute variation admissible dz c.a.d. définie positive

ou définie négative ?

On utilise le polynome défini par
t
Hy — Lz J (2

T1,-3Tn

Plz) = 0 --- 0

g1,--,.9m
J <$17--uxn )

0 -+ 0
Il a été montré (x) que :

les racines du polynome

P(2) — F = Zz%d%d% > 0, pour toute
i=1 j=1
sont toutes positives ’
variation admissible dzx.
HL _ ]’nz (v.gl e va)
t
Py = [ (Vo) 0 - 0 Hy = (52£-) ismtm
(ng)t 0 --- 0

Exemple(2) Trouver les dimensions d’'une cannette cylindrique (le haut et bas
compris) fabriquée & I’aide d’une feuille d’aluminium de volume maximum et telle que

la surface totale est de 247

Maz f(x1,22) = maiz,
;1 > 0,29 > 0.

27T33% + 271'.1'1.%’2 = 247
L((L’l,xg, /\) = f(l’l, .Z'Q) + )\g(l'l,xg)

= Ta3Te + N(27x} + 2ma 29 — 247)



41

g—gfl =2z Xy + ATAT] + 2 Ay =0 x] =2
g—ézﬂx%—i—Zﬂ)\@:O - x5 =4
g—i = 272? + 2mw e — 247 = 0 A= -1
On évalue ces expressions au point x* = (4), A" = —1, on obtient alors
dm — z 27 167
P(z)=| 2r —z 4r |=2727%2z+ 19273
160 47 O
P(z) = 2727%2 + 1927 = 0 = z = — 3271 < 0. alors x* = (2,4) est maximum

local de f s.c g.
2.4 Optimisation a plusieurs variables avec contraintes
d’inégalités

Soit le probléme de la forme

T
Min f(x) ]

G <0, =12 m
Ty,

Définition(1) Soit une contrainte inégalité g;(x) <0 et xy € R"
- Si xy satisfait g;(xo) <0 on dit que la contrainte est inactive en xg
- Si xg satisfait g;(xo) =0 on dit que la contrainte est active ou saturée en xq.
On divise [’ensemble des indices en deux sous ensembles

T = {j/g;(a") = 0)

B = {j/g;(a") < 0}
Proposition(1) Si h est une variation admissible autour du point x* alors nous

avons linégalité suivante sur les contraintes saturées
Vje Ji,Vgi(z*)-h <0.

De plus, nous avons la proposition suivante :
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Proposition(2) Si z* est un minimum de la fonction f alors on a :
Vfi(@*)-h>0

pour toute variation admissible h,

Cette inégalité porte aussi le nom d’inégalité d’Fuler.

Définition(2) Nous dirons que les contraintes sont qualifiées au point x* si

o ou bien les fonctions g; sont affines.

o ou bien les vecteurs Vg;(z*) sont linéairement indépendants.

Nous avons alors la caractérisation d’une variationou direction admissible,

Proposition(3) Si les contraintes sont qualifiée au point x*,alors h est une va-

riation ou direction admissible si et seulement si

Vgj(xz*)-h <0,VYj € Ji.

Dans le cas général si I’ensemble des contraintes actives n’est pas connu. Alors on

peut présenter une étude approfondie sur les conditions de KKT.

2.5 Théoréme de Karush, Kuhn et Tucker

On définit un autre forme des problémes

Probléme a résoudre On considére f et (y;);er fonctions de classe C! de R"sur
R.

Soit P le probléeme ”minimiser f sur X = {z € R";¢,(z) <0,Vi € I}”.

2.5.1 Reésultats auxiliaires

Théoréme(1) (Théoréme de projection sur R") Soit C un convexe non vide fermé
de R"™.
Pour tout b € R", il existe un et un seul élément p(b) de R" tel que p(b) € C et
|6 — p(b)|| = mgHb —c||. Cet élément vérifie (p(b) — b, p(b) — ¢) < 0 pour tout ¢ € C
ce

et réciproquement, si (u —b,u — c) < 0 pour tout ¢ € C, alors u = p(b).

Preuve (chapitrel).
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Théoréme(2) (lemme de Farkas-Minkowski) Soit I un ensemble fini,(a;)icr et b

des éléments de R™. Alors
{w € R™; (a;,w) >0 pour tout i € I} C {w € R™; (b,w) > 0}

si et seulement si il existe une famille (X;)icr de réels positifs, tels que b =Y. _; \ia;.

Preuve

-8ib =), Na; et si (b,w) > 0 pour tout 7 € I alors \;(a;,w) > 0 pour tout
i€lcar A\ >0 ety . Nila,w) =D ;c; Niag, w) = (b,w) > 0.

- La réciproque est beaucoup moins évidente et se fait en plusieurs étapes.

Soit C' = {>_._; Nia;; A; > 0 pour tout ¢ € I}.

iel

i) Montrons que C' est un cone convexe fermé de sommet 0.

—Siz e Cur=>,,Naet Az =7, (A\)a; avec A\; > 0 si A > 0, donc si
x € (Cetsi>0,alors \x € C': C est bien un cone de sommet 0.

Si(z,y) € C?etsife[0,1],x =", Nai,y =D ics MiGi; Niy f1; > 0 et

Ox+(1—=0)y = > e, (ON+(1—0)p;)a; avec O +(1—0)p; > 0 donc Oz +(1-0)y € C
et C' est convexe.

Si les a; sont linéairement indépendants, C' est isomorphe a (R ) et c’est donc
un fermé.

— (' fermé est plus difficile lorsque les a; nesont pas linéairement indépendants.
Il existe alors des réels p; tels que Y. ; p;a; = 0 avec J = {i, u; < 0} # 0. Dans ces

conditions, tout vecteur ) ., Aia; s’ecrit aussi v = Y. (Ai+tp;)a; ot t est quelconque.

icl
Y

Posonst ty = min(—=22)
jeJ Hj

. Alors 'un au moins des \; + tou; est nul et, pour tout
1€ I, N\ +top; > 0.

Donc C' = jgj{ZiEI\{j} Aia;, A; > 0 pour tout i € I\{j}}.

On recommence ce raisonnement jusqu’a ce que C soit décrit comme une réunion
finie de cones associés a des vecteurs linéairement indépendants et donc C' est bien
fermé.

i1) On va appliquer le Th1 a C' : on va montrer que si b ¢ C, alors 'inclusion est

fausse, c’est-a-dire qu’il existe u € R™ tel que (a;, u;) > 0 pour tout i € I et (b,u) < 0.
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D’aprés le Thl, on a, pour tout v € C, (p(b) — b, p(b) —v) < 0.

Par suite, (v, p(b) — b) > (p(b) — b, p(8)) = Ip(B) — BI + (p(b) — b,B).

On a [lp(b) — b||* > 0 car p(b) # b(b ¢ C).

Soit a €](p(b) — b, by, (p(b) — p,p(b))[et u = p(b) — b. On a donc (v,u) > a pour
tout v € C et (b,u) < «

En particulier, comme 0 € C,« < 0 et (b,u) < 0. D’autre part, pour tout i € C
et pour tout A > 0, a; € C (a;,u) > § donc et en faisant A — 400, on obtient

(avjyu) > 0. D’ou le résultat.

2.5.2 Les relations de Kuhn-Tucker

Définition(1) Soit X = {z € R™; p;(x) < 0 pour tout i € I}. Un arc de courbe
[ défini par v : Ry — R"de classe Clest dit admissible en T € X si y(0) = T et si
~v(0) € X pour 0 assez petit. On appelle alors direction admissible en T le vecteur
v = /(0).0n note C(T) la fermeture du come formé par 'ensemble des directions
admissibles en .

Théoréme(3) Si f admet en T un minimum local sur X, alors (Vf(ZT),w) >0
pour tout w € C(T).

Preuve Si w est direction admissible en 7, il existe v : R, — R" de classe

C' telle que v(8) = T + 0w + 0=(0) et f(~(0 )) f(’y(O)) + (f ) (0)0 + 0<(0)
avec f(v(0)) = f(71(0),+,7,(0)) d'ott (f o) ZDf i(#) donc, pour
0 =0,(f o)(0) = (Vf(7(0)),7(0)) = (VS (T),w).

Par suite, f(7(0)) = f(7) + 0((Vf(7), w) + £(0)).
Comme v(0) € X et que T est minimum local sur X, on a f(v(0)) — f(z) > 0

et donc (Vf(Z),w) + () > 0 pour tout 0 assez petit. En faisant § — 0, on obtient
(Vf(Z), w) = 0.
Si w n’est pas direction admissible, w = limw,, avec w,, direction admissible, donc

(VI(z),w) = lim{V (), wy) > 0.
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Définition(2) Si z € X, on note I(x) = {i € I;¢,(x) = 0} et on appelle I(x)
l’ensemble des contraintes saturées en x.

On pose C*(z) = {w € R™; (Vy,(z),w) <0 pour tout i € I(z)}.

Théoréme(4) On a C(x) C C*(x) mais la réciproque est fausse en général.

Preuve En remplagant f par ¢, dans le Th3, on a :

2i(7(0)) = @i(x) + 0((Vy(2), w) + £(0)).

Sii e I(x), alors p,(z) =0 et p;(v(0)) <0 car y(0) € X.

En faisant § — 0, on obtient (V,(x),w) < 0.

(Ceci pour w direction admissible, sinon, w = lz'Zann et on procéde de méme que
précédemment. )

Dong, si w € C(x), alors w € C*(x).La réciproque n’est pas toujours vraie.

Exemple(1)(sur R?) :p,(z) = —z1,p5(7) = —29, p5(x) = —(1 — 1) + 22

X={xeR%z;>0,29 >0,z < (1 —11)%}
Pour = = (1,0), I(z) = {2,3}, Vi, () : <_01),Vg02(x) : (0
On a donc C*(z) = {w = (w1,0);w; € R} : (1,0) € C*(x) et (1,0) ¢ C(x) car

—_
N———

sinon on aurait (14 60,0) € X, ce qui est faux.

Définition(3) On dit que les contraintes sont qualifiées en x si C(x) = C*(x).

La condition précédente étant trés peu aisée a vérifier, on donnera ici des conditions
suffisantes (mais non nécessaires) de qualification des contraintes (QC) :

Lemme admis Pour que (QC) soit vérifiée en tout point x de X, il suffit que les
@,; soient linéaires, ou convexes si X est d’intérieur non vide.

Pour que (QC) soit vérifiée en 7, il suffit que la famille (V;(7))ic1(z) soit libre.

Remarque(1) Les conditions du lemme précédent pewvent étre combinées. Ainsi,
par exemple,

1) (QC) est vérifice en tout v € X si les @, sont linéaires, soit non linéaires
convezes et s’'ilexiste T € X tel que p,(T) < 0 pour tout p; non linéaire.

2)(QC) est vérifiée en T si les p; sont, soit linéaires, soit non linéaires avec
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Théréme(5) (Kuhn-Tucker) Si f admet un minimum en
Te X ={x;p,(x) <0 pour tout i € I}, et si les contraintes sont qualifiées en T,

alors il existe une famz'lle ()\i(l’))zef de réels posztzfs ou nuls tels que

Z Xi(Z) Vo, (T) = 0.

i€l(x

Preuve D’aprésle Th3 (Vf( ), w) > 0 pour tout w € C(T). Or

C(T) = C* () = {w; (Vi(T),w) < 0Vi € 1(T)} = {w; (=Vg(T),w) = 0Vi €
I(z)}

On a donc {w; (—Vg,;(Z),w) > 0 pour tout i € I(Z)} C {w;(Vf(T),w) > 0}

donc, d’aprés le Th2, il existe une famille (\;(Z))icr(z) de réels positifs ou nuls tels que

Z XN(T)V, (T

1€I(T)
Remarque(2)

1) En convenant que \;(T) = 0 si i ¢ I(T), le vecteur \(T) est appelé vecteur de
Kuhn-Tucker en .

2) St (Vo(T))ici(z) est libre, alors N(T) est unique.

2.5.3 Extension a des problémes avec des contraintes d’égali-
tés et d’inégalités

Probléme Minimiser f sous les contraintes :
— ;(x) <0 pour tout i € I;
— 1;(x) = 0 pour tout j € J;
les fonctions f, ¢;, ¥, étant de classe oL,
On note X = {x € R";p,(z) < 0 pour tout i € I et 1;(x) =0 pour tout j € J} et
on pose [(z) = {i € I, p,(T) =0} et
C*(z) ={w € R";(Vp,(T),w) <0,Vi € I et (Vioj(T),w) =0,Yj € J}.
On définit de méme les directions admissibles et C'(Z) et on a ’analogue du théoréme

de Kuhn-Tucker :

Théréme(6) Si f admet sur X un minimum en T en le uel les contraintes sont
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qualifiées, alors il existe des nombres positifs ou nuls \;(T) pour i € I et des nombres

1;(T) (non nécessairement positifs) pour j € J tels que :

V@) + D M@V (@) + D @V E) =0 et N(@)g,(F) = 0 pour tout
icl jed

el

Autre probléme Minimiser f sous les contraintes v, (x) = 0 pour tout j € J; les
fonctions f, ¢; étant de classe C !(contraintes égalités seulement).

On note X = {z € R";9;(x) = 0 pour tout j € J}.

Théoréme(7) Si f admet sur X un minimum en T en lequel les contraintes
sont qualifiées, alors il existe une famille de nombres (y,;(T));es (non nécessairement

positifs) telle que :
V@) + D @V () = 0.

jeJ
Remarque(3) on retrouve les multiplicateurs de Lagrange et le théoréme des

extrema liés.

2.5.4 Cas des fonctions convexes

Définition(4) (fonction concave) f est concave sur X si et seulement si, V(z,y) €
X2 et VA€ [0,1], ona:
F(A =Nz +Ay) = (1= ) f(z) + Af(y).
f est strictement concave sur X si et seulement si :
=Nz +Xy) > (1= N f(2) + Af(y).
Définition(5) (fonction convexe) f est convezre sur X si et seulement si, V(z,y) €
X2 et VA€ [0,1], ona :
(A =Nz+Xy) < (1= A f(2) + Af(y).
f est strictement convexe sur X si et seulement si :
F(I =Nz +Ay) < (1 =N f(z) +Af(y).
Propriétés(1) (importantes)

o f concave <= —f convexe
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o Si f et g sont des fonctions concaves (resp.convezes), alors ¥(a,b) € R%, (a.f +
b.g) est une fonction concave (resp.conveze).

o Si f est une fonction concave et g est une fonction croissante et concave, alors
la fonction g(f(x)) est concave.

o Si f est une fonction convexe et g est une fonction croissante et convexe, alors
la fonction g(f(x)) est convexe.

o Une fonction affine est a la fois concave et conveze.

Théoréme(8) Si X est convere, si f et les p; sont convexes et s’il existe des
nombres \; tels que les relations de Kuhn-Tucker soient satisfaites en T, alors f admet
sur X un minimum en T.

Preuve Pour tout z € X, goz(x) <0et A\ >0 pouri € I(T) donc \jp;(z) <0 et

f@) — > dip(x Z Xi(pi(m) — ¢4(T))

1€1(T) el(z
car ¢,(T) = 0 pour i € I( ) Comme les ¢, sont convexes, ¢;(x) — ¢;(T) >
(Vepi(@),x = 7) donc f(7) Z ANiVe(T), v = T) = f(T) + (Vf(T), 2~ 7)

€l(T

d’aprés le Tho (Kuhn-Tucker). Mais f etant convexe, (Vf(Z),x—7) < f(z)— f(Z).
Dot f(ZT) < f(z) si x € X et T est bien minimum de f surX.



Quatriéme partie

Chapitre 3

49



Chapitre 3

Applications(des conditions de

KKT)

3.1 Exemplel

o Extrémums de f : (z,y) — ax+by+c sous la contrainte p(z,y) = 22 +y*—1 = 0.

Vf(z,y): (Z) ; Vo(z,y) : (Z)

Condition nécessaire :

_ _ . a+2ur =0
VI(Z,y)+ uVe(T,y) =0 soit
b+2uy =0
On trouve T = —% et 7= _%.
On a aussi p(z,y) = 0 donc a® + b = 4> et p=£YH

. VaZ1Z _ a _ —
-Slu:%,alorsmz—m,y:—ﬁ et f(Z,7)=c—Va%+b.

- S = ——W‘LQQ“’Q,alors T= = = \/a2b+b2 et f(7,9) =c+ Va®+ b2

¢ étant convexe, la contrainte est qualifiée. De plus, X est fermé borné (cercle

unité) et f est continue donc les extrémums existent.

On a donc n%n f=c— a2+ b max f = c+ Va*+ 1% avec Argx min f =

{(—\/a;+b2,—\/a2b+b2)} et Argx max f = {(\/a;W7 Vﬁ)}
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3.2 Exemple2

o Extrémums de f : (x,9,2) — x + y + 2 sous les contraintes ¢, (z,y,2) = x* +
22—1<0et py(z,y,2) =9y> +22—1<0.

fest continue, X = (] — 00, 0]) N, * (] — 00, 0]) est fermé comme intersection de
2 fermés (images réciproques de | — oo, 0] fermé par les ¢, qui sont continues), et X
est borné, car si (z,y,2) € X, 22 +y> + 22 < 2.

On a donc existence des extrémums de f sur X.

1 2x 0
Vi@uy.z): | 1 |;Velzy,2): | 0 |5 Vea(r,y.2): | 2y
1 2z 2x

([ 1fonT=0

14207 =0

Conditions de Kuhn-Tucker :q 14 2(\; + \9)Z =

z=0
)\1(3: + 72 —1) 0
)=0

A = L
On trouve 7 = —55- et ¥ = —55-.

On a nécessairement \; # 0 et Ay # 0 doncy,(z,y,2) = 0 et py(x,y,z) = 0 soit
24+22-1=0

¥ +22-1=0 '

En faisant la différence, on obtient 72 = 72 et, comme T et 7 sont de méme signe,
on a alors T =y, donc A\ = Ay = A\, puis 7 =y = —ﬁ et Z = —ﬁ = 7/2. Enfin
P(1+1/4)-1=0douT=+2.

S : _ e 2 2 1
On a danc min f=—V5; max f =+/5 avec Argy min f = {(—75,—75, _75>}

et Argx max f = {(\%,\%,\%)}



Cinquiéme partie

Conclusion
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Le théoréme de K.K.T donne une condition nécessaire pour qu’un point T soit une
solution optimale. Dans le cas ol f est convexe, cette condition devient suffisante.

Notons qu’on n’a pas un algorithme de recherche de la méthode de maniére générale.
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