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Notations
Rn espace euclidien de dimension n .

∥ . ∥ la norme euclidien .

H Espace de Hilbert .

X Espace de Banach .

I L’opérateure identité sur X

(S(t))t≥0 Une famille a un paramètre d’opérateure linéaire A.

D(A) Le domaine de l’opérateure linéaire A.

X’ Le dual topologique de l’espace de Banach X .

ρ(A) L’ensemble résolvant de A.

ρ(A) = {λ ∈ C, λI − A : D(A) → Xest bijectif et (λI − A)−1 : X → D(A)est borné }

R(λ,A) La résolvante de A en λ ∈ ρ(A), c’est l’opérateure linéaire R(λ,A) = (λI − A)−1.

Ω Un ouvert bornée dans Rn.

A* adjoint de A.

Ck(Ω) l’espace des fonctions k fois dérivable et la dérivé d’ordore k est continue .

C∞
c l’espace des fonctions indéfiniment derivable la support compact .

L1(I,R) l’espace des fonctions x : I → R Lebesgue intégrables .

L1
loc(I,R) l’espace des fonctions localement intégrables .

L2 est l’espace des fonctions de carré intégrable.

Lp(Ω) l’espace de Lebesgue ,1 ≤ p ≤ ∞.

D(Ω) l’espace des distributions .

▽f(x) = ( ∂f
∂x1(x)

, ..., ∂f
∂xn(x)

), le gradient de la fonction f en x ∈ Rn.

Wm,p(Ω) l’espace de Sobolev , 1 ≤ p ≤ ∞.

Wm,p
0 (Ω) la fermeture de C∞

0 (Ω) dans Wm,p(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞.

△ le laplacian (△=
∑n

i=0
∂2

∂x2
i
(x)).
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Introduction

Le système de Bresse prend en compte les déformations d’arc d’un cercle soumis

aux déplacements longitudinal, vertical et l’angle de rotation indiqués par w,φ et ψ

respectivement. Le système est donné par les équations suivantes
ρ1φtt − k(φx + ψ + lw)x − lk0(wx − lφ) = F1 dans (0, L)× (0,∞).

ρ2φtt − bψxx + k(φx + ψ + lw) = F2 dans(0, L)× (0,∞).

ρ1wtt − k0(wx − lφ)x + lk(φx + ψ + lw) = F3 dans(0, L)× (0,∞).

(1)

Où F1, F2 et F3 représentent les forces extérieures et les coefficients ρi, k, k0, l et b sont

des constantes positives. Le système de Bresse (1) est composé de trois équations des

ondes et il a été introduit par Bresse [2]. Lorsque F1 = F2 = F3 = 0, le système (1) est

purement conservateur. En d’autres termes, en prenant en compte toutes les conditions

aux limites, l’énergie du système définie par la fonctionnelle suivante

E(t) =
1

2

∫ 1

0

[
ρ1φ

2
t + ρ2ψ

2
t + ρ1w

2
t + bψ2

x + k(φx + ψ + lw)2 + k0(wx − lφ)2
]
dx.

Satisfait E ′(t) = 0. Par conséquent, E(t) = E(0) pour tout t ≥ 0. Cette identité est

appelée la propriété de conservation de l’énergie.

En outre, si l ≡ 0, alors le système de Bresse se réduit au système de Timoshenko.

Santos et Almeida Jùnior [11] ont considéré (1) lorsque F1 = γ1φt, F2 = γ2ψt,

F3 = γ3wt, avec des conditions initiales et les conditions aux limites de type Dirichlet-

Dirichlet-Dirichlet, et ils ont montré que le système est exponentiellement stable sans

imposer aucune condition sur les coefficients. Le même résultat a été obtenu par Soriano
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et al [19] lorsque F1 = a(x)g1(φt), F2 = g2(ψt) et F3 = γ(x)g3(wt) ,où a, γ ∈ L∞(0, L)

et les fonctions g1, g2 et g3 sont continues et monotones .

Un résultat similaire an été également par Guesmia et Kafini [7] lorsque

F1 = −
∫ ∞

0

g1(s)φxx(x, t− s)ds, F2 = −
∫ ∞

0

g2(s)ψxx(x, t− s)ds,

F3 = −
∫ ∞

0

g3(s)wxx(x, t − s)ds, où gi sont des fonctions différentiables décroissantes

satisfaisant certain hypothèses. Précisément, ils ont établi l’existence et l’unicité des

solutions et asymptotique de ce système, mais sans imposer aucune condition sur les

coefficients. Lorsque F1 = F3 = 0 et F2 = γψt avec γ > 0. Alabau Boussouira et al [1]

ont montré que le système est exponentiellement stable sous les conditions

ρ1
ρ2

=
k

b
etk = k0, (2)

sinon le système manque de stabilité exponentielle.

Dans ce chapitre, en utilisant des conditions aux limites de type Dirichlet, ils ont preuvé

que les solutions se désintègrent polynomialement vers zéro avec toux t−
1
6
+ϵ ou t−

1
3
+ϵ

pour ϵ petit. Le résultat a ensuite amélioré par Fatori et Monteiro [4].

concernant le système thermoélastique de Bresse, Liu et Rao [10] ont considéré



ρ1φtt − k(φx + ψ + lw)x − lk0(wx − lφ) + lγθ1 = 0.

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ + lw) + γθx = 0.

ρ1wtt − k0(wx − lφ)x + lk(φx + ψ + lw) + γθ1x = 0.

ρ3θt − θxx + γψtx = 0.

ρ3θ1x − θ1xx + γ(wtx − lφt) = 0

(3)

dans (0, L)× (0,∞), ainsi que les conditions aux limites initiales et prouvé un résultat

de stabilité exponentielle à condition que (2) soit vérifié. Sinon, seul un type polynomial

la pourriture s’installe. Fatori et Munoz Rivera [5] considèrent (3) sans θ1 et la dernière
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equation dans (3),



ρ1φtt − k(φx + ψ + lw)x − lk0(wx − lφ) = 0.

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ + lw) + γθx = 0.

ρ1wtt − k0(wx − lφ)x + lk(φx + ψ + lw) = 0.

ρ3θt − θxx + γψtx = 0

et obtenu un résultat similaire à [10]. Nous renvoyons le lecteur à [2,8,14,15,17,18,20,21],

pour quelques autres résultats sur le système de Bresse.

Dans le système (3), l’équation de la chaleur est régie par la loi de conduction de la

chaleur de Fourier, qui stipule que le flux de chaleur est proportionnel au gradient de

température. De plus, il est bien connu que le modèle utilisant la loi de Fourier classique

conduit au la physique paradoxe de la vitesse infinie de propagation de la chaleur.

Autrement dir, toute perturbation thermique à un moment donné sera instantanément

transféré aux autres parties du corps. Pour surmonter ce paradoxe physique tout en

gardent l’essentiel d’un processus de conduction thermique, de nombreuses théories

ont ensuite émergé. L’un d’eux est l’avènement du second effet sonores qui surviennent

lorsque la chaleur est transportée par un processus de propagation d’ondes au lieu

de la diffusion habituelle. La théorie propose de remplacer la loi de Fourier classique

q+γθx = 0, où q est le flux de chaleur et γ est le coefficient de conductivité thermique,

par une loi modifiée de conduction thermique appelée loi de Cattaneo τ > 0 représente

le temps de relaxation décrivant le décalage temporel dans réponse du flux de chaleur

à un gradient de température. Le système thermique obtenu est de type hyperbolique

et donc, automatiquement, élimine le paradoxe de la vitesse infinie. En tenant compte

de la théorie ci-dessus, nous obtenons le système de Bresse suivant où le flux de chaleur
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est donné par la loi de Cattaneo

ρ1φtt − k(φx + ψ + lw)x − lk0(wx − lφ) = 0 dans (0, 1)× (0,∞).

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ + lw) + γθx = 0 dans (0, 1)× (0,∞).

ρ1wtt − k0(wx − lφ)x + lk(φx + ψ + lw) = 0 dans (0, 1)× (0,∞).

ρ3θt + qx + γψtx = 0 dans (0, 1)× (0,∞).

τqt + βq + θx = 0 dans (0, 1)× (0,∞).

(4)

On considère (4) avec les conditions initiales et aux limites suivantes

φ(x, 0) = φ0(x) , φt(x, 0) = φ1(x) , θ(x, 0) = θ0(x) dans (0,∞) .

ψ(x, 0) = ψ0(x) , ψt(x, 0) = ψ1(x) , q(x, 0) = q0(x) dans (0,∞) .

w(x, 0) = w0(x) , wt(x, 0) = w1(x) dans (0,∞).

φ(0, t) = ψx(0, t) = wx(0, t) = θ(0, t) = 0 ∀t ≥ 0.

φx(1, t) = ψ(1, t) = w(1, t) = q(1, t) = 0 ∀t ≥ 0.

(5)

Dans le chapitre 1, on va donner quelques rappels, défintions et théorèmes fonda-

mentaux pour traiter notre problème. Dans le chapitre 2, on va utiliser la théorie de

semi-groupes pour preuver l’existence et l’unicité de notre système. Dernièrement, sur

base sur un résultat de stabilité exponentielle pour va montrer que le système (4) est

exponentiellement stable soundso les hypothèses ξ = 0, k = k0, où

ξ =

(
1− τkρ3

ρ1

)(ρ1
k

− ρ2
b

)
− γ2τ

b
et k = k0. (6)

iv



Chapitre 1

Rappels et notions preliminaires

1.1 Quelques espaces

1.1.1 Espace Lp(Ω)

Définition 1 On définit sur Lp(Ω) (p ∈ [1,+∞[ ) par :

1. Si p ∈ [1,+∞[:

Lp(Ω) = {f : Ω → R tq
∫
Ω

|f(x)|p dx <∞}

On définit sur Lp(Ω) la norme

∥ f ∥Lp(Ω)= (

∫
Ω

|f(x)|p dx)
1
p .

2. Si p = +∞ :

L∞(Ω) = {f : Ω → R tq ∃ c ∈ R vérifiant :|f | ≤ c p.p sur Ω}.

On définit sur L∞(Ω) la norme

∥ f ∥L∞(Ω)= inf { c ∈ R tq |f | ≤ c p.p sur Ω.}

Proposition 2

1) Si p ∈ [1,+∞] alors Lp(Ω) est un espace de Banach.

2) Si p ∈ [1,+∞[ alors Lp(Ω) est séparable (i.e. il existe un ensemble dénombrable

dense dans L∞(Ω)).

1



3) L2(Ω) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

⟨f, g⟩L2(Ω) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx.

1.1.2 Espace de Sobolev

Définition 3 Soient (m, p) ∈ N× [1,+∞]. On définit Wm,p(Ω) par :

Wm,p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω) tq ∀α ∈ Nn avec |α| ≤ m ∃£α ∈ Lp(Ω) vérifiant :∫
Ω

f(x)Dαφ(x)dx = (−1)|α|
∫
Ω

£α(x)φ(x)dx,∀φ ∈ D(Ω)} .

On pose Dαf = £α

On définit sur Wm,p(Ω) la norme

∥ f ∥Wm,p(Ω)=
∑

|α|≤m ∥ £α ∥Lp(Ω).

Si 1 ≤ p < +∞ on peut considérer sur Wm,p(Ω) la norme équivalente

∥ f ∥Wm,p(Ω)=
(∑

|α|≤m ∥ £α(x) ∥pLp(Ω)

) 1
p

Cas particulier :

1. W 0,p(Ω) = Lp(Ω).

2. p = 2 :Wm,2(Ω) = Hm(Ω).

Proposition 4 Hm(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

∀f, g ∈ Hm(Ω) : ⟨f, g⟩ =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαf(x)Dαg(x)dx =
∑
|α|≤m

⟨Dαf(x), Dαg(x)⟩L2Ω

. Remarque : Cm(Ω) ⊂ Hm(Ω) mais l’inverse n’est pas vrai.

Proposition 5 L(Rn) est danse dans H1(Rn).

Définition 6 On définit Hm
0 (Ω) = D(Ω) (par rapport a la norme de Hm(Ω)) ;

C’est-a-dire :

Hm
0 (Ω) = {f ∈ Hm(Ω)/∃(φk) ∈ D(Ω) vérifient :∥ φk − f ∥Hm(Ω)→ 0 quand

k → +∞}.
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De même Wm,p
0 (Ω) = D(Ω) par rapport à la norme de Wm,p(Ω).

Définition 7 Dérivée normale

On définit la dérivée normale d’une fonction f, notée par
∂f

∂v
comme étant

∑n
i=1

∂f(x)

∂xi
vi(x)

pour tout x ∈ Γ.

On pose

γ : D(Ω) → L2(Γ)

φ → γ(φ) =
∂φ

∂v
/Γ

γ0 : D(Ω) → L2(Γ)

φ → γ0(φ) = φ/Γ

L’applicationγ0 se prolonge par continuité à H1(Ω)

γ0 : H1(Ω) → L2(Γ)

f → γ0(f) = limn→+∞ φn/Γ

(γ0 est dit l’application de trace).

Théorème 8 Si Γ est de classe C2 alors γ se prolonge sur H2(Ω)

γ : H2(Ω) → L2(Ω)

f → γ(f) =
∂f

∂v
/Γ

Définition 9 H2
0 (Ω).

H2
0 (Ω) = D(Ω) (par rapport la norme de H2(Ω)).

Proposition 10 Si Γ est de classe C2, alors H2
0 (Ω) = kerγ0 ∩ kerγ (i.e f ∈ H2(Ω)

tq :f = 0 p.p sur Γ et
∂f

∂v
= 0 p.p sur Γ. De même, H1

0 (Ω) = kerγ0 = {f ∈ H1(Ω) tq :

f = 0 p.p sur

Γ } si Γ est de classe C1.

3



1.2 Quelques inégalités

1.2.1 Inégalité d’interpolation

Soit m ∈ N∗/1 et p1, p2, ..., pm ∈ [1,+∞] tq
1

p1
+

1

p2
+ ...+

1

pm
≥ 1. On pose

1

p
=

1

p1
+

1

p2
+ ...+

1

pm
. On a : ∀fi ∈ Lpi(Ω), i = 1, ...,m, alors f = f1, f2, ..., fm ∈ Lp(Ω)

et on a :∥ f ∥Lp(Ω)≤
∏m

i=1 ∥ fi ∥Lpi (Ω) .

1.2.2 Inégalité de Holder

Soient p, q ∈ [1,+∞] tq 1 =
1

p
+

1

q
. Alors pour tous f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) :

fg ∈ L1(Ω) et on a :

∥ fg ∥L1(Ω)≤∥ f ∥Lp(Ω)∥ g ∥Lq(Ω)i.e

∫
Ω

|f(x)g(x)| dx ≤ (

∫
Ω

|f(x)|p)
1
p (

∫
Ω

|g(x)|q)
1
q si p, q ∈]1,+∞[∫

Ω

|f(x)g(x)| dx ≤∥ g ∥L∞(Ω)

∫
Ω

|f(x)| dx si p = 1 et q = +∞

 .

1.2.3 Formule de Green

Soient f, g ∈ H1(Ω) (ou Ω ⊂ Rn un ouvert borné ) de frontière Γ de classe C1.

Alors ∫
Ω

∂f(x)

∂xi
g(x)dx = −

∫
Ω

f(x)
∂g(x)

∂xi
+

∫
Γ

f(x)g(x)vidx.

1.2.4 Inégalité de Young

Soient p et q deux nombres réels conjugués dans ]1,+∞[. Alors, pour tout α et

β ∈ R+ on a

αβ ≤ ε

p
αp +

1

qε
1

p−1

βq,∀ε > 0.

En particulier pour p=q=2 on a

αβ ≤ ε

2
α2 +

1

2ε
β2,∀ε > 0.
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1.2.5 Inégalité de Poincaré

Soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné. Il existe une constante c > 0 vérifiant :

∥ f ∥L2(Ω)≤ c ∥ ∇f ∥L2(Ω) , ∀f ∈ H1
0 (Ω),

ou (∇f =
∂f

∂x1
, .....,

∂f

∂xn
), c’est-à-dire :

∫
Ω

f 2(x)dx ≤
∫
Ω

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi
∣∣∣∣2 dx.

Preuve. On peut écrire :

f(x) =

∫ x

a

f ′(y)dy.

Alors, pour x ∈]a, b[ ,

f 2(x) =

(∫ x

a

f ′(y)dy

)2

≤
∫ x

a

(f ′(y))2dy

∫ x

a

dy

donc : ∫ x

a

f 2(x)dx ≤
∫ b

a

[∫ x

a

(f ′(y))2dy × (x− a)

]
dx

≤∥ f ′ ∥2L2(a,b) ×
∫ b

a

(x− a)dx.

cela implique :

∥ f ∥2L2(a,b)≤
(b− a)2

2
∥ f ′ ∥2L2(a,b)⇒∥ f ∥L2(a,b)≤

(b− a)√
2

∥ f ′ ∥L2(a,b),

d’où

∥ f ∥L2(Ω)≤ c ∥ ∇f ∥L2(Ω) , ∀f ∈ H1
0 (Ω),

5



1.3 Théorie de semi-groupes

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni de la norme x →∥ x ∥H . On

désigne par L(H) l’espace vectoriel des applications linéaires continues de H en lui

même. L(H) est un espace de Banach pour la norme S →∥ S ∥ définie par :

∥ S ∥= sup∥x∥H=1 ∥ Sx ∥H= supx ̸=0

∥ Sx ∥H
∥ x ∥H

.

Définition 10 On appele l’application S : [0,+∞[→ L(H) semi-groupes fortement

continu dans H si elle vérife les propriétés suivantes :

i) S(0) = Id.

ii) S(t+ s) = S(t)S(s), ∀t ≥ 0 , ∀s ≥ 0.

iii) ∀x ∈ H, l’application S(.)x est continue sur [0,+∞[ dans H.

Dans la suite, on appelle une telle application semi-groupes de classe C0 et on la note

par C0-semi-groupe.

Proposition 11 Si (S(t))t≥0 est un C0-semi-groupes dans H, alors l’opérateur adjoint

(S∗(t))t≤0 est aussi semi-groupes de classe C0 dans H.

Lemme 12 Soit S(t) un C0-semi-groupes, Alors

∃M ≥ 1, ∃w ∈ R tels que : ∥ S(t) ∥≤Mewt, ∀t ≤ 0.

Preuve : Considérons le compact [0,1], comme (S(t))t≥0 est fortement continue, alors

l’application t → S(t)x est continue. Donc l’image de [0,1] par cette application est

compact, et par conséquent

∃Mx tel que : ∥ S(t)x ∥≤Mx , ∀t ∈ [0, 1] .

D’aprés le théorème de Banach-Steinhauss :

∃M tel que : ∥ S(t) ∥≤M , ∀t ∈ [0, 1].
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On remarque que la constante M ≥ 1(1 =∥ S(0) ∥≤ M). Maintenant si t /∈ [0, 1], on

écrit t = n+ θ avec n ∈ N∗ et θ ∈]0, 1[ donc

S(t) = S(n+ θ)

= S(n)S(θ)

= (S(1))nS(θ).

Alors
∥ S(t) ∥=∥ (S(1))nS(θ) ∥ ≤∥ (S(1))n ∥∥ S(θ) ∥

≤MnM

≤Men logM .

On pose logM = w, donc

∥ S(t) ∥≤Menw ≤Metw.

Définition 13 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))t≥0 l’opéra-

teur linéaire (non-borné) A : D(A) → X défini par

D(A) = {x ∈ X, lim
t→0+

S(t)u− u

t
existe dans X}

Ax = lim
t→0+

1

t
(S(t)u− u).

Proposition 14 Soit S(t) un semi-groupe C0 de générateur infinitésimal A, alors

1. Pour tout u0 ∈ X,
∫ t

0

S(s)u0 ∈ D(A) et

A

(∫ t

0

S(τ)u0dτ

)
= S(t)u0 − u0.

2. Si u0 ∈ D(A), alors S(t)u0 ∈ D(A) pour tout t ≥ 0, S(t)u0 est de classe C1 et

d

dt
S(t)u0 = AS(t)u0 = S(t)Au0.

Démonstration : Soit u0 ∈ x et t ≥ 0. Pour tout ε > 0, on a

S(ε− Id)

ε

∫ t

0

S(τ)u0dτ =
1

ε

∫ t

0

(S(τ + ε)− S(τ))u0dτ

=
1

ε

∫ t+ε

0

S(τ)u0dτ −
1

ε

∫ ε

0

S(τ)u0dτ.
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Quand ε tend vers 0+, le membre de droite tand vers S(t)u0 − u0. Ceci démontre 1).

Soit u0 ∈ D(A) et t ≥ 0. Pour tout ε > 0, on

S(ε)− Id
ε

S(t)u0 = S(t)
S(ε)− Id

ε
u0 −−−→

ε→0+
S(t)Au0.

Pour obtenir 2), il reste à utiliser que si S(t)u0 est dérivable à droite et de dérivée

continue, alors S(t)u0 est de classe C1 (petit lemme à démontrer : utiliser l’uniforme

continuité du reste dans le taux de variation à droite).

Théorème 15 [12]

Soit S(t) un semi-groupe C0, alors son génarateur infinitésimal A est fermé et son do-

maine D(A) est dense dans X.

Démonstration : Soit u0 ∈ X. D’aprés la proposition précédante, uε0 = ε−1
∫ ε

0
S(t)u0dt

est dans D(A) pour tout ε > 0 et en outre uε0 tend vers u0 quand ε tend vers 0.

Donc D(A) est dense dans X.

Soit (un) ⊂ D(A) et (vn) ⊂ X tels que Aun = vn et les deux suites convergent

vers u et v dans X. D’aprés la proposition précédente , S(t)un−un =
∫ t

0
S(τ)Aundτ =∫ t

0
S(τ)vndτ . A la limite, on trouve que S(t)u−u =

∫ t

0
S(τ)vdτ et donc que (S(t)u−u)/t

tend vers v quand t tend vers 0. D’où u ∈ D(A) et Au = v.

Théorème 16 [12]

Si S(t) et T (t) sont deux semi-groupes de même générateur infinitésimal A, alors

S(t) = T (t). On notera souvent S(t) = eAt l’unique semi-groupe associé à A.

Démonstration : Soit t > 0. Pour τ ∈ [0, t] et x ∈ D(A), on pose f(τ) = S(t −

τ)T (τ)x. On a

f ′(τ) = −S(t− τ)AT (τ)x+ S(t− τ)AT (τ)x = 0

et donc S(t)x = T (t)x. On complète en suite par densité de D(A).

Théorème 17 Le semi-groupe S(t) est uniformément continu si et seulement si A est

borné. Dans ce cas, on a S(t) = eAt et S(t) est prolongeable en groupe d’opérateurs.

Démonstration : Si A est borné, on montre que eAt est un semi-groupe uniformément
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continu et que A est son générateur.

Soit S(t) un semi-groupe uniformément continu. Pour ε > 0 assez petit, ε−1
∫ ε

0
S(τ)dτ

est proche de l’édentité et donc inversible. Donc L =
∫ ε

0
S(τ)dτ est inversible. On a

alors
1

h
(S(h)− Id)

∫ ε

0

S(τ)dτ =
1

h

(∫ ε

0

S(τ + h)dτ −
∫ ε

0

S(τ)dτ

)
=

1

h

(∫ h+ε

h

S(τ)dτ −
∫ h

0

S(τ)dτ

)
.

Donc
1

h
(S(h)− Id) =

1

h

(∫ h+ε

h

S(τ)dτ −
∫ h

0

S(τ)dτ

)
L−1.

et quand h tend vers 0,
1

h
(S(h)− Id) tend fortement vers (S(ε)− Id)L

−1.

Corollaire 18 Soit S(t) un C0 − semi − groupes sur H de générateur infinitésimal

A. Alors pour tout u0 ∈ D(A), le système :u′(t) + Au(t) = 0,∀t ≥ 0

u(0) = u0
(1.1)

admet une unique solution u ∈ C1([0,+∞[;H) ∩ C([0,+∞[;D(A)) donnée par

u(t) = S(t)u0.

1.3.1 Opérateur maximal monotone

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) → H un opérateur donné où D(A) est

son domaine de définition défini par D(A) = u ∈ HtqAu ∈ H.

Définition 19 On dit que A est monotone si

⟨Au− Av, u− v⟩H ≥ 0,∀u, v ∈ D(A).

Remarque : Si A est linéaire, alors A est monotone si ⟨Au, u⟩H ≥ 0, ∀u ∈ D(A).

Définition 20 On dit que A est maximal si Id+A : D(A) → H est surjectif, c’est-à-dire
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∀f ∈ H,∃u ∈ D(A) tq : u+ Au = f.

Proposition 21 Soit H un espace de Hilbert (réel). Les propriétés suivantes sont

équivalantes :

1) A est maximal monotone dans H.

2) (I − λA)−1 est de contraction pour tout λ ≥ 0.

3) A est monotone s’il existe λ positif tel que (I + λA) est surjectif.

Théorème 22 Supposons que A est maximal monotone. Alors :

1) Pour tout u0 ∈ D(A), le système (1) admet une solution unique u ∈ C(R+, H)

(c’est-à-dire ∀t0 ∈ R+ :∥ u(t) − u(t0) ∥ ∀H → 0 quand t → t0). La solutuion u

est dite faible (u n’est pas dérivable au sens classique mais vérifie (1) au sens

des distributions ⟨u′(t) + Au(t), v⟩H = 0,∀v ∈ H).

2) Si u0 ∈ D(A), alors u ∈ W 1,∞(R+, D(A)) où sur D(A) on consédère la norme du

graph ∥ u ∥D(A)=
√
∥ u ∥2H + ∥ Au ∥2H . La solutuion u est est forte (la régularité

de u signifie que :supt≥0 ∥ u(t) ∥H<∞, supt≥0 ∥ u(t) ∥D(A)<∞ et u est dérivable

au sens des distributions ).

3) Si A est linéaire et u0 ∈ D(A), alors u ∈ C(R+, D(A)) ∩ C1(R+). La solution u

est dite classique.

1.3.2 Les théorèmes de Hille-Yosida

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Définition 23

Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur linéaire "non borné". On dit que A est monotone

si

(Av, v) ≤ 0,∀v ∈ D(A).

A est maximal monotone si de plus R(I + A) = H, i.e.

∀f ∈ H,∃u ∈ D(A) telle que u+ Au = f .
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Proposition 24 [voir 22]

Soit A un opÈrateur maximal monotone. Alors

1. D(A) est dense dans H.

2. A est fermé.

3. Pour tout λ < 0, (I+λA) est bijectif deD(A) surH, (I+λA)−1 est un opérateure

borné et ∥ (I + λA)−1 ∥L(H)≤ 1.

Théorème (Hille-Yosid) [voir 22]

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout

u0 ∈ D(A) il existe une fonction

u ∈ C1([0,+∞[;H) ∩ C([0,+∞[;D(A))

unique telle que 
du

dt
+ Au = 0 t > 0

u(0) = u0.

De plus, on a :

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣ = Au(t) ≤ |Au0| ,∀t ≥ 0.

Remarque L’intérét principal du théorème de Hille-Yosida réside dans le fait que pour

résoudre le problème d’évolution on se ramène à vérifier que A est maximal monotone,

c’est-à-dire, à étudier l’équation stationnaire u+ λAu = f .

Théorème 25 Un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si

∀λ > 0,∀x ∈ D(A), ∥ (λId − A)x ∥≥ λ ∥ x ∥ .
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Démonstration : : On restera dans le cadre hilbertien, voir [Pazy] pour le cadre

général. Soit A dissipatif, x ∈ X, λ > 0 et soit x∗. On a

∥ (λId − A)x ∥2≥ λ2 ∥ x ∥2 + ∥ Ax ∥2≥ λ2 ∥ x ∥2 .

Réciproquement, si ∥ (λId − A)x ∥≥ λ ∥ x ∥ alors

∥ (λId − A)x ∥2= λ2 ∥ x ∥2 + ∥ Ax ∥2 −2λRe < Ax|x >≥ λ2 ∥ x ∥2 .

Quand λ tend vers +∞, on voit que Re < Ax|x >≤ 0.

1.3.3 Théorème de Lumer-Phillips

Théorème 26 Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans X .

1) Si A est dissipatif et s’il existe λ0 > 0 tel que λ0Id −A est surjectif, alors A est

le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions .

2) Si A est le génération infinitésimal d’un semi-groupe de contractions, alors λId−

A est surjectif pour tout λ > 0 et A est dissipatif.

Démonstration : On restera dans le cadre Hilbertien, voir [Pazy] pour le cadre géné-

ral. Si A engendre un semi-group de contractions, le théorème de Hille-Yosida implique

que λId − A est inversible pour tout λ > 0 avec l’estimation de la proposition 25 et

donc A est dissipatif.

Soit A dissipatif et soit λ0 > 0 tel que λ0Id −A est surjectif. La proposition 25 montre

que λ0Id − A est inversible et donc fermé. Il s’en suit que A est fermé.

Pour appliquer le théorème de Hille-Yosida, il reste à montrer que pour tout λ >

0, λId−A est surjective, ce qui équivant à inversible et d’inverse borné par 1/λ d’aprés

la proposition 1.3.4. L’ensemble Λ = λ > 0, λId − Aestsujective est ouvert car l’en-

semble des applications inversible est un ouvert. Soit λn ∈ Λ convergent vers λ∞ > 0

et soit y ∈ D(A). Soit xn tel que λnxn −Axn = y. On sait que ∥ xn ∥≤ λ−1
n ∥ y ∥ et en

12



outre

λm ∥ xn − xm ∥≤∥ λm(xn − xm)− A(xn − xm) ∥= |λn − λm| ∥ xn ∥ .

Donc (xn) est de Cauchy et converge vers x .Comme Axn = λnxn − y et que A est

fermé, on a que x ∈ D(A) et λ∞x − Ax = y.Donc λ∞ ∈ Λ. Au final, Λ est ouvert et

fermé non vide et donc Λ = R∗
+.

1.3.4 Le Théorème de Lax-Miligram

Le théorème de Lax-Miligram est un outil simple et efficace pour la résolvante

d’équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles linéaires.

Définition 27 On dit qu’une forme bilinéaire

a(u, v) : H ×H → R

est

1. Continue s’il existe une constante C telle que

|a(u, v)| ≤ c ∥ u ∥∥ v ∥,∀u, v ∈ H

,

2. Coercive s’il existe une constante α > 0 telle que

a(v, v) ≥ α ∥ v ∥2,∀v ∈ H.

Théorème 28 Lax-Miligram Soit a une forme bilinéaire, continue et coercive .

Alors pour tout φ ∈ H ′ il existe u ∈ H unique tel que

a(u, v) = ⟨φ, v⟩,∀v ∈ H.
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De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

u ∈ H et
1

2
a(u, u)− ⟨φ, u⟩ =Min

v∈H

{
1

2
a(v, v)− ⟨φ, v⟩

}
.
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Chapitre 2

Existence et Unicité

Dans ce chapitre, on va donner un résultat d’existance et d’unicité pour le problème

(4)-(5), en utilisant la théorie de semi groupes. Pour cela, en posant

ϕ = (φ, u, v, ψ, w, ω, θ, q)T , où u = φt, v = ψt, et ω = wt, le système (4)-(5)



ρ1φtt − k(φx + ψ + lw)x − lk0(wx − lφ) = 0 dans (0, 1)× (0,∞).

ρ2ψtt − bψxx + k(φx + ψ + lw) + γθx = 0 dans (0, 1)× (0,∞).

ρ1wtt − k0(wx − lφ)x + lk(φx + ψ + lw) = 0 dans (0, 1)× (0,∞).

ρ3θt + qx + γψtx = 0 dans (0, 1)× (0,∞).

τqt + βq + θx = 0 dans (0, 1)× (0,∞).

φ(x, 0) = φ0(x) , φt(x, 0) = φ1(x) , θ(x, 0) = θ0(x) dans (0,∞) .

ψ(x, 0) = ψ0(x) , ψt(x, 0) = ψ1(x) , q(x, 0) = q0(x) dans (0,∞) .

w(x, 0) = w0(x) , wt(x, 0) = w1(x) dans (0,∞).

φ(0, t) = ψx(0, t) = wx(0, t) = θ(0, t) = 0 ∀t ≥ 0.

φx(1, t) = ψ(1, t) = w(1, t) = q(1, t) = 0 ∀t ≥ 0.
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peut être écrit comme suitϕ
′(t) +Aϕ(t) = 0 t > 0.

ϕ(0) = ϕ0 = (φ0, φ1, ψ0, ψ1, w0, w1, θ0, q0)
T .

(2.1)

où l’opérateure A est défini par

Aϕ =



−u

− k

ρ1
(φt + ψ + lw)x −

k0l

ρ1
(wx − lφ)

−v

− b

ρ2
ψxx +

k

ρ2
(φx + ψ + lw) +

γ

ρ2
θx

−ω

−k0
ρ1

(wx − lφ)x +
kl

ρ1
(φx + ψ + lw)

1

ρ3
qx +

γ

ρ3
ux

β

τ
q +

1

τ
θx


Pour déterminer le cadre fonctionnelle de notre problème, on considère les espace de

Hilbert suivants
H1

∗ (0, 1) = {f ∈ H1(0, 1) : f(0) = 0} .

H̃1
∗ (0, 1) = {f ∈ H1(0, 1) : f(1) = 0} .

H2
∗ (0, 1) = H2(0, 1) ∩H1

∗ (0, 1).

H̃2
∗ (0, 1) = H2(0, 1) ∩ H̃1

∗ (0, 1).

et

H = H1
∗ (0, 1)× L2(0, 1)× H̃1

∗ (0, 1)× L2(0, 1)× H̃1
∗ (0, 1)× L2(0, 1)× L2(0, 1)× L2(0, 1).

muni du produit scalaire
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(ϕ, ϕ̃)H = k

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)(φ̃x + ψ̃ + lw̃)dx

+k0

∫ 1

0

(wx − lφ)(w̃x − lφ̃)dx+ ρ1

∫ 1

0

uũdx+ b

∫ 1

0

ψxψ̃xdx

+ρ2

∫ 1

0

vṽdx+ ρ1

∫ 1

0

ωω̃dx+ ρ3

∫ 1

0

θθ̃dx+ τ0

∫ 1

0

qq̃dx.

Alors le domaine de l’opérateure A est donné par

D(A) =

ϕ ∈ H|φ ∈ H2
∗ (0, 1) : ψ,w ∈ H̃2

∗ (0, 1);u, θ ∈ H1
∗ (0, 1) :

v, ω, q ∈ H̃1
∗ (0, 1) : φx(1) = 0.wx(0) = ψx(0) = 0

 .

Nous prouvons maintenant que A est un opérateur maximal monotone. A cet effet, on

a besoin les deux lemmes suivants

Lemme 2.1 L’opérateure A est monotone et satisfait, pour tout ϕ ∈ D(A)

(Aϕ, ϕ)H = β

∫ 1

0

q2dx ≥ 0. (2.2)

La preuve : En utilisons le produit scalaire et l’intégration par partie, pour tout

ϕ ∈ D(A) on a

(Aϕ, ϕ)H = −k
∫ 1

0

(ux + v + lω)(φx + ψ + lw)dx− k0

∫ 1

0

(wx − lu)(wx − lφ)dx

+

∫ 1

0

(−k(φx + ψ + lw)x − lk0(wx − lφ))udx

−b
∫ 1

0

vxψxdx+

∫ 1

0

(−bψxx + k(φx + ψ + lw) + γθx)vdx

+

∫ 1

0

(−k0(wx − lφ)x + lk(φx + ψ + lw))ωdx

+

∫ 1

0

(qx + γx)θdx+ τ

∫ 1

0

1

τ
(βq + θx)qdx

Aprés la simplification, on trouve

⟨Aϕ, ϕ⟩H = −kl
∫ 1

0

wuxdx− k

∫ 1

0

ψuxdx− k

∫ 1

0

φxuxdx− k0l

∫ 1

0

φωxdx− k0

∫ 1

0

wxωxdx

−kl
∫ 1

0

uwxdx− k

∫ 1

0

uψxdx− k

∫ 1

0

uφxxdx− b

∫ 1

0

ψxvxdx+ γ

∫ 1

0

vθxdx

−b
∫ 1

0

vψxxdx+ k0

∫ 1

0

lφxωdx− k0

∫ 1

0

ωwxxdx+ γ

∫ 1

0

θvxdx+

∫ 1

0

θxqdx

+

∫ 1

0

θqxdx+ β

∫ 1

0

q2dx.

17



et gâce à la formule d’integration par parties, on obtient

⟨Aϕ, ϕ⟩H = −kl[wu]10 − k[ψu]10 − k[φxu]
1
0 + k0l[φω]

1
0 − k0[wxω]

1
0

−b[ψxv]
1
0 + γ[vxθ]

1
0 + [qxθ]

1
0 + β

∫ 1

0
q2dx.

Alors, les conditions au bord impliquent

kl[wu]10 = 0, k[ψu]10 = 0, k[φxu]
1
0 = 0, k0l[φω]

1
0 = 0, k0[wxω]

1
0 = 0,

b[ψxv]
1
0 = 0, γ[vxθ]

1
0 = 0, [qxθ]

1
0 = 0.

D’où

⟨Aϕ, ϕ⟩H = β

∫ 1

0

q2dx.

Lemme 2.2 L’opérateure I +A est surjective.

La preuve Pour montrer que I + A est surjective il faut montrer que pour tout

G = (g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7, g8)
T ∈ H, il existe ϕ ∈ D(A) tel que

ϕ+Aϕ = G (2.3)

i.e, 

−u+ φ = g1 ∈ H1
∗ (0, 1).

−k(φx + ψ + lw)x − k0l(wx − lφ) + ρ1u = ρ1g2 ∈ L2(0, 1).

−v + ψ = g3 ∈ H̃1
∗ (0, 1).

−bψxx + k(φx + ψ + lw) + γθx + ρ2v = ρ2g4 ∈ L2(0, 1).

−ω + w = g5 ∈ H̃1
∗ (0, 1).

−k0(wx − lφ)x + kl(φx + ψ + lw) + ρ1ω = ρ1g6 ∈ L2(0, 1).

qx + γvx + ρ3θ = ρ3g7 ∈ L2(0, 1).

(β + τ)q + θx = τg8 ∈ L2(0, 1).

(2.4)

l’intégration de (2.4)8 donne

θ = τ

∫ x

0

g8(y)dy − (β + τ)

∫ x

0

q(y)dy. (2.5)
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Donc θ(0, t) = 0. Par substitution u = φ − g1, v = ψ − g3, ω = w − g5, et (2.5) en

(2.4)2, (2.4)4, (2.4)6 et (2.4)7, on a



−k(φx + ψ + lw)x − k0l(wx − lφ) + ρ1φ = h1 ∈ L2(0, 1).

−bψxx + k(φx + ψ + lw) + ρ2ψ − γ(β + τ)q = h2 ∈ L2(0, 1).

−k0(wx − lφ)x + kl(φx + ψ + lw) + ρ1ω = h3 ∈ L2(0, 1).

−qx + ρ3(β + τ)
∫ x

0
q(y)dy − γψx = h4 ∈ L2(0, 1).

(2.6)

où 

h1 = ρ1(g1 + g2).

h2 = ρ2(g3 + g4)− τγg8.

h3 = ρ1(g5 + g6).

h4 = −γg3x − ρ3(g7 − τ
∫ x

0
g8(y)dy).

(2.7)

Pour résourdre (2.6) on consédère

B((φ, ψ,w, q), (φ̃, ϕ̃, w̃, q̃)) = F (φ̃, φ̃, w̃, q̃) (2.8)

où B : [H1
∗ (0, 1) × H̃1

∗ (0, 1) × H̃1
∗ (0, 1) × L2(0, 1)]2 → R est un forme bilinéaire donné

par :

B((φ, ψ,w, q), (φ̃, ϕ̃, w̃, q̃)) = k

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)(φ̃x + ψ̃ + lw̃)dx+ (β + τ)

∫ 1

0

qq̃dx

+b

∫ 1

0

ψxψ̃xdx+ ρ2

∫ 1

0

ψψ̃dx− γ(β + τ)

∫ 1

0

qψ̃dx

+ρ1

∫ 1

0

φφ̃dx+ γ(β + τ)

∫ 1

0

ψq̃dx+ k0

∫ 1

0

(wx − lφ)(w̃x − lφ̃)dx

+ρ3(β + τ)2
∫ 1

0

(

∫ x

0

q(y)dy

∫ x

0

q̃(y)dy)dx+ ρ1

∫ x

0

ww̃dx.
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La preuve On multiple les équations de system (2.6) respectivement par φ̃, ψ̃, w̃

et

(β+τ)
∫ 1

0

∫ x

0
q̃(y)dy puis en sommant les termes, on trouve la formulation variationnelle

suivante

B((φ, ψ,w, q), (φ̃, ϕ̃, w̃, q̃)) = φ̃(−k(φx + ψ + lw)x − k0l(wx − lφ) + ρ1φ)

+ψ̃(−bψxx+k(φx+ψ+lw)+ρ2ψ−γ(β+τ)q)+w̃(−k0(wx−lφ)x+kl(φx+ψ+lw)+ρ1ω)

+ (β + τ)

∫ 1

0

∫ x

0

q̃(y)dy(−qx + ρ3(β + τ)

∫ x

0

q(y)dy − γψx).

Par la formule d’intégration par parties on obtient

B((φ, ψ,w, q), (φ̃, ϕ̃, w̃, q̃)) = −k[φ̃(φx + ψ + lw)]10 + k

∫ 1

0

φ̃x(φx + ψ + lw)dx− k0l[φ̃w]
1
0

+k0l

∫ 1

0

φ̃xwdx+ k0l
2

∫ 1

0

φ̃φdx− b[ψ̃ψx]
1
0

+b

∫ 1

0

ψ̃xψxdx+ k

∫ 1

0

ψ̃(φx + ψ + lw)dx

−k0[w̃(wx − lφ)]10 + k0

∫ 1

0

w̃x(wx − lφ)dx

+lk

∫ 1

0

w̃(φx + ψ + lw)dx

−(β + τ)[q̃q]10 + (β + τ)

∫ 1

0

q

∫ x

0

q̃(y)dydx

−γ(β + τ)[ψq̃]10 + γ(β + τ)

∫ 1

0

q̃ψdx+ ρ1

∫ 1

0

φ̃φdx

+ρ2

∫ 1

0

ψ̃ψdx+ γ(β + τ)

∫ 1

0

ψ̃qdx

+ρ1

∫ x

0

w̃wdx+ ρ3(β + τ)

∫ 1

0

∫ x

0

q(y)q̃(y)dydx.

d’aprés les conditions au bord on a :

−k[φ̃(φx + ψ + lw)]10 = 0,−k0l[φ̃w]10 = 0,−b[ψ̃ψx]
1
0 = 0

,−k0[w̃(wx − lφ)]10 = 0,−(β + τ)[q̃q]10 = 0,−γ(β + τ)[ψq̃]10 = 0

Donc on trouve B.

Et F : [H1
∗ (0, 1)×H̃1

∗ (0, 1)×H̃1
∗ (0, 1)×L2(0, 1)]2 → R est un application linéaire définie

par

F (φ̃, ψ̃, w̃, q̃) =
∫ 1

0
h1φ̃dx+

∫ 1

0
h2ψ̃dx+

∫ 1

0
h3w̃dx+

∫ 1

0
h4

∫ x

0
q̃(y)dydx.
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Maintenant, pour V = H̃1
∗ (0, 1)× H̃1

∗ (0, 1)× H̃1
∗ (0, 1)× L2(0, 1) muni de la norme :

∥ (φ, ψ, w, q) ∥2V=∥ (φx + ψ + lw) ∥22 + ∥ (wx − lφ) ∥22 + ∥ ψx ∥22 + ∥ q ∥22

. et utilisant l’inégalité suivante :

∫ 1

0

(φ2
x + ψ2

x + w2
x)dx ≤ c

∫ 1

0

((φx + ψ + lw)2 + (wx − lφ)2 + ψ2
x)dx. (2.9)

Pour l assez petit, B et F sont bonrés, de plus par la définition de B on a :

B((φ, ψ,w, q), (φ, ϕ, w, q)) = k

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx+ (β + τ)

∫ 1

0

q2dx+ b

∫ 2

0

ψ2
xdx

+ρ2

∫ 1

0

ψ2dx+ ρ1

∫ 1

0

φ2dx + k0

∫ 1

0

(wx − lφ)2dx

+ρ3(β + τ)2
∫ 1

0

(

∫ x

0

(q(y)dy)2)dx+ ρ1

∫ 1

0

w2dx

≥ k

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx+ k0

∫ 1

0

(wx − lφ)2dx

+ρ3(β + τ)2
∫ 1

0

(

∫ x

0

(q(y)dy)2)dx

+(β + τ)

∫ 1

0

q2dx+ b

∫ 2

0

ψ2
xdx

≥ k ∥ φx + ψ + lw ∥22 +k0 ∥ wx − lφ ∥22 +b ∥ ψx ∥22 +c ∥ q ∥22
≥ min(k, k0, b, c) ∥ (φ, ψ,w, q) ∥2V
≥ c ∥ (φ, ψ,w, q) ∥2V

D’où B est coercive.

Par conséquent, d’aprés le théorème de Lax −Miligram, la formulation variationelle

admet une solution unique tel que

φ ∈ H1
∗ (0, 1), ψ ∈ H̃1

∗ (0, 1), w ∈ H̃1
∗ (0, 1), q ∈ L2(0, 1).

Par substitution φ, ψ,w et q respectivement dans (2.4)1, (2.4)3, (2.4)5 et (2.4)8, on

obtient

u ∈ H1
∗ (0, 1), v ∈ H̃1

∗ (0, 1), ω ∈ H̃1
∗ (0, 1), θ ∈ H1

∗ (0, 1).
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D’autre part, si (ψ̃, w̃, q̃) ≡ (0, 0, 0) ∈ H̃1
∗ (0, 1), w ∈ H̃1

∗ (0, 1), q ∈ L2(0, 1), (2.8) réduit

k

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)φ̃xdx+ k0l

∫ 1

0

(wx − lφ)φ̃dx+ ρ1

∫ 1

0

φφ̃dx =

∫ 1

0

h1φ̃dx. (2.10)

Alors, on a ∫ 1

0

(−k(φx + ψ + lw)x − k0l(wx − lφ) + ρ1φ− h1)φ̃dx = 0

Ce qui implique que pour tout φ̃ ∈ H1
∗ (0, 1)

−kφxx = kψx + l(k + k0)wx − (k0l
2 + ρ1)φ+ h1 ∈ L2(0, 1). (2.11)

Par conséquent, d’aprés la théorie de la régularité des équations elleptique linéaire, on

trouve

φ ∈ H2
∗ (0, 1) .

Par ailleurs, (2.10) est également vrai pour tout ϕ ∈ C1([0, 1]), ϕ(0) = 0 ⊂ H1
∗ (0, 1).

Ainsi, pour tout ϕ ∈ C1([0, 1]), ϕ(0) = 0, on a

k

∫ 1

0

φxϕxdx−
∫ 1

0

(kψx + l(k + k0)wx − (k0l + ρ1)φ+ h1)ϕdx = 0.

Donc, en utilisant l’intégration par parties, on trouve

k

∫ 1

0

φxϕxdx−
∫ 1

0

−kφxxϕdx = 0

k[φxϕ]
1
0 − k

∫ 1

0

φxxϕ+ k

∫ 1

0

φxxϕdx = 0

D’aprés les conditions au bord

k[φxϕ]
1
0 = 0

φx(1)ϕ(1)− φx(0)ϕ(0) = 0

on obtient
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φx(1)ϕ(1) = 0,∀ϕ ∈ C1([0, 1]), ϕ(0) = 0.

On déduit que

φx(1) = 0.

De même, nous obtenons
−bψxx = −kφx − (k + ρ2)ψ − lkw − γ(β + τ)

∫ 1

0
qφ̃dx+ h2 ∈ L2(0, 1).

−kwxx = −l(k + k0)φx − lkψ + (ρ1 + l2k0)w + h3 ∈ L2(0, 1).

−qx = γψx − (β + τ)ρ3
∫ x

0
q(y)dy + h4 ∈ L2(0, 1).

Donc nous avons

ψ,w ∈ H̃2
∗ (0, 1) , q ∈ H̃2

∗ (0, 1) , wx(0) = ψx(0) = 0.

Enfin, l’application de la théorie de la régularité des équations linéaires elliptiques

garantit l’existance d’un unique ϕ ∈ D(A) tel que (2.3) est satisfaite .

Par conséquent, en utilisant les lemmes (2.1) et (2.2), nous concluons que l’opérateure

A est maximale monotone. Ainsi, par le théoreme de Lumer-Philips nous avons le

résultat suivant

Théorème 2.3 Soit ϕ0 ∈ H, alors il existe une solution faible unique ϕ ∈ C(R+,H)

du problème (1,4)-(1,5). De plus, si ϕ0 ∈ D(A), ϕ ∈ C(R2, D(A)) ∩ C(R+,H).
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous montrons la stabilité exponentielle de l’énergie de la solu-

tion du système (4), (5) en utilisant la technique des multiplicateurs. A cet effet, nous

avons besoin du lemmes suivante :

Lemme 3.1 Soit ϕ0 ∈ H. Alors la fonctionnelle d’énergie définie par :

E(t) =
1

2

∫ 1

0

[ρ1φ
1
t +ρ2ψ

1
t +bψ

2
x2+ρ1w

1
t +ρ3θ

2+τq2+k(φx+ψ+ lw)2+k0(wx− lφ)2]dx

(3.1)

satisfait

E ′(t) = −β
∫ 1

0

q2dx ≥ 0.∀t ≥ 0 (3.2)

Démonstration En multipliant les équantions (4)1, (4)2, (4)3, (4)4 et (4)5 par φt, ψt, wt, θ

et q respectivement

en multipliant l’équation (4)1 par φt et en intégrant sur (0,1) on trouve

ρ1

∫ 1

0

φtφttdx− k

∫ 1

0

φt(φx + ψ + lw)xdx− k0l

∫ 1

0

φt(wx − lφ)dx = 0.

en intégrant par parties le terme
∫ 1

0

φt(φx + ψ + lw)xdx, on obtient

ρ1

∫ 1

0

φtφttdx−k[φt(φx+ψ+ lw)]10+kφxt(φx+ψ+ lw)dx−k0l

∫ 1

0

φt(wx− lφ)dx = 0.
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Les conditions au bord permettent d’écrire la dernière égalité sous la forme

ρ1
2

d

dt

∫ 1

0

φ2
tdx+ k

∫ 1

0

φxt(φx + ψ + lw)dx− k0l

∫ 1

0

φt(wx − lφ)dx = 0 (3.3)

Par ailleurs, en multipliant l’équation (4)2 par ψt et intégrant sur (0,1), on trouve

ρ2

∫ 1

0

ψtψttdx− b

∫ 1

0

ψtψxxdx+ k

∫
0

ψt(φx + ψ + lw)dx+ γ

∫ 1

0

ψtθxdx = 0.

et grâce à la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on déduit

que

ρ2
2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+ b

∫ 1

0

ψxtψxdx+ k

∫ 1

0

ψt(φx + ψ + lw)dx+ γ

∫ 1

0

ψtθxdx = 0.

autrement dit, on trouve la forme :

ρ2
2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
t dx+

b

2

d

dt

∫ 1

0

ψ2
xdx+ k

∫ 1

0

ψt(φx + ψ + lw)dx+ γ

∫ 1

0

ψtθxdx = 0. (3.4)

en multipliant l’équation (4)3 par wt et en intégrant sur (0,1) on trouve

ρ1
∫ 1

0
wtwttdx− k0

∫ 1

0

wt(wx − lφ)xdx+ kl

∫ 1

0

wt(φx + ψ + lw)dx = 0.

En intégre par parties le terme
∫ 1

0

wt(wx − lφ)xdx, et utilisant les conditions au

bord on obtient la forme

ρ1
2

d

dt

∫ 1

0

w2
t dx+ k0

∫ 1

0

wxt(wx − lφ)dx+ kl

∫ 1

0

wt(φx + ψ + lw)dx = 0 (3.5)

De même, en multipliant l’équation (4)4 par θ et en intégrant sur (0.1), on obtient

ρ3

∫ 1

0

θθtdx+

∫ 1

0

θqxdx+ γ

∫ 1

0

θψxtdx = 0.

La formule d’intégration par parties et les conditions au bord impliquent la forme

ρ3
2

d

dt

∫ 1

0

θ2dx+

∫ 1

0

θqxdx− γ

∫ 1

0

θxψtdx = 0. (3.6)

En multipliant l’équation (4)5 par q et intégrant sur (0,1), on trouve
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τ

∫ 1

0

qtqdx+ β

∫ 1

0

q2dx+

∫ 1

0

θxqdx = 0.

en utilisant l’intégration par parties et les conditions au bord on obtient la forme

τ

2

d

dt

∫ 1

0

q2dx−
∫ 1

0

qxθdx = 0. (3.7)

et donc en additionant les formes (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7) on arrive à

d

dt
E(t) =

1

2

d

dt

∫ 1

0

[ρ1φ
2
t + ρ2ψ

2
t + bψ2

x + ρ1w
2
t + ρ3θ

2 + τq2]dx

+
1

2

d

dt

∫ 1

0

[k(φx + ψ + lw)2 + k0(wx + lφ)2]dx

= −β
∫ 1

0

q2dx.

D’où (3.2).

Lemme 3.2 Soit (φ, ψ, θ, w, q) une solution de (4)-(5) . Alors la fonctionnelle

F1(t) = τρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(y)dydx

vérifier, pour tout ε1 > 0

F ′
1(t) ≤ −ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx+ ε1

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

1

ε1

)∫ 1

0

q2dx. (3.8)

Pour la preuve en prenant la dérivée de F1, en utilisant le quatrième et cinquième

équations de (4), puis en intégrant sur (0.1) on trouve

F ′
1(t) = −ρ3

∫ 1

0

θ2dx+ τ

∫ 1

0

q2dx+ τγ

∫ 1

0

qψtdx− βρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(y)dydx.

Démonstration En intégrant l’équation (4)5 sur (0, x) ⊂ (0, 1), puis en intégrant sur

(0,1) aprés la musltiplication par θ, on trouve

τ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

qt(y)dydx+ β

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(y)dydx+

∫ 1

0

θ

∫ x

0

θxdydx = 0.

alors
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τ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

qt(y)dydx+ β

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(y)dydx+

∫ 1

0

θ2dx = 0.

on déduit que

τρ3
d

dt

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(y)dydx = τρ3

∫ 1

0

θt

∫ x

0

q(y)dydx+ τρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

qt(y)dydx.

d’ou

τρ3
d

dt

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(y)dydx = τρ3

∫ 1

0

θt

∫ x

0

q(y)dydx−ρ3β
∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(y)dydx−ρ3
∫ 1

0

θ2dx.

(3.9)

d’aprés (4)3 on a :

θt = − 1

ρ3
qx −

γ

ρ3
ψtx

En remplaçant θt dans (3.9), on trouve

τρ3
d

dt

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(y)dydx = τρ3

∫ 1

0

(− 1

ρ3
qx −

γ

ρ3
ψtx)

∫ x

0

q(y)dydx

−ρ3β
∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(y)dydx− ρ3

∫ 1

0

θ2dx.

d’ou

F ′
1(t) =

−τ
∫ 1

0

qx

∫ x

0

q(y)dydx− τγ

∫ 1

0

ψtx

∫ x

0

q(y)dydx− ρ3β

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(y)dydx− ρ3

∫ 1

0

θ2dx.

En utilisant l’intégration par parties et les conditions au bord, on obtient

F ′
1(t) = −ρ3

∫ 1

0

θ2dx+ τ

∫ 1

0

q2dx+ τγ

∫ 1

0

qψtdx− βρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

q(y)dydx.
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En appliquant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz avec ε1 > 0, on obtient

F ′
1(t) ≤ −ρ3

2

∫ 1

0

θ2dx+ ε1

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

1

ε1

)∫ 1

0

q2dx.

Lemme 3.3 Soit (φ, ψ,w, θ, q) une solution du problème (4)-(5). Alors la fonction-

nelle

F2(t) = −ρ2ρ3
γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ψt(y)dydx

vérifie, pour tout ε2, ε3 > 0,

F ′
2(t) ≤ −ρ2

2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ ε2

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx

+ε3

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
1 +

1

ε2
+

1

ε3

)∫ 1

0

θ2dx+ c

∫ 1

0

q2dx.

(3.10)

pour la preuve en utilisant la deuxième et le quatrième équation en (4) et l’intégration

par parties , nous obtenons

F ′
2(t) = −ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx−

ρ2
γ

∫ 1

0

qψtdx+ ρ3

∫ 1

0

θ2dx− bρ3
γ

∫ 1

0

θψxdx

+
kρ3
γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

(φx + ψ + lw)dydx

Démonstration En multipliant l’équation (4)4 par
∫ x

0

ψt(y)dy et en intégrant sur

(0,1), on voit que

ρ3

∫ 1

0

θt

∫ x

0

ψt(y)dydx+

∫ 1

0

qx

∫ x

0

ψt(y)dydx+ γ

∫ 1

0

ψtx

∫ x

0

ψt(y)dydx = 0.

et grâce à la formule d ’intégration par parties avec les conditions au bord, on déduit que

ρ3

∫ 1

0

θt

∫ x

0

ψt(y)dydx−
∫ 1

0

qψtdx− γ

∫ 1

0

ψ2
t dx = 0.

D’aprés l’égalité précédente, on a
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ρ3
d

dt

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ψt(y)dydx = ρ3

∫ 1

0

θt

∫ x

0

ψt(y)dydx+ ρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ψtt(y)dydx

=

∫ 1

0

qψtdx+ γ

∫ 1

0

ψ2
t dx+ ρ3

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ψtt(y)dydx

D’aprés (1.4)2 on a

ψtt =
1

ρ2
[bψxx − k(φx + ψ + lw)− γθx]

d’ou

−ρ2ρ3
γ

d

dt

∫ 1

0

θ

∫ x

0

ψt(y)dydx = −ρ2
γ

∫ 1

0

qψtdx− ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx

−ρ3
γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

[bψxx − k(φx + ψ + lw)− γθx](y)dydx

= −ρ2
γ

∫ 1

0

qψtdx− ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx

−bρ3
γ

∫ 1

0

θψxdx

+
kρ3
γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

(φx + ψ + lw)dydx+ ρ3

∫ 1

0

θ2dx.

Par l’intégration par parties et les condition au bord

F ′
2(t) = −ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx−

ρ2
γ

∫ 1

0

qψtdx+ ρ3

∫ 1

0

θ2dx− bρ3
γ

∫ 1

0

θψxdx

+
kρ3
γ

∫ 1

0

θ

∫ x

0

(φx + ψ + lw)dydx

En appliquant alors linégalité de Young et linégalité de Poincaré, on obtient

F ′
2(t) ≤ −ρ2

2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ ε2

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx

+ε3

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
1 +

1

ε2
+

1

ε3

)∫ 1

0

θ2dx+ c

∫ 1

0

q2dx.

Lemme 3.4 Soit (φ, ψ,w, θ, q) une solution de problème (4)-(5). Alors la fonction-

nelle

F ′
3(t) = −ρ1

∫ 1

0

(φφt + wwt)dx
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satisfait,

F ′
3(t) ≤ −ρ1

∫ 1

0

φ2
tdx−ρ1

∫ 1

0

w2
t dx+c

∫ 1

0

ψ2
xdx+k0

∫ 1

0

(wx−lφ)2dx+c
∫ 1

0

(φx+ψ+lw)
2dx.

(3.11)

En utilisant (4)-(5), on obtient

F ′
3(t) = −ρ1

∫ 1

0

φ2
tdx−ρ1

∫ 1

0

w2
t dx+k

∫ 1

0

(φx+ψ+lw)
2dx−k

∫ 1

0

ψ(φx+ψ+lw)dx+k0

∫ 1

0

(wx−lφ)2dx

Démonstration : On a

−ρ1
d

dt

∫ 1

0

(φφt+wwt)dx = −ρ1
∫ 1

0

φ2
tdx−ρ1

∫ 1

0

w2
t dx−ρ1

∫ 1

0

((φφtt−ρ1

∫ 1

0

wwtt)dx.

(3.12)

En multipliant (4)1 par φ, et on intégrant sur (0,1), on trouve

ρ1

∫ 1

0

φφttdx− k

∫ 1

0

φ(φx + ψ + lw)xdx− lk0

∫ 1

0

φ(wx − lφ) = 0

d’où

ρ1

∫ 1

0

φφttdx = k

∫ 1

0

φ(φx + ψ + lw)xdx+ lk0

∫ 1

0

φ(wx − lφ)dx (3.13)

puis, en multipliant (4)3 par w, et on intégrant sur (0,1), on trouve

ρ1

∫ 1

0

wwttdx− k0

∫ 1

0

w(wx − lφ)x + lk

∫ 1

0

w(φx + ψ + lw) = 0

d’où

ρ1

∫ 1

0

wwttdx = k0

∫ 1

0

w(wx − lφ)x − lk

∫ 1

0

w(φx + ψ + lw)dx (3.14)

En remplçant (3.13) et (3.14) dans (3.12), on trouve :

30



−ρ1
d

dt

∫ 1

0

(φφt + wwt)dx = −ρ1
∫ 1

0

φ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

w2
t dx− k

∫ 1

0

φ(φx + ψ + lw)xdx

−lk0
∫ 1

0

φ(wx − lφ)dx− k0

∫ 1

0

w(wx − lφ)xdx

+lk

∫ 1

0

w(φx + ψ + lw)dx

d’où, à l’aide de la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord on

obtient

−ρ1
d

dt

∫ 1

0

(φφt + wwt)dx = −ρ1
∫ 1

0

φ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

w2
t dx− k

∫ 1

0

φx(φx + ψ + lw)dx

−lk0
∫ 1

0

φ(wx − lφ)dx− k0

∫ 1

0

wx(wx − lφ)dx

+lk

∫ 1

0

w(φx + ψ + lw)dx

On ajout le terme −k
∫
ψ(φx + ψ + lw)dx+ k

∫
ψ(φx + ψ + lw)dx , on trouve

−ρ1
d

dt

∫ 1

0

(φφt + wwt)dx = −ρ1
∫ 1

0

φ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

w2
t dx− k

∫ 1

0

φx(φx + ψ + lw)dx

−lk0
∫ 1

0

φ(wx − lφ)dx− k0

∫ 1

0

wx(wx − lφ)

+lk

∫ 1

0

w(φx + ψ + lw)dx

−k
∫
ψ(φx + ψ + lw)dx− k

∫
ψ(φx + ψ + lw)dx.

d’où

F ′
3(t) = −ρ1 d

dt

∫ 1

0

(φφt + wwt)dx

= −ρ1
∫ 1

0

φ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

w2
t dx+ k

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx

−k
∫ 1

0

ψ(φx + ψ + lw)dx+ k0

∫ 1

0

(wx − lφ)2dx.
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En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on trouve

F ′
3(t) ≤ −ρ1

∫ 1

0

φ2
tdx−ρ1

∫ 1

0

w2
t dx+c

∫ 1

0

ψ2
xdx+k0

∫ 1

0

(wx−lφ)2dx+c
∫ 1

0

(φx+ψ+lw)
2dx.

Lemme 3.5 Soit (φ, ψ,w, θ, q) une solution de problème (4)-(5). Alors la fonction-

nelle

F4(t) = ρ2
∫ 1

0
ψψtdx

vérifie

F ′
4(t) ≤ − b

2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+

k2

b

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx+ c

∫ 1

0

θ2dx. (3.15)

Démonstration On a :

ρ2
d

dt

∫ 1

0

ψψtdx = ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ ρ2

∫ 1

0

ψψttdx. (3.16)

En multipliant l’équation (4)2 par ψ, on trouve

ρ2

∫ 1

0

ψψttdx = b

∫ 1

0

ψψxxdx− k

∫ 1

0

ψ(φx + ψ + lw)dx− γ

∫ 1

0

ψθxdx.

D’aprés l’inégalité précedent

ρ2
d

dt

∫ 1

0

ψψtdx = ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ b

∫ 1

0

ψψxxdx− k

∫ 1

0

ψ(φx + ψ + lw)dx− γ

∫ 1

0

ψθxdx.

d’où, à l’aide de la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord on

obtient

F ′
4(t) = ρ2

d

dt

∫ 1

0

ψψtdx

= ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx− b

∫ 1

0

ψ2
xdx− k

∫ 1

0

ψ(φx + ψ + lw)dx− γ

∫ 1

0

ψxθdx.
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En utilisant les inégalités de Young et Poincaré, on obtient

F ′
4(t) ≤ − b

2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+

k2

b

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx+ c

∫ 1

0

θ2dx.

Lemme 3.6 Soit (φ, ψ,w, θ, q) une solution de problème (4)-(5). Alors la fonctionnelle

F5(t) = −ρ1
∫ 1

0
φt(wx − lφ)dx− ρ1

∫ 1

0
wt(φx + ψ + lw)dx

vérifie

F ′
5(t) ≤ −lk0

∫ 1

0

(wx−lφ)2dx−
lρ1
2

∫ 1

0

wtdx+lρ1

∫ 1

0

φ2
tdx+lk

∫ 1

0

(φx+ψ+lw)
2dx+c

∫ 1

0

ψ2
t dx.

(3.17)

Démonstration On a

ρ1
d

dt
(

∫ 1

0

φt(wx − lφ)dx− ρ1

∫ 1

0

wt(φx + ψ + lw))dx = −ρ1
∫ 1

0

φtt(wx − lφ)dx− ρ1

∫ 1

0

φt(wx − lφ)tdx

−ρ1
∫ 1

0

wtt(φx + ψ + lw)dx− ρ1

∫ 1

0

wt(φx + ψ + lw)tdx

(3.18)

. D’apres (4)1, (4)3, on a

−ρ1φtt = −k(φx + ψ + lw)x − lk0(wx − lφ).

−ρ1wtt = −k0(wx − lφ)x + lk(φx + ψ + lw).

Donc, on trouve

−ρ1
∫ 1

0
φtt(wx − lφ)dx =

∫ 1

0
(−k(φx + ψ + lw)x − lk0(wx − lφ))(wx − lφ)dx .

−ρ1
∫ 1

0
wtt(φx + ψ + lw)dx =

∫ 1

0
(−k0(wx − lφ)x + lk(φx + ψ + lw))(φx + ψ + lw)dx.

En utilisant l’intégration par parties et les conditions au bord on obtient

ρ1

∫ 1

0

φtt(wx − lφ)dx = k

∫ 1

0

(φx +ψ+ lw)(wx − lφ)xdx− lk0

∫ 1

0

(wx − lφ)2dx. (3.19)

ρ1

∫ 1

0

wtt(φx+ψ+ lw)dx = −k0
∫ 1

0

(φx+ψ+ lw)(wx− lφ)xdx+ lk
∫ 1

0

(φx+ψ+ lw)2dx.

(3.20)
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En remplacant (3.19) et (3.20) dans (3.18) on obtient

ρ1
d

dt
(

∫ 1

0

φt(wx − lφ)dx− ρ1

∫ 1

0

wt(φx + ψ + lw))dx = k

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)(wx − lφ)xdx

−lk0
∫ 1

0

(wx − lφ)2dx− ρ1

∫ 1

0

φt(wx − lφ)tdx

−k0
∫ 1

0

(φx + ψ + lw)(wx − lφ)xdx

+lk

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx

−ρ1
∫ 1

0

wt(φx + ψ + lw)tdx.

.

D’aprés l’intégration par partieset les conditions au bord, on obtient :

ρ1
d

dt
(

∫ 1

0

φt(wx − lφ)dx− ρ1

∫ 1

0

wt(φx + ψ + lw))dx = −lk0
∫ 1

0

(wx − lφ)2dx− lρ1

∫ 1

0

φ2
tdx

lk

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx− ρ1

∫ 1

0

ψtwtdx.

En appliquant l’inégalité de Young, on trouve

F ′
5(t) ≤ −lk0

∫ 1

0

(wx−lφ)2dx−
lρ1
2

∫ 1

0

wtdx+lρ1

∫ 1

0

φ2
tdx+lk

∫ 1

0

(φx+ψ+lw)
2dx+c

∫ 1

0

ψ2
t dx.

Lemme 3.7 Soit (φ, ψ,w, θ, q) une solution de problème (1.4)-(1.5). Alors sous la

condition k = k0, la fonctionnelle

F ′
6(t) = −ρ1

∫ 1

0

(wx − lφ)

∫ x

0

wt(y)dydx− ρ1

∫ 1

0

φt

∫ x

0

(φx + ψ + lw)(y)dydx.

vérifie

F ′
6(t) ≤

−ρ1
2

∫ 1

0

φ2
tdx−k0

∫ 1

0

(wx−lφ)2dx+ρ1
∫ 1

0

w2
t dx+k

∫ 1

0

(φx+ψ+lw)
2dx+

ρ1
2

∫ 1

0

ψ2
t dx.

(3.21)
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Démonstration On a

ρ1
d

dt

∫ 1

0

(wx − lφ)

∫ x

0

wt(y)dydx− ρ1

∫ 1

0

φt

∫ x

0

(φx + ψ + lw)(y)dydx =

−ρ1
∫ 1

0

(wx − lφ)t

∫ x

0

wt(y)dydx− ρ1

∫ 1

0

(wx − lφ)

∫ x

0

wtt(y)dydx

−ρ1
∫ 1

0

φtt

∫ x

0

(φx + ψ + lw)(y)dydx− ρ1

∫ 1

0

φt

∫ x

0

(φx + ψ + lw)t(y)dydx.

(3.22)

D’aprés (4)1 et (4)3, on a

ρ1φtt = k(φx + ψ + lw)x + lk0(wx − lφ)

ρ1wtt = k0(wx − lφ)x + lk(φx + ψ + lw)
(3.23)

En remplacant les formes de (3.23) dans (3.22), on obtient

−ρ1
d

dt

∫ 1

0

(wx − lφ)

∫ x

0

wt(y)dydx− ρ1

∫ 1

0

φt

∫ x

0

(φx + ψ + lw)(y)dydx =

−ρ1
∫ 1

0

(wx− lφ)t
∫ x

0

wt(y)dydx−
∫ 1

0

(wx− lφ)
∫ x

0

(k0(wx− lφ)x+ lk(φx+ψ+ lw))dydx

−
∫ 1

0

(k(φx + ψ + lw)x + lk0(wx − lφ))

∫ x

0

(φx + ψ + lw)(y)dydx

−ρ1
∫ 1

0

φt

∫ x

0

(φx + ψ + lw)t(y)dydx.

.

à l’aide de la formule de l’intégration par parties et les conditions au bord, on obtient

−ρ1
d

dt

∫ 1

0

(wx − lφ)

∫ x

0

wt(y)dydx− ρ1

∫ 1

0

φt

∫ x

0

(φx + ψ + lw)(y)dydx =

−ρ1
∫ 1

0

wtx

∫ x

0

wtdydx+ ρ1l

∫ 1

0

φt

∫ x

0

wtdydx− k0

∫ 1

0

(wx − lφ)2dx

−lk
∫ 1

0

(wx − lφ)

∫ x

0

(φx + ψ + lw)dydx+ k

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx

−lk0
∫ 1

0

(wx − lφ)

∫ x

0

(φx + ψ + lw)dydx− ρ1

∫ 1

0

φt

∫ x

0

φtxdydx

−ρ1
∫ 1

0

φt

∫ x

0

ψtdydx− ρ1l

∫ 1

0

φt

∫ x

0

wtdydx.
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ceci implique que

F ′
6(t) = ρ1

∫ 1

0

w2
t dx− k0

∫ 1

0

(wx − lφ)2dx

+l(k − k0)

∫ 1

0

(wx − lφ)

∫ x

0

(φx + ψ + lw)dydx

+k

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx− ρ1

∫ 1

0

φ2
tdx− ρ1

∫ 1

0

φt

∫ x

0

ψtdydx

(3.24)

En appliquant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz avec k = k0, on obtient

F ′
6(t) ≤

−ρ1
2

∫ 1

0

φ2
tdx−k0

∫ 1

0

(wx−lφ)2dx+ρ1
∫ 1

0

w2
t dx+k

∫ 1

0

(φx+ψ+lw)
2dx+

ρ1
2

∫ 1

0

ψ2
t dx.

Lemme 3.8 Soit (φ, ψ,w, θ, q) une solution de problème (4)-(5) et (6). Alors la fonc-

tionnelle

F7(t) = ρ2

∫ 1

0

ψt(φx + ψ + lw)dx+
bρ1
k

∫ 1

0

φtψxdx

+
bρ3
γ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

θφtdx−
b

γ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

q(φx + ψ + lw)dx

−bl
2ρ2
k0

∫ 1

0

ψtψdx+
blρ2
k0

∫ 1

0

wtψdx.

vérifie, pour tout ε4, ε5 > 0

F ′
7(t) ≤ −k

2

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx+ ε4

∫ 1

0

w2
t dx+

2b2l2

k

∫ 1

0

ψ2
xdx

+ε5

∫ 1

0

(wx − lφ)2dx+ c

(
1 +

1

ε4

)∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

1

ε4

)∫ 1

0

q2dx

+c

(
1 +

1

ε5

)∫ 1

0

θ2dx+
b

γτ
ξ

∫ 1

0

θx(φx + ψ + lw)dx.

(3.25)
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Démonstration On a

F ′
7(t) = ρ2

∫ 1

0

ψtt(φx + ψ + lw)dx+ ρ2

∫ 1

0

ψt(φx + ψ + lw)tdx

+
bρ1
k

∫ 1

0

φttψxdx−
bρ1
k

∫ 1

0

φtψtxdx+
bρ3
γ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

θtφtdx

+
bρ3
γ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

θφttdx−
b

γ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

qt(φx + ψ + lw)dx

− b

γ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

q(φx + ψ + lw)tdx−
bl2ρ2
k0

∫ 1

0

ψttψdx

−bl
2ρ2
k0

∫ 1

0

ψ2
t dx+

blρ1
k0

∫ 1

0

wttψdx+
blρ1
k0

∫ 1

0

wtψtdx.

(3.26)

Maintenant, en utilisant les équations (4)-(5), on obtient

ρ1φtt = k(φx + ψ + lw)x + lk0(wx − lφ).

ρ2ψtt = bψxx − k(φx + ψ + lw)− γθx.

ρ1wtt = k0(wx − lφ)x − lk(φx + ψ + lw).

En utilisant l’intégration par parties et les conditions au bord, on trouve

ρ2

∫ 1

0

ψtt(φx + ψ + lw)dx = b

∫ 1

0

ψxx(φx + ψ + lw)dx− k

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx

−γ
∫ 1

0

θx(φx + ψ + lw)dx.

(3.27)
bρ1
k

∫ 1

0

φttψxdx = b

∫ 1

0

ψx(φx + ψ + lw)xdx+
blk0
k

∫ 1

0

ψx(wx − lφ)dx

= −b
∫ 1

0

ψxx(φx + ψ + lw)dx+
blk0
k

∫ 1

0

ψx(wx − lφ)dx

(3.28)

bρ3
γ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

θφttdx =
bρ3k

γρ1

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

θ(φx + ψ + lw)xdx

+
bρ3lk0
γρ1

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

θ(wx − lφ)dx

= −bρ3k
γρ1

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

θx(φx + ψ + lw)dx

+
bρ3lk0
γρ1

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

θ(wx − lφ)dx

(3.29)

37



− b

γ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

qt(φx + ψ + lw)dx =
bβ

γτ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

q(φx + ψ + lw)dx

+
b

γτ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

θx(φx + ψ + lw)dx

(3.30)

−bl
2ρ2
k0

∫ 1

0

ψttψdx =
2b2l2

k0

∫ 1

0

ψ2
xxdx+ bl2

∫ 1

0

ψ(φx + ψ + lw)dx

+
bl2γ

k0

∫ 1

0

ψθxdx

(3.31)

blρ1
k0

∫ 1

0

wttψdx = −bl
∫ 1

0

ψx(wx − lφ)dx− bl2
∫ 1

0

ψ(φx + ψ + lw)dx (3.32)

En remplacant (3.27), (3.28), (3.29), (3.30 ), (3.31) et (3.32) dans (3.26), on obtient

F ′
7(t) = −k

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx− γ

∫ 1

0

θx(φx + ψ + lw)dx+ ρ2

∫ 1

0

ψtφxtdx

+ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+ ρ2l

∫ 1

0

ψtwtdx−
bρ1
k

∫ 1

0

ψtφxtdx+
bρ3
γ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

θtφtdx

−bρ3k
γρ1

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

θx(φx + ψ + lw)dx+
bρ3lk0
γρ1

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

θ(wx − lφ)dx

− bβ
γτ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

q(φx + ψ + lw)dx− b

γ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

qφxtdx

− b

γ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

qψtdx−
bl

γ

(ρ1
k

− ρ2
b

)∫ 1

0

qwtdx−
bl2ρ2
k0

∫ 1

0

ψ2
t dx

+
2b2l2

k0

∫ 1

0

ψ2
x +

bl2γ

k0

∫ 1

0

ψθxdx+
blρ1
k0

∫ 1

0

wtψtdx

.

En appliquant l’inégalité de Young avec k = k0, on obtient

F ′
7(t) ≤ −k

2

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx+ ε4

∫ 1

0

w2
t dx+

2b2l2

k

∫ 1

0

ψ2
xdx

+ε5

∫ 1

0

(wx − lφ)2dx+ c

(
1 +

1

ε4

)∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

(
1 +

1

ε4

)∫ 1

0

q2dx

+c

(
1 +

1

ε5

)∫ 1

0

θ2dx+
b

γτ
ξ

∫ 1

0

θx(φx + ψ + lw)dx.

Lemme 3.9 Soit (φ, ψ,w, θ, q =) une solution du (4)-(5), on suppose que ξ = 0 et

k = k0. Alors pour l assez petit le problème (1.4), (1.5) et (1.6) est exponentiellement

stable, c’est à dire, il existe deux constante strictement positives R et r telles que la
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solution du problème (4), (5) et (6) vérifier

E(t) ≤ c0e
−c1t,∀t ≥ 0. (3.33)

telle que c0 et c1 sont des constantes positives.

Démonstration Pour tout N,Ni > 0, on a

L(t) = NE(t) +
7∑

i=1

NiFi(t). (3.34)

En combinant (3.2), (3.8), (3.10), (3,11), (3.15), (3.17), (3.21) et (3.25), on obtient ainsi

N3 = N6 = 2l, N4 =
9bl2

k
N7, N5 = 2

On obtient

L′(t) ≤ −lρ1
∫ 1

0

φ2
tdx− [lρ1 − ε4N7]

∫ 1

0

w2
t dx− [2lk − ε5N7]

∫ 1

0

(wx − φ)2dx

−
[
ρ3
2
N1 − cN2

(
1 +

1

ε2
+

1

ε3

)
− cN7

(
1 +

1

ε5

)]∫ 1

0

θ2dx

−
[
5b2l2

2k
N7 − ε3N2 − c

] ∫ 1

0

ψ2
xdx

−
[
ρ2
2
N2 − ε1N1 − cN7

(
1 +

1

ε4

)
− c

] ∫ 1

0

ψ2
t dx

−
[
k

(
1

2
− 9l2

)
N7 − ε2N2 − c

] ∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx

−
[
βN − cN1

(
1 +

1

ε1

)
− cN2 − cN7

(
1 +

1

ε4

)]∫ 1

0

q2dx.

(3.35)
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De plus, en fixant ε1 =
ρ2N2

4N1

, ε2 =
7kN7

16N2

, ε3 =
9b2l2N7

4kN2

, ε4 =
lρ1
2N7

, ε5 =
lk

N7

, on obtient

L′(t) ≤ −lρ1
∫ 1

0

φ2
tdx−

lρ1
2

∫ 1

0

w2
t dx− lk

∫ 1

0

(wx − lφ)2dx

−
[
ρ3
2
N1 − cN2

(
1 +

N2

N7

)
− cN7(1 +N7)

] ∫ 1

0

θ2dx

−
[ρ2
4
N2 − cN7(1 +N7)− c

] ∫ 1

0

ψ2
t dx−

[
b2l2

4k
N7 − c

] ∫ 1

0

ψ2
xdx

−
[
k

(
1

4
− 3l

)(
1

4
+ 3l

)
N7

] ∫ 1

0

(φx + ψ + lx)2dx

−
[
βN − cN1

(
1 +

N1

N2

)
− cN2 − cN7(1 +N7)

] ∫ 1

0

q2dx.

(3.36)

A ce point, pour l assez petit et H est un espace de Hilbert et
1

4
− 3l > 0 on choisit

N7 assez grand

α0 :=
b2l2

4k
N7 − c > 0 et α1 := k

(
1

4
− 3l

)(
1

4
+ 3l

)
N7 − c > 0.

Ainsi, on choisit N2 assez grand tel que

α2 :=
ρ2
4
N2 − cN7(1 +N7)− c > 0.

De plus, on prend N1 assez grand tel que

α3 :=
ρ3
2
N1 − cN2

(
1 +

N2

N7

)
− cN7(1 +N7) > 0.

D’autre part, en combinant (3.1) et (3.34), et utilisons les inégalités de Young, Poincaré

et de Cauchy-schwarz. Nous avons

(N − c)E(t) ≤ L(t) ≤ (N + c)E(t). (3.37)

De plus, on prend N assez grand tel que

α4 := βN − cN1

(
1 +

N1

N2

)
− cN2 − cN7(1 +N7) > 0 et α5 := N − c > 0.
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Par conséquent, (3.36) et (3.37) respectivement, deviennent

L′(t) ≤ −lρ1
∫ 1

0

φ2
tdx−

lρ1
2

∫ 1

0

w2
t dx− lk

∫ 1

0

(wx − lφ)2dx− α3

∫ 1

0

θ2dx

−α2

∫ 1

0

ψ2
t dx− α0

∫ 1

0

ψ2
xdx− α1

∫ 1

0

(φx + ψ + lw)2dx− α4

∫ 1

0

q2sx.

(3.38)

et

α5E(t) ≤ L(t) ≤ α6E(t). (3.39)

où α6 = N + c.

En utilisant (3.1), l’inégalité (3.38) devient

L′(t) ≤ −c2E(t),∀t ≥ 0, (3.40)

où c1 =
c2
α6

. Une intégration simlpe de (3.40) sur (0, t) donne

L(t) ≤ L(0)e−c1t,∀t ≥ 0. (3.41)

Finalement, en combinant (3.39) et (3.41) il obtient (3.33), ce qui terminer la preuve.
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