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Notations

Rn

[

H

X

I
(S(t))e=0
D(A)

R(N A)

N
CH(Q)
o
L (I,R)
L, (1, R)
L2

L7(9)
D(Q)
V()
W)
W)

espace euclidien de dimension n .

la norme euclidien .

Espace de Hilbert .

Espace de Banach .

L’opérateure identité sur X

Une famille a un paramétre d’opérateure linéaire A.

Le domaine de I'opérateure linéaire A.

Le dual topologique de 'espace de Banach X .

L’ensemble résolvant de A.

p(A) ={\ € C,\[ — A: D(A) — Xest bijectif et (Al — A)~!: X — D(A)est borné }
La résolvante de A en A € p(A), c’est I'opérateure linéaire R(\, A) = (A — A)~L.
Un ouvert bornée dans R".

adjoint de A.

I’espace des fonctions k fois dérivable et la dérivé d’ordore k est continue .
I’espace des fonctions indéfiniment derivable la support compact .

I’espace des fonctions x : I — R Lebesgue intégrables .

I’espace des fonctions localement intégrables .

est 'espace des fonctions de carré intégrable.

I’espace de Lebesgue ,1 < p < o0.

I’espace des distributions .

(2 of
T \Ozi(x)? " Ozn(x)

), le gradient de la fonction f en z € R™.
I’espace de Sobolev ; 1 < p < oco.
la fermeture de C§°(Q2) dans W™P(Q2),1 < p < 0.

le laplacian (A= Y7 , 88—;2(95))



Table des matiéres

1 Rappels et notions preliminaires 1
1.1 Quelques espaces . . . . . . . ..o 1
1.1.1 Espace LP(2) . . . . . . . 1

1.1.2 Espace de Sobolev . . . . . . ... ... ... 2

1.2 Quelques inégalités . . . . . . . ... 4
1.2.1  Imégalité d'interpolation . . . . . . . . . .. .. ... 4

1.2.2 Inégalité de Holder . . . . .. .. .. ... ... ... . .... 4

1.2.3  Formulede Green . . . . .. ... ... ... ... ... 4

1.24  Inégalité de Young . . . . . . . . ... 4

1.2.5  Imégalité de Poincaré . . . . . . . . ... ... L. 5

1.3 Théorie de semi-groupes . . . . . . . . . . ... 6
1.3.1 Opérateur maximal monotone . . . . . . . . ... .. ... ... 9

1.3.2  Les théorémes de Hille-Yosida . . . . . . .. .. ... ... ... 10

1.3.3 Théoréeme de Lumer-Phillips . . . . . ... ... ... ... ... 12

1.3.4 Le Théoreme de Lax-Miligram . . . . . .. .. .. .. ... ... 13

2 Existence et Unicité 15

3 Stabilité exponentielle 24



Introduction

Le systéme de Bresse prend en compte les déformations d’arc d’un cercle soumis
aux déplacements longitudinal, vertical et 'angle de rotation indiqués par w, ¢ et ¥

respectivement. Le systéme est donné par les équations suivantes

(

prpw — k(e + 9 + lw), — lko(w, — lp) = Fy  dans (0, L) x (0, 00).

A\

P2prt — bpy + k(e + ¢ + lw) = Fy dans(0, L) x (0,00). (1)

prwy — ko(w, — @), + lk(pr + ¥+ lw) = F5  dans(0, L) x (0, c0).
\

Ou Fy, Fy et F3 représentent les forces extérieures et les coefficients p;, k, ko, [ et b sont
des constantes positives. Le systéme de Bresse (1) est composé de trois équations des
ondes et il a été introduit par Bresse [2]. Lorsque F} = F» = F3 = 0, le systéme (1) est
purement conservateur. En d’autres termes, en prenant en compte toutes les conditions

aux limites, 1’énergie du systéme définie par la fonctionnelle suivante

1

1
E(t) = 3 /0 (0197 + pati + prwi + b2 + k(py + ¥ + lw)? + ko(w, — lp)?] da.

Satisfait F’'(t) = 0. Par conséquent, E(t) = E(0) pour tout ¢ > 0. Cette identité est
appelée la propriété de conservation de 1’énergie.

En outre, si [ = 0, alors le systéme de Bresse se réduit au systéme de Timoshenko.
Santos et Almeida Junior [11] ont considéré (1) lorsque Fy = i1, Fo = Yatly,

F3 = y3wy, avec des conditions initiales et les conditions aux limites de type Dirichlet-
Dirichlet-Dirichlet, et ils ont montré que le systéme est exponentiellement stable sans

imposer aucune condition sur les coefficients. Le méme résultat a été obtenu par Soriano



et al [19] lorsque Fy = a(x)g1(vr), Fo = go(¢y) et Fy = y(z)gs(w;) ou a,y € L>(0, L)
et les fonctions gq, g2 et g3 sont continues et monotones .

Un résultat similaire an été également par Guesmia et Kafini 7] lorsque
Fl = _/ 91(3)90a:z(37>t - 8>d87 F2 = _/ 92($)¢xz(x>t - 8)d37
0 0

F; = — / h 93(8)wgz(x,t — s)ds, ou g; sont des fonctions différentiables décroissantes
satisfaisarolt certain hypothéses. Précisément, ils ont établi I'existence et 'unicité des
solutions et asymptotique de ce systéme, mais sans imposer aucune condition sur les
coefficients. Lorsque F} = F3 = 0 et Fy = v, avec v > 0. Alabau Boussouira et al [1]

ont montré que le systéme est exponentiellement stable sous les conditions

k
PL_ Zeth = ko, 2)

P2 b

sinon le systéeme manque de stabilité exponentielle.

Dans ce chapitre, en utilisant des conditions aux limites de type Dirichlet, ils ont preuvé
. s . ) _1 1

que les solutions se désintégrent polynomialement vers zéro avec toux ¢t~ 1€ ou ¢~ 37¢

pour € petit. Le résultat a ensuite amélioré par Fatori et Monteiro [4].

concernant le systéme thermoélastique de Bresse, Liu et Rao [10] ont considéré

P16 — k(pa + 1 + lw)y — lko(ws, — lp) + 170, = 0.
Pl — bibyy + k(pz + 9 + lw) + 40, = 0.
prwy — ko(w, — 1)y + k(py + ¢ +1lw) + 701, = 0. (3)

p36)t - sz + '71/}t:c =0.

\03911; - 91:1::1: + ’Y(wtz - lSOt) =0

dans (0, L) x (0, 00), ainsi que les conditions aux limites initiales et prouvé un résultat
de stabilité exponentielle & condition que (2) soit vérifié. Sinon, seul un type polynomial

la pourriture s’installe. Fatori et Munoz Rivera [5] considérent (3) sans 6; et la derniére

ii



equation dans (3),

(

P1We — kO(wx - l@)x + lk(gpx + ¢ + lw) = 0.

\/)3915 - 93::1: + ’Y?/fm =0

et obtenu un résultat similaire a [10]. Nous renvoyons le lecteur a [2,8,14,15,17,18,20,21],
pour quelques autres résultats sur le systéme de Bresse.

Dans le systéme (3), ’équation de la chaleur est régie par la loi de conduction de la
chaleur de Fourier, qui stipule que le flux de chaleur est proportionnel au gradient de
température. De plus, il est bien connu que le modéle utilisant la loi de Fourier classique
conduit au la physique paradoxe de la vitesse infinie de propagation de la chaleur.
Autrement dir, toute perturbation thermique & un moment donné sera instantanément
transféré aux autres parties du corps. Pour surmonter ce paradoxe physique tout en
gardent l'essentiel d'un processus de conduction thermique, de nombreuses théories
ont ensuite émergé. L'un d’eux est 'avénement du second effet sonores qui surviennent
lorsque la chaleur est transportée par un processus de propagation d’ondes au lieu
de la diffusion habituelle. La théorie propose de remplacer la loi de Fourier classique
q+70, =0, ot q est le flux de chaleur et 7y est le coefficient de conductivité thermique,
par une loi modifiée de conduction thermique appelée loi de Cattaneo 7 > 0 représente
le temps de relaxation décrivant le décalage temporel dans réponse du flux de chaleur
a un gradient de température. Le systéme thermique obtenu est de type hyperbolique
et donc, automatiquement, élimine le paradoxe de la vitesse infinie. En tenant compte

de la théorie ci-dessus, nous obtenons le systéme de Bresse suivant oii le flux de chaleur
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est donné par la loi de Cattaneo

;

P — k(e + ¥+ lw), — lko(w, —lp) =0 dans

[T +pqg+0,=0 dans

On considére (4) avec les conditions initiales et aux limites suivantes

(x

= p1()
x) , P(z,0) = ¢y (x)

U(,0) = o » q(x,0)

w(z,0) =wo(x) , w(z,0) = wq(z) dans (0, c0).
©(0,t) = 1,(0,t) = w,(0,t) = 6(0,2) = 0

eo(1,t) = ¥(1,t) = w(l,t) = q(1,t) =0

Pl — bpy + k(0 + 0 + lw) + 40, =0 dans (0,1) x (0, 00).

(

(
\ prwe — ko(wy — lo)y + Ik(pz + 9 +1w) =0 dans (0,1) x (0, 00).
P30y + Gz + Y = 0 dans (0,1) x (0, c0).
(

, 0(x,0) = 0y(z) dans (0,00) .
z,0) = qo(z) dans (0,00) .

Dans le chapitre 1, on va donner quelques rappels, défintions et théorémes fonda-

mentaux pour traiter notre probléme. Dans le chapitre 2, on va utiliser la théorie de

semi-groupes pour preuver l'existence et 'unicité de notre systéme. Derniérement, sur

base sur un résultat de stabilité exponentielle pour va montrer que le systéme (4) est

exponentiellement stable soundso les hypotheses £ = 0,k = kg, ou

k 2
5—(1—T '03> (ﬂ—@)—LbT et k= ko.

P1 k b

v



Chapitre 1

Rappels et notions preliminaires

1.1 Quelques espaces

1.1.1 Espace LP(Q2)
Définition 1 On définit sur LP(2) (p € [1,4o0[ ) par :
1. Sipell,+ool:
D) = {f:2 - Rt [ |f@) dz < o)
On définit sur LP(©2) la norme ’
17 = ([ |f(e)lda)>
2. Sip=+o00:
L>*(Q)={f:Q2— Rtq 3 ceR vérifiant :|f| < ¢ p.p sur Q}.

On définit sur L>(Q2) la norme

| fllee@=1inf { c € Rtq |f] <cp.psur Q.}
Proposition 2

1) Sip € [1,400] alors LP(2) est un espace de Banach.

2) Sip € [1,4o00] alors LP(Q2) est séparable (i.e. il existe un ensemble dénombrable

dense dans L>(12)).



3) L*(2) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

_ / F()g(x)ds

1.1.2 Espace de Sobolev
Définition 3 Soient (m,p) € N x [1,4+00]. On définit W™?(Q) par :
wme(Q)={f e Lp( ) tq Vo € N avec |a] < m 3£, € LP(Q) vérifiant :
/f )D%p(x)dx = ( 'C“'/,E z)dz, Yo € D(Q)} .
On pose D“f = £,

On définit sur W™P(Q2) la norme

I f llwmr@=2jaj<m | £a lr@)

Si 1 < p < +o0 on peut considérer sur WP () la norme équivalente

11 = (S | £0() o)’
Cas particulier :
1. WoP(Q) = LP(Q).
2. p=2:WmQ) = H™(Q).
Proposition 4 H™((2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

Vf.g€ H™(9Q) > [ Dr@pgads = 3 (D" fa) Dg(o))ios

|a|]<m lo|<m
. Remarque : C"™(2) C H™(Q2) mais I'inverse n’est pas vrai.
Proposition 5 £(R") est danse dans H'(R").

Définition 6 On définit HJ'(Q2) = D(2) (par rapport a la norme de H™(Q));
C’est-a-dire :

HM(Q) ={f € H™(Q)/3(pr) € D(Q) vérifient :|| pp — f || gm@)— 0 quand
k — +oo}.



De méme Wy (Q2) = D(Q2) par rapport a la norme de W™?((2).

Définition 7 Dérivée normale

0 0
On définit la dérivée normale d'une fonction f, notée par a—f comme étant » -, #vz(x)
v T
pour tout x € I'.
On pose
v: D) — LX)
¢
@ = e) =5/
%: D) — LX)
© — (p) = ¢/r
L’applicationy, se prolonge par continuité a H'(Q)
v : HY Q) — LA
f — VO(f) = hmn—)—i—oo @n/F

(70 est dit Papplication de trace).
Théoréme 8 Si I est de classe C? alors 7 se prolonge sur H?(Q)

v H*(Q) — L*()
f —>7(f):a— r

Définition 9 HZ(9Q).

H2(Q) = D(Q) (par rapport la norme de H?(2)).

Proposition 10 Si T est de classe C?, alors HZ () = keryy N kery (ie f € H*(Q)
tq:f =0p.psur et % = 0 p.p sur ['. De méme, H}(Q) = keryy = {f € H'(Q) tq :
f=0p.psur

[ }sil est de classe C'.



1.2  Quelques inégalités

1.2.1 Inégalité d’interpolation

1 1 1
Soit m € N*/1 et p1,pay ..oy D € [1,+00] tq — + — + ... + — > 1. On pose
b1 D2 Pm
fm € LP(Q)

1 1 1
—=—+—+..+—.0Ona:Vf, € LPi(Q),i =1,...,m, alors f = f1, fa, ...,
p P D2 Pm

et ona:| fllr@< TIZ: | fi lleeioy

1.2.2 Inégalité de Holder
1 1
Soient p,q € [1,+0o0] tq 1 = — + —. Alors pour tous f € LP(Q) et g € L) :
p q

fge L' () etona:
| fa =<l f @l g e

/!f Dlde < ([ 1#@NH [ o@Dt s pa el o

/|f |alm<||g||Loo |f )| dz sip=1et qg=+o0

-

1.2.3 Formule de Green

Soient f,g € H'(R2) (ou Q C R™ un ouvert borné ) de frontiere T' de classe C*

Alors

/Qaﬂ /f ” /f 2)und.

39{:Z

1.2.4 Inégalité de Young

Soient p et q deux nombres réels conjugués dans |1, +oc[. Alors, pour tout « et

g eR, ona
— (%1, Ve > 0.

qer=t

€
aff < —af +

En particulier pour p=q=2 on a

aﬁ<2oz + 52 Ve > 0.



1.2.5 Inégalité de Poincaré

Soit 2 € R™ un ouvert borné. Il existe une constante ¢ > 0 vérifiant :

I f @< el VI e Vf € Hy(Q),

_ of 7 NN
ou (Vf= EYRER axn)’ c¢’est-a-dire :
n 8f 2
f2 z)dr < /
Preuve. On peut écrire :
= / f'(y)dy

Alors, pour x €]a,b[

= ([ rom)

_/a F)dy [ dy

[ e < [ b [Gwrax e-o] @

A, / (¢ — a)de.

donc :

cela implique :

(b—a)’ (b—a)
I 1ens =5 1 Me@n= 1 f le2en < 7 11" |22 (@)

d’ou

I f Iz < el VI Do) V€ Hy (),



1.3 Théorie de semi-groupes

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni de la norme x —|| = ||g. On
désigne par L(H) 'espace vectoriel des applications linéaires continues de H en lui

méme. L(H) est un espace de Banach pour la norme S —|| S || définie par :

| S |[m

S ||= S = —_—
H H SUP|iz| =1 H Zz HH SUP,£o H T HH

Définition 10 On appele l'application S : [0, +oo[— L(H) semi-groupes fortement

continu dans H si elle vérife les propriétés suivantes :

i) S(t+s)=St)S(s), ¥t >0, Vs > 0.
iii) Vo € H, l'application S(.)z est continue sur [0, +oo| dans H.

Dans la suite, on appelle une telle application semi-groupes de classe Cj et on la note
par Cy-semi-groupe.

Proposition 11 Si (S(t)):>0 est un Cp-semi-groupes dans H, alors 'opérateur adjoint
(S*(t))i<o est aussi semi-groupes de classe Cyy dans H.

Lemme 12 Soit S(t) un Cy-semi-groupes, Alors
M > 1,3w € R tels que : || S(t) [|[< Me*t, vt < 0.

Preuve : Considérons le compact [0,1], comme (S(t));>0 est fortement continue, alors
I'application t — S(t)x est continue. Donc I'image de [0,1] par cette application est

compact, et par conséquent
AM, tel que : || S(t)x ||< M, ,Vt €[0,1] .
D’aprés le théoréme de Banach-Steinhauss :

M tel que : || S(t) [|< M, Vt € [0,1].



On remarque que la constante M > 1(1 =|| S(0) ||< M). Maintenant si ¢ ¢ [0, 1], on

écrit t = n + 6 avec n € N* et 6 €]0, 1] donc

S(t) = S(n+6)
= 5(n)S(0)
= (S(1))"S(0).

Alors
[S@) 1= (S@)ms@) | <[l (s@)™ ([l S@) |
< M"M

S MenlogM.
On pose log M = w, donc
| S(t) [|[< Me™ < Me™.

Définition 13 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t)):>o 'opéra-
teur linéaire (non-borné) A : D(A) — X défini par

S(t)u —

D(A) ={zr € X, lim  existe dans X}

0+

Az = lim 1(S(t)u —u).

t—0+

Proposition 14 Soit S(¢) un semi-groupe Cy de générateur infinitésimal A, alors

1. Pour tout uy € X, / s)ug € D(A) et

(/ S(r Wh) — S()uy — uo.

2. Siug € D(A), alors S(t)ug € D(A) pour tout t > 0, S(t)ug est de classe C! et

d

Démonstration : Soit ug € x et t > 0. Pour tout € > 0, on a

S [strpudr =1 [ (8(r+9) - Sr)udr

< i t+e 1 €
— _/ S(T)ugdr — —/ S(T)uodr.
€Jo € Jo

7



Quand ¢ tend vers 0T, le membre de droite tand vers S(¢)ug — ug. Ceci démontre 1).

Soit uy € D(A) et t > 0. Pour tout ¢ > 0, on

MS(t)uo = S(t) Uo > S(t)Aug.

€ € e—0t

Pour obtenir 2), il reste a utiliser que si S(t)ug est dérivable a droite et de dérivée
continue, alors S(t)ug est de classe C' (petit lemme a démontrer : utiliser 'uniforme
continuité du reste dans le taux de variation a droite).

Théoréme 15 [12]

Soit S(t) un semi-groupe Cj, alors son génarateur infinitésimal A est fermé et son do-
maine D(A) est dense dans X.

Démonstration : Soit ug € X. D’aprés la proposition précédante, uj = e! fo (t)uodt
est dans D(A) pour tout € > 0 et en outre uf tend vers ug quand ¢ tend vers 0.

Donc D(A) est dense dans X.

Soit (u,) C D(A) et (v,) C X tels que Au,, = v, et les deux suites convergent
vers u et v dans X. D’aprés la proposition précédente , S(t)u,, —u, = fo T)Au,dr =
fot S(T)vpdr. Alalimite, on trouve que S(t)u—u = fo T)vdr et donc que (S(t)u—u)/t
tend vers v quand ¢ tend vers 0. D’ou u € D(A) et Au = v.

Théoréme 16 [12]

Si S(t) et T(t) sont deux semi-groupes de méme générateur infinitésimal A, alors
S(t) = T(t). On notera souvent S(t) = e* 'unique semi-groupe associé a A.
Démonstration : Soit ¢ > 0. Pour 7 € [0,¢] et x € D(A), on pose f(1) = S(t —
7)T(7)z. On a

fi(r) ==S({t —1)AT(1)x + S(t — 7)AT(T)x =0

et donc S(t)x = T'(t)x. On compléte en suite par densité de D(A).
Théoréme 17 Le semi-groupe S(t) est uniformément continu si et seulement si A est
borné. Dans ce cas, on a S(t) = e et S(t) est prolongeable en groupe d’opérateurs.

Démonstration : Si A est borné, on montre que e? est un semi-groupe uniformément



continu et que A est son générateur.
Soit S(t) un semi-groupe uniformément continu. Pour e > 0 assez petit, e ' [ S(7)dr

est proche de ’édentité et donc inversible. Donc L = fog S(7)dr est inversible. On a

—Jd)/OES(T)dT :%(/Swh&—/g )
%( s dT—/s dT>.

(S~ 1) = ( /h " Sryir - /0 ' 5(7)d7> I

1
et quand h tend vers 0, E(S(h) — 1) tend fortement vers (S(g) — I;) L.

alors

Donc

Corollaire 18 Soit S(t) un Cy — semi — groupes sur H de générateur infinitésimal

A. Alors pour tout uy € D(A), le systéme :

u'(t) + Au(t) = 0,Vt > 0
u(0) = ug

(1.1)

admet une unique solution u € C*([0, +oo[; H) N C([0, +00[; D(A)) donnée par

1.3.1 Opérateur maximal monotone

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) — H un opérateur donné ot D(A) est
son domaine de définition défini par D(A) = u € HtqAu € H.

Définition 19 On dit que A est monotone si

(Au— Av,u —v)g > 0,Vu,v € D(A).

Remarque : Si A est linéaire, alors A est monotone si (Au,u)y > 0, Yu € D(A).
Définition 20 On dit que A est maximal si [;+A : D(A) — H est surjectif, c’est-a-dire



Vfe HJue D(A) tq: u+ Au= f.

Proposition 21 Soit H un espace de Hilbert (réel). Les propriétés suivantes sont

équivalantes :

1) A est maximal monotone dans H.

2) (I — MA)7! est de contraction pour tout A > 0.

3) A est monotone s’il existe A positif tel que (I + AA) est surjectif.
Théoréme 22 Supposons que A est maximal monotone. Alors :

1) Pour tout uy € D(A), le systéme (1) admet une solution unique v € C(R,, H)
(c’est-a-dire Yty € Ry || u(t) — u(ty) || Yu — 0 quand ¢ — ;). La solutuion u
est dite faible (u n’est pas dérivable au sens classique mais vérifie (1) au sens

des distributions (u/(t) + Au(t),v)y = 0,Yv € H).

2) Siug € D(A), alorsu € WH°(R,, D(A)) ou sur D(A) on consédére la norme du

graph || u || pcay= /|| u |% + || Au ||%. La solutuion u est est forte (la régularité
de u signifie que :sup;> || u(t) ||[z< 00, sup;>q || u(t) || pa)< oo et u est dérivable

au sens des distributions ).

3) Si A est linéaire et ug € D(A), alors u € C(R,, D(A)) N C'(R,). La solution u

est dite classique.

1.3.2 Les théorémes de Hille-Yosida

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.
Définition 23
Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire "non borné". On dit que A est monotone
si

(Av,v) <0,Vv € D(A).
A est maximal monotone si de plus R(I + A) = H, i.e.

Vf e H,Ju € D(A) telle que u + Au = f.
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Proposition 24 [voir 22]

Soit A un opErateur maximal monotone. Alors
1. D(A) est dense dans H.
2. A est fermé.

3. Pour tout A < 0, (I+AA) est bijectif de D(A) sur H, (I+AA)~! est un opérateure
borné et || (I + XA~ |, < 1.

Théoréme (Hille-Yosid) [voir 22]
Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout

up € D(A) il existe une fonction
u € C*([0, +oo[; H) N C(]0, +00[; D(A))

unique telle que

d
d—?+Au:O >0
u(0) = up.

De plus, on a :
du
lu(t)| < |uol et ‘a(t)’ = Au(t) < |Aug|, ¥t > 0.

Remarque L’intérét principal du théoréme de Hille-Yosida réside dans le fait que pour
résoudre le probléme d’évolution on se raméne a vérifier que A est maximal monotone,
c’est-a-dire, a étudier I’équation stationnaire u + AAu = f.

Théoréme 25 Un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si

VA >0,Y2z € D(A), || (Ma— A)z [[Z Az |-

11



Démonstration : : On restera dans le cadre hilbertien, voir [Pazy| pour le cadre

général. Soit A dissipatif, z € X, A > 0 et soit z*. On a
| (Mg — Az P> N || @ || + || Az P> X | 2 ||
Réciproquement, si || (Ay — A)z [|> A || = || alors
| (Mg — Az |P= X 2| + || Az ||> —2ARe < Az|z >> N ||z ||* .
Quand A tend vers +00, on voit que Re < Az|x >< 0.

1.3.3 Théoréme de Lumer-Phillips

Théoréme 26 Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) dense dans X .

1) Si A est dissipatif et s’il existe \g > 0 tel que \gly — A est surjectif, alors A est

le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions .

2) Si A est le génération infinitésimal d’un semi-groupe de contractions, alors Al; —

A est surjectif pour tout A > 0 et A est dissipatif.

Démonstration : On restera dans le cadre Hilbertien, voir [Pazy| pour le cadre géné-
ral. Si A engendre un semi-group de contractions, le théoréeme de Hille-Yosida implique
que A; — A est inversible pour tout A > 0 avec 'estimation de la proposition 25 et
donc A est dissipatif.

Soit. A dissipatif et soit A\g > 0 tel que Aoy — A est surjectif. La proposition 25 montre
que A\gly — A est inversible et donc fermé. Il s’en suit que A est fermé.

Pour appliquer le théoréme de Hille-Yosida, il reste a montrer que pour tout A >
0, A\l — A est surjective, ce qui équivant & inversible et d’inverse borné par 1/\ d’aprés
la proposition 1.3.4. L’ensemble A = X\ > 0, \I; — Aestsujective est ouvert car I'en-
semble des applications inversible est un ouvert. Soit A\, € A convergent vers A\, > 0

et soit y € D(A). Soit x, tel que \,x, — Az, = y. On sait que || z, |[< X1 ||y || et en
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outre

Al T = T | A (B0 — ) — A0 — ) [|= [An = Al || 20 ] -

Donc (z,) est de Cauchy et converge vers x .Comme Az, = \,z, — y et que A est
fermé, on a que x € D(A) et A\pox — Az = y.Donc A, € A. Au final, A est ouvert et

fermé non vide et donc A = R?.

1.3.4 Le Théoréme de Lax-Miligram

Le théoréeme de Lax-Miligram est un outil simple et efficace pour la résolvante
d’équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles linéaires.

Définition 27 On dit qu'une forme bilinéaire
a(u,v): Hx H—R

est

1. Continue s’il existe une constante C' telle que

la(u, v)] <ellulllvl],vu,veH

Y

2. Coercive g’il existe une constante o > 0 telle que
a(v,v) > a v |* Vo € H.

Théoréme 28 Lax-Miligram Soit a une forme bilinéaire, continue et coercive .

Alors pour tout ¢ € H' il existe u € H unique tel que

a(u,v) = (p,v),Yv € H.
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De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

we e Joluu) — () = Mip { datov) — (0}
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Chapitre 2

Existence et Unicité

Dans ce chapitre, on va donner un résultat d’existance et d’unicité pour le probléme
(4)-(5), en utilisant la théorie de semi groupes. Pour cela, en posant

¢ = (()07 u, v, w7w7w7 97 Q)Ta ou u = PYt, UV = wta et w = wy, le SyStéme (4)-(5)

;

p1pn — k(e + ¥+ lw)y — lko(w, —lp) =0 dans (0,1) x (0, 00).

P2t — bue + k(oo + ¥ + lw) + 90, =0 dans (0, 1) x (0, 00).

p30: + G + V1 = 0 dans (0,1) x (0, 00).

(

( :
prwy — ko(wy — 1)y + lk(z + 1 +1lw) =0  dans (0,1) x (0, 00).

( :

( :

Tq + Bq+ 0, =0 dans (0,1) x (0,00).

W(x,0) = o(x) , Yy(x,0) = Y1(x) , q(x,0) = go(z) dans (0, 00)

w(z,0) = wo(z) , w(z,0) = wi(x) dans (0, c0).
©(0,t) = 1,(0,t) = w,(0,t) = 6(0,¢) =0 Vi > 0.
w(1,t) = (1,t) = w(l,t) =q(1,t) =0 vt > 0.
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peut étre écrit comme suit

¢'(t) + Ag(t) = 0 t>0.

¢(O) = ¢0 = (()007@17¢0a¢1aw07w17907q0)T-

ou l'opérateure A est défini par

—U
kol
__<90t + ¢ + lw)m - _O(wa: - l@)
1 P1
—v
b k
A¢ — 2 2
—W
k kl
— 2wy — @) + — (00 + ¢ + lw)
P1 P1
3 3
1
éq + =0,
T

Pour déterminer le cadre fonctionnelle de notre probléme, on considére les espace de

Hilbert suivants

Hi(0,1)= {feH'0,1): f(0)=0}.
710,1) = {f € H'(0,1) : f(1) = 0}.
H2?(0,1) = H?*0,1) N HX(0,1).
72(0,1) = H2(0,1) N HX(0,1).

et
H = H0,1) x L*(0,1) x H}(0,1) x L*(0,1) x H(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1).

muni du produit scalaire
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1
O =k [ (ot +10)5+ D+ 1)
01 1
+ko / (wy — L) (W, — lP)dz + py / utdr + b wzwxdx
0, . 0
+p2/ vodr + py / wwdx + p3 99dx + 7'0/ qqdzx.
0 0 0

Alors le domaine de 'opérateure A est donné par

¢ € Hlp € H2(0,1) : ,w € H2(0,1);u,0 € HY(0,1) :
v,w,q € HY0,1) : (1) = 0.w,(0) = ¥,(0) =0

Nous prouvons maintenant que A est un opérateur maximal monotone. A cet effet, on

D(A) =

a besoin les deux lemmes suivants

Lemme 2.1 L’opérateure A est monotone et satisfait, pour tout ¢ € D(A)

1
(AQ@HZBAq%xZO (2.2)

La preuve : En utilisons le produit scalaire et l'intégration par partie, pour tout
¢ € D(A) on a
1

1
(A¢, d)u = —/f/ (U + v+ lw)(pz + ¥ + lw)dx — ko/ (wy — u)(w, — lp)dz
P 0
+/ (—k(s + ¢ +lw)y — lko(w, — lo))udz
0. .
—b/ V) dx + / (=b0pe + k(@ + ¥ + lw) + 70, )vdx
9 0
0

1 1
1
+/ (e + v2)0dx + 7'/ ;(/361 + 0,)qdz
0

0
Aprés la simplification, on trouve

1 1 1
(Ao, qb k‘l/ wu,dr — @buxdx — k;/ Oplgdr — kol/ pwdr — ko/ Wy dx
0 0

01 1 i
k‘l/ wwydr — k /wﬁxdx— /ugpmdx @bxvmda:—l—v/ v0,dx
9 1 0 1 0
J

1
b/ Vpdr + ko lgpmwdx—ko/ wwmd:t—I—y/ vadx—k/ 0.qdx
9 0 0 0

+/ qudx+ﬁ/ dx.
0
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et gace a la formule d’integration par parties, on obtient

(A, @)y = —klwuly — k[ppulg — k[wx Jo + kol[sow]l — kolwwl
—blp,v]h + Y[v 018 + [g:0)8 + B [ ¢°

Alors, les conditions au bord impliquent
kllwulg = 0, k[dulg = 0, k[pzulg = 0, kollpwls = 0, kolw,w]s = 0,

blpv]g = 0,7[v.0]5 = 0, [¢.0]5 = 0.
D’on

(A, ) 6/

Lemme 2.2 L’opérateure I + A est surjective.

La preuve Pour montrer que I + A est surjective il faut montrer que pour tout

G = (91,92, 93, 91, G5, Y6, 97, 9s)" € H, il existe ¢ € D(A) tel que
6+ Ap=G (2.3)

ie,

—u+¢=g € H0,1).

k(g + 1 + lw), — kol(w, — L) + pru = prga € L*(0,1).
—v+1=gs e HY(0,1).

—0p + k(pr + 0 + lw) + 70, + pav = pags € L*(0,1).

X (2.4)
—w+w=g; € H(0,1).
—ko(wy — 1)z + kl(pr + ¥ + lw) + prw = p1gs € L*(0,1).
Qe + vz + p30 = p3gr € L?(0,1).
\(5 +7)q+ 0, =T1gs € L*(0,1).
I'intégration de (2.4)g donne
o= [ty @-+7) [ awiy (2.5)
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Donc 0(0,t) = 0. Par substitution u = ¢ — ¢1,v = ¥ — g3,w = w — g5, et (2.5) en
(2.4)27 (24)4, (24)6 et (24)7, on a

(

—k(pa + ¢ + lw)y — kol(wy — lp) + pro = hy € L*(0,1).

—bthye + k(s + 0 + lw) + potp — (B4 T)g = he € L*(0,1).

(2.6)
—ko(wy — l@)y + kl(py + ¢ + lw) + piw = hg € L*(0,1).
|~ +p3(B+7) [y a(y)dy — . = ha € L2(0,1).
ol )
hi = p1(g1 + g2)-
hy = pa(g3 + ga) — TY9s-
. (2.7)
hs = p1(gs + 9e)-
hy = =793 — p3(g7 — Tfo gs(y)dy).
Pour résourdre (2.6) on consédére
B((p, v, w, ), (@, 6, @, 9)) = F(&, 3,0, ) (2.8)

ou B : [H}0,1) x H}0,1) x H}(0,1) x L?(0,1)]*> — R est un forme bilinéaire donné

par :

5 1
B((p, ¥, w,q), (@, ¢,0,q)) k/q Oz + U+ lw) (som + 1+ l)dz + (B + T)/O qqdx
1
i / butuds + o de— (B +7) / Gz
1 p
/ iz 4 7(5 47 | et ko [ = o)~ 1)

0 0

toa( ey [ K / gy / i)y + o / " wivds.
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La preuve On multiple les équations de system (2.6) respectivement par @, 1), @
et
(B+T fo fo y)dy puis en sommant les termes, on trouve la formulation variationnelle
suivante
B((w v, w,q), (8,6,9,0) = @(—k(px + ¥ + lw)y — ol(ws — lp) + p1p)
(=0hoo+ K <Px+¢+lw)+p2¢ Y(B+7)q l+w(—ko(wz—lw)z+kl(%+¢+lw+p1w)

5+7/ / dy(=a,+ pa(B+7) [ alg)dy — i)
0
Par la formule d’intégration par parties on obtient
1
B((e,¥,w,q),(¢,0,9,q)) = —k[@(ps + 1+ lw)]s + k’/ Gr(w + 1 + lw)da — Kollpwly
0

1 i
—i—kol/ Gpwdx + kol? / podr — b[wwx]
+b/ wxwxdx+k/ V(pe + 1 + lw)dz
hol( 1 ko [ (s — 1)
) 0
—i—lk/ W(p, + ¢ + lw)dx
—(B47)lgals + (B +7) / / y)dydx
—y(B + 1) [dlo + (B +7) / qpdz 4 py / Ppdx
0

+p2/ Q/dex—i-”y B+ T) / Vqdx

—l—,01/ wwdx + p3(6+ ) / / y)dydzx.

d’aprés les conditions au bord on a :

—k[P(p0 + ¢ + 1)y = 0, —kol[@w]f = 0, =b[{e, ] =

s kol (w, — lp)]g = 0, = (8 + 7)[gqly = 0, —v(8 + T)[W]é =

Donc on trouve B.

Et F: [H}0,1)x H(0,1)x H}(0,1) x L?(0,1)]*> — R est un application linéaire définie
par

F(,,0.q) = [y i@de + [} hothdz + [ hywdz + [ hy [T G(y)dydz.
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Maintenant, pour V = H}(0,1) x H(0,1) x H(0,1) x L*(0,1) muni de la norme :

I (e, w,0) V=1l (0o + 0+ lw) I3+ | (we = L) Iz + | ¥ 112 + 11 |12

. et utilisant I'inégalité suivante :

1 1
/ (& 442 + ul)de < / (0o + 6+ 102 + (W — )2 + 02z, (29)
0 0

Pour 1 assez petit, B et F sont bonrés, de plus par la définition de B on a :

1 1 2
B((¢,v,w,q), (¢, ¢,w,q)) = k/o (¢x+w+lw)2d%’+(5+7)/g q2dw+b/0 Vrd
1 1 1
2 2 N2
—i—pg/o P dx+p1/0 pdx +k0/0 (wy — lp) dx
1 x 1
o3+ L (@ + [ was
2 12
2k/0 (Yo + ¢+ lw) d:c—l—ko/O(wx lp)*dx

tot 40 [ ([ i

1 2
—l—(ﬁ+7)/ q2dx+b/ Vidw
0 0
>k wat w3 +ko || we — Lo |5 +b || ¥ |5+l ¢ I3
> min(k, ko, b,¢) || (¢, ¥, w,q) |}
>cl (o, 0w, q) I}

D’ou B est coercive.
Par conséquent, d’aprés le théoréme de Lax — Miligram, la formulation variationelle

admet une solution unique tel que
e HN0,1), ¢ € HY0,1), w € H(0,1), ¢ € L*(0,1).

Par substitution ¢, 1, w et q respectivement dans (2.4);, (2.4)3, (2.4)5 et (2.4)s, on
obtient

we HN0,1), v e HY(0,1), w e HX0,1), 8 € H-(0,1).
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D’autre part, si (¢, ®,§) = (0,0,0) € H(0,1), w € H}(0,1), g € L*(0,1), (2.8) réduit

1 1 1 1
k‘/ (pz + ¢ + lw)gdx + kol/ (wy — lp)pdx + pl/ opdr = / higdzx. (2.10)
0 0 0 0
Alors, on a
1
/ (ko + 16 + w)s — kol(ws — 1) + prio — hy)@da = 0
0

Ce qui implique que pour tout ¢ € H(0,1)
—kpe = Kby + 1k + ko)w, — (Kol + p1)e + hy € L*(0,1). (2.11)

Par conséquent, d’aprés la théorie de la régularité des équations elleptique linéaire, on
trouve

o€ H?(0,1) .

Par ailleurs, (2.10) est également vrai pour tout ¢ € C1([0,1]),¢(0) =0 C HL(0,1).
Ainsi, pour tout ¢ € C*([0,1]),#(0) =0, on a

1 1
k/ Oy Opdr — / (ke + Uk + ko)wy — (kol + p1)e + hi)pdx = 0.
0 0

Donc, en utilisant l'intégration par parties, on trouve

1 1
0 0

1

1

D’aprés les conditions au bord

klpadly =0
¢:(1)9(1) — ¢:(0)p(0) =0
on obtient
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0. (D)p(1) = 0,6 € C(]0,1]), ¢(0) = 0.

On déduit que

De méme, nous obtenons

(

b = —kps — (k + p2)tb — lkw — y(B +7) [, qddz + hy € L2(0,1).

|~ = 1We = (B+7)ps [y a(y)dy + ha € L2(0, 1).

Donc nous avons
Y,w e H2(0,1) , g € H2(0,1) , w,(0) = ,(0) = 0.

Enfin, I'application de la théorie de la régularité des équations linéaires elliptiques
garantit l'existance d’un unique ¢ € D(A) tel que (2.3) est satisfaite .

Par conséquent, en utilisant les lemmes (2.1) et (2.2), nous concluons que I'opérateure
A est maximale monotone. Ainsi, par le théoreme de Lumer-Philips nous avons le
résultat suivant

Théoréme 2.3 Soit ¢y € H, alors il existe une solution faible unique ¢ € C(R",H)
du probléme (1,4)-(1,5). De plus, si ¢y € D(A), ¢ € C(R?, D(A)) N C(RT,H).
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Chapitre 3

Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous montrons la stabilité exponentielle de 1’énergie de la solu-
tion du systéme (4), (5) en utilisant la technique des multiplicateurs. A cet effet, nous
avons besoin du lemmes suivante :

Lemme 3.1 Soit ¢y € H. Alors la fonctionnelle d’énergie définie par :

E(t) = %/Ol[msoHpM+b¢§2+p1w§+p392+Tq2+k(sox+w+lw)2+ko(wm—lsO)Z]dx
(3.1)

satisfait
E'(t)=-p /01 ¢*dx > 0.¥t >0 (3.2)

Démonstration En multipliant les équantions (4)1, (4)2, (4)3, (4)4 et (4)5 par ¢y, ¥y, wy, 6
et q respectivement

en multipliant I’équation (4); par ¢; et en intégrant sur (0,1) on trouve

1 1 1
p1 / Orppdr — k;/ oi(pe + U + lw),de — kol/ oi(w, — lp)dr = 0.
0 0 0
1
en intégrant par parties le terme / ©i(pz + 1 + lw),dz, on obtient
0

1

1
pl/ sotsottdx—k‘[wt(%+¢+lw)]é+k‘%(sox+¢+lw)dw—kol/ i (wy — lp)dr = 0.
0 0
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Les conditions au bord permettent d’écrire la derniére égalité sous la forme

1

1 1
gpfdm + k/ Out(Yz + U + lw)dx — k‘ol/ oi(wy — lp)dr =0 (3.3)
0 0 0

p1d
2 dt

Par ailleurs, en multipliant I’équation (4)s par 1, et intégrant sur (0,1), on trouve

1 1 1
oo / Vrtbudz — b / Grtouada + K / Guln + 6 + lw)dz + / dubad — 0.
0 0 0 0

et grace a la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord, on déduit

que

2dt/ wtdm+b/ @bxthdx%—k/ Uy gox+@/)+lwd:£+7/ ibdx = 0.

autrement dit, on trouve la forme :

2dt/wt +——/ ¢2d$+k/ (o 30x+@/1—|-lwd:r—l—7/ 0,de = 0. (3.4)

en multipliant I’équation (4)3; par w; et en intégrant sur (0,1) on trouve

1 1
p1 fol wywudr — ko/ wi(wy — lp)dx + kl/ wi(pz + U + lw)dx = 0.
0 0

1
En intégre par parties le terme / wy(w, — lp).dx, et utilisant les conditions au
0

bord on obtient la forme

pld !

1 1
> T widx + k:o/ Wt (W — lp)dz + k:l/ wi(pz + ¢ + lw)dz =0 (3.5)
0 0

De méme, en multipliant ’équation (4), par 6 et en intégrant sur (0.1), on obtient

1 1 1
p;;/ 00,dx + / Oq.dr + ’y/ O1)idx = 0.
0 0 0

La formule d’intégration par parties et les conditions au bord impliquent la forme

p3 d ) 1 1
«9 dx + 0q.dx —~ [ O, dx = 0. (3.6)

En multipliant 1’équation (4)5 par q et intégrant sur (0,1), on trouve
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1 1 1
7'/ qrqdx + ﬁ/ ¢*dx + / 0.qdz = 0.
0 0 0

en utilisant 'intégration par parties et les conditions au bord on obtient la forme

rd ! 9 !
—— g dr — / q-0dx = 0. 3.7

et donc en additionant les formes (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) et (3.7) on arrive a

1d
dt = Ed_/ pupf + pzw,? + bwi + plwtz + p392 + qu]d:c

d
%—t/ (02 + U+ lw)* + ko(w, + lp)?]dx
- [
D’ou (3.2).

Lemme 3.2 Soit (¢, 1,0, w,q) une solution de (4)-(5) . Alors la fonctionnelle

= Tp3 / / y)dydz

vérifier, pour tout £; > 0

1 1 1 1
ﬂ@g—@/wﬂm+q/@@m+4k+—)/q%m (3.8)
2 Jo 0 €1/ Jo

Pour la preuve en prenant la dérivée de Fj, en utilisant le quatriéme et cinquiéme

équations de (4), puis en intégrant sur (0.1) on trouve

1
Fl(t) = —,03/ 92dx+7'/ 2dx+77/ q¢tdx—ﬁp3/ / y)dydz.
0 0

Démonstration En intégrant 1'équation (4)s sur (0,z) C (0,1), puis en intégrant sur

(0,1) aprés la musltiplication par €, on trouve

/ /% @m+5/ / @m+/ /9@@—0

alors
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/ /qt dyd:c+ﬂ/ / dyd:c+/02dx—0
on déduit que
1 T 1 T
oy / / y)dydz = 7ps / 0, / q(y)dydz + 7ps / 0 / q(y)dydz.
0 0 0 0
d’ou

1
TP3— / / dyd:c—Tpg/ Qt/ y)dydz— p3ﬁ/ / y)dydx— p3/ 0 dz.
0

(3.9)
d’aprés (4); on a :
1
0r = ——qz — lwm
P3

En remplacant 6; dans (3.9), on trouve

1 1 T
Tpg_/ / y)dydz = T,Og/ e %)/ q(y)dydz
0
1
0

d’ou

—7'/ Qx/ dydﬂf—T’y/ wm/ dydaz pgﬂ/ / y)dydx — p3/ 0%dz.

En utilisant I'intégration par parties et les conditions au bord, on obtient

Fl’(t):—pg/ 0 d:v+7/ q d:)s+77/ q¢tdx—ﬁp3/ / y)dydz.
0 0
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En appliquant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz avec £; > 0, on obtient

1 1
Fl(t) < Ps/ 02d:p—|—51/ wfd:p—l—c<1+ )/ ¢’dz.
2 Jo €1/ Jo

Lemme 3.3 Soit (¢, 1, w, 0, q) une solution du probléme (4)-(5). Alors la fonction-

_ P2 / / () dyda

1

Fi(t) < '022/ wtdx+52/(g0x+w+lw)2d:x

0
1 1 1 1
+63/ ¢§daﬁ+c<1+—+—>/92daz+0/ qua‘:.
0 €2 &3 0 0

pour la preuve en utilisant la deuxiéme et le quatriéme équation en (4) et I'intégration

nelle

vérifie, pour tout 5,3 > 0,

(3.10)

par parties , nous obtenons

b
Fi(t) = —p2/ wfdzz:— qz/Jtda:erg/ 0*dx — pg/ 0. dx
k;
p3/ / <p$+¢—|—lw)dydx

Démonstration En multipliant I’équation (4), par / Y (y)dy et en intégrant sur
0
(0,1), on voit que

o3 /0 L) /0 )y + /0 . /0 " puy)dyde + /0 e /0 " u(y)dydz = 0.

et grace a la formule d 'intégration par parties avec les conditions au bord, on déduit que

1 T 1 1
s / 6, / oly)dyda — / e — / YRdz = 0.
0 0 0 0

D’aprés I'égalité précédente, on a

28



pg—/ /wt )dydz —pg/ et/ Uiy dydx—l—pg/ /wtt Vdydz
:/0 qwtdx+7/ wtdx—i—pg/ /z/;tt )dydz

1

D’aprés (1.4); on a

d’ou
P d 7 / / Yy(y)dyde = —— qwtdx — P2 % dx
vodt 0,

= —7 Q@/)tdif — P2 @Zit dx

0
_bps

1
0, dx
Y

k’
p3/ / 90x+¢—|—lw)dyd:v—|—p3/ 02dz.
0

Par l'intégration par parties et les condition au bord

1
b
/ wtdw—— o+ / s~ ewx
kp:z

(sox + w + lw)dydx
Y Jo 0

En appliquant alors linégalité de Young et linégalité de Poincaré, on obtient

1
Bt < wmez/ (60 4+ + lw)2d

0

11 !
+53/@/1d:1:+c<1+—+—>/ 02dx+c/ ¢dx.

€2 &/ Jo 0

Lemme 3.4 Soit (p, %, w, 0, q) une solution de probléme (4)-(5). Alors la fonction-

nelle
1
Fy(t) = —m / (pr + ww,)da
0
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satisfait,

1 1 1 1 1
F(t) < —pl/ gofdx—m/ wfdx—l—c/ ¢§d$+ko/ (wm—hp)Qd:l:—l—c/ (utio+lw)’de.
0 0 0 0 0
(3.11)
En utilisant (4)-(5), on obtient

1 1 1 1 1
Fi(t) = —p1 / prdz—p / widr+k / (ottp+lw) de—Fk / (e t+lw)dz+ko / (w,—lp)*dz
0 0 0 0 0

Démonstration : On a

1

d 1 1 1 1
Py (s +wwy)dr = —pl/ wfdw—pl/ wfdfr—m/ ((sosott—m/ wwy)dx.
0 0 0 0 0

(3.12)
En multipliant (4); par ¢, et on intégrant sur (0,1), on trouve
1 1 1
pl/ Pppdr — k/ (e + ¥ + lw),dx — lko/ o(w, —1lp) =0
0 0 0
d’ont
1 1 1
pl/ opudr = k’/ o(pe + U + lw)de + lko/ o(w, — lp)dz (3.13)
0 0 0

puis, en multipliant (4)3 par w, et on intégrant sur (0,1), on trouve

1 1 1
pl/ wwydr — ko/ w(w, — 1), + lk/ w(p, +¥ +1lw) =0
0 0 0
d’ou

1 1 1
,01/ wwydr = k’o/ w(w, — 1)y — lk/ w(pe + 1 + lw)dx (3.14)
0 0 0
En remplgant (3.13) et (3.14) dans (3.12), on trouve :
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d 1 1 1 1
—pig | (petww)dr = —p / pidr — pr / widz — /f/ P(pa + ¥ + lw)adz
0 0 0 0

1 1
_lkg/ o(w, — lp)dr — ko/ w(w, — ly)dx
q 0
Hk/ w(py + ¢ + lw)dx
0

d’otu, a 'aide de la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord on

obtient

4 ! 1 1
—pi— | (pp: +wwy)dr = —p / ©2dr — p / w?dr — k/ ©u(pe + 1 + lw)dx
0 0 0

_lkg/ o(w, — lp)dr — ko/ W, (w, — lp)dx
q 0

Hk/ w(p, + 9 + lw)dx
0

On ajout le terme —k/w(cpx + ¢ + lw)dx + k/w(goz + 1 + lw)dx , on trouve

1

d 1 1 1
—p1— | (ppr + wwy)de = —P1/ Ol — pl/ widr — k/ Or(0r + ¥ + lw)dz
—lko/ p(w, — lp)dr — ko/ W, (we — 1)
q 0
+k | w(p, +¢ +lw)de
0
—k/¢(¢z + ¢ + lw)dx — k/¢(90m + 1 + lw)dx.
d’ou

1
Fi(O) = —ng [ g+ wuda

1 1 1
= —pl/ pidz — pl/ wydz + k/ (o + 9 + lw)*dz
0 0 0

1 1
k /0 Wn + & + lw)de + ko / (w, — ) da.

0
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En utilisant les inégalités de Young et de Poincaré, on trouve

1 1 1 1 1
F(t) < —pl/ gofdx—m/ wfdx—l—c/ ¢§d$+ko/ (wm—ltp)le’-i-C/ (ut+lw)’dz.
0 0 0 0 0

Lemme 3.5 Soit (¢,v,w, 0, q) une solution de probléme (4)-(5). Alors la fonction-

nelle

Fy(t) = ps fy dibde
vérifie
bl 1 L2l 1
Fi(t) < —5/ Yidr + p2/ Yidr + ;/ (¢ + 0 + lw)dz + c/ 0*dx.  (3.15)
0 0 0 0
Démonstration On a :
d 1 1 1
pus [ vde = o [ oty [ v (3.16)
dt Jo 0 0
En multipliant ’équation (4), par v, on trouve
1 1 1 1
R R T R e
0 0 0 0
D’aprés I'inégalité précedent

d (! B vy 1 B 1 - 1
PQE/O W»Dtdx—m/o ¢tdx+b/0 V)ydx k/o V(o + ¥ + lw)dz 7/O W0, dz.

d’ou, a l'aide de la formule d’intégration par parties avec les conditions au bord on

obtient
d 1
Fi(O) = pog | s
0
i 1 1 1
= ,02/ Yide — b/ Vidw — k/ oz + 1 + lw)dx — ’y/ Y0dx.
0 0 0 0
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En utilisant les inégalités de Young et Poincaré, on obtient

b 1 1 k? 1 1
Fi(t) < -5 / Yidr + p2/ Yidr + 0" / (z + ¢ + lw)?dz + c/ 0*da.
0 0 0 0

Lemme 3.6 Soit (¢, 1, w, 6, q) une solution de probléme (4)-(5). Alors la fonctionnelle

F5(t) = —p1 [y or(we — l)dz — py [ wilips + ¥ + lw)da
vérifie

1 1 1 1 1
Fi(t) < —lk:g/ (wx—lgo)2dx—l% wtdx+lp1/ gofd:z:—l—lk/ (gox+@/1+lw)2dx+c/ Yid.
0 0 0 0 0
(3.17)

Démonstration On a

1

d, [* 1
ﬂla(/ pi(w, — lp)dr — p1/ wi (e + 1 + lw))de = —01/

L, /(f) 0 0

1
Wy (P + ¢ + lw)dr — py / wi(pz + ¥ + lw)dx
0
(3.18)
. D’apres (4)1, (4)3, on a

—p1oy = —k(pe + ¢ + lw), — lho(w, — lp).
—prwy = —ko(wy — 1)y + k(pr + ¢ + lw).

Donc, on trouve
—p1 fol o (wy — lp)dr = fol(—k(gox + 1+ lw), — lko(wy — 1)) (w, — lp)dx .
- fol Wy (e + ¥ + lw)dr = fol(_ko(wm — 1)y + k(s + 0 + lw)) (pr + ¥ + lw)dx.

En utilisant l'intégration par parties et les conditions au bord on obtient

1 1 1
p1 / ou(wy — lp)dx = k/ (pz + ¢+ lw)(w, — lp)dr — lko/ (wy — lp)?dz. (3.19)
0 0 0

1 1 1
pl/ Wy (@r + 9 +lw)dr = —ko/ (g&x%—w%—lw)(wx—lgp)rd:m—lk/ (g +1 +lw)*da.

0 0 0
(3.20)
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En remplacant (3.19) et (3.20) dans (3.18) on obtient

m%(/ol pr(w, — lp)dr — pr /01 wi(py + ¥ + lw))dx = /f/ol(%: + U+ lw)(w, — lsa)mldx
—lk:o/O (wy — lp)dx —/)1/0 pr(w, — lp)da
—ko /01(%~ + ¢+ lw)(w, — lp),dz
+1k /1(% + 9 + lw)*dx
0

1
—p1 / wi (e + P + lw)dz.
0

D’aprés I'intégration par partieset les conditions au bord, on obtient :

4 [ 1 1 1
dt(/ oi(w, — lp)dr — pl/ wi(pz + ¢ + lw))de = —lko/ (w, — lp)?dx — lpl/ rdx
0 L o 0
lk/ (0p + U + lw)*dx — pl/ Yywyd.
0 0

En appliquant I'inégalité de Young, on trouve

1 1 1
Fi(t) < —lk;o/ (wp—lp)*dx ——/ wtdx—i-lpl/ p dx—i—lk/ (Quttp+lw)?dr+c wtdaj
0 0 0

Lemme 3.7 Soit (¢,v,w,6,q) une solution de probléme (1.4)-(1.5). Alors sous la

condition k = kg, la fonctionnelle

1 x 1 x
Fy(t) = —,01/ (wx—lw)/ wt(y)dydrc—pl/ sot/ (e + ¥+ lw)(y)dyda.
0 0 0 0
vérifie

B 1 1 1 1
Fj(t) < %/ gofda:—ko/ (wx—lgp)Qdaz+p1/ wfda:+k/ (@++lw) da:+— %
0 0 0 0
321
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Démonstration On a

d (! T 1 @
proy Ol(wx—lsﬂ)/o wt(y)dydx—m/O got/O (0 + 1 + lw)(y)dydz =

T 1 x
—p1 / (we — L), / wy(y)dydr — py / (wy — 1) / wy (y)dydzx
0 . 0 0 1 2 0

1
—p / i | (pa+ ¢ +1lw)(y)dyde — pr / sat/ (2 + ¢ + lw)i(y)dydz.
0 0 0 0
(3.22)
D’aprés (4); et (4)s3, on a

prew = k(ps + U + lw), + lko(w, — 1)

(3.23)
P1Wy = kO(wx - lsp)ac + lk((pw + ¢ + lw)

En remplacant les formes de (3.23) dans (3.22), on obtient
1

d x 1 x
—mal (w0, = lp) I/O wi(y)dyda —101 /O 1 /0 isoz+w+lw)(y)dydx=
—mé (wx—lw)t/o wt(y)dydw—/o (wx:lw)/o (ko(wg —1)s + k(s +v +1w))dydz
—/0 (k’(%+¢+lw)x+5ko(wx—lsO))/O (@0 + 1 + lw)(y)dydx
1 x
—p1 /0 © /0 (92 + ¥ + lw)(y)dydz.

a l'aide de la formule de I'intégration par parties et les conditions au bord, on obtient

1

d X
—P ls@)/ wi(y dyd:v—m/ sot/ (¢z + ¢ + lw)(y)dydr =

/ wm/ wtdyda:—i-pll/ got/ wtdydac—ko/( . — lo)2dx

—lk;/ —lp) / (pz + ¢ + lw)dydx + k/ (¢r + ¥ + lw)*dx
0

—lko/ / (%—Hﬂ%—lw dydx—pl/ SOt/ Yredydx
/ gpt/ wtdydx—pll/ got/ wydydz.
0
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ceci implique que

1 1
Fi(t) = pl/ w?dr — ko/ (wy — lp)*dx
0 0

1 T

+i(k — ko)/o (W, — lgD)/O (e + ¢ + lw)dydx (3.24)

1 1 1 x
+k/ (soz+¢+lw)2daf—p1/ wfdx—pl/ ‘Pt/ Yidydz
0 0 0 0

En appliquant les inégalités de Young et de Cauchy-Schwarz avec k = kg, on obtient

1

. 1 1 1 1
Fi(t) g—zpl / 2 dr—kg / (w,—1l)*da+p, / widr+k / (90x+1/1+lw)2d:c+% / Yidr.
0 0 0 0 0

Lemme 3.8 Soit (¢, %, w, 0, q) une solution de probléme (4)-(5) et (6). Alors la fonc-
tionnelle

1

1
b
Fi()= g [ st 0+tw)da+ 22 [ g
0
bps (p1 pa\ [° bipr p2\ [

g k 1 b 1
bl bl
e / bepdr + 222 | wds.
ko Jo ko Jo

vérifie, pour tout 4,65 > 0

) k 1 ) 1 ) 2b2l2 1 )
Fi(t) < —5 (pr + ¥ +lw)de + 24 | wide + ’ Yida
0 0 0

1 1 1 1 1
—|—€5/ (w, — lp)*dx + ¢ (1 + —) / Yidr + ¢ (1 + —) / ¢dr (3.25)
0 €4/ Jo €4/ Jo

1 1 1
+c (1 + —) / 0*dx + i{/ 0. (pr + 0+ lw)dx.
0 7T Jo

€s
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Démonstration On a

1
Fi(t) = p2 ¢tt 0 + U+ lw)dm +PQ/ Ui(@r + U + lw)dx
0

b b b
+ﬂ Pugdr — e sotwmdx + % (& — @) / O prd
0

k), Tk ED

bps (p1 p2 / b/pi  p2 /

A Y o) _ (= _ 3.26
+ S <k b) | 9g0ttdx ’y<k ) i qt(tpx+w+lw) (3.26)

bipr  po /

v ( k ) b > 0 9(ex "’fb

bl? bl bl
20 [ 2dr 4 2P wabd + ﬂ wtwtdx.

ko Jo ko Jo ko Jo

Maintenant, en utilisant les équations (4)-(5), on obtient

prou = k(pe + 1 +lw), + Tko(w, — o).
prtt - b¢xw - k(SOx + w + lw) - 7‘91
P1Ws = kO(wx - l(p)m - lk((px + ¢ + lw)

En utilisant I'intégration par parties et les conditions au bord, on trouve

1
/wtt @z + 9+ lw)d /wm sox+¢+lw)dw—k/0(sox+¢+lw)2dm

—7/0 0, (¢z + ¥ + lw)dz
(3.27)

b lk
blk:

bps (p1 p2 ! _bpsk rp1 p2 !

bpslko (p1 P2 /1
— == 0 —lp)d
* Vp1 (k‘ b) 0 (we = lp)dw

_ bpsk (p1 po /1
= (k: b) 0. (pr + U+ lw)dx

9
bpslko [ p1 ,02/
— == 0 —lp)d
+7p1 (k b> 0 (we = lp)de

(3.28)

(3.29)
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—b<&—@)/lqt(%+w+lw)dx: %<%—%)/01 (o + 9 + lw)de

vy \k b 0 T
b
2 (——— / O (ipn + 1 + lw)da
T
(3.30)
bl? ! 21)2l2
0 Jo 612 (3.31)
/ Yo, dx
blp: 2
g wttwdx = -l wz W, dx — bl w ©r + U+ lw)dx (3.32)
o Jo

En remplacant (3.27), (3.28), (3.29), (3.30 ), (3.31) et (3.32) dans (3.26), on obtient

1
Fit) = —k / (o 4+ + lw)da - / a0+ 1 + lw)dr + po / R
b
+,02/ wt dx + pQZ/ wtwtda: — / ’l/)t xtdl’ 4+ — P3 & - / Htgotdx

bpsk bpslk
_ 2P (ﬂ—— /9 (0 + 0 + lw)da + L2 O(pl p2 /wa lp)da
vp1 \k o1 \k

Zf <E—%2)/1Q(%«+¢+lw) x—%(%—%)/ﬂlq%d:ﬂ

P 1 b 1
bp po bl rp1 pa2 bl*po / 2
( —) / qdr — — <? ?> /0 quydx o o Yy dx

2()2l2 bl2
/w /de + = wtlptdx

En appliquant 'inégalité de Young avec k = ky, on obtient

ko[ ! 20212
Fi(t) < —5/ (cpx+w+lw)2dx+s4/ w?dx + / Yidx
0 o

1 1
+£5/(wr—lcp)dx+c< )/¢fdm+c<1+1)/q2dx
0 0

1 1
€5 0 YT Jo

Lemme 3.9 Soit (p, %, w,0,q =) une solution du (4)-(5), on suppose que & = 0 et
k = ky. Alors pour 1 assez petit le probléme (1.4), (1.5) et (1.6) est exponentiellement

stable, c’est a dire, il existe deux constante strictement positives R et r telles que la
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solution du probléme (4), (5) et (6) vérifier
E(t) < cope™ "Vt > 0.

telle que ¢q et ¢; sont des constantes positives.

Démonstration Pour tout N, N; > 0, on a

L(t)=NE(t)+ > NFi(t).

=1

(3.33)

(3.34)

En combinant (3.2), (3.8), (3.10), (3,11), (3.15), (3.17), (3.21) et (3.25), on obtient ainsi

b2
Ny = Ng =20, Ny = =Ny, Ny = 2

On obtient

1 1

£,<t) S —lpl/ QO?dI - [lpl - €4N7]/ wtzdx - [Qlk' - €5N7]

N7 — €3N2 — C:| / ’gbidflf
0

| 2k
P2 1 !
— —NQ—ElNl—CN7 (1+_>_C:|/ wgdl’
=2 €4 . 0
1
- k<§—9l2 N7 —eaNy — ¢ /(g0$+w+lw)2da:

39

1
(ww - 90)2dx

0 0 0
[ 1 1 1 !
— @Nl_CNQ <1+—+—) —CN7 <1+—):| / 92d(L’
| 2 €9 €3 €5 0
r 1

L 0
[ 1 1 1

— 5N—CN1 (1"'—) —CNQ—CN7 <1+—):| / qu.T
L €1 €4 0

(3.35)



pgNz 7k?N7 9b2l2N7 lpl lk

= = — btient
AN, T 16N, T akN, Tt T aN T Ty onorHe

De plus, en fixant ¢; =

1 l 1

Li(t) < —lpl/ 2y — L1 ,?d:c - lk/ (wy — lp)2da
Jo 2 (}V 0 .

_ %Nl —¢N, (1 + Fz) — cN7(1 + ]\G)] / 0 dx

P2 b2l2
— |== Ny — eN;(1+ Ny) —c wtdx— N7—c 1/1d:z: (3.36)

L 4
A 1

—=k<1—3l) <4+31) :|/0(90x+77/1+l$)

— |BN — eV, (1—1—&)—0]\72—0]\]7(1—1—]\77)1 /1q2dx.
i N, 0

1
A ce point, pour [ assez petit et H est un espace de Hilbert et 1 3l > 0 on choisit

N7 assez grand

=N s et R s) (s v —eso
Qp = m 7 Cc et o = 4 1 7 Cc .

Ainsi, on choisit N, assez grand tel que

o = %NQ — eNo(1+ N7) — ¢ > 0.

De plus, on prend N; assez grand tel que

N.
s = BNy — Ny (14 22) — eNo(1 4+ Ny) > 0.
2 N

D’autre part, en combinant (3.1) et (3.34), et utilisons les inégalités de Young, Poincaré
et de Cauchy-schwarz. Nous avons

(N = )E(t) < L(t) < (N + ) E(t). (3.37)

De plus, on prend N assez grand tel que

N
044::ﬁN—cN1 (1—|—F1)—cN2—0N7(1+N7)>Oeta5::N—c>O.
2
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Par conséquent, (3.36) et (3.37) respectivement, deviennent

1 I 1 1 1
L'ty < —lpl/ idr — ik wldr — lk:/ (w, — lp)*dx — ag/ 0*dx
170 21 0 70 01

—a2/ Vidr — oz()/ Vidr — 041/ (¢r + U + lw)?dz — a4/ ¢*sx.

0 0 0 0

et
as E(t) < L(t) < agE(1).

ol ag =N +ec.

En utilisant (3.1), l'inégalité (3.38) devient
L/(t) < —cE(t), V>0,
ol ¢ = 2 Une intégration simlpe de (3.40) sur (0,¢) donne
Q6

L(t) < L(0)e "Vt > 0.

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

Finalement, en combinant (3.39) et (3.41) il obtient (3.33), ce qui terminer la preuve.
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