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Introduction

INTRODUCTION :

La méthode Monte-Carlo, désigne toute méthode visant a calculer une
valeur numérique en utilisant des procédés aléatoires, c'est-a-dire des techniques
probabilistes. Le nom de ces méthodes, qui fait allusion aux jeux de hasard
pratiqués a Monte-Carlo, a été inventé en 1947 par Nicholas Metropolis, et
publié pour la premicre fois en 1949 dans un article on-écrit avec Stanislas
Ulam.

Les méthodes de Monte-Carlo sont particulierement utilisées pour calculer des
intégrales en dimensions plus grandes que 1 . Elles sont également couramment
utilisées en physique des particules, ou des simulations probabilistes permettent
d'estimer la forme d'un signal ou la sensibilité d'un détecteur. La comparaison
des données mesurées a ces simulations peut permettre de mettre en évidence
des caractéristiques inattendues, par exemple de nouvelles particules.

La méthode de simulation de Monte-Carlo permet aussi d'introduire une
approche statistique du risque dans une décision financiere. Elle consiste a isoler
un certain nombre de variables-clés du projet, tels que le chiffre d'affaires ou la
marge, et a leur affecter une distribution de probabilités. Pour chacun de ces
facteurs, un grand nombre de tirages aléatoires est effectué¢ dans les distributions
de probabilité déterminées précédemment, afin de trouver la probabilité
d'occurrence de chacun des résultats.

Le véritable développement des méthodes de Monte-Carlo s'est effectué sous
I'impulsion de John Von Neumann_et Stanislas Ulam notamment, lors de la
Seconde Guerre mondiale et des recherches sur la fabrication de la bombe
atomique. Notamment, ils ont utilisé ces méthodes probabilistes pour résoudre
des équations aux dérivées partielles dans le cadre de la Monte-Carlo.

Dans ce theme on utilise

La méthode Monte-Carlo pour calculs des intégrales multiples.




1- Principe de Ia méthode
2-Rappels sur les intégrales multiples

3—- Rappels sur les nombres aléatoires
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1- Principe de Ia méthode :

Le mode usuel de résolution d'un probléeme consiste a indiquer un
algorithme qui permet de trouver la valeur f exacte ou avec une précision

donnée.

Notamment, si 'on désigne par f | f ., ..., f _, ... les résultats correspondants

des opérations successives alors

f=1lm f ., ..(1)

n—->oo
et dans le cas d’'un nombre fini d’opérations le processus s’arréte a un certain

pas.

Le processus de calcul est dans ce cas strictement déterministe : en Iabsence

d’erreurs, deux calculateurs différents aboutissent au méme résultat.

Toutefois, il existe des probléemes dans lesquels la construction des
algorithmes de ce type est pratique impossible ou 'algorithme lui-méme s’avere

trop compliqué.

On recourt alors souvent a la simulation du principe mathématique ou
physique du probléme et on applique les lois des grands nombres de la théorie des

probabilités.

Les estimations f ., f ., ..., f ...de la grandeur cherchée f s’obtiennent par
traitement statistique des données  fournies par les résultats de certaines

expériences aléatoires multiples.

Dans ces conditions il faut que la variable aléatoire f = converge en
probabilité pour n — oo vers la grandeur cherchée f, c'est-a-dire que pour tout

€ > 0 on ait la relation limite

lim PAIf ~faD =1, - (2)
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ou P désigne la probabilité correspondante.

Le choix de la grandeur  f°est conditionné par des particularités concretes

du probleme.

Par exemple, on entend souvent par grandeur cherchée f la probabilité
d’un certain événement aléatoire (ou pour plus de généralité, I'espérance

mathématique d’une certaine variable aléatoire).

Alors, la fréquence f d’un événement dans n expériences aleatoires (ou,
respectivement, la moyenne empiriques des valeurs d’'une variable aléatoire) peut
étre considérés sous des hypotheses tres laches comme une estimation probabiliste

de la variable cherchée. D’autres variantes sont également possibles.

Constatons que dans ce cas le processus de calcul est non déterministe,

puisqu’il est défini par les résultats des expériences aléatoires.

Les modes de résolution des problemes faisant appel aux variables aléatoires

ont recu le nom général de la méthode de Monte-Carlo.
Plus précisément par méthode de monte Carlo.

On entend 'ensemble des procédés qui permettent d’obtenir la solution des
problemes mathématiques et physiques a l'aide des expériences aléatoires

multiples.

Les estimations de la grandeur cherchée se déduisent statistiquement et ont

caractére probabiliste.

Pratiquement les expériences aléatoires sont remplacées par certains calculs

appliqués aux nombres aléatoires.

L’utilisation efficace de la méthode de Monte- Carlo est devenue possible

grace aux calculateurs électroniques rapides, car pour obtenir des estimations
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suffisamment exactes de la grandeur cherchée, il faut réaliser le calcul d’un tres
grand nombre de cas particuliers et dépouiller ensuite la statistique d’un volume

énorme de données numériques.

Remarquons qu’en utilisant la méthode de Monte —Carlo aucun besoin n’est
de connaitre les relations précises des grandeurs données et recherchées du
probleme, il suftit de dégager seulement I’ensemble des conditions qui définissent

la manifestation du phénomene observé.

Cette circonstance rend possible Dapplication de la méthode de Monte-

Carlo aux problemes logiques.

2-Rappels sur les intégrales multiples :

2.1-Intégration unidimensionnelle :

A titre d'exemple, nous décrivons ici une des applications les plus simples de

simulation de Monte-Carlo : I'intégration d'une fonction dans une région bornée.

Comment calculer l'intégrale entre a et b de la fonction représentée dans

I'lllustration ci-dessous ?

ACCESS

fix) 4

a \/4‘) .

Si aucune primitive de f(x)y n'est connue, l'intégrale ne peut pas étre calculée

analytiquement. Mais si fx) peut étre facilement calculée en tout point de
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l'intervalle [a, b], on peut obtenir une bonne approximation de la valeur de cette

intégrale par des méthodes numériques.

Il existe de nombreuses méthodes d'intégration numérique. La plus simple (et

aussi la moins efficace !y consiste a diviser l'intervalle [a, b] par N rectangles

adjacents (image inférieure de I'lllustration ci-dessusy. La hauteur de chaque
rectangle est égale a la valeur de f(x) pour x pris au milieu de la base du rectangle.

La somme (algébrique) des aires de

ces rectangles est une approximation de l'aire (algébrique) sous la courbe
représentant f(x), c'est a dire l'intégrale I recherchée.
N b—a N

N
I%Zk.f(:c@}=f3.2f($¢}= I -Zf':xé]'

i=1 i=1 i=1

Si f(xy a un comportement suffisamment régulier, et si les rectangles sont
suffisamment étroits, alors 1'aire ainsi calculée sera une bonne approximation de la

valeur de l'intégrale.

Notez que cette approximation de l'intégrale est, a un facteur géométrique
de normalisation pres, la somme des valeurs de fx) prises sur des points

régulierement répartis dans la région d'intégration.

2.2-Intégrale multiple :

Que se passe-t-il si nous utilisons la méme approche dans le cas d'une

intégrale multiple ? Nous rencontrons deux difticultés :

D'abord, la région d'intégration n'est plus définie par une paire de nombres
comme précédemment, mais pas une ¢hyper-y surface fermée dont la forme peut
étre trés compliquée méme pour des problémes simples, et impossible a décrire

analytiquement.
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La deuxieéme difficulté est encore plus grave. Revenons un instant 3
l'intégrale simple, et supposons que nous ayons décidé d'utiliser 100 rectangles.
Puis envisageons une intégrale multiple a 100 variables, et décidons de conserver
sur chaque axe la méme résolution que dans le cas de l'intégrale simple. Nous
devrons alors définir 100100 hyper-rectangles, un nombre au-delad des capacités

des ordinateurs les plus rapides.

Cette difficulté est absolument universelle, et se retrouve dans toute
technique locale, qu'elle soit déterministe ou probabiliste. Elle porte le nom

facétieux de "malédiction de la dimensionnalité".

Notez que le nombre de rectangles est choisi essentiellement sur la
base considérations portant sur la rapidité avec laquelle la fonction varie dans la
région d'intégration. Il n'est donc pas possible de réduire arbitrairement le nombre
de rectangles jusqu'a une valeur compatible avec des temps de calcul raisonnables,
sous peine de perdre tellement d'information sur la fonction que I'approximation

obtenue devienne grossiérement fausse.

3—Rappelles sur les nombres aléatoires :

3.1-Définition] : une grandeur ou une variable et dite aléatoire si sa valeur

dépend d’un événement aléatoire.
La variable aléatoire X est définie par la loi de répartition
PX<xy=¢p(x),

ot x est un nombre réel quelconque et ¢p(x) Une fonction connue
(fonction de répartitiony. Les valeurs de la variable aléatoire s’appellent nombres

aléatoires.
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Si une variables aléatoires muni d’une loi de répartition (uniforme,
normale....), on dit que les nombres aléatoires correspondants sont repartie par

cette loi.

3.2-Définition2 : soient x; ,Xy, .....Xp, ... les valeurs d’'une méme variable

aléatoires X fournies par des preuves indépendantes a conditions répétées. Alors la

suite des nombres aléatoires

n} ey

est dite aléatoire, a la loi de répartition correspondante. Dans ce qui suit nous
allons étudier en regle général des suites aléatoires (1) répartition uniforme sur un

segment unité 0 <x <1 .

Si (a, b)est un intervalle quelconque du segment [0,1] et v,, = v,(a, b), le
nombre d’¢léments de la sous suite finiex;,x,,..,X, appartenant 2
I'intervalle(a, b), alors pour la suite(ly a répartition uniforme on a la relation
limite suivante

lim, ., (M) —b-a. (2)

n

C’est-a-dire la fréquence relative limite de la suite { x,} répartition
uniforme sur [0,1] pour tout intervalle partiel (a, b)est égale a la longueur de cet

intervalle avec la probabilité 1.

Si la suite aléatoire { x,,} est repartie uniformément sur le segment [0,1], la

transformation linéaire

yn=A+(B_A)Xn (Tl = 1,2, ), (3)

ou A et B sont des nombres donnés, conduit a la suite aléatoire{y, } repartie

uniformément sur le segment[A4, B].
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Cas générale

{ x,} Suite aléatoires repartie uniformément sur le segment [0,1] permet de

construire suite aléatoire{y, } a la loi de répartition donnée ¢(y).

Soit

) =’ o) dt

La fonction de répartition correspondante, ot ¢(t)est la densité de

probabilité.

Pour simplifier supposons que la fonction

x=¢1)
Soit continue et strictement monotone .voir figure (3.1).

- X
—————————— — 1

X |

Xy !

| ¥

\ I

I I

— - =0 A2 |

] _g_ _-!,-_ £ S
Yz g Yn Y1 Y

Figure (3.1).
Alors, en définissant y, d’apres I’équation

xn=¢(yn) (1’1=1,2,...),
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on obtient pour x, la suite aléatoire {y,} munie de la loi de répartition

donnée ¢ (y).

Par construction, La suite {y,} vérifiée avec la probabilit¢ 1 La relation
limite

%(a,b)

limn—>00( ) =f,f<p(y)dy, -+ (4)

ouVy,(a, b)est le nombre d’éléments d’une sous suite finie VYoV

appartenant a l'intervalle arbitraire (a, b) .

En particulier, en posant

yZ

1 P
¢ ¥)=7ze 2,

on obtient de cette fagon la suite aléatoire canonique {y, } obéissant a la loi
normale (gaussienney et associée a la variable aléatoire Y d’espérance

mathématique MY=0et de variance DY=1. La transformation linéaire
Z,=Y,0+C m=1,2,..

donne une suite aléatoire { z,} a répartition normale qui correspond a la
variable aléatoire Z telle que lespérance mathématique MZ=c et la variance

DZ-= ¢2.

3.3-Méthodes d’obtention des nombres aléatoires -

Pour élaborer des nombres aléatoires on peut utiliser les résultats de processus
physiques aléatoires (par exemple, le jet des dés, la rotation de la roulette, le

scintillement du compteur Geiger, le bruit des transmissions électroniques, ...).

Il existe également des tables toutes prétes des nombres aléatoires.
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En toute rigueur, utilisant des dispositifs mécaniques, pour obtenir des
nombres aléatoires, on ne peut pas étre tout a fait sir que les événements

aléatoires considérés ont une répartition de probabilité donnée.

C’est pour quoi on soumet généralement les données obtenues a une

« vérification statistique par le hasard ».

Dans ce sens il est plus sur d’employer des nombres aléatoires tabulés pour
lesquels cette vérification est déja faite ; pourtant les nombres aléatoires tabulés
présentent de grands inconvénients pour le traitement des problémes sur des

machines digitales.

Pour résoudre les problémes par la méthode de Monte-Carlo il faut avoir a

sa disposition une grande quantité de nombres aléatoires.

Dans la pratique le plus commode est d’obtenir ces nombres avec des

détecteurs spéciaux couplés a une machine.

Leur fonctionnement est regle par des processus physiques aléatoires (par

exemple, par désintégration radioactive, bruits des tubes électronique).

La reproduction des nombres aléatoires associés au modele théorique donné
étant un processus délicat et compliqué, on se borne souvent en pratique 2
I’obtention de ce qu’on appelle les nombres pseudo-aléatoires qui grosso modo
ressemblent aux nombres aléatoires correspondants. Les nombres pseudo-

aléatoires sont tirés a partir des algorithmes assez complexes.

Dans ce qui suit, par «<nombre aléatoirey nous allons entendre les nombres de

ces deux types s’ils ne présentent pas différence substantielle.

Indiquons certains procédés bien simples pour obtenir des nombres

aléatoires, au sens généralisé, uniformément répartis sur le segment [0,1].
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Supposant pour simplifier que ces nombres sont des fractions décimales
propres des nombres fixe, s par exemple, de décimales significatives (fraction

décimale a s rangs), c'est-a-dire pouvant étre mise sous la forme

xq X2 Xg
X=—+—=+...+— ....(1
10 102 105 ’ ( )

ou & (j=12.. sont les chiffres de ces nombres, prenant les valeurs

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Pour former tableau des nombres aléatoires de la forme (1), uniformément
répartis sur le segment[0,1], il suffit d’indiquer les modes d’obtention des chiftres

a; en respectant les conditions suivants :

a) o; est échantillon aléatoire du systeme des nombres 0 a 9, toutes les
valeurs indiquées étant équiprobables et indépendantes.
b) Le choix des chiffres précédents o, ,...,; n’influe nullement sur

celui du chiftre suivant oc; ;.

Pour obtenir un nombre aléatoire s rangs, cet échantillonnage est repris s fois.
Il existe plusieurs procedes pour réaliser le systeme de sélection vérifiant les

conditions ay et by. Examinons certains d’entre eux.
1* placons dans une urne dix boules identiques numérotées de 0 a 9.
Tirons successivement de I'urne une boule et inscrivants son numéro o ,

Apres chaque tirage la boule est remise dans I'urne et, avant chaque tirage

consécutif, toutes les boules dans I'urne sont brassées.

2* on jette simultanément deux dés.Si n, et n,sont les chiftres amenés
(nq,n, = 1,2,3,4,5,6) respectivement par le premier et le deuxieme dé (les deux
dés doivent étre déférents)y, le chiffre successifs « du nombre aléatoire est pris égal

au reste de division de la somme
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6(n; —1) + n, par 10, ot n, . 6 c'est-a-dire o< c’est un entier non négatif

inférieur a 10 qui vérifie la congruence
6(n; — 1)+ n, =x (mad 10).

Si n; =6, on jette encore une fois les dés, la formule (2y n’entraine que le

chiffre « peut a probabilité égale prendre une valeur quelconque 02 9.

3* on prend un entier a s chiffres. Ce nombre est élevé au carré, puis on
choisit dans le nombre obtenue s chiffres moyens, ensuite le processus est repris. Si
s est suffisamment grand, par exemple S > 10, les chiffres choisis peuvent étre pris

a chaque étape comme décimales des nombres pseudo-aléatoires a s rangs.

Pour obtenir une suite de nombres pseudo-aléatoires on peut également
multiplier un nombre de plusieurs chiftres par un méme nombre et en tirer les
chiffres moyens ou élever au carré un nombre de plusieurs chiffres et calculer le

reste de la division du résultat par un nombre premier suffisamment grand.
4* Une suite pseudo-aléatoire {x,,} s’obtient a I'aide du processus

X -2 Uy ,

n=2

Up=1 Up11 =517Up (mad 242)-

5* On utilise le développent décimale d’'un nombre irrationnel positif
W=Bo, B1, B2, - Bsy . = Bo + (W),

ou f, estla partie enticre du nombre w et (w) sa partie fractionnaire

Pour obtenir une suite aléatoire{x,, }, on pose :

Xp= (L W) m=1,2....
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S’il faut obtenir une suite aléatoire composé de nombres a s rangs dans les

nombres (n w) on se borne aux rangs correspondants.

Pour résoudre certains problémes il faut avoir a sa disposition plusieurs suites

aléatoires
1 (2) (m)
Dans ce cas on choisit m nombres irrationnels positifs w; ,w, , ..... Wy,

L’énéairement indépendants sur le corps des rationnels pour admettre
x,&k)= mw,) k=12,...m; n=12,...).

On peut également prendre une suite aléatoire uniformément repartie {x,, }

et on tirer m échantillons :

{x1 Xm+1rX2m+1 }’

{xz . Xn+2 xz}

{x2, Xom Xzm, -},
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Tableau (1)

Des Rappels

Nombre aléatoires repartis uniformément sur le segment [0, 1]

0,57705 0,35483 0,11578 0,65339 0,66674
0,71618 0,09393 0,93045 0,93382 0,99279
0,73710 0,30304 0,93011 0,05758 0,24202
0,70131 0,55186 0,42844 0,00336 0,94010
0,16961 0,64003 0,52906 0,88222 0,60981
0,53324 0,20514 0,09461 0,98585 0,13094
0,43166 0,00188 099602 0,52103 0,35193
0,26275 0,55709 0,69962 0,91827 0,64560
0,05926 0,86977 0,31311 0,07069 0,64559
0,66286 0,31303 0,27004 0,13928 0,68008

En prenant les nombres non pas 'un apres autre, mais de m a m. Il est clair

que de cette fagon on aura m sous- suites reparties uniformément.

Ces méthodes ainsi que bien d’autres ont servi pour dresser des tables des
nombres aléatoires ; on s’en sert pour construire des nombres aléatoires ayant un

nombre déterminé de décimales.

A titre d’exemple voici une partie d’une telle table a cinq décimales (tableau (1y).
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1-Calcul des intégrales multiples par la méthode de Monte-

Carlo :
Soit la fonction

y=f (X1, %) cee v X))

Continue dans un domaine S .on va calculer I'intégrale m-uple

I- ff(s) e [ f (xq, X0 e X)) dxy.dxy .. dxyy, . (D)

Géométriquement le nombre I est le volume de dimension @m+1y d’un

cylindroide * droit dans I’espace O xy,x, xpy de base S et borné

Figure (1.1).
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Transformons l'intégrale (1y de facon que le nouveau domaine d’intégration

soit intérieur a un cube unité de dimension m.
Soit le domaine S intérieur a un parallélépipede de dimension m

a;< X SA’ (l =1,2, m) . (2)

Foisons le changement de variables
Xi= a;.(A; —a)&;  d=1,2,... my. )

Il est alors évident que le parallélépipede de dimension m (2) se transforme en

un cube de dimension m
0<¢ <1 a=1,2,...my b

et, par conséquent, le nouveau domaine d’intégration g, qui s’obtient

suivant les regles usuelles est intérieur a ce cube.

Voir figure (1.2) .

y=Fl&)

Figure (1.2).
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En calculant le jacobin de la transformation, on aura :

b g | A O
0 A, —a, ... 0
0 0 ... 4, —an
=(A;_a)(A, —ay)....(A—a,,).
Ainsi

I-ff ) J f(a1 + (A, — a1))51,a2 +(A,_a))é,, . cay + (A, — a)énm
(A, —a)(Ay — @) -...(Ay, — ayy) d & dE, ....dE,,

On pose: F(&1 .6 . Sm)-(A1_a) (A — ap) .. (A, —
am)f(a14(A1—a)éra, + (Az-a2)éy - am + (A — an)ém)

En introduisant les notations :

§=(142.. fm)
Et

do =d¢&;,d¢&, ...d¢&,,
d’ou
L-ff o [ E () do. ...(5)

Nous indiquerons deux méthodes de calcul de I'intégrale (5) par la méthode

des expériences aléatoires.
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1. 1-Premiere méthode -

Choisissons m suites aléatoires indépendantes uniformément réparties sur le

segment [0,1] :

(D) 1) W
W B0,
@ ;@ @ .
@& L EP
(m) ¢(m) m
m) g m

Les points M. (&X .(2),___, (m) i=1,2,.. euvent étre consideres
p l i p

2

comme aléatoires.

En choisissant un nombre N suffisamment grand de points My, M, ..... M,,
vérifions quels sont ceux qui appartiennent au domaine ¢ (premiere espece) et

ceux quin’appartiennent pas (deuxieme espece). Soit la figure (1.3).

Figure (1.3).
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YM; e pour 1=12...n . ©)
2yM; € ¢ pour i=n+1, n+2,...N s (6))
Par commodité nous changerons ici la numération des points.

Remarque :

II faut convenir a 'avance si les points de la frontiére ['ou certains d’entre eux

appartiennent au domaine g ou non.

Dans le cas général lorsque la frontiere [Mest lisse, cela n’a pas d’importance ;
mais dans des cas particuliers cette question doit étre tranchée en tenant compte

des conditions concreétes.

Pour vérifier les conditions (6y et 6y ont part dans les cas courants de la

donnée analytique de la frontiere I' du domaine o.
Dans le cas le plus simple, lorsque la surface I' est donné par I’équation

&0, %)
ou avec ¢ & <0 le point §€ g et avec @(§) > 0 le point EE g, on a:
1y si @(M;) < 0, le point M; est premiére espece.

2ysi @(M;) > 0,le point M; est deuxiéme espéce.

Les points M; tels que @(M;) = 0 sont attribués a la premiere ou a la

deuxiéme espéce par convention.

Constatons que ’équation (7) peut étre remplacée par n’importe quelle
équation équivalente, ce qui rend parfois les calculs bien plus faciles. Ainsi, pour
un cercle 1l est commode de remplacer I'inégalité

1
x*2+y*-x—y+ ZSO




Chapitre II  Calcul des intégrales multiples par Ia méthode Monte— Carlo

Par une inégalité équivalente
2 2
1 1 1
X —= --) <
(=2 +(r=3) =3
La deuxieme inégalité étant plus simple a vérifier.

Sile domaine g est donné par les inégalités

<& <E
G <& <SEED e, (8
w1 Eme1) S Em < &, (81 Em)

L’appartenance d’un point aléatoire M (51 & fm) a la premiere ou a la

deuxiéme espéce s’établit en vérifiant si ces inégalités sont respectées.

Tableau (2)

Schéma déterminant si le point aléatoire M (fl &m )appartient au

domaine (8)

En pratique, le plus commode est recourir au schéma du tableau(2).

Ici

p—

si giee E)

Ei- 0 si i ¢ [ii; El] )
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m) et E-=£ &, &, Iestévident que

Si€E=1 alors Meo;
Si€E=0 alors M¢og.

Remarque :

S1€;=0 (j < m) aucun besoin n’est de calculer les valeurs ultérieures

Ejs1,..Em, Puisquelles n’influent pas sur le résultat définitif.

La valeur de la fonction Y = F(M) ne se calcule que pour les points M tels
que € =1.
En prenant un nombre n suffisamment grand de points M; € g, on peut

poser I'approximativement

n
1
Ymoy = HZ F (M,),
i=1
d’ou il résulte la formule de I'intégrale cherchée
()
I=y moy 0= " ?:1 FMmM)y), . )
ou par g on entend le volume de dimension m du domaine d’intégration g.
Sile calcul du volume ¢ est difficile, on peut poser
n
o=~ —,
N
d'ou

1
I~ =%, F (M)).

23-
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Remarque :

Cas particulier :

Lorsque g est un cube unité (o = 1),la vérification devient superflue, c'est-
a-dire n =N et on a simplement :

- I F (M),

Exemple
Calculer approximativement par la méthode de Monte - Carlo I'intégrale

I=ffa x2+y2dxdy oo (10y

Ou le domaine d’intégration ¢ est défini par les inégalités suivantes :

=1 } ...(0)

!
Z
6
0 / Z: i
3 I X

24-
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Solution

L’intégrale (10 est donnée sous une forme réduite, c’est-a-dire le domaine o
donnée par forme réduite, c'est-a-dire le domaine d’intégration ¢ est intérieur au

Carré unité
0<x <10<y <1

Pour résoudre le probleme faisons appel au tableau(1) des nombres aléatoires
réparties uniformes sur le segment [0,1] en considérant chaque couple successif
des nombres du tableau comme les cordonnées correspondants x et y du point

aléatoires M (x, y).

Le calcul ayant un caracteére illustratif, bornons —nous a N=20 points
aléatoires en arrondissant pour simplifier leurs coordonnées a trois chiftres

décimaux. Les résultats du calcul sont portés sur le tableau(1), ou nous avons

posé
x:l,le,
=72
yx) =0, y(x) =2x—-1;
z=x*+y%.
Tableau(1)

Calcul de I’intégrale double (10y par la méthode de Monte-Carlo

X x X €1 y y (%) Y(X) & | €
0,577 | 0,500 | 1,000 |1 0,716 0 0,154

0.737 | 0,500 | 1,000 |1 | 0,701 0 | 0474

0.170 | 0,500 | 1,000 |0 | 0.533 0

0,430 | 0,500 | 1,000 (O 0,263 0

0,059 | 0,500 | 1,000 [0 0,663 0

0.355 | 0,500 | 1,000 |0 | 0.094 0
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0,303 [ 0,500 | 1,000 [0 | 0,552 0
0,604 | 0,500 | 1,000 |1 | 0,205 0 | 0,280 0,452
0,002 | 0,500 | 1,000 [0 | 0,557 0
0,870 | 0,500 | 1,000 |1 | 0,323 0 | 0,740 0,855
0,116 | 0,500 | 1,000 |0 | 0,930 0
0,930 | 0,500 | 1,000 |1 | 0,428 0 | 0,860 1,048
0,529 | 0,500 | 1,000 |1 | 0,095 0 | 0,058
0,996 | 0,500 | 1,000 |1 | 0,700 0 | 0,922 1,482
0,313 | 0,500 | 1,000 [0 | 0,270 0
0,653 | 0,500 | 1,000 |1 | 0,994 0 | 0,306
0,058 | 0,500 | 1,000 |0 | 0,003 0
0,882 | 0,500 | 1,000 |1 | 0,986 0 | 0,764
0,521 | 0,500 | 1,000 |1 | 0,918 0 | 0,042
0,071 | 0,500 | 1,000 [0 | 0,239 0 0
Z 3,837
D’ou
Zmoy = — Yy F(M;) = . 3,837 = 0. 96

Et donc d’apres la formule (7y en prenant en considération que

1
o= - Ona:
4

Sil’on pose approximativement

on obtient :

= Zioy .0 = 0,96 .5 = 0.24.

I~ 096 % —0,19.
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R emarquons que la valeur exacte de I'intégrale

1-L=022;
32

Et donc lerreur relative de (11) est égale a

_0,24-0,22
0,22

6 =9 %.

Certes, le nombre de points N=20 ne suffit pas pour faire manifester ici dans
leur pleine mesure les lois statistiques, néanmoins le résultat obtenu est satisfaisant

pour une estimation grossiere.

1.2-Deuxiéeme méthode :

Si la fonction F(&)= F(&3, &, ... &,,) est non négative,

Iintégrale I [ o [ F (&) do. Peut étre considérée comme le volume

d’un corps V dans 'espace 0 ¢, &, ... &, y de dimension (m + 1), c'est-a-dire

I=[f, d§;...d&ndy, - (12)

Ou le domaine d’intégration V est défini par les conditions

§=(1,§2 - $ml€ O, 0<y<F(.
Soit
0< F(§) <B. . (13)
Introduisant dans Pintégrale (12) une nouvelle variable
n=-1y, ....(14)

on obtient :

I1-B ff(v) ....fdfl’dfz o dépd,
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o le mnouveau domaine v est un cylindroide de Iespace
0&,, &, ... &, construit sur le domaine g et borné inférieurement par I'hyperplan

n = 0 et supérieurement par ’hyper surface

n=3F®

Voir figure (2.1).

K p=gre)
Tp oS
P
'Q‘- --\-7—’.

Figure (2.1).

En vertu de I'intégralité (13) le volume v est intérieur au cube de dimension

(m+1)

0< & <1 (i=12..m), 0<n <1

Prenons maintenant m+1 suites aléatoires indépendantes réparties

uniformément sur [0,1]

(£} &) e )
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dont les éléments correspondants sont considérés comme les coordonnées des

points aléatoires

M {e®P,6@, .6 G=12,..).

De lespace 0&,,&, ...&,, n. Si du nombre total de N points aléatoires n
points appartiennent au volume v et N—n points n’y appartiennent pas, on pose

approximativement pour N suffisamment grand :

I~B- ...(15)

=Z|=

c'est-a—dire
I=B.P (M € v),

ou le point M peut occuper avec la méme probabilité les positions

My, My, .... My, La relation

M ev

est vérifiée de méme qu’a la premiere méthode.

Remarque :

Si o est le cube unit¢é 0<§ <1 (i=1,2,...,m), pour le point

M; (fi(l), ¢ @ .. fi(m)m), dont toutes les coordonnées sont supposées appartenant

au segment unité[0,1] , il suffit de vérifier seulement les relations

1 1 2
ni < EF( (1), g),..., gln))

Considérons maintenant le cas général ou la fonction
FO) =f G182 -$m)
Est de signe variable.

Soit

29.
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_b<F@#)<B, .. (16)

ou b et B sont des nombres non négatifs.
Posons
F(§) =-b+ (B+Db)F($),

alors on aura :

ff(a) ..[ F(&®do=-bo+(B+b) ff(a) [ F(®doa,
ot la fonction n = (&), en vertu de I'inégalité(16), vérifie les inégalités
0<F®<1.
L’intégrale
fig~] F@do= [y .| dodn
Peut étre calculée par la méthode indiquée ci-dessus.

Pour évaluer la précision de 1’égalité approchée.

Io=ff(a) [ dodn=p (Mev) = ...(17)

n
N
supposons d’bord qu’on ait affaire aux suites aléatoires idéales des points M;

répartis uniformément (i = 1,2,...) et dont les coordonnées appartiennent au

segment unité [0,1].

En vertu du théoréeme de Bernoulli, lapplication de [Dinégalité de

Tchebychev donne.

Io(1-I¢) 1
p(lx—Tol<§) 21— >1- ——. .. (18)

En se donnant pour edonner d’une probabilité garantie

P(|%—IO|<€)21—5, .. (19)
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on obtient de I'inégalité (18) que la condition (19) a bien lieu si

1
VST ....(20)
On en déduit :
__1 (21)
S_Zm . vee s

Pour sa probabilité garantie est inversement proportionnelle a la racine carrée
' 1
du nombre d’épreuves : € = 0 (—).
VN
Cette circonstance conditionne une convergence relativement lente de la

méthode de Monte-Carlo : par exemple, pour diminuer de 10 fois I'erreur du

résultat, le nombre d’épreuves doit étre centuplé.
Sila précision de Iestimation € et la probabilité garantie 1-§ sont données,
on tire de la formule (20) le nombre d’épreuves nécessaire

_ 1
425

.. (22)
Par exemple, pour £€=0,001 et § = 0,01 on a:

N-= 25 000.000.
L’estimation (22) est trop grande et peut étre nettement améliorée !

Relevons encore une circonstance importante : Le nombre d’épreuves
N ne dépend pas de la dimension de I'intégrale [, et donc l'utilisation de la

méthode Monte-Carlo est avantageuse pour calculer les intégrales multiples de
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dimensions élevées dans lesquelles I'application des formules de cubature usuelles
présente de grandes difficultés. Par exemple, pour le calcul approché par la
méthode courante de I'intégrale décuple appliquée a un volume unité dans le cas

d’un pas h=0,1, il faut disposer d’une somme d’environ 101° termes!

Lors de I'application pratique de la méthode de Monte-Carlo pour le calcul
des intégrales multiples, dans les cas courants on fait appel aux suites aléatoires de

nombres a S rangs reparties uniformément.

. . n .. .
Alors, si N est grand, la fraction + Sera voisine non pas duvrai  volume [,
mais d’un certain volume fictif [, qui représente approximativement la mesure

relative du nombre de points M de coordonnées

ki k

€i= m’ n:F ....(23)

(i=12,....,m;kk=0,12..,10%),

qui se trouvent dans le volume v de plus, en toute rigueur, [,change suivant
que lon rapporte les points frontieres au volume v ou non lerreur totale du

résultat est évaluée de la facon suivante :

|5~ Tol < |To ol + [T — % I . (24)

Le premier terme | I, —1,| du deuxiéme membre de I'inégalité (24) est une
erreur de calcul ordinaire qui s’obtient en remplagant I'intégrale I, par la somme
intégrale relative a la division du volume v en éléments cubiques dont les sommets

appartiennent au réseau (23).
La valeur de cette erreur peut étre évaluée a 'aide de I'inégalité
Lol <V-v,

ol ¥ est la somme intégrale supérieure et v est la somme intégrale inférieure.
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La valeur de I'erreur |I_ I,| dépend essentiellement du nombre de rangs S des

nombres aléatoires.

*Si la frontiere du corps v est lisse par morceaux, pour S suffisamment grand

cette erreur peut étre rendue aussi petite que 'on veut.

L’inconvénient que présente laugmentation de s consiste dans
I'augmentation du volume des calculs ces derniers devant se faire avec des chiffres

supplémentaires.

BN £ n 9. s <, 7 )
Le deuxieme terme |[; — — | du second membre de I'inégalité (24) s’appelle
0 N
erreur d’échantillonnage et, comme nous I'avons indique dans ce qui précédé,

peut-étre évalue par une méthode probabiliste a I'aide du théoreme de Bernoulli.







Conclusion

CONCLUSION :

Avantages de l'intégration par de Monte—Carlo

Malgré sa simplicité, cette approche atténue les conséquences des deux

difficultés précédemment mentionnées.

Nous n'avons plus besoin de connaitre la forme mathématique de la région
d'intégration, mais seulement son volume, qui peut étre estimé si nous avons une
procédure nous permettant de savoir si un point donné est a 'intérieur de, ou bien
a l'extérieur de la région d'intégration, un probléme beaucoup plus simple que le

précédent.

Mais l'intérét principal de 1a I'intégration par simulation de Monte-Carlo
réside dans son comportement en grande dimension. Cette question est difficile
mais la réponse est simple.

Considérons une méthode quelconque d'intégration numérique déterministe
reposant sur le calcul de valeurs de la fonction sur les nceuds d'une grille dans la
région d'intégration. Si nous comparons les performances de cette méthode et de
celle de la méthode de Monte-Carlo pour des dimensions de plus en plus grandes,
il se trouvera une dimension d au-dela de laquelle la méthode de Monte-Carlo
sera plus efficace que la méthode déterministe pour un nombre N donné de
tirages. Ceci veut-dire que les valeurs de l'intégrale trouvées par la méthode de
MC seront, le plus souvent, plus proches de la valeur vraie de I'intégrale que celle

trouvée par l'approximation déterministe.

Quel est le prix a payer pour ces avantages ¢




Conclusion

En raison de la nature aléatoire de 1'échantillonnage de f(x), la valeur obtenue
a la fin d'une simulation est la réalisation d'une variable aléatoire. En d'autres
termes, deux simulations de MC sur un méme probleme, toutes choses égales par
ailleurs, produiront deux valeurs différentes. Ces valeurs suivent une distribution

de probabilité ayant une certaine variance.

Alors qu'une méthode déterministe d'intégration numérique produit une
approximation de la valeur d'une intégrale, une simulation de MC produit une
estimation de cette valeur. La différence peut paraitre subtile, mais elle est
importante : il est souvent possible de trouver une borne supérieure a l'erreur
d'une approximation, mais il n'y a en général pas de limite supérieure a l'erreur sur
une estimation. Tout ce que nous savons, c'est que pour un & donné, la probabilité
pour que cette erreur soit supérieure a £ peut étre rendue aussi petite que I'on veut
en augmentant le nombre de tirages (ceci est une conséquence de la Loi des
Grands Nombres). Bien str, une conséquence pratique de ceci est que les

simulations de Monte-Carlo sont toujours tres longues.
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