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Introduction

Ce document est destiné aux étudiants de deuxiéme année licence en Mathématiques,
sciences de la matiére, sciences techniques et ..., comporte la matiére d’Analyse 4. 1l
contient des cours bien détaillés avec des exemples importantes. A cause mon expérience,
lors de I'enseignement de ce module durant quelques années, j’ai préparé ce polycopié
qui contient toutes les notions fondamentales programmées.

Selon le programme proposé, j’ai partagé ce modeste travail en cing chapitres:

1. Généralités sur les fonctions de plusieurs variables;

2. Différentiabilité;

3. Fonctions implicites et Extremums;

4. Intégrales multiples;

5. Champs de vecteurs, formes différentielles.

A la fin de chaque chapitre, j’ai proposé une série d’exercices corrigés. Je ne ter-
mine l'introduction sans présenter le grand hommage plus personnel & mes collégues
enseignants qui expertiseront sérieusement ce travail. Je remercie également et tout par-

ticulierement les futurs lecteurs. Enfin, priére de me signaler, s’ils existent des erreurs.

A. Bougoutaia.



CHAPITRE 1

Généralités sur les fonctions de

plusieurs variables

Dans ce chapitre on étudie les fonctions de plusieurs variables, on s’intéresse aux
fonctions f : D C R" — R qui a tout = = (21,23, ...,x,) de D on lui associe f(x) =
(fi(z), ..., fo(x)). On distingue des fonctions scalaires si p = 1 et des fonctions vectorielles

sip> 1.

1.1 Définitions

Définition 1.1.1

Une application de R™, ou d’une partie de R", dans R est appelée fonction numérique
réelle de n variables réelles

Exemple 1.1.2

Les fonctions f et g définies par

f: R2 — R et g: R*—{(0,0,00} — R

TYZ

(xvy) — f(xvy):x+y (.’,U,y,Z) — g(«f,y,z):xz_‘_z
Y

sont des fonctions réelles a plusieurs variables (resp. a 2 et 3 variables).



On s’intéressera aussi parfois aux fonctions de n variables et a valeurs vectorielles
f:R" — R™ pour x = (z1,22,...,z,) € R", f(x) = (f1 (x), fo (x), ..., fr () € R™,
Notons que chacune des fonctions f; est une fonction de n variables et a valeur réelle.
On dit parfois que f est un champ de vecteurs a m composantes définis sur R™.

Exemple 1.1.3

Pour la fonction f : R? — R? définie par f(z,y,z) = (zsiny,xyz) on a

fi: R® — R et fo: R3 — R

(#,y,2) — flr+y+z)=asiny (r,y,2) +— g(z,y,2) = wyz

Définition 1.1.4

Soit E une partie de R", a € F et f : E — R™ une application de F dans R™. Alors

& F est appelé domaine de définition de la fonction f.

& L’ensemble f(E) = {f(z),x € E} est appelé 'image de E par f.

& Si F est un voisinage de a, i.e. si F contient une boule ouverte de centre a, on dit
que f est définie au voisinage de a.

& Si FF C R™, on appelle image réciproque de F' par f, ensemble noté f~!(F) ou
fHF) ={z eR’ f(z) € F'}.

Exemple 1.1.5

Soit f la fonction a deux variables réelles x,y définie par f(z,y) = x + logy. Le
domaine de définition de f est D =R x R car logy est définie uniquement pour y > 0.

L’image de f est R car pour tout 2 € Ron a z =z +logy ou (z,y) = (2,1) € R x R.

1.2 Représentation graphique

Une fonction d’une variable définie sur un domaine D C R et a valeurs réelles est décrite

par son graphe, qui est le sous-ensemble de R? défini par

Gy =A{(z f(x)) eR* z € D},



et que 'on représente par la courbe du plan d’équation y = f(x).
Dans le cas d’une fonction de deux variables définie sur un domaine D C R? et a

valeurs réelles on définit de méme le graphe

Gy =A{(,y, f(x,y)) € R’ (w,y) € D},

que 'on peut représenter comme une surface d’ equation z = f(z,y) dans l'espace a 3
dimensions.
Exemple 1.2.1

La représentation géométrique de la fonction

La notion de graphe s’étend de maniére évidentes au cas des fonctions de n variables.

Définition 1.2.2 (graphe d’une fonction)

On appelle graphe d’une fonction f de n variables définie sur un domaine D C R™ et
a valeurs réelles, I'ensemble des points (x, f(x)) C R*™™ ou x parcours D. Le graphe de

f est noté
Gy ={(z, f(x)) eR™\; 2 € D CR"}.

Remarque 1.2.3
Il n’existe aucune méthode évidente pour représenter géométriquement une fonction

numérique définie sur une partie de R", n > 3.



Définition 1.2.2 (courbe de niveau)
Soit f une fonction de n variables définie sur un domaine D C R" et a valeurs réelles.
Pour tout réel A € R, on appelle courbe de niveau de la fonction f, I'ensemble C', des

points de R™ dont 'image par f vaut A, c’est- a-dire

C = {x € D; f(z) = A}

1.3 Limite d’une fonction de R" dans R

Soit f une fonction d’une partie de R" a valeurs dans R, définie au voisinage d’'un
point a, sauf peut-étre en a, et soit £ € R. L’ensemble R” est muni d’une norme quelconque

||.|| des normes définies sur R™ car celles-ci sont equivalentes.

Dans tout ce chapitre si aucune précision n’est donnée, ||.|| désigne 'une quelconque
des trois normes connues ||.||; , ||./ly, |||/ -

Définition 1.3.1

On dit que la fonction f admet £ pour limite au point a si
Ve>0,36>0 : O0<|z—al <0=|f(z)—{| <e,

et on écrit lim f(z) = /.
r—a

On dit que la fonction f tend vers +o0o (resp. —co) au point a si
VA>0,30>0 : 0<|z—a| <d= f(z)> A (resp. f(x) <—A).

Exercice 1.3.2
Soit f : R*\ {(0,0)} — R la fonction définie par f(z,y) = 2z + y*. En utilisant la
définition montrer que lim f(x,y) = 2.
(z,y)—(1,0)
Remarque 1.3.3
Si une fonction admet une limite en un point alors cette limite est unique.

Démonstration.

Si une fonction f admet deux limites ¢ et # en un point a alors
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O<e—l] <[l f(2)+ flz) =] <|f(x) + €]+ [f(x) — €]

D’ou en faisant tendre x vers a dans I'inégalité précédente on trouve 0 < |[¢ — ¢'| < 0.
Donc £ =7'. |

Exemple 1.3.4

Soit f: R%\ {(0,0)} — R la fonction définie par f(x,y) =

2?2 —y?

x? 442
Pour voir si f admet une limite au point (0;0), on remarque, par exemple, que

2 2
. . T . s
lim f(z,0) = lim~5 =1 et que limf(0,y) = lim "

Par conséquent si f admettait une limite ¢ on aurait £ = 1 et ¢/ = —1, ce qui est

contradictoire d’aprés I'unicité de la limite. Donc f n’admet pas de limite au point (0, 0).

Les théorémes sur les opérations pour les fonctions de n variables admettant des
limites en a sont les mémes que pour les fonctions d’une variable réelle & valeur réelle.

Théoréme 1.3.5

Si f a pour limite ¢ en a, la restriction de f a toute courbe continue (non seulement
les droites !) passant par a admet la méme limite ¢.

A Attention Pour prouver qu’une fonction de plusieurs variables

& n’admet pas de limite en q, il suffit d’expliciter une restriction & une courbe continue
dans DU{a} passant par a qui n’admet pas de limite, ou deux restrictions qui conduisent
a des limites différentes ;

& admet ¢ comme limite en a, il faut considérer le cas général : si on a juste que la
restriction & toute droite passant par a admet la méme limite, on ne peut pas conclure
que la limite existe !

Exercice 1.3.6

Soit f la fonction définie sur R? par

2y )
floy)={ T =207y +32 " () 7 0.0)
0 st (z,y) = (0,0),




Montrer que la restriction de f a toute droite passant par I’origine est continue mais
que f n’est pas continue & ’origine.

Correction. Remarquons tout d’abord que la fonction est bien définie dans R?
puisque

ot — 222y + 3% = (a2 — )’ + 22
ne s’annule qu’en (0, 0).

La restriction de f aux droites x = 0 et y = 0 est la fonction nulle. De plus, la
restriction de f a la droite y = mx, avec m # 0,

donne

mx

flz,mz) =

2 — 2mx + 3m?
et tend vers 0 quand x tend vers 0.
Considérons la restriction de f a la parabole y = 22. On a

xt 1

fla,2%) =55 =35

Par conséquent, f(z,r?) ne tend pas vers 0 quand x tend vers 0.

1.3.1 Coordonnées polaires

Lorsque n = 2, il est souvent utile de passer aux coordonnées polaires pour ramener le
calcul de la limite d’une fonction de deux variables & celui de la limite d’'une fonction
d’une seule variable. En effet, tout point (z,y) de R*\{(a,b)} peut étre représenté par
ses coordonnées polaires centrées autour d’un point (a,b) grace aux relations : r =
a+rcos(),y =b+rsin(f) avec r > 0 et § € [0,27]. Dans cette écriture, r représente la

distance entre (a,b) et (z,y) de sorte que

lim z,y) = lim f(a+ rcos(d),b+ rsin(0)).
i (o) = i flac+reos(6), b+ rsin(0)

Exemple 1.3.6
2,2
Montrons d’une autre maniére que ( I)III% : f(z,y) avec f(x,y) = % n’existe
z,y)—(a, X y

pas en utilisant les coordonnées polaires. En posant x = rcosf et y = rsinf, on a

9



r2cos? ) — r?sin®0 ) .y
= cos® 0 — sin” 0.

f(z,y) = f(rcosf,rsinf) =

r2

Le résultat varie selon la direction 8, donc ( l)m% ) f(z,y) n’existe pas.
x,y)—a,

1.3.2 Coordonnées sphériques généralisées

Pour un point = de R" de coordonnées (1, ..., 7, ), on définit les coordonnées sphériques

généralisées (r; 01, ...,0, 1) par

r = |zl

T1 = rcosl

T = rsinf; cos 0,

Tp_1 = rsinf;---sind, 5cosb, 1
T = rsinf;---sinf, 1 cosb,.

Les coordonnées sphériques constituent le cas particulier n = 3 et les polaires n = 2.

1.4 Fonction continue

Définition 1.4.1 (Continuité). Une fonction f : D C R" — RP est continue en un
point a € D si la limite de f en ce point existe et est égale & la valeur de la fonction en

a, i.e

lim f () = f(a).

Tr—a

La fonction est continue sur D si elle est continue en tout point de D.
Ou bien on peut reformuler cette définition a ’aide des suites.
Définition 1.4.2 Soit f: D C R* — RP et a € D. On dit que f est continue

en a si et seulement si pour toute suite (v,),.y de D telle que lim x, = a, on a

n—+00

10



Propriété 1.4.3 (Opérations sur les fonctions continues)

Soient A\, € R et f,g deux fonctions continues de D C R"™ dans RP. Soit h une
fonction continue de D' C RP dans R™.

1. La fonction Af + pg est continue sur D.

2.5t p=1 alors f.g est continue sur D. Si de plus g ne s’annule pas sur D, alors
i est continue.

3. 51 D' contient 'image de g, alors la fonction h o g est continue de D dans R™.

Démonstration.

Soient f et g deux fonction continues en «, alors

im (Af +pg) (x) = Af(a)+pg(a)
lim (fg) (v) = fg(a)=f(a)g(a)
. _ fla)
e = e

Exemple 1.4.4
1) f(z,y) = 2* — y?x + 3 est continue sur R? (polynéme du second degré a deux
variables).
2) g(z,y,2) = e + zy* + 2? est continue sur R? comme somme d’une exponentielle
et d’un polynéme.
3) h(z,y) = In(x +y*) — 3 est continue sur D = {f(x,y) € R*/z +y* > 0} comme
somme du logarithme d’un polynéme (fonction composée) et d’une constante.
Exemple 1.4.5
On considére sur R? Papplication f définie par
2,2
fog — | TS @0 0.0
0  si(x,y)=(0,0)

La fonction f est continue sur R?/{(0,0)} comme fraction rationnelle dont le dénom-
inateur ne s’annule pas. On étudie maintenant la continuité en (0,0). En passant aux

coordonnées polaires x = rcosf et y = rsinf avec r > 0 et § € R, on trouve

11



r4 ‘cos (9)2‘ ‘sin (9)2‘ <20
r2 - r—0

|f (rcos®,rsin®)| =

donc

lim )f(:v,y) =0=f(0,0).

(z,9)—(0,0
Cela prouve que f est continue en (0, 0).
Proposition 1.4.6 (Continuité des fonctions partielles)

Soit f : D C R"— R” une fonction continue en a = (ay, ag, ..., a,) les p fonctions

f1, fa, ..., fp définie par

fir: R — Rp
t — fit)=f(ar,...,a;-1,t, 0541, ..., qp)
pour j = 1,...,p sont continues en a;.
Remarque. La réciproque est fausse
Exemple 1.4.7

Soit la fonction f : R? — R définie par

fla.y) = %zﬂ st (z,9) #(0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

Ses 2 fonctions partielles en (0, 0) sont

' 0
£0,y)={ 04y H7
0 siy=0
et 0
T.
i 0
f(;p’()): 362—5-081365‘é
0 siz=20

sont donc continues. Pourtant f n’est pas continue en (0, 0).

Définition 1.4.8 (Prolongement par continuité)

12



Soient la fonction f: D C R® — RP et ¢ un point de R" n’appartenant pas a D. Si
f a une limite ¢ lorsque x tend vers a on peut étendre le domaine de définition de f a
D U {a} en posant f(a) = ¢. On dit que 'on a prolongé f par continuité au point a.

Proposition 1.4.9

Soit f: D C R* — RP. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est continue sur D.

2. Pour tout ouvert U de RP, f~*(U) N D est un ouvert de R".

3. Pour tout fermé¢ F de RP, f~1(F) N D est un ferm¢ de R™.

4. Pour toute suite (z,),eny de D C R™ convergeant vers a, la suite (f(z,))nen

converge vers f(a) pour a € D.

1.5 Dérivées partielles

Soit f : I C R — R une fonction dérivable sur un intervalle /, sa dérivée en a € I est

donnée par
) @ED =@ )= )

h—0 h r—a T —a

Comme nous considérons des fonction définies sur R™ & valeur dans R, la définition
précédente perd son sens parce que diviser par  — a, qui est un vecteur de R", n’a aucun
sens. Lorsqu’on fixe toutes les variables, sauf une, on peut alors définir les dérivées

partielles.

1.5.1 Dérivées partielles premiéres

Définition 1.5.1
Soient f: D CR" — R et a=(ay,...,a,) de D. Pour i =1,....n on pose

g: R — R

t — g (t):f(al,...,ai,l,t,aiﬂ,...,an),

13



on appelle dérivée partielle par rapport ¢ x; de f en a et on note . (a), la dérivée de
T

la fonction g; en a;

of
a.’I]Z‘

o fla, a0+ hy o an) = f(ag, . an)
(ala"'aan) =g; (t) _}IZE% h

Remarque 1.5.2

Dans le cas d’une fonction f de deux variables, les dérivées partielles premiéres de f

au point (xg,yy) sont

of o f(@o+hyo) = f (w0,90)

% ($0’y0) - }ll_r% h )
et

of . f(xo,y0+ D) = f(z0,90)

a_y (:I:anO) - }112% h .

Exemple 1.5.3

Soit

Fy) = TS @y #00)

0  si(x,y)=(0,0)

Les dérivées partielles premiéres de la fonction f en (0,0) sont

f(0+h,0

~—

af — f(0,0)

gz (0:0) = Jim h =0
5, -0 = fim - — 0.

Remarque 1.5.4 L’existence des dérivées partielles premiéres n'implique pas la con-
tinuité.
Exemple 1.5.5 Soit la fonction f définie par

fla.y) = %zﬂ st (z,9) #(0,0)

0  si(x,y)=1(0,0)

14



f n’est pas continue en (0, 0), car en passant aux coordonnées polaires, on trouve

lim x,y) = cosfsind
(:(),y)—>(0,0)f( 2

la limite n’existe pas car elle dépend de #. Cependant les dérivées partielles premiéres en
(0,0) existent, en effet
of of

%(o,o):a—y(o,o):o.

1.5.2 Dérivées partielles suivant un vecteur

Dans le cas d'une fonction f d’une seul variable, la dérivée en a, f'(a) représente
la frontiére de la droite perpendiculaire a la courbe de f au point (a, f(a)). Cependant,
dans le cas des fonctions de plusieurs variables la dérivée perd son sens et obtient une
infinité de droites perpendiculaires a la courbe de f, on définie la dérivée d’une fonction
de plusieurs variables f suivant un vecteur comme suit:

Définition 1.5.6 (Dérivée suivant un vecteur)
Soient la fonction f : R — R définie sur un voisinage du point a = (ai, ...,a,) et
v = (v, ...,v,) un vecteur de R™. On appelle dérivée suivant un vecteur v (ou dérivée

directionnelle) de f au point a, la dérivée en t =0 (si elle existe) de la fonction

t— f(ay + tvy, ..., a, + tv,),

qui est définie par

of fla+tv) - f(a)

oy (@ = lm t
_ lin%f(al —&—tvl,...,an—&—ivn)—f((al,...,an))’
t—

st elle existe.

Dans le cas d’une fonction de deux variables

15



g (a) = hmf(al + tuy, ag + tvg) — f (a17a2);
ov t—0 t

Pour v = ¢; = (1,0)

of (@ imf(al +t,a2) — f (a1, a2)

861 t—0 t

et pour v =e; = (0,1)
g (a) =1 mf(a17a2 +t) — f (a1, az)
862 t—0 t

Exemple 1.5.7

Examinons le cas de la fonction f(z,y) = 22 —y* avec a = (1,—1) et v = (1,1). On a
fA+t,=1+t)=(1+t)> = (-1+t)* =4 et f(1,-1)=0,

alors

lim _ 1imf(1+t’_1+t)_f(1’_1)
t—0 t t—0 t

L4t
= lim—
t—0 t

= 4

7

d’ou
af B
% (a) =4

1.5.3 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit f une fonction définie de D C R” vers R
Définition 1.5.8

Soient {iy,...,ix} € {1,...,n}. On dit que f admet une dérivée partielle d’ordre k au

16



point a € R™ par rapport auz variables x;,, ..., z;, si et seulement si

L, (@) 2 (522) (25 ) @
8:@1 ’ 8:@2 8:@1 T a.’EZk a$ik71 a.’,UZ‘l ’
. .y o f
existent. On note cette dérivée .
Dans le cas d’une fonction de deux variables, on a quatre dérivées partielles deuxiémes
2
) % = % (%) est la dérivé deux fois par rapport a x.
0? o [0
2) ﬁ; = a_y (a—£> est la dérivé deux fois par rapport a y.
0? o [0
3) —f = — —f est la dérivé une fois par rapport a y, et une fois par rapport
0xdy  Ox \ Oy
aw.
0? o [0
) —f = — —f est la dérivé une fois par rapport & x, et une fois par rapport
Oyor Oy \ Oz

Exemple 1.5.9

Soit f une fonction définie sur R? par

fl,y) = 2’

Si z est fixé, y — f(x,y) est une fonction usuelle classique infiniment dérivable sur
R par rapport & z, et si y est fixé, r — f(x,y) est aussi infiniment dérivable sur R par

rapport & x. Les dérivées partielles premiéres de f sont

% (wy) = sater

oz

af _ 3y
g, Wyl =

17



et les dérivées partielles deuxiémes

82
82
02 f 02 f

Dyor (z,y) = 920y (z,y) = 32%¢".

Définition 1.5.10

On dit que la fonction f : D C R® — R est de classe C* si toutes les dérivées
partielles jusqu’a l'ordre k existent et sont continues. Une fonction est dite de classe C*
si elle est de classe C* pour tout k € N.
Théoréme 1.5.11 (Théoréme de SCHWARZ) Si les dérivées partielles mixtes
0 f 0% f 0 f

900y sont continues en (g, o), alors Byor (o, y0) = (o0, Yo) -

~ 0x0y

2

Oyor

et

1.6 Exercices corrigé sur le chapitre 1

Exercice 1.6.1

Quelles sont les lignes de niveau (c’est-‘a-dire les fonctions f(x,y) = k) pour
1. fi(z,y) =y? avec k =1 et k= —1.

4, 4
2. fo(z,y) = &—&— 8 — x2y? avec k = 2.

Vaz+yr—1

Corrigé 1.6.1

1. Pour k = —1, N, = {(z,y) € R?/y?> = —1}. Or I’ "equation y*> = —1 n’a pas de
solutions, donc la courbe de niveaux pour k = —1 est vide N_; = @.

Pour k = 1, Ny = {(x,y) € R?/y*> =1} . Or I’ ’equation D’autre part, I’ equation
y? = 1 admet pour solution les droites y = 1 et y = —1. Donc la courbe de niveaux est
la réunion des droites d’équations cartésienne y = 1 et y = —1.

2. Pour k = 2, Ny = {(2,y) € R?/f2(x,y) = 2}. Or I’ "equation f; (z,y) = 2 donne
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(2% + y2)2 = 16, ce qui, compte tenu du fait que 2% + 4% > 0, donne le cercle x:2 + 12 = 4,

cercle centré a l'origine et de rayon 2.

Exercice 1.6.2

Soit f: R\ {(0,0)} — R la fonction définie par f(z,y) =

22y
w2 4 (x —y)*
Montrer que

limlimf(z,y) = imlim f(z, y) (1.1)
0 y—0x—0

z—0y—

et que lim x,1) nexiste pas.
(fcay)—’(oao)f( 2

Corrigé 1.6.2
On a

. .0 . .
lim f(z,y) = ;13%? =0 et limf(z,y) = lim— =0,

et il est clair, qu’en passant & la limite pour = tendant vers 0 dans la premiére et y

tendant vers 0 dans la deuxiéme, on obtient 1'égalité (1.1).
4

x
D’autre part, f (z,7) = — =1, d’'o lin%f (x,x) =1et ( 1)111%0 O)f(:v,y) ne peut pas
X T z,y)—(0,
exister.

Exercice 1.6.3

FEtudier l’existence des limites suivantes

22y ryz + 23

1. im 2. im _—

(z,y)— 0,00 + Y (2,9,2)—(0,0,0) 23 + 22

z+y#0 223 4y22#£0

3. hm W 4 Lim ytyE

(2,9)—(0,0) 2 4 1/ (2,9,2)—(0,0,0) % + 2y% + 322
Corrigé 1.6.3

) %y 1 ) 2 )
1. Pour y = z* — z, on obtient =22 - = dou lim n’existe pas.
T+y x (zy)— (00T + Y
z+y#0
ryz + 23

2.Six=y=2z#0ona =—-etsizx #0,y=2=0o0na

lim —ZL—— =
(2,9,2)—(0,0,0) 223 + 422 3

TYZ + 23 , . TYz + 23 s .
im ——— = 0. Il s’ensuit que im ———— n’existe pas.
(2,2)=(000) 237 + Y22 (2.5.2)—(0.00) 22% + y2°
223 +yz2#£0
T 1
3. Sur R — {0}, la fonction f définie par f(z) = % = Tl tend vers +oo quand x
x x
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tend vers zéro d’ott lim M n’existe pas en tant que limite finie.
(z,y)—(0,0) ° + Yy

4. Le long de la demi-droite z > 0,y = 0, z = 0, la limite existe et vaut zéro et le long

de la demi-droite z = y = z > 0 la limite existe et vaut % d’ou

Ty + Yz

lim —~= 2 n’existe pas.
(2,y,2)—(0,0,0) 2% + 2y% + 322 p

Exercice 1.6.4

Soit f la fonction définie sur R? par

flz.y) = :cf—fw si (z,y) #(0,0)

0 si (z,y)=(0,0).
La fonction f est-elle continue en (0,0)?

Corrigé 1.6.4

1
On pose z = y = t, et on fait tendre ¢ vers 0. On a alors f(¢,t) = 3

1
En faisant tendre ¢ vers 0, on voit que ceci tend vers 2 qui n’est pas 0. La fonction

f n’est pas continue en (0, 0).

Exercice 1.6.5

Soit f la fonction définie de R? dans R par

r+y

— st (x, 0,0

0 si (xz,y)=(0,0).

1. Etudier la continuité de f sur R

2. La fonction est-elle bornée? Justifier.

Corrigé 1.6.5

1. Comme z? + y* > 0 pour tout (z,y) # (0,0), f est définie sur R?, et continue sur
R? — {(0,0)} comme quotient de deux fonctions continues sur R?. Si z > 0, f(z,7) = /2
et xlir&f(:v, r) =+/2 #0, donc f n’est pas continue en (0,0).
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2. On a pour tout (z,y) € R? — {(0,0)}

T4y lz| + [y _ 2y/2? + ¢
|f(z,y)| = < < =2,
\/$2+y2 \/$2+y2 \/$2+y2

et f(0,0) = 0. Donc f est bornée sur R2.

Exercice 1.6.6

1
Posons f(x,y) = zysin (—> sty #0 et 0 pour tout x de R.
Yy

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de R2.
2. Montrer que f admet des dérivées partielles premiéres par rapport & x et par rapport
a y en tout point (z,y) de R? tel que y # 0 et en (0,0).
of , of

3. Etudier la continuité des fonctions dérivées partielles =~ et ——

or — Oy
Corrigé 1.6.6

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de R2.

—Continuité sur R*\A ou A = {(z,y) € R%y # 0} .

Les fonctions (z,y) — zy,(x,y) — E sont continues sur R*\A comme fonction
polynéme et fonction rationnelle et la fofrylction t +— sint et continue sur R. Donc f
est continue sur R*\ A comme produit et composée de fonctions continues.

— Continuité sur A.

Soit (a,0) dans A avec a dans R. On a pour tout (z,y) € R*\A

1
ysin (1) \ <y,
Yy

mais lim |zy| =0,donc lim |f(x,y)— f(a,0)] =0, d’ou la continuité en (a,0).
(#,y)—(a,0) (2,y)—(a,0)

Donc f est continue sur R?.

|f (z,y) = f (a,0)| =

2. Montrer que f admet des dérivées partielles premiéres par rapport & = et par

rapport & y en tout point (z,y) de R? tel que y # 0, et en (0,0).
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— Pour (z,y) € R*\A, on a

o () a %=+ () oo (1)

— En (0,0) ,on a
f(h,()) — f(0,0)

of . -~ -~
§(0,0)—}1l1§(1) ) - =0 car f(h,0)=0
dy k—0 k
3— Il est clair que les fonctions % et Z—ch sont continues sur R?\A. Au point (a, 0)
on a

of _ o fla+h0)—f(a,0) _ _
%(a,())—}lg]% A =0 car f(a+h,0) = f(0,0) = 0. Donc

. of of ‘ . : (1) ‘

lim |=(z,y)— = (a,0)|= lim sin|{ — ]| =0,

(#9)=(a,0) | O (:3) = 5 (@0) wotan |77\

0
d’ou la continuité de 9f en (a,0).

x
af o f(a,k’)—f(a,O)i : : 1
Onaa—y(a,O)—llg% ? —]lg%a.sm z)

Si a # 0; cette limite n’existe pas.

8f f (07 k) - f (07 0)

Sia:O;onaa—y(0,0)zllciir(l) ? = 0. Donc
1 1 1
lim of (x,y) — of (0, 0)‘ = lim |z (sin (—> — —cos (—)) ‘ .
(@.5)—(0,0) | Dy dy (2,9)—(0,0) y) oy Y
1
Pour z, =y, = —— on a
T
. of of ‘ . 1 . ‘
lim |==(z,y)—=1(0,0)|= Ilim |—— (sin(2n7) — 2nm.cos(2n7))| =—1
(.9)—(0,0) | Dy (z.9) dy 0.0 (2.)—(0,0) | 2n7 (sin (2n) (2nm)) 7

0,

0
d’ou la discontinuité de 8_5 en (0,0).

Exercice 1.6.7
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Soit Uapplication f : R> — R définie par

B (x+y)°
flz,y) = FEEe) si (z,y) # (0,0),

£(0,0) = 0.

Est-ce que f est continue sur R2.

Corrigé 1.6.7

Les fonctions polynomiales (z +y) — (z+y)” et (z +y) — 2% 4+ y? sont continues
sur R? et la fonction 332;‘*‘,@2 est continue sur son domaine de définition R?\ {(0,0)}.
Leur produit est continue sur R?\ {(0,0)} .

2
La fonction f est continue en point (zg, yo) si la . y)E%O,yO)% = f(zo, o). Alors
(z+y)*

£1(0,0) = 0, et il faut comparer cette valeur a la lim 5 5+ On ne la calcule
(@,9)—(x0.y0) T= + Y

pas pour toutes les valeurs (z,y) — (0,0), mais on remarque que par exemple, si * =y

2 2
(z+y)” lim (22)° )
(29)=(00) 22 +y* 20 2% + 2°

7

ce qui implique que f n’est pas continue en (0, 0).

Exercice 1.6.8

Posons f(z,y) = y*sin T si y #0et f(x,0) =0 pour tout x € R.
i Yy
1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de R2.
of

. 0
2. Etudier la continuité des fonctions dérivées partielles —f et =

or Oy’
Corrigé 1.6.8

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de R2.

— Continuité sur R?\A ou A = {(z,y) € R?y # 0}.

Les fonctions (z,y) — y? et (z,y) — T sont continues sur R*\A comme fonction
polynome et fonction rationnelle et la fonctiyon t — sin(t) et continue sur et continue sur
R. Donc f est continue sur R*\ A comme produit et composée de fonctions continues.

— Continuité sur A.
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Soit (a,0) dans A avec a dans R. On a pour tout (z,y) € R*\A

[f(x,y) — f(a,0)] =

yQSinf‘ <y’
y

mais lim y? = 0,donc lim |f(z,y) — f(a,0)] = 0, d’ou la continuité en (a,0).
(z.y)—(a,0) (#.y)—(a,0)
Donc f est continue sur R2.
2. Dérivées partielles premiéres par rapport a = et par rapport a y en tout point (z,y)
de R? tel que y # 0, et en (a,0) .

— Pour (z,y) € R:\A

(o) = yeos /) et S ) =2 (sin (2) = wcos ().

— En (0,0).
Of (0 oy — 1y d (120) = £(0,0) _ _ _
8_(07 0) }llli% h =0 car f (h,O) - f (07 0) =0,
9, (0,0) = ) k =0
. . af . 2
I1 est clair que les fonctions == et —= sont continues sur R*\ A.
oxr Oy

Au point (a,0) on a

of

_ o fla+h0)— f(a,0) _ _
%(a,())—}lg% A =0 car f(a+h,0)= f(a,0)=0.
Donc
. of aof . x
1 G g y) =L - 1 )| =
(e) (a0) | O (@9) ax(a’ 0)‘ @)ota0) |7 (y> ‘ B

0
d’ou la continuité de 9f en (a,0).

af o f(a,k’)—f(a,())i : : 1
Onaa—y(a,())—llcli% - —llcli)rg)asm 7]
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Sia:Oonag(o’o):hmf(oﬂk)_f((),())

By lim W = 0. Donc
i [y 50 = 5100 = g (20 (§) =oeos (7))
lim |=—(z,y)—=(0,0)| = lim 2ysin| — ) —xcos| — .
(z,9)—(0,0) ay( 2 ay( ) () (0.0 \ 7 y y

a af a
P = _< _>:_
our y = o— et a #£0, Dy a5 a et

2
lim (Zy sin (§> — 2 cos (£>> lim (_a sin (2nm) — @ cos (2n7r)>
(z,y)—(a,+00) Y Y (

z,y)—(a,+00) \ 2n7
0
= —a# G_ch (a,0).
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CHAPITRE 2

Différentiabilité

Le but de ce chapitre est de généraliser la notion de dérivée pour une fonction f
de plusieurs variables en donnant une définition qui permet de retrouver autant que
possible toutes les bonnes propriétés de la dérivation d’une fonction d’une seul variable.
Notamment la propriété : En tout point xy ol la fonction est dérivable, la dérivée doit
permettre de définir une fonction simple qui approche f au voisinage d’un points g,

comme c’est le cas pour Iapplication f(z¢) + (r — xo) f'(x¢) en dimension 1.

2.1 Différentielle d’une fonction

Soit f : R — R une fonction dérivable au point @ de R. On a par définition

oy et h) = fla)
f'(a) = lim h

h—0

Soit o la fonction définie au voisinage de 0 par

o(h) = flat )~ (@) + 12

alors

fla+h)=f(a)=o(h)+hf (a)
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avec
lim ﬂ

jm — =0.

La dérivabilité de la fonction f en a revient a l'existence d’un nombre f’(a) et une
fonction o définie au voisinage de 0 vérifiant }1}5}1(1)# =0.

Dans toute la suite de ce chapitre U désigne un ouvert non vide de R" et a = (ay, ..., a,)
un point de R”.

Définition 2.1.1 (Application différentiable)

1) On dit que la fonction f : U C R™ — R est différentiable en a s’l existe une

application L linéaire continue de R™ dans R telle que

p e+ h) = fla) = L(h)
i 7

—0, (2.1)

ol h = (hl, ey hn)
2) Lorsque l’application L existe, elle s’appelle la différentielle de f en a. On la note
Df(a), ainsi (2.1) devient

i (@ 1) = f(a) = Df (a) (h)

im =0.
h—0 [

3) Si f est différentiable en tout point de U, on dit que f est différentiable sur U.
Remarque 2.1.2 La différentiabilité de f en a est équivalente & l'existence d’une

forme linéaire L sur R" telle que

fla+h)+ f(a)+ Df (a)(h)+o(h) (2.2)
._o(h)
ovee == =0

Exemple 2.1.3
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Déterminons la différentielle de f(x,y) = zy, définie sur R?, en un point (a,b). On a

f(a+h1,b+h2) = (a+h1)(b+h2)
= ab+ ahy + bhy + hihs
= f (a, b) + bhy + ahy + hihs

Deux candidats a la formule (2.2) s’offrent aisément D f(a,b)(hy, hy) = bhy + ahs et
o (h) = hihy. Comme
[lahs| _ 1
h3+h3 = 2

si on choisit de travailler avec la norme euclidienne, alors

o(h)|_ 1
| < 75/

qui assure que
Proposition 2.1.4
Si f est une application différentiable en a alors elle est continue en a.
Démonstration.
Supposons que f est différentiable en « alors il existe une application linéaire et

continue L telle que
o flath)— f @) = L(h)

im =0.
h—0 [

ainsi, pour tout h € R", h #£ 0

fla+h)—f(a)=L(h)+o(h)

Par linéarité de L, on déduit que

limf(a+h) = f(a).
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f est continue en a. |

Remarque 2.1.5

Si f n'est pas continue alors elle n'est différentiable.
Exemple 2.1.6

Soit f : R? — R une fonction définie par

g | T S @9 £ 00,

0 si (x,y)=(0,0).

f n’est pas différentiable en (0,0) parce qu’elle n’est pas continue en (0, 0).

Proposition 2.1.7

Si f est différentiable au point a, alors sa dérivée directionnel suivant v = (vy, ...

est

o ()= Df ) 0) =S (@

Démonstration.

Soit f une fonction différentiable en a, alors

L (@t h) — f (@) = Df (a) ()

=0.
h—0 7]

Soit v € R™, avec v # 0, en prenant h = tv,t € R, on trouve

i (@ t0) = f (@) = D (@) (t0)

fimy 1A -
ainsi

flat )~ fl@=Df @) _,

h—0 t .

D’autre part, comme D f(a) est linéaire

Df (a) (tv) = tDf (a) (v),

29



donc

limf(a +tvt) —J@) _ Df (a)(v).

h—0

Remarque 2.1.8

Une application peut admettre en un point des dérivées directionnelles dans toutes les
directions et pourtant ne pas étre différentiable en ce point.

Proposition 2.1.9

Soit U un ouvert de R",x € U et f : U — R une application différentiable en x.
Alors la différentielle de f en x s’écrit en fonction des dérivées partielles de f en x de

la fagon suivante

Zh Df (x Zh (,m

Ceci nous donne un moyen pratique d’étudier la différentiabilité en un point d’une
fonction définie sur un ouvert U.

Proposition 2.1.10

On dit que la fonction f: U C R" — R est différentiable en a si et seulement si

1) Les dérivées partielles premiéres de f en a existent par rapport a toutes les variables;

fla+h)=fa) =25 (a)h

. i=1 a.’L‘Z
2) lim

h—0 1]
Remarque 2.1.11

=0.

Dans le cas d’une fonction de deuz variables, f est différentiable en a = (a1, az) si et

seulement si of (a) et ?

oz

(a) existent et

f (al,ag) hl + g

0
% O (ah 02) ho

flay 4+ hy,as + hy) — f (a1, a2) —
lim

=0.
h=0 7]

Remarque 2.1.12.
Le produit, la somme, l'inverse et la composition d’applications différentiables (resp.

de classe C") est une application différentiable (resp. de classe C").
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Proposition 2.1.13
Soient U un ouvert et f: U CR* — R, si f € CYH(U) alors f est différentielles sur

U.
On rappel le schéma suivant
[f est continue sur U]
/
= |f est différentiable sur U |
<~
N
[f est dérivable sur U |
Eexmple 3.4
Considérons la fonction f : R*> — R définie par
5 . (1 .
éysin | — | six#£0
flzy) = &
0 si z = 0.
On a donc
(1 1 .
of y(stm(—) — cos (—)) six#0
a_ (.’L‘, y) - x x
. 0 si z =0,
et

of x? sin (l> siz#0
a_(xay): x
y 0 si =0,

1
En considérant la suite (2—,y0> € R? qui tend vers (0,7) quand n tend vers
™
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I'infini. On a

n—+oo 0z \ 270’ n—+o0 QX

Donc la fonction f n’est pas de classe C* sur R2.
Posons E = {(0,y) € R?,y € R}. Sur R*\F la fonction f est de classe C' car ses

dérivées partielles sont continues. Prouvons la différentiabilité de f sur F.

af af 9 (1
P+ =1 0) = (kL 0.+ kG 0))  #2 e rysin ()

Al + [K] Al + [k]

< |h(y+K),
Ce qui implique que
0 0
Py = £00) - (05 0.0+ S 0.0)
li =0.
(hF)=(00) |h| + ||

la fonction f est donc différentiable en tout point de E et Df(0,y) = 0, pour tout
y e R

2.2 Différentielle des fonctions vectoriels

Soit
f:UcCc RP— Rp
r— f(z)=(fi(2),.. fp ()

telle que = = (21, ..., z,) avec n, p dans N*.

2.2.1 Continuité des fonctions a valeur vectoriel
On dit que la fonction f définie au voisinage de a est continue si et seulement si

Ve >0,3a > 0,Vz € B(a,0) = ||f (x) — f (o)|| < e.
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c’est-a~-dire f est continue en a si et seulement si toute ses composantes sont continues
an a.
Exemple 2.2.1

La fonction

f: R — R4

(x,y,2) — [(z,y,2) = <2:U + 9,5, cosxsin z, exzfy*2>

est continue sur R? car toute ses composantes le sont.

Définition 2.2.2

On dit que f définie au voisinage de a € R™ @ valeur dans RP est différentiable au
point a, si ses composantes f;, i =1,....p sont différentiables au point a.

Remarque 2.2.3

Soit f = (fi,..., fp) une fonction de U C R™ & valeurs dans RP différentiable en
a € U. La différentielle de f est définie par

Df(a): R" - RP
h— Df(a)(h) = (Dfi(a)(h),....Df,(a)(h)).

2.2.2 Matrice Jacobienne

On appelle matrice Jacobienne de f : R" — R? au point ¢ € R" la matrice n x p

O f1 df1 df1
1 (a) s (a) ... D (a)
Oh () Oy Ok,
Jf (a) = 8:61 a.’,Ug a.’,Un

e -
a—ﬁ(a) a—f;(a) a—ﬁ(a)

la colonne de 'ordre j de la matrice représente les dérivées partielles de f par rapport a

Z;.
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Exemple 2.2.4 Soit la fonction f définie par

flx,y) = ($2y, cosy, e”””)

Posons f1 (z,y) = 2%y, fo (x,y) = cosy et f3(z,y) = €".

La matrice Jacobienne de f est

of:

ag ($7y) aa_($’y)
Ben=| 2w By |-
X))

Exemple 2.2.5

Soit la fonction

2xy x?
0 —siny
e’ 0

f(r,0,9) = (rcosfcosp,rsin b cos p; rsin p).

Posons fi(r,0,¢) = rcosfcosp, fo(r,0,¢9) = rsinfcosp et f3(r,0,p) = rsinp.

On a

of of
a—;(r,@,go) 8_91(70797@)

of of
Jf (T797S0)) = a_:(T79780) a_;(T79780)

afS afp
=5, (10:9) 2y (r,0,0)
cosfcosp —rsinfcosy
= | sinfcosyp rcosfcosp

sin ¢ 0

Définition 2.2.6

f est une fonction de classe C* sur U C R" si ses

classe C' sur U.

34

df1
%(Tﬁm)

Ofs
2200
e (r,0,¢)

Afp

—=(r,0

a(p (T7 ? SO)
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Définition 2.2.7 (Différentielle et matrice Jacobienne)
Soit f une fonction différentiable sur Uouvert U de R™ ¢ valeur dans RP, la différen-

tielle de f au point a, est donnée par

ofr ofr ofr
g—? a) g—? a) .. % (a) hy
Df (a) (h) = Jy (a).h = | Dm0 2 O a) - Oz @) N ,VYh € R™.
of, .\ 0f, of, n
Es (a) E, (@) .. a—% (a)

Proposition 2.2.8 (Matrice Jacobienne de la composition)
Soient f une fonction de classe C* sur 'ouwvert U de R"™ dans RP et g une fonction
de classe C sur une ouvert de R? inclus dans f(U) dans R? alors la composition go f

définie sur U dans RY est de classe C' sur U et sa matrice Jacobienne est donnée par

Jgor (@) = Jy (f (@) x Ty (a).

Exemple 2.2.9

On consideére les fonctions

f: R?— R? g: R?— R?

(x,y) — f(x,y) = (z+y,zy) (u,v) — g (u,v) = (u? + v, u? —v?)
soit h la composition des fonction g et f, on a

11 2u v
Jf (‘r? y) = et Jg (u7 7)) =
Yy 2u —2v
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h est de classe C.

2u  2v 11
In (2, y) = Jg (v +y,2y) < Jp (2,y) = :
2u —2v Yy

Do) (2 (x+y) + 20y 2(x+y)+ 2x2y)

donc

2(x+vy) —2z2y* 2(z+y) —22%
Théoréme 2.2.10
Soient U un ouvert de R", et V' un ouvert de RP, f une fonction de U dans V, et g
une fonction de V' dans R, a un point de U.
Si f est différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors la fonction g o f est

différentiable en a puis
D{(go f)(a)= Dy (f(a))oDf(a).

2.2.3 Quelques opérateurs différentielle

Le Gradient V est définie par

g 0 0
V = (8_331’0_362""’0_%>’

==, (Oof Of of
Vf = gradf = (8_331’8_332’"" a$n> .
Le Laplacien A

0? 0? 0?

A= —+—+..4+—

22 oz T T o

B Pf  02f 0P f

Af = a—ﬁ“v‘a—‘x%-‘r...-‘raﬁ%.
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La divergence div
= Ofi  Ofy Ofn
div f = o1, +a$2 +...+a$n

2.3 Exercices corrigé sur le chapitre 2

Exercice 2.3.1

Soit f la fonction de R? dans R définie par

flx,y) = % si (z,y) # (0,0)

0 si(z,y)=1(0,0)

ol p et q sont des entiers non nuls.
1. Démontrer que, pour tout (z,y) € R? réels, |xy| < 2? — zy + 12
2. Pour quelles valeurs de p et q cette fonction est-elle continue ?

3. Montrer que si p+ q = 2, alors f nest pas différentiable.

Corrigé 2.3.1

1. Ona pour tout (z,y) € R?, (|2 — |y*) = 22+y>—2|zy| > 0, donc z2+y® > 2 |zy| .
Dou |zy| < 2% — zy + y2.

2. La continuité sur R?\ {(0,0)} est évidente comme fonction rationnelle de domaine
de définition R?\ {(0,0)}.

Seule la continuité en (0,0) pose probléme. On a donc

oy 2Py

f($7y) $2_$y+y2

xsip—1=¢g—1=0, c’est-a-dire, p + ¢ = 2, alors ( l)inzoo)f(x,y) =1.
-/,E,y - ’
xsip—1+#0et ¢g—1=#0, le dernier membre de 'inégalité tend vers 0, dans ce cas

lim z,y) =0= f(0,0).
o f(.9) £(0,0)

En conclusion si p + ¢ = 2, la fonction n’est pas continue.
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3. Sip+q = 2, la fonction f n’est pas continue donc elle ne peut pas étre différentiable.

Exercice 2.3.2

Soit g : R — R une application de classe C* et f:R? — R définie par

9(x) — g(y)
flz,y) = rT=y
g (z) siz#y

six#y

Montrer que f est de classe C* en tout point de R? et calculer sa différentielle.

Corrigé 2.3.2

En tout point (xg,yo) avec zo # yo, f est continue et méme de classe C? car composée
(projections sur les axes (Oz) et (Oy)), différence et quotient de fonctions de classe C?
dont le dénominateur ne s’annule pas.

Dans ces points, la différentielle de f est donnée par la matrice jacobienne

Vienmw) = (). L trow)

_ (g’ (zo) (x0 — o) — (9(x0) — 9(%0)) =9 (wo) (w0 — yo) — (9(w0) + g(yo))>

(w0 — yo)2 ’ (w0 — yo)2

qui est bien de classe C! (g étant de classe C?, ¢’ est de classe C!).
Montrons que f est continue aux points de la forme (a, a).

Le développement limité (DL) de g a l'ordre 2 entre x et y donne

g (y) =9 ($) + (y - l‘) gl (ny) avec ny € [.f,y]

d’ou

9@ —gly) o ,
@y)—(aa) T =Y () laa) (Coy) = ¢'(a) = f (a,0)

car comme (z,y) tend vers (a,a), s et y tendent tous les deux vers a et donc C,, aussi
(et ¢’ est continue).

Pour montrer que f est C' (sachant que f est continue), il suffit de montrer que la
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différentielle de f se prolonge par continuité sur R2.

Le DL de g a Pordre 2 entre xq et 1 est

g (z0) = g(yo) + (o — v0) ¢ (vo) + @g" (Cy) avec C €
9 (Yo) = g (w0) + (Yo — w0) g’ (z0) + Mg” (Cy) avec Cy €
On a donc
of (w0 —0)* ¢"(Ch) 9” (Ch)
oz B oY) = 2 (o — yo)2 2
of (w0 —0)* ¢"(Cy) 9” (Cy)
o == (20, 90) = 2 (@0 — 1) 5

La fonction g étant de classe C2, on a

lim Df (r.y) = (9//(01) 9”(02)>’

(z,y)—(a,a) 2 72

[:I:Oa CUO] )

[Y0, To] -

et donc Df se prolonge par continuité sur tout R?, f est donc bien de classe C*.

Exercice 2.3.3

Soit f la fonction définie par

=D
flz,y) = $4+(y—1)4 (z,y) # (0,1)

0 si(z,y)=1(0,1)

1. Donner Dy le domaine de définition.
2. Montrer que [ est continue sur Dy.
of of
3. Calculer = (z,y) et ==(z,y) pour tout (z,y) € Dy.

] Ox dy
4. Etudier la différentiabilité de f sur Dy.

Corrigé 2.3.3
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1. Le domaine de définition Dy est
Dy = {(z,y) € R*/(2,y) # (0,1)} U{(0,1)} = R*.

2. Montrons que f est continue sur Dy.
(a) Pour (z,y) # (0,1) la fonction est une fonction rationnelle de domaine de
définition R?\ {(0,1)}, donc f est continue sur R*\ {(0,1)}.
(b) Pour (z,y) = (0,1) on a

#(y —1)°
) —FO1) = W)
o) = £ 0] =
. 1
On sait que ab < 3 (a® + b*), donc
22 (y=1°| = |2*(y = 1’| -]l

IA

1
St + = 1)) 1]

et on a alors

|f (z,y) = fO, )] <fxf et lim || =
(z,y)=(0,1

d’o‘u la continuité de f en (0, 1).
of of
3. Calculer %(:U,y) et o

(a) Pour (z,y) # (0, 1) faire les calculs.
(b) Pour (z,y) = (0,1) on a

(x,y) pour tout (x,y) € Dy

%(0,1)—}%15)% A =0et 8_y(0’1)_11clg(1) ’ =0.
4. Etudier la différentiabilite de f sur Dy.
(a) Pour (z,y) # (0,1) f est différentiable car les fonction % et g—i sont con-

tinues pour tout (x,y) # (0,1).
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(b) Pour (z,y) = (0,1) on a

of of
fh1+k) = f(0,1) = hg-(0,1) — k= (0,1) _ W3+ (k —1)°
Vh2 k2 (R4 4 (k — 1)4) VhZ + k2|’

dont la limite, quand (h, k) tend vers (0, 0), n’est pas nulle. Ce qui prouve que la fonction

n’est pas différentiable en (0, 1).

Exercice 2.3.4

Soit f la fonction définie par

%y

— i (x, 0,0
fag =) Voip (z,y) # (0,0)
0 si(z,y)=(0,0)

1. Soit D une droite quelconque passant par origine. Montrer que la restriction de
f a D est continue en (0,0).
2. Peut-on en déduire que f est continue en (0,0)7

3. Est -ce que f est différentiable en (0,0)?

Corrigé 2.3.4

1. Une droite de R? passant par l'origine a pour équation cartésienne y = az avec
a€R,ouzrz=0.0Ona:
. a® .
(a) siy = azx, alors f (zr,ar) = N ~ ax et :lclir(l)ax =0.
(b) stz =0, alors f(0,y) =0
f est donc continue suivant ces deux directions.
2. Peut-on en déduire que f est continue en (0,0)7

Pourtant, on va prouver que f n’est pas continue en (0,0), et c’est une erreur qu'il

ne faut pas reproduire. En effet, si on pose y = 22, alors

zt V2

fer) ===
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qui ne tend pas vers 0 lorsque = tend vers 0. Donc f n’est pas continue en (0, 0).
3. La fonction f n’est pas continue en (0,0) donc elle ne peut pas étre différentiable

en (0,0).

Exercice 2.3.5

Soit f la fonction de deux variables définie par

fil) = (2 = psin (

fa(2,y) =0 siz=y

- ). e

1. Donner Dy le domaine de définition de f et étudier la continuité de f au point
(a,a) pour a € R.

2. Calculer les dérivées partielles premiéres par rapport & x et y en tout point (z,y)
pour x # vy de R2.

3. Calculer les dérivées partielles premiéres par rapport a x et y en tout point (a,a)
pour a € R*.

4. Etudier la différentiabilité de f en (0,0).

Corrigé 2.3.5

1. Domaine de définition de f.

Ona D; = D;,UDy,. Eneffet Dy, = {(z,y) € R? : x # y} et Dy, = {(z,y) € R? : z = y}.
Continuité au point (a,a) pour a € R.

Au voisinage de (a,a) on a

[f (z,y) = f(a,a)] =

(2* — ) sin (

>‘§\$2—y2\ — 0

r—y (#,y)—(asa)

alors la fonction f est continue en (a, a).

2. Calcul des dérivées partielles premiéres.
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Pour tout (z,y) tel que = # y

( g(m )2x(m—y)sin<xiy>—y(m—&-y)cos(é)
oz Y = T —y ’
of 2x(m—y)sin(x—iy>—&—(:U—&—y)cos(xiy)
—(.’L‘,y): .

Ly r—y

3. Calculer les dérivées partielles premiéres par rapport a x et y en tout point (a,a)

pour a € R*.
) a+h
I B L
lim = lim
h—0 h h—0 h
(ah +%)s (“+h>
= lim h
h—0

. . [a+h
= }lgl%(a—&—h)sm( - >,

cette limite n’existe pas donc f n’est pas dérivable par rapport & x au point (a,a) pour

a # 0.

. [a
. fla,a+k)— f(a,a) . (a? —(a+k)2) sin <E>
lim = lim
k—0 k 0 2
(—ak — k?)sin a
= lim <k;>
k—0 k
. . [a
- e}

de méme cette limite n’existe pas donc f n’est pas dérivable par rapport a x au point

(a,a) avec a # 0.
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4. Différentiabilité de f en (0,0).

h?sin <ﬁ>
L0 - 70,0 h)

h—0 h 50

. f(0,k)—=f(0,0) . 0N
]lcl_r% ? —hr%(—k;) sm( > =0.

?

Donc f est différentiable en (0,0) et de différentiel df(0;0) = 0.

Exercice 2.3.6

Soit f une fonction numérique de deux variables de classe C* sur R’ x R vérifiant

l’équation aux dérivées partielles

0 f 0% f
2 2 _
On pose u = zy et v =z/y et f(x,y) = g(u,v).
1. Donner une équation auz dérivées partielles (E) vérifiée par g.
2. Résoudre (E) puis déterminer la fonction f solution de (2.3) .

Corrigé 2.3.6

1. Donner une équation aux dérivées partielles (E) vérifiéee par h.

g (u,v) = f(v/uv, \/g)h est de classe C? sur R x RY,

dg 1 [udf u_l udf u,

ou 2\/;&%(\/%’ \/;) 20 \/Zay (o, \/;) =0
Fo 100 @5 1o 1 of_ 1oy
oudv  40r2 420y 4JuvOr dvyuw Oy 2udv

Donc I'équation aux dérivées partielles vérifiée par g est
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2. Résoudre (E) puis déterminer la fonction f solution de (2.3) :

On a

0?g 109 0 (0dg 109
Dado (u,v) = %0 90 (u,v) <= 0 (%> (u,v) = %0 9o (u,v).

1
Si on pose h(u) = % (u,v) on obtiendra ’équation différentielle A'(u) = Zuh (u) dont

la solution générale est h(u) = c¢(v)\/u ot v — ¢(v) est de classe C!, par suite on a

dg

3, (1) = c(v)Vu

et par intégration de cette derniére équation différentielle on aura

9(u,v) = VuF(v) + H (u)

ol F désigne une primitive de ¢ et H est une fonction de classe C2.

Finalement la fonction

f,y) = F(§>¢@+H(wy>,

ot F et H sont des fonctions de classe C?, est solution générale de (2.3). Inversement,

on vérifie facilement que de telles fonctions sont bien solutions de 1’équation (2.3).
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CHAPITRE 3

Fonctions implicites et Extremums

3.1 Théorémes d’inversion local
Le est d’étudier les ensembles de R™ définis par une équation de la forme

f(.’,Ul, ,.’I}n) =0

ol f est une fonction de R" dans RP. Cela signifie que I'on considére la partie de R"

définie par définie par
{($17 7$n) € Rnaf(;vl? 7$n) = 0} :

On sait déja étudier quelques cas simples. Par exemple, on est capable de représenter

les ensembles de R? d’équations
r+y—1=0, y—2a’sin(x)=0, 2>+9*—-2=0.

Dans les deux premiers cas, le plus simple pour étudier ’ensemble considéré est de
réécrire I’équation sous la forme y = ¢(x). L’ensemble étudié n’est alors rien que le graphe

de la fonction . On en déduit qu’on a affaire & une courbe, et peut obtenir toutes sortes

46



d’informations utiles. Par exemple, en calculant la dérivée de la fonction ¢, on peut
obtenir la tangente a cette courbe en tout point. Dans le troisiéme cas on ne peut pas
mettre I’équation sous la forme y = ¢(x), mais on peut la mettre sous la forme = = ¢(y).
On peut alors procéder exactement de la méme facon, & ce détail pres qu’il faut étudier
le graphe d’une fonction pour laquelle c’est ’abscisse qui dépend de 1’ordonnée. Pour le
dernier cas, on a simplement reconnu 1’équation bien connue d’un cercle. Les choses se

compliquent si on considére par exemple 1’ensemble de R? d’équation

¥ — 20y +2y° —1=0.

Il n’est pas clair du tout qu’on puisse mettre 1’équation sous la forme y = p(z) ou

x = p(y) pour une certaine fonction .

3.1.1 Inversions locale et globale

Définition 3.1.1
Soient U un ouvert de R™ et V' un ouvert de R?. On dit qu’'une application f: U — V
est un C!-diffeomorphisme de U sur V si :
1) f est une bijection de U sur V.
2) f est de classe C! sur U.
3) ftest C! sur V.
Remarque 3.1.2
Si en remplace dans la définition précédente C* par C* avec k > 1, on dit que f est
un Ck-difféomorphisme de U sur V.
Théoréme 3.1.3 (Inversion globale)
Soit U un ouvert de R" et f : U — RP une application de classe C*. Les deux
proposition suivantes sont équivalentes
1) f est un C*-diffeomorphisme de U sur f(U).

2) f est injective et si pour tout = € U et D f(z) est un isomorphisme de R™ sur R?.
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Exemple 3.1.4

Soit I'application f de R? dans R? définie par

flz,y) = <sin <% —:U) ,sin <g —y)).

Montrons que f est un C'-difféomorphisme de R? sur f(R?).

1) f est de classe C* sur R? car les composantes le sont. On a

_ 1 Y
1 COS 3

Jp (z,y) = ? :

1 x
5 COS 5 1

alors

h z\ h x
Df(z,y) (h1,ho) = Jy (z,y) .h = (—h1 + ?QCOS <§> ,?lcos§ - h2> .

D’autre part

1 Y T
det (J =1—=cosZcos= #0.
et (Jy (z,v)) 40082cos27é0

Par conséquent la jacobienne est inversible et D f(x,y) 'est aussi.

2) Soient (x1,v;) et (x9,72) de R% On a

(@, ) = f(22,42),

donc

sin <%> —x1 = sin <%> —x9 et sin <%> — 1, = sin <%) — Yo,
sin <%> — sin <%> =x, — 29 et sin <%> — sin <%> =Y — Y.

D’apres le théoréme des accroissements finis, on a

puis

|sin (b) —sin(a)| < |b—a|, V(a,b) € R?
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en déduit alors que

a1 X2

t |y — <‘___
et |y1 — o] < B B

no_ 1

— | <
oy — ] <155

7

d’ou

1
$1—$2|§Z‘$1—$2 ;

par conséquent

T1 = X3 et Y1 = Yo,

donc f est injective, et comme R? est un ouvert et det(J;(z,y)) # 0, pour tout (z,y) € R?,
d’aprés le théoréme d’inversion globale f est un C!-difféomorphisme et f(R?) est un

ouvert.

3.2 Fonctions implicites

Théoréme 3.2.1 (des fonctions implicites)

Soient n,m et p de N*, et f une application de classe C* définie sur un ouvert U de
R™ x R™ et a valeurs dans R?. Soit (zg, %) un point de U tel que f(xo, 1) = 0 et tel que
la différentielle partielle D, f(zo, yo) (c’est-a-dire la différentielle en y, de y — f(z0, yo))
soit un isomorphisme de R™ dans RP. Il existe un voisinage ouvert U de xy dans R", un
voisinage ouvert V de 1, dans R™ et une fonction de classe C* définie sur U a valeurs
dans R™, tels que

1-UxVcU
2— {(z,y) e U x V: f(z,y) =0} ={(x,¢(2)) : x € U}, autrement dit

{(z,y) e Ux Vet fz,y) =0} & {(z,¢(x)) etz € U}.
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La différentielle de en un point z € U est donnée par

D¢ (x) = = (Dyf (x,6 (x))) " 0 Do f (x,6 (x)).

Théoréme 3.2.2 (Théoréme des fonctions implicites, version R?)
Soit U un ouvert de R? et f : U — R une application de classe C*, avec k& > 1. Soit
(a,b) € R?, tel que
of

f(a,b)zOeta—y(a,b)séO.

Alors il existe des voisinages V' et W de a et b dans R et une application ¢ : V — W
de classe C* tels que V x W C U et

VeeVVyeW, [f(zy) =0=y=9¢(z).
. e o 0f
En outre on peut choisir V' et W de sorte que la dérivée partielle 5 ne s’annule pas
Y
sur V x W et alors

VeeV, ¢ (x)=
Remarque 3.2.3
Si la dérivée partielle de F' par rapport a x est non nulle en (a,b), alors de la méme

facon l'ensemble d’équation f(x,y) = 0 coincide au voisinage de (a,b) avec le graphe

donnant x en fonction de y. Si on oublie les restes d’ordre 2 ou plus on peut écrire

Fla) = @b+ -0 5 @b+ -8 5 @)

On obtient alors
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fen=0 & @-05 @b+ E-H5 @) -
_(avb)
& y~b—(r—a) gl:? .
a_(avb)

C’est bien une formule donnant y en fonction de x. Bien entendu, le symbole ~ n’a
pas de sens et ce calcul n’est en aucun cas une démonstration.

Une fois 'existence de démontrée, on écrit que pour tout z € V on a

f($7¢($)) =0

En dérivant par rapport & x on obtient pour tout x € V

OF , OF
%(x,qb(:c)) +¢' () a—y({]j7¢($)) -0

ce qui donne bien la formule attendue pour 0.
En pratique il faut refaire ce raisonnement simple, et non apprendre la formule puis
se tromper en 'utilisant.

Exemple 3.2.4

Montrons que la relation % + 23y% — y + y? + 3> = 1 définit y comme fonction de x
au voisinage du point (—1,1).

Soit la fonction f définie par

fly) ="+ —y+ " +y° -1 (3.1)

* On note que (—1,1) est une solution de 'équation f (z,y) =0. On a

0

a—ii (z,y) = 42+ 32%y7,

0

a—g (r,y) = 22%y+2y+3y° — 1,
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0
puis —f (—=1,1) =2 # 0, alors d’apres le théoréme des fonctions implicites il existe une

dy

et une seule fonction y = g(x) définie au voisinage de 1 tel que f(z, g (x)) = 1.

** On a
0
N ST
g (-1)= af "%
=+ (—1,1)
dy

3.3 Extremums libres

Définition 3.3.1

1. On dit que f admet un maximum global sur U en «a si

VeeU, f(z)<f(a).

2. On dit que f admet un minimum global sur U en a si

VeeU, f(x)>f(a).

Remarque 3.3.2
L’étude de 'existence d’extremum sur un domaine non borné n’est pas facile.
Exemple 3.3.3

1) La fonction f (z,y) = 2% + y* admet un minimum en (0,0). En effet

fay) =2 £(0,00=0 V(z,y) € R
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Cependant liril f(z,y) = 400, f n’admet pas un maximum.
Tr—100

2) La fonction f(z,y) = xy

n’admet pas un extremum car xEIPoof(:U’ —x) = —oo et xgrfmf($, x) = +00.
Définition 3.3.4
Soit la fonction f: U — R
1) On dit que f admet un maximum local au point a € U, s'il existe une boule ouverte
B(a,r) C U telle que
f(x)< f(a), Vxe Bla,r).

2) On dit que f admet un minimum local au point a € U, s'il existe une boule ouverte
B(a,r) C U telle que
f(z)=f(a), VzeB(ar).

Définition 3.3.5 (Points critique)
Soit f : U — R une application. On dit que f admet en a € U un point critique si f

est differentiable en a et

Df(a) =0.
Proposition 3.3.6 (Condition nécessaire d’existence d’extremum local)
Soit f : U — R une application différentiable en a. Si f admet en ¢ € U un extremum
local, alors a est un point critique de f, ¢’est-a-dire
Df(a) =0.
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Remarque 3.3.7 Aprés avoir déterminé le point critique a, si on arrive 4 montrer
que le signe de la différence f(x) — f(a) au voisinage de a est constant, il s’agit d'un
extrémum local (un minimum si cette différence est positive, un maximum si elle est
négative). Sinon, il s’agit d’un point-col (ou point-selle). Si le signe est constant pour
tout x, alors P'extrémum est global.

Exemple 3.3.8

Soit la fonction f : R? — R définie par

f(z,y) =2® + 2y +y* — 3z — 6y
Afin de déterminer les point critique de f, on calcule les dérivées partielles premieres

0
gé@wﬁ—2$+y—3

—(z,y) =2+2y—6

ay(y) y

L’annulation simultanée de ces dérivées partielles donnent les points critiques. On a

of
== (z,y) =0 204y —3=0,
=

a—y(x,y):() r+2y—6=0.

apres résolution du systéme on trouve que seul (0,3) est un point critique de f.

Posons u = = et v = y — 3 pour se ramener en (0,0). Alors

f($7y) = f(u7v+3)
= WHw+0v*-9

_ <+v>2+3v2 9
- Ty 4

£1(0,3).

v

Alors (0, 3) est un minimum local, et méme global de f.
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Remarque 3.3.9
La proposition 3.3.6 donne une condition nécessaire et non suffisante.
Exemple 3.3.10
1) La fonction
f: 10,1 x[0,1] — R
(z,y) = 2% +y

admet un maximum au point (1, 1), cependant

of _of
55(1,1)_.55(1,1#0.

[0,1] x [0, 1] n’est pas ouvert.
2) La fonction
f: R — R
(@,y) =[]+ 1yl
of

admet un maximum au point (0,0), mais % (0,0) et ay (0,0) n’existent pas.

Proposition 3.3.11 (Condition nécessaire d’extremum local : deuziéme ordre)

Soit f : U — R une application deux fois différentiable en a. Si f admet en a € U un
minimum local (resp. un maximum), alors a est un point critique de f et D?f(a)(h,h) > 0
pour tout h € R" (resp. D?f(a)(h,h) <0).

Remarque 3.3.12

La proposition 3.3.11 donne une condition nécessaire et non suffisante.

3.3.1 Cas des fonctions de deux variables

Théoréme 3.3.13
Soit U un ouvert R?, f : U — R une fonction de classe C? et a € U un point critique

de f. Alors, avec les notations
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782f 782f 782f
T—w(a), S_Oxay(a)’ t—a—yQ

(a) et A=s*—rt

1) Si A <0etr>0,fadmet en ¢ un minimum local.
2)SiA<0etr<0,fadmet en ¢ un maximum local.

3) Si A >0, f n’admet en a ni maximum ni minimum local, mais un point selle.
4) Si A = 0, on ne peut conclure.

En résumé, si a est un point critique de f, sa nature est déterminée par le tableaux

suivant

A=s—rt|r= g—zt (a) Nature du point a

— + minimum local

— — maximum local

+ point-selle

on ne peut pas conclure

Exemple 3.3.14
Soit la fonction f : R? — R définie par

fzy)=32"+3° —x—y

f est de classe C? sur R2. Afin de déterminer les points critiques de f, on calcul les

dérivées partielles premiéres de f

a_f(xvy) - 9.’1]2 - 17

=L — 02— 1.
ay(fv,y) y
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L’annulation simultanée de ces dérivées partielles donnent les points critiques

922 —1 =0,
9% —1=0.

Le systéme admet donc 4 solutions qui sont les points critiques de f

11 1 -1 —-11 a -1 -1
1 373 ) 2 37 3 ) 3 3 73 ) 4 3 ) 3

Pour déterminer la nature des points critiques, on calcule les dérivées second

2

% (z,y) =18z, giyé (z,y) = 18y, % (z,y) = % (x,y) = 0.
-Ena = (%, %) ,onaA=-36<0etr=6>0,, f admet en ¢; un minimum local.
-En ay et az, on a A = 36 > 0, f nadmet pas d’extremum en aucun de ces deux

points.

-Enay,ona A=36<0etr=—-6<0, f admet en a4 un maximum local.
Définition 3.3.15 (Matrice Hessienne)
Soit f : U — R une fonction de C*(U) et a € U. On appelle matrice Hessienne de f

en a la matrice

0?f 0?f
9 f 0a? @ - 0z,
<ij< afl(;;n (a) --- g;; (a)

3.4 Extremum lié

Définition 3.4.1 (extremum lié)
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Soient f,g1,....,9m : U CR* = R, m < n des fonctions de classe C* sur U, et

P={zelgr)="-=gn(r)=0}.

La fonction f, appelée fonction objectif, admet un maximum lié (resp. un minimum
lié) sous les contraintes gi,...,gm en a € 1" si en ce point, elle admet un mazimum libre
(resp. un minimum libre) dans le domaine I

Théoréme 3.4.2 (des multiplicateurs de Lagrange)

Soient f,q1,....,9m : U CR* = R, r < n des fonctions de classe C* sur un ouvert U
de R™. On suppose que

1- f/r admet un extremum local en a € T'.
2- Les formes linéaires Dgy(a), ..., Dg,,(a) sont linéairement indépendantes (dans ce
cas la matrice Jacobienne Jy(a) est de rang m).

Alors il existe Ay, ..., A\, € R, appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que
Df(a) = A\iDgi(a).
i=1

Le théoréme de Lagrange peut étre vu comme la condition nécessaire d’existence
d’extremum libres appliquée a la fonction de n+m variables appelée fonction lagrangienne

(ou le lagrangien)
L: UxR" — R

m
(,%)  — f(a)=Y XDgia)
i=1
La méthode de Lagrange permet de transformer un probléme d’optimisation liée d’une
fonction de n variables sous m contraintes en un probléme d’optimisation libre d’une

fonction de n + m variables.

Exemple 3.4.3
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Cherchons le maximum de la fonction
f (;U) P— :'Ul o e o ;Un

sur I’ensemble défini par

X = {$1 20”$n20’u_1}
n

En un point o le maximum est atteint, on a forcément z; > 0 et on peut appliquer

T+ -+ .
le théoréme précédent avee g(z) = ——————"_ On obtient
n

A € R,Df (a) = ADg (a) .

Ainsi
dX e R, Vf(a) =AVyg (a),
d’ou
of v, 99
o, (a) = )\&Ui (a).
Mais
0x; n oa;
et
dg 1
o1, (a) = Ea
ce qui entraine
f(a)=Xray =-- = Aa,.

En particulier, on obtient que tous les a; sont égaux et qu’il sont tous égaux & 1.Ainsi,

sur X, on a f(x) < 1. Par homogénéité, on obtient I'inégalité des moyennes arithmétiques

et géométriques.
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3.4.1 Cas d’une fonction de deux variables et une seule con-

trainte
Récrivons le théoréme des multiplicateurs de Lagrange pour une fonction de deux vari-
ables et une seule contrainte. Soit les fonctions f et g de classe C' dans un ouvert U
de R% Si f admet en a = (xg,%o) un extremum li¢ sous la contrainte g (x,y) = 0 et si
Vg (a) # 0, alors
INeR,Vf(a) =AVyg(a).

Formons le lagrangien

L(‘/Evyw)‘) :f(rv,y)—)\g(rv,y),

ol A est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum il faut que le gradient

de L soit nul, autrement dit on cherche les triplets (z,y,,A) tels que

O ) =22 (2,
a o9
a_y($7 ) @(.ﬁ, )7
g(z,y) =

Notons (g, yo, A) une solution de ce systéme. Si V(z, o), alors (xg, yo) est un point
critique de la fonction f sous la contrainte g. Ces points critiques satisfont la contrainte,
mais il s’agit a présent de classer ces candidats. Finalement, comme dans le cas des
extremums libres, on peut formuler des conditions du deuxiéme ordre relatives aux points
critiques.

Exemple 3.4.4

Trouvons les extremums de la fonction f(z,y) = 2% + y? sous la contrainte zy = 1.

Posons ¢g(z,y) = xy — 1, le Lagrangien

L(‘/Evyv)‘) :f(rv,y)—)\g(rv,y),
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s’écrit
L(z,y,\) =22+ 97 — day — ),

ol le multiplicateur de Lagrange A est inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum

il faut que le gradient de L soit nul, autrement dit on cherche les triplets (z,y,\) tels

que
g (z,y) - Aa—i (z,y) =0,
a_jj (z,y) = Aa—g (z,y) =0,
g(z,y)=0.
d’ou
20 —2A =0,
2y — Az =0,
zy—1=0.

Apres résolution du systéme on trouve
(z,y,A) € {(1,1,2),(-1,-1,-2)}
Donc (1,1) et (—1,—1) sont des points critiques de la fonction f sous la contrainte

xy = 1. Par formulation des conditions du deuxiéme ordre, on montre que ces points

critiques sont des minimums locaux.

3.5 Exercices corrigé sur le chapitre 3

Exercice 3.5.1

Soit 1’équation définie sur R? par

(E): zln (14 y?) —ye” =0.
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1. Donner le développement limité a 'ordre 2 de f en (1,0).
2. (a) Montrer que I’équation (F) définit implicitement y = ¢(z) en fonction de z au
voisinage de (1,0).

(b) Calculer ¢'(z) au voisinage de 1.

Corrigé 3.5.2

Soit I’équation définie sur R? par
(E): zln (14 y°) —ye* =0.

1) Développement limité a l'ordre 2 de f en (1,0).
Le développement limité & I'ordre 2 en (1,0) de (z,y) — In (1 + y?) est

In(14+¢°) =y*+o (2> +¢°),

et le développement limité a 'ordre 2 en (1,0) de (x,y) — € est

1
ex—eex1—e<1+(:U—1)+§($—1)2+0($2+y2)>.

Comme
tln(14+y°)=(-1)h(1+y’) +zn(1+y°),

et en faisant le produit et ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal 4 2 en (z—1)
et y on obtiendra les développements limités a l'ordre 2 en (1,0) de (z,y) — In (1 + y?)
et (z,y) — ye® sont In (1 +¢?) = y>+o (22 +9?), et ye* = ey+ey (v —1)+o(a? + y?).

Donc le développement limité a 'ordre 2 de f en (1,0) est
flay)=ey+ey(x—1)+y>+o(* +4°).

2) Soit I'équation zIn (1 + y?) — ye® = 0.

(a) Existante de la fonction implicite y = ¢ (x) en fonction de = au voisinage de
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— ¢” donc % (1,0) = —e #0,

donc d’aprés le théoréme des fonctions implicites il existe un voisinage V; de 1, un voisi-

nage Vy de 0 et une fonction

o: Vi— W
r—  y=¢(x)

tels que
¢(1)=0
VeeVi: f(z,0(x)) =0.

(b) Calcul de ¢'(x) au voisinage de 1. Comme % (z,y) =In (1 +y?) —ye®, alors

VeeVi;, ¢ (z)=-— <ln (1+ ¢20§’fb)()x)_ ¢(@) €x> (14 ¢° (z) —€").

Exercice 3.5.2

Soit la fonction
2arctan( ¥ , . *
f(z,y) =22 4y — et (%) définie sur R? x R.

1. Montrer que 'équation f(z,y) = 0 définit, au voisinage de z = 1, une fonction
implicite y = ¢(z).
2. Calculer la dérivée de ¢.

3. Donner le développement limité & I'ordre de 3 de ¢ en 1.

Corrigé 3.5.2

1. La fonction f est de classe C*° comme produit et composé de fonctions de classe
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C', avec f(1,0) = 0.

0 /
G_ch (r,y) = 2y+ <2 arctan <%>> eQar‘:tan(‘;ﬁ)
2z 2 arct (3)
= - arctan( 2
Y .'1]2 +y2€ )
L of . - -
d’ou 5 (1,0) = —2, donc il existe un voisinage V; de 1, un voisinage Vo de 0 et une
Y

fonction ¢ de Vi a V; tels que

o: Vi — W
r — y=¢(x);

et
Vo € Vi f(1,y) =0 4=y = ¢ (1) <= 2° + (¢ (2))” = 2™=(2)  (3.2)
2. Dérivée de ¢. 5
O (26 (@)
Vo € ‘/17¢( ) =-4L ;
O (2.6 ()
oy
Or
g o y 2arctan(3)>
et
g . _ € Qarctan(3)>
ay ($7y)_2(y $2+y2€
Donc
T+ R
Vo € ‘/17 ¢I (:I:) - € Qegctan(ﬂ).
Y- 22 + 12 ¢

3. En dérivant 3 fois la relation (3.2) on obtient

v+ o) d (x) — x¢/ (:v)xQ— ¢ (x) — Zb (x))Qezarctan(g) _o,
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soit

v+ 6(2)¢ (v) — 26 (x) + 6 (2) =0, (3.3)

car €2arctan(¢(:v)/z) —_ $2 + ¢2 ($)

les dérivées de la relation (3.3) donnent le systéme

z+¢(z).¢' (v) —xd' () + ¢ (2) =0
1+ (¢(2)* + ¢ () .¢" () —2¢" (x) = 0
3¢" () ¢" (z) + & () .¢" (2) — 2¢" (2) — ¢" (z) =0

Dans la premiére équation on obtient ¢(1) = 0 et ¢’ (1) = 1, puis dans la deuxieéme,
¢" (1) = 2, puis dans la troisieme, 6 — ¢" (1) — 2 = 0. Le développement limité a 'ordre

3 est donc

1

¢($):¢(1)+¢'(1)-($—1)+%¢"($)($—1)2+§($—1)3+0(($—1)3),

soit

b)) =@ =1+ @ =142 =1 +o (1)),

Exercice 3.5.3

Pour chacune des fonctions suivantes étudier la nature du point critique donné
1) f(x,y) = 2*> — zy + y* au point critique (0,0).
2) f(x,y) = 2* + 22y + y* + 6 au point critique (0,0).
3) f(z,y) = 23+ 22y* — y* + 2% + 3xy + y? + 10 au point critique (0, 0).

Corrigé 3.5.3
1. (a) Point critiques. On a df (z,y) = (2o — y)dz + (2y — x)dy = 0 donc

20 —y =0
df =0 <= < (z,y) = (0,0).
20 —x =0
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(b) Nature du point (0,0). La matrice Héssienne est

2 -1
H;(0,0) =
-1 2

o?
Comme le déterminant de la matrice Héssienne det Hy (0,0) =5 > 0 et g7 (0,0) =

Ox?
2> 0.

Le point (0,0) présente donc un minimum local.

2. On a df (z,y) = (2z + 2y) dz + (2x + 2y) dy donc df (z,y) =0 <=z +y =0.

Les points critiques sont de la forme (a, —a)

flay) = fla,—a)=(x+y)?*—(a—a)’ = (x+1)°0>0,

d’ou le point (a, —a) présente un minimum local.

3. Point critiques.
On a
df = (3:U2 +2x+2y2+3y) dr + (4xy—y3+3:v+2y)dy:0

Il est claire que (0,0) est un point critique.
Nature du point (0; 0).

La matrice Héssienne est

6x + 2 4y +3
H;(0,0) = )
dy+3 —12y*+4x+2

Comme le déterminant de la matrice Héssienne au point (0,0) est

2 3
det Hy (0,0) = =-5<0,
3
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le point (0, 0) présente donc un point selle.
Exercice 3.5.4
Trouver les points critiques de la fonction f suivante et déterminer si ce sont des

minima locaux, des maxima locaux ou des points selle.

[z, y) =sin(z) +9° — 2y + 1

Corrigé 3.5.4

1. Points critiques.

cosz =0 0
df =cos(z)dr+ 2y —2)dy =0 <— <:>($ay):<(2k’+1)_71>7
% —2=0 2

les points critiques critiques sont donc ((Zkz +1)7, 1) .

2. Nature des points critiques. La matrice Héssienne est

—sinz 0

0 2

Hf ($7y) =
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Le déterminant de la matrice Héssienne au point ((2k + 1) Z,1) est

—sin(2k+1)Z 0
det H; <(2k+1)g,1> _ | T @R ED3
2

0
- 9 (_1)k+1 .

Par conséquent, si k est impaire impaire, le point ((Zkz +1) 3, 1) présente un minimum
local et, si k est paire, le point ((Zk’ +1)7, 1) présente un point selle.
Exercice 3.5.5

Le but de l'exercice est I’étude des extremums de la fonction

f: R? — R

—T

(r,y) — 22 —2ay+2y°+e

1. Etablir que I’équation e * = z d’inconnue = € R, admet une solution et une seule.

2. Montrer qu’il existe (a,b) € R? unique tel que

g (a,b) =0

8 (a,b) =0
. a

et établir que e™* = a et 6:5

3. Montrer que f admet un extremum en (a, b). Est-ce un minimum ou un maximum?

Corrigé 3.5.5
1. Etudions la fonction g définie sur R par g(z) = e — 1.
On a

Ve eR,¢' (z) = —e " —=1<0.

La fonction ¢ est donc strictement décroissante sur R. De plus

lim g(z) = lim e — 2 = +o0,

r——+00 T——+00
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et

car

lim ze® =0".

T——00

La fonction ¢ est continue et strictement décroissante sur R : elle réalise une bijection
de R sur R. Or 0 € R, donc ’'équation g(x) = 0 a une unique solution dans R. Et donc

T

I’équation e™* = za une unique solution dans R.

2. On a pour tout (z,y) € R?

g—(:v,y)—o 2w — 2y —e T =
a—y(x,y):() —2x+4y =0

. . . . a . .
La deuxiéme égalité implique que b = 5 En remplagant la premiére équation on

obtient e~ ¢

=a.
La premiére équation admet une unique solution dans R d’aprés la question précé-
dente. Connaissant la valeur a solution de cette équation, on en déduit b. Il existe donc
un unique point critique.
3. La fonction f étant de classe C? sur R? comme somme de produits de fonctions de

classe C?, on peut appliquer le théoréme de Schwarz.

La matrices Héssienne est

%(x,y) =24e"
0

a_y‘]; ($7 y) =4

D’ f >*f

69



et son determinant au point (a, b)

24e " =2
det Hy (z,y) = =442 >0.

—2 4
(a;b)

Donc le point critique est un extremum local.
2

2
minimum est

De plus (a,b) = 4 > 0, ainsi f admet un minimum local au point (a,b) et ce

1
f(a,b) =a® —2ab+20* + e * = §a2 +e
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CHAPITRE 4

Intégrales multiples

Dans ce chapitre nous allons étendre la notion d’intégrale définie aux intégrales doubles
et triples des fonctions de deux et trois variables. Ces notions sont ensuite exploitées

pour calculer des volumes, des aires de surfaces et des masses.

4.1 Intégrale double d’une fonction continue

Dans cette section, nous définissons l'intégrale d’une fonction de deux variables, appelée
intégrale double, et nous montrons comment 1’évaluer. Elle nous permettra, entre autres,
de calculer I'aire d’'un domaine d’intégration, ainsi que le volume d’un solide limité par
les graphes de fonctions de deux variables.

Théoréme 4.1.1 (de Fubini)

Soit © — ¢ et x +— 1 deux fonctions continues sur [a,b] avec ¢ < 1); notons €

I'ensemble des points (z,y) € R? tels que a < x <bet p(z) <y < (z). Alors

/ / f (e, y) dady = / b / f()) f (2, y) dyda.

Si le domaine le permet, on peut permuter les roles de x et de y : soit y — ¢ et

y — 1 deux fonctions continues sur [c,d] avec ¢ < 1); notons {2 I’ensemble des points
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(r,y) e R? tels que c <y < det p(y) <z < (y). Alors

J[ 1@ ey~ | d / j()) f (2,y) dydz.

Quelquefois, en inversant l’ordre de l'intégration sur un domaine élémentaire, une
intégrale double extrémement difficile & évaluer devient relativement facile a résoudre.

Exemple 4.1.2 Soit R = [0; 1] x [0;2]; on veut calculer I'intégrale double

/ / re™dxdy.
R

On a
1,2 1 2 1 rayv=2
// re™dxdy = / / re™dydxr = / :U/ edydr = / x [—] dz
R o Jo 0 0 0 T 1y=o0
1 2 1 1 2x z=1
= /:U(e———>dx—/(eQx—l)d:U—[e——:v]
0 T T 0 2 20
e ) 1 e 3
2 2 2 2

Exemple 4.1.3 On veut calculer le volume du solide qui s’éléve sur le domaine €2 du
plan Oxy délimité par la droite d’équation y = x et la parabole y = 22 et couverte par
le paraboloide z = 22 4 y2.

1¢¢ méthode. Le domaine () peut étre décrit par
Q={(z,y) eR*/0< 2 <2,2° <y <2z},

Le volume se calcule alors par

2 2x 2 37y=2x
// ($2 + y2) dedy = / / <$2 + y2) dydx = / [:UQy + %] dz
0 0 Ja2 0 2
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2¢me méthode. Le domaine () peut étre décrit par

<

Q:{(:U,y)€R2/0§y§4,\/§§x§§}.

Le volume se calcule alors par

4 4 4 3 =
/[) ($2 + y2) dedy = /0 /\/_ ($2 + y2) dxdy = /0 [% + :va] dy
Y
4

ke

1=

_ / (i/? N igﬁ) dy [2y5/2 . 2y72 13y4]y_4
, \3 24 15 7 9% |,
216

= %

Remarque 4.1.4 Si Q est le rectangle Q = {(z,y) € R*/a <x <b,c <y <d} et si
f est le produit d’'une fonction qui ne dépend que de x et d’une fonction qui ne dépend

que de y, i.e. f(z,y) = h(z)g(y), alors

/ab/cdf(rv,y)drvdy— (/abh(rv)drv> (/Cdg(y)dy> :

Exemple 4.1.5 Soit R € [0; 1] x [0; 2]; on veut calculer V'intégrale double [, zydzdy.

On a
1 2 1 2
// rydrdy = //:Uydxdy—/ :de/ ydy
R o Jo 0 0

Proposition 4.1.6 (Changement de variables) Soient ¢ : R* — R et ¢ : R? - R

deux bijections de classe C'. Considérons la fonction de changement de variables

F: R* — R?

(w,0) = (r=p¢uv),y=1(u0v).

73



Soit f(z,y) une fonction continue sur un domaine D fermé et borné, alors

/A fla,y)dzdy = /f(so (u, ), (u,v)). |J| dudv

ou J = 0y, (¢) .0, (V) — 0y (p) .0y (¥), appelé jacobien, est le déterminant de la matrice
Ou () 0, ()

0y (V) 0u (V)

Cas des coordonnées polaires

appelée jacobienne de la fonction F.

Le changement de variables en coordonnées polaires est donné par ’application
(r,0) — (x =a+rcosb,y =b+rsind),

ou (r,0) € R sont les coordonnées du point (z,y) € R\ {(a,b)} .

Cette application a jacobien

Oyx  Opx cosf —rsinf
J = det = det

oy Opx sinf rcos8

= rcos’f+rsin®0 =r,

donc

//D f(a,y)drdy = //D fla+71cos0,b+ rsin0).rdrdd.

1
Exemple 4.1.7 On veut intégrer la fonction f (x,y) = T2y o™ I’ensemble
=Ty

Q:{(:c,y)6R2/0<y<\/§xet1<x2+y2<4}.

Si on passe en coordonnées polaires on a

Q:{(r,e)eRix[0;27r[:0<0<§et1<r<2}.
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On doit alors calculer

1 520 8 2 7
rdrdd = rdrdl = do dr
o l+7r2 o J1 1412 0 1 1472

4.2 Intégrale triple

Principe

f étant continue sur un domaine fermé et borné D de R?, 'intégrale triple

///D [y, z)dedydz

se définit de fagon analogue aux intégrales doubles et se calcule par intégrations succes-
sives.

Proposition 4.2.1 (Changement de variables)

Le théoréme est analogue au cas précédent: soit f(z,y,z) une fonction continue sur

le domaine D fermé et borné, soit ¢, 1) et £ trois bijections de D de classe C*

(u,v,w) = (= (u,v,w),y =1 (u,v,w),z ==~ (u,v,w))

alors
[ #vortzavaz = [ o) 0 vw) & ) ] dudvdu,
D D
Oup Oy Oup
ou J appelé jacobien, est le déterminant de la matrice | 9,4 9,9 9,9
0.8 € 0w

Cas des coordonnées cylindriques
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Un changement de variables en coordonnées cylindriques est donné par 1’application
(r,0,z) — (r=a+rcos0,y =b+rsinb,z = z)

ou (r,0,z) € R% x [0,27] x R sont les coordonnées du point (z,y, z) € R*\ {(0,0, 2)}

}. Cette application a jacobien J = r donc

/// f(z,y, z)dxdydz = /// fla+rcosf,b+rsinb, z).rdrdddz.
D D

De la méme maniére on peut obtenir

/// flz,y, z)dxdydz = /// fla+rcosb,y,b+rsinb) .rdrdydd,

D D

/// flz,y, z)dxdydz = /// f(z,a+rcosf,b+rsind).rdrdrdd.
D D

Cas des coordonnées sphériques

Le changement de variables en coordonnées sphériques est donné par I’application
(rye,0) — (x =a+rcos(p)cos(0),y =b+rcos(p)sin(f),z =c+rsin(p)),

ou (r, ,0) € R} x[0; 2w[x]—2; = sont les coordonnées du point (z,y, z) € R*\ {(0,0,0)}.

Cette application a jacobien J = r? cos () donc
/// flz,y, 2)dedydz = /// f(a+1rcos(p)cos(0),b+rcos(p)sin (0),c+ rsin(p)) .72 cos (@) drdt
D D

4.3 Applications

Définition 4.3.1 (Aire) L'intégrale double [, 1dzdy mesure laire de A.
Exemple 4.3.2 (Aire d’un disque) Calculons ’aire d’un disque Dp de rayon R > 0
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: on se place dans un systéme de coordonnées centré sur le centre du disque, qui a donc

pour équation x? + 3? < R%. Alors

Dp={(z,y) eR*: 2’ +y* < B’} = {(r,0) € R} x [0;27[:1* < R*}

2 rR 27 )2 R R2 27
/ / ldxdy = / / rdrdf = / [—] df = — 1df = 7R
Dgr 0 0 0 2 0 2 0

Définition 4.3.3 (Volume) L'intégrale triple [[ [, 1dzdydz mesure le volume de V.

et

Exemple 4.3.4 (Volume d’une sphére)

Calculons le volume d’une boule By de rayon R > 0 :

[[] rasiui: - /; [ [ osoyanani - ( [ conti d@) ([0 ([ )
-

=z

= 4dr—.

3

4.4 Quelques intégrales remarquables

1)

+o00 ) +o00 +o00
/ e dr = (/ emzdx> (/ eyzdy>
0 0 0
+oo  ptoo
_ / / e @) ddy
0 0
too %
= \// / re "’ drdf = ﬁ
0 0 2

+o00 )
/ e " dr =+/m.

[e.0]

7



+o00
a2 v
/ e d:r—\/j.
o o

4.5 Exercices corrigé sur le chapitre 4

Exercice 4.5.1
Calculer les Jacobiens des fonctions suivantes
L f(z,y) = (2* +y2® +y;0 — 9?),
2
T
2. flz,y) = (mﬁv - y),
3. f(u,v) = (ucos(v), usin(v)).
Corrigé 4.5.1

Calcul des Jacobiens des fonctions suivantes

1. On pose f(z,y) = (fi(z,y), fa(z,y)) = (a® + y2® + y;2 — y?). Alors la matrice

Jacobienne est donnée par

of o N
fi dr Oy Ty 2
Jf(SU,y)—(%)“— of, 0fy | =
LN _— 1 —2y
oxr Oy
Le Jacobien est
204y 2°+1
det Jy (z,y) = Y = Aoy —2y* — 2% — 1.
1 —2y
2
2. = (———,x —y). De la méme f
flz,y) (y2+1’$ y). De la méme facon on a
2z —Azy
2 —4
det Jy (z,y) = P+l (417 | = 2$ — :UyQ.
1 1 v +1 (y2+1)
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3. Pour la fonction f(u,v) = (z,y) = (ucos(v),usin(v)) la matrice Jacobienne est

Jr Ox )
Iy (oy) = o ( cos (v) —usin (v) ) .

donnée par

sin (v)  wcos(v)
Le Jacobien est
cos (v) —usin (v)

sin (v)  wcos(v) -

Exercice 4.5.2

Calculer les intégrales doubles suivantes

2 3
1. = / / (4 — y?) dzdy.
0.J0

3770
2. I, / / (2?y — 2zy) dxdy.
0 J-2

2T pm
/ / (sinz + cosy) dzdy.
T 0

1 0

L 13_/ / (x +y+ 1) dady.
“1J-1

Corrigé 4.5.2

1.

3. 13

2 r3 3 Y3 2
L, = / (4 — y2) dxdy = / [4y — —] dz
0o Jo 0 3 1o
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ou encore

L =

0

2. Calcul de I, = /

—2

3
/ (x%y — 2xy) dxdy.
0

0 3
I, = / (:UQy—Z:Uy) dxdy

2J0

= /03 [/Z(ny—ny)dy] dx
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2T pm
3. Calcul de I3 = / / (sinx + cosy) drdy
T 0

27 pm
I; = / / (sinz 4 cosy) dxdy
T 0
T 2

= / [/ sinx+cosy]dyd:r
0 T

= / [ysinz + sin y]>" da
0

= /W(Qﬂsinx—ﬂsinx)dx
= [jﬂ' cos |
= 2.

1 0
4. Calcul de I35 = / / (x+y+1)dedy

—1J-1

0 1
I — // (2 +y+ 1) dedy
“1J1
0 [2 1

= / [—+xy+:v] dy
112 1

0
= / (2y+2)dy
-1
= [P +2y)°,

= 1

Exercice 4.5.3

Calculer les intégrales doubles suivantes

-1, = // (xsiny) dxdy
Dy
bl

ob

Di={(zy) eR*:0<z<met0<y<a}.

2— I, = // 3y2e™dxdy
Do
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ou

Dy={(z,y) eR*:0<a<letya<y<1}.

2y
3— 13—// fe dzdy,
D3*— Y

ou

Dy={(z,y) eR*:0<z<2et0<y<4—2"}.

Corrigé 4.5.3
1) Calcul de I, = // (xsiny) dxdy
Dy

L = // (xsiny) dxdy
Dy

/ xsiny) dydz

—xzcosyly dx

0

= / (x —xcosz)dr
0

72 .
= — (cosx + xsinx)

s

0
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2) Calcul de I, = / / 3yle™vdxdy
Do

1 1
I, = // 3y3exyd:vdy—/ (/ 3y3exydy> dx
D2 0 \/5
1 1
(/ 3y3exydy> dz
VT

3y3exyd:v> dy

AT 202 Vi=y
- [ wl,
o 12(4—y) 0

Exercice 4.5.4

Calculer les intégrales doubles suivantes

1) 11_// ﬂyw ot
D1(‘r+y)

83



Dlz{(:v,y)eR?::U—&—yg?),leety21}.

2) I, = // e~V dxdy, ou
Do

Dz:{($,y)€R2:0§$§3et §y§1},

wls

Corrigé 4.5.4

1) Caleul de T, = // dudy
Dy (T +Y)

// dxdy
I, = .
py (T +Y)
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2) Calcul de I, = // eV dady,
Do

L = / / eV dudy

[ ([
[ ([
- /sye vy

- [; ] (62;1)'

o

Exercice 4.5.5

Calculer, en utilisant le changement de variables convenable, les intégrales suivantes:

1 py/1—9y2
1) Il_// (2% + y?) dzdy.
—//:dedy
/1/m1+\/ 2ty
Vi—aZ
—// e (#+v%) dxdy.
// 1y sdxdy.

Corrigé 4.5.5

dxdy.
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1) On pose z =rcosf,y =rsinf, avec 0 <r <1let 0 <0 <7/2, donc
1 /1292
I, = // (:U2+y2)d:vdy
o Jo

1 pm/2
= // r.o2drdf
0o Jo
1 /2
= (/ 7“3d7“> (/ d@)
0 0

- [5] o

o] 3

6

il donc

et 0<r<

0
2) On pose x = rcosf,y = rsinf, avec 1 <0<

6 ry w/2 r6/sinz
I, = / / xdxdy = / / 2 cos 0d6
0 Jo w/4 JO
/2 7"3 6/sinz /2 1
/ cos 6 [—] df = 72/ cos 0 ———df)
~/4 31, ~/4 sin® 6

/2
1 7
2|-——s| =-—%(1-2)=36.
[ 2sin29]7r/4 2 ( )

| =

\V)

37
3) On pose x =rcosf,y =rsinf, avec 0 <r <letnw <0< - donc

dxdy

0 0 1
/1/\/1552 1+ /2?2 42

1 oe3w/2
= // .dr.do
0 Jax 1+7r
1 37/2
_/(1— Tdr).(/ d9>
0 14+7r -

= r=m+r)} O =5 (1 -;2).

86



4) On pose x =rcosf,y =rsinf, avec 0 <r <1let 0 <0 <r/2, donc

I, = // (a2 dxdy
/2
= / /re " dr.df

- [ 5 ] UGS

5) On pose x = rcosf,y =rsinf, avec 0 < 0 < 5 et 0 <6 < 2cosf. On a alors

2c0s0,,.
CcOos 0 0
L = / / (cos +81n) o drdd

2cos®
= / [/ (cos@ +sinb) dr] df
0 0

/2 /2
= / (cos@ +sinf) [r ]2C050d0—2/ (cos®@ +sin6) do
0 0

/2 0 2sinf 1
= 2 (cos2 0 + cos 8 sin 0) df =2 [§ + s;n + 5 sin? (0)
0

+ 1.

ro | =

Exercice 4.5.6

1. Calculer la moyenne de la fonction f sur le disque D de centre O(0,0) et de rayon

a dans les cas suivants

(a) f(x,y) = Va2 +y%  (0) fzy) = Ve —a® -y

2. Calculer la moyenne de la fOTLCtiOTL [ sur le domaine D dans le cas suivant
T [§]
Y 7y

D= {(:U,y) eR?:In2<2x<2In2,In2 §y§21n2}.

Corrigé 4.5.6
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1. On fait le changement de variables par passage aux coordonnées polaires x = 1 cos

et y = rsind. Alors

(a)

1 2 a,
I = —2/ r*drdd
wa? )y Jo
_ LR i
Ta? 3], 3
(0)
1 2 a,
I = —2/ /rmdrde
ma=Jo Jo
1 2 2\3/27°
_ L, @ =) 2a
Ta? 3 3
0
2.
2In2 2In2 21n2 21n2
1 1
I = dfvdy__2/ [M] i
In2 In2 ry (11’12) € In2

/21n2 (In2+Inln2 —Inln 2)
= dx
(In2)? T

21n2
= — — = —ldx],5" = 1.
ln2 me T ln2[ g

Exercice 4.5.7

Calculer les intégrales triples suivantes

1 pa? p2zty
1. I = / / / (2x + z) dzdy.
0 Jl-zJzx
1
2. I = / (// (zy + 22) d:vdy) dz, ou
0 D

D={(z,y) eR*:2? <y<1}.
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CHAPITRE 5

Champs de vecteurs, formes

différentielles

Définition 5.1 (Ouvert étoilé) Un ouvert U de R" est étoilé s'il existe a € U tel que,
pour tout z € U, le segment d’extrémités a et x soit inclus dans U, autrement dit, si tout
segment reliant un point de ’ensemble & son centre est inclus dans ’ensemble.

Définition 5.2 (Ouvert simplement conneze) Un ouvert U de R™ est simplement

connexe si
1. U est conneze par arc, i.e. tout couple de points (o, o) et (x1,y;) de U peut étre

joint par une courbe continue:

v € C°([a, b))
V{(zo,%0), (x1,91)} CU Fy:fa,b] = U t.q ¢ ~(a) € (0, %),
v (b) € (z1,1);

2. tout courbe fermée contenue dans U peut étre ramenée, par déformation continue,

a un point.
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5.1 Formes différentielles

Définition 5.1.1 (forme différentielle)

Une forme différentielle de degré 1 définie sur un ouvert U de R? est une application

w(x,y) = wy (x,y)dr +wy (2,y) dy

ol wy et we sont fonctions de U dans R.
De la méme maniére, une forme différentielle de degré 1 définie sur un ouvert U de

R? est une application

’lU(.’,U,y, Z) = W (:'U?y? Z) d.’,U + Wa (.’E,y, Z) dy + w3 (:'U?y? Z) dZ

ol wy, wy et ws sont fonctions de U dans R.
Si tous les w; sont de classe C* sur U, on dit que w est de classe C* sur U.
Définition 5.1.2 (Forme exacte et primitive)
Une forme différentielle w est exacte (ou totale) s’il existe une fonction f : U — R,
de classe O, telle que df = w. On dit alors que f est une primitive de w sur U.
Exemple 5.1.3 Soit w = 2zdx + 2ydy une forme différentielle dans R%. Elle est
exacte car f: R? — R définie par f(z,y) = 2% + y? vérifie df = w.
Définition 5.1.4 (Forme différentielle fermée)

Une forme différentielle w définie sur un ouvert U de R? est fermée si

9y (wr) = 0y (wy) .

Une forme différentielle w définie sur un ouvert U de R? est fermée si



Théoréme 5.1.5(de Schwarz: condition nécessaire pour w exacte)

Une forme différentielle exacte de classe C' est toujours fermée.

Théoréme 5.1.6 (de Poincaré: condition suffisante pour w exacte)

Si U est un ouvert étoilé ou si U est simplement connexe et w est une forme différen-

tielle de classe C!, alors
w est exacte sur U <= w est fermée sur U.

Exemple 5.1.7
Soit w = (22 + y)dz + (2y + x)dy une forme différentielle dans R?.
CN pour w exacte: comme 0, (w1) =0y 2z +y) =1et 0, (w2) =0, Ry +2) =1, la

forme différentielle est fermée;

Domaine de définition: R? est simplement connexe donc la CN est aussi une CS;

grace au théoréme de Poincaré on conclut que w est exacte, c’est-a-dire qu’il existe

f:R? = R telle que df = w. Par exemple f(x,y) = 22 + zy + y>.

5.2 Champs de vecteurs

Définition 5.2.1 On appelle champ de vecteurs défini sur un ouvert U C R? toute

application de U dans R? telle que

V (2,9) = (Vi (z,9), Va (2,9)) ,

ou V; et V5 sont fonctions de U dans R.
De la méme maniére, on appelle champ de vecteurs défini sur un ouvert U C R? toute

application de U dans R? telle que

—
V(.’E,y,Z) = (‘/1 (537%2)7‘/2(337%2)7%(%%2))7

91



ou Vi, V5 et V3 sont fonctions de U dans R.

Si tous les V; sont de classe C* sur U, on dit que V est de classe Ck sur U.

Définition 5.2.2 (Champ conservatif et potentiel)

Un champ de vecteurs V est conservatif (i.e. il est un champ de gradients) s'il existe
une fonction f : U — R, de classe C*, telle que Vf = V. On dit alors que f est un
potentiel de V sur U.

Exemple 5.2.3

Soit \_/)(Z:U, 2y) un champ de vecteurs dans R?. Tl est conservatif car f : R?> — R
définie par f(z,y) = 2 + y? vérifie Vf = V.

Définition 5.2.4 (Champ a rotationnel nul)

Un champ de vecteurs V défini sur un ouvert U de R? est & rotationnel nul si
9y (V1) = 0, (Va).

—
Un champ de vecteurs V' défini sur un ouvert U de R? est & rotationnel nul si

(Va),

Théoréme 5.2.5 (Théoréme de Schwarz: condition nécessaire pour V' conservatif )
Un champ de vecteurs ‘_/> de classe C! conservatif est & rotationnel nul.

Théoréme 5.2.6 (Théoréme de Poincaré: condition suffisante pour V' conservatif )
Si U est un ouvert étoilé ou si U est simplement connexe et ‘_/> est un champ de

vecteurs de classe C!, alors
H . H .
V' est conservatif sur U <= V est a rotationnel nul sur U.

Exemple 5.2.7 Soit Vv (22 + vy, 2y + x) un champ de vecteur dans R?.
CN pour Vv conservatif : comme 0, (V1) =0, 2z +y) =1et 0, (V1) =0, 2y + 1) =
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1, le champ est a rotationnel nul.
Domaine de définition : R? est simplement connexe donc la CN est aussi une CS.
—
grace au théoréme de Poincaré on conclut que V' est conservatif, c’est-a-dire qu’il existe

f:R? =R telle que Vf = V . Par exemple f(z,y) = 2% + zy + y*

5.3 Opérateurs classiques

Soit f une fonction différentiable et V un champ vectoriel différentiable définis comme
suit :
f: UCR® — R

(:’U7y7z) — f($7y7z)

V.UcCR — R
Vi (z,y,7)
(@,9.2) +— V(ey,2)=]| Va(z,y2)
Vs (2,9, )

Gradient: Le gradient de f, noté Vf ou encore gradf, est le champ vectoriel

Vf: U — R3
Ouf (2,9, 2)
(@.y,2) — Vf(zy,2)= | 9,f(x,y,2)
0. f (x,y,2)

Si f et g sont deux fonctions différentiables de U dans R, on a

& V(f+9)=Vi+Vy
& V(Af) =AVf pour tout A € R

&V (fg)=fVg+gVf

— — —
Divergence: La divergence de V', notée V.V ou encore divV | est la fonction

—
V-V U — R
(@.y.2) — V-V (0.y.2) = @V (2,9, 2) + 0, Va (2,1, 2) + 0.V3 (2,1, 2))
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Si V et W sont deux champs vectoriels différentiables de U dans R3, on a
e — —
V- (V+W)=v.-V4+v.W
— —
& V- <)\V = AV -V pour tout A € R
— — = — —
) V~<fV> =fV-V+V.-Vf <V.Vf désignant le produit scalaire de V' par V f ) i
Laplacien: Si f est de classe C?(U), le laplacien de f, noté Af, est la fonction

Af: U — R

Si f et g sont deux fonctions différentiables de U dans R, on a
& A(f+9)=Af+Ayg
& A(Af) = AAf pour tout A € R
® A(fg)=fAg+gAf+2(Vf).(Vg)

((Vf)-(Vg) désignant le produit scalaire de Af par Ag).

Rotationnel: Le rotationnel de V , noté rotV , est le champ vectoriel

rotV : U — R3
o,Vs (x,y,2) — 0, Va (x,y, 2)
(v,y,2) rotV (z,y,2) = | 0.Vi(w,y,2) — 0. Vs(x,y,2)
0.V (z,y,2) — O, Vi (2,9, 2)

Si f et g sont deux fonctions différentiables de U dans R et Vet W deux champs
vectoriels différentiables de U dans R?, on a
& rot Vot W) — rotV + rotiV’
& rot )\\7) — ArotV pour tout A € R
& V -rot <X_/)) =0
& rot (Vf)=0.
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5.4 Intégrale curviligne d’une forme différentielle

Définition 5.4.1 (Intégrale curviligne d’une forme différentielle)
Soit w (x,y) = wy (z,y) dz + wy (r,y) dy une forme différentielle définie sur U C R?
et soit v : [a,b] — U un arc orienté défini par v (t) = (x(t),y(t)). w1 et wy étant des

fonctions continues, on appelle intégrale curviligne de la forme différentielle w le long de

[

/ [wy (z(8),y (1) 2" (8) + w2 (2 (), y () y' (1) di.

larc v le nombre noté
et défini par

Soit w (x,y, z) = wy (z,y, z) dr+w, (z,y, 2) dy+ws (z,y, z) dz une forme différentielle
définie sur U C R? et soit v : [a,b] — U un arc orienté défini par v (t) = (z(t), y(t), 2(t)).
wi, wq et ws étant des fonctions continues, on appelle intégrale curviligne de la forme

différentielle w le long de I’arc v le nombre noté

[

et défini par

/ [wy (& (), y (8), 2 () & () + wa (2 (1), y (£), 2 () ¥ (1) +ws (2 (1) ,y (1), 2 (1) 2’ (D)] dt.

Exemple 5.4.2

L’intégrale de la forme différentielle w(z,y) = ydéy définie sur R? le long du graphe
d’une fonction f : [a,b] — R de classe C! est égale / f(t)dt.

Proposition 5.4.3 Si w est une forme diﬁ’érentiaelle exacte définie sur U C R" et de
primitive f et si la courbe v : [a,b] — U a pour origine et extrémités respectivement les
points y(a) et v(b) alors
Jw=t0m) -6,

v
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En particulier, si la courbe v est fermée, c’est-a-dire si ses deux extrémités sont égales,
alors la circulation sur + de toute forme différentielle exacte est nulle.

Définition 5.4.4 (Circulation d’un champ de vecteurs)

Soit V (z,y) = (Vi(z,y),Va(x,y)) un champ de vecteurs défini sur U C R? soit
v : la,b] — U un arc orienté défini par v (t) = (z (t),y (t)). V1 et V, étant des fonctions

—
continues, on appelle circulation de V' le long de 'arc orienté v le nombre noté
—
j{ v
Y

/ Vi @),y (®) 2" (t) + Va (z (t),y (1) y' ()] di.

et défini par

Soit V (x,y,2) = (Vi (x,y,2),Va(x,y,2),V3(z,y,2)) un champ de vecteurs défini sur
U C R? et soit v : [a,b] — U un arc orienté défini par v(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Vi, Vs et

—
V3 étant des fonctions continues, on appelle circulation de V' le long de I'arc orienté v le

—
$v
v

nombre noté

et défini par

/ Viz @),y (), z(®)a" () + Vo), y(t),z()y (t) + Vs (x(t),y(t), 2 (1) ()] dt.

Exemple 5.4.5
La circulation du champde vecteurs V= (—y, z) le long de la courbe v : [0, 27| — R?

définie par y(t) = (cos(t),sin(t)) est égale a

$v - /0”(—y<t>x'<t>+:c<t>y'<t>>dt

= /0 ’ (—sint) (—sint) + (cost) (cost) dt

27
= / 1dt = 27.
0
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Proposition 5.4.6
Si V est un champ de vecteurs conservatif défini sur U C R™ et de potentiel f et sila
courbe v : [a,b] — U a pour origine et extrémités respectivement les points y(a) et v(b)

alors

74 V = £ (v(0) = f (+(a)

En particulier, si la courbe v est fermée, c’est-a-dire si ses deux extrémités sont égales,
alors la circulation sur « de tout champ de vecteurs conservatif est nulle.

Exemple 5.4.7 Soit le champ de vecteurs
Vv (x,y,2) = (Z:Uy + 23,22, 3xz2)

On veut montrer qu’il dérive d’un potentiel scalaire et déterminer tous les potentiels
scalaires dont il dérive. D’une part, comme le champ est défini sur R? qui est un ouvert

étoilé, pour prouver qu’il dérive d’un potentiel il suffit de montrer qu’il est & rotationnel

0,V3 =0, Vs 0y, (3x2?) = 0, (z?) 0=0
0.Vi =0,V <=4 0, (2xy+2%) =0, (322?) <= { 327 = 322
0,Va = 0,V1 0 (2?) = 9, (2zy + 23) 2 = 21

D’autre part, il est possible de calculer les potentiels : on cherche en effet f de R3

dans R tel que
Ouf (2,y,2) =22y + 2°

o, f (z,y,2) = a?
O.f (z,y,2) = 3xz?

On résout ce systéme d’équations aux dérivées partielles : la deuxiéme donne par
exemple f(x,y,z)=2%y + h(z, ). En la dérivant par rapport & z on trouve 0, f (z,vy, 2) =
d.h (z,z), en utilisant la troisieme équation on trouve 9,h (x,z) = 3z2% d’on h(z,2) =
223+ g(x) et donc f(z,y, 2) = 2%y + 22>+ g(z). En la dérivant par rapport & x on trouve

O f(z,y,2) = 2zy + 23+ ¢'(x), en utilisant la premieére équation on trouve ¢'(z) = 0 d’ou
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g(x) = C et finalement
flz,y,2) =2’y +22°+C CeR

Exemple 5.4.8
On veut montrer que la forme différentielle

X
S —

vy = oy

définie sur U = {(z,y) € R? : z > y}, est exacte et en déterminer toutes les primitives
dont elle dérive.
D’une part, comme la forme est définie sur U qui est un ouvert étoilé, pour prouver

qu’elle est exacte il suffit de montrer qu’elle est fermée:

=i =, (25) =0 () = -

D’autre part, il est possible de calculer les primitives : on cherche en effet f de R?

dans R tel que

X

wq ($7y): Y 2

(x—y) m

On résout ce systéme d’équations aux dérivées partielles : en intégrant la deuxiéme

s et wy(z,y) =

on obtient par exemple f (z,y) = v +h (z). En la dérivant par rapport & x on trouve
r—y

Opf(x,y) = ﬁ + I/ (z), en utilisant la premiére équation on trouve h'(z) = 0 et

finalement

f(:v,y):L—&—C, C eR.
r—y

5.5 Exercices corrigé sur le chapitre 5

Exercice 5.5.1
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Considérons le champ de vecteurs
— — — —
Vir,y,z)=zi +2yj +3zk

—
Montrer que V' est conservatif et en calculer un potentiel.

Corrigé 5.5.1
On a

Vi(w,y,2) =z, Va(x,y,2) =2y et Vi(n,y,2) =3z

. — =
1. On vérifie que rotV = 0 :

O,V — 0.V =0—0=0,
az‘/l_axvz’):o_o:oa
0.V —9,Vi=0—0=0.

V est défini sur R? (simplement connexe) et est a rotationnel nul donc il est conser-
vatif.

2. On cherche f: R?* — R telle que Vf = V.

2
T
2
= g(02) =y +h() = fay,2) = Ty +h(2)
2

T 3
— f(:v,y,z):E—&-yQ—&-EzQ—&-c.

Exercice 5.5.2

On considére la forme différentielle

Y__doy+ 2 _ay,

w($7y):_$2+y2 $2+y2

définie sur le demi-plan U = {(z,y) € R* : z > 0}. Montrer que w est exacte et déter-
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miner ses primitives sur U.-
D’une part, comme la forme est définie sur U qui est un ouvert étoilé (par exemple
par rapport au point (1,0)), pour prouver qu’elle est exacte il suffit de montrer qu’elle

est fermeée:

T ) T _ Y2 — 22
2 + 92 (22 +y2)2 (22 +y2)2

ay(wl)_ay(wZ):»ay( Y >_ay(

_$2+y2

D’autre part, il est possible de calculer les primitives: on cherche en effet une fonction

f de R? dans R tel que

_ Y

wy (z,y) = —m,
€T

Wa ($7y) = $2 +y2

On résout ce systéme d’équations aux dérivées partielles: en intégrant la deuxiéme

par rapport a y on obtient f(x,y) = arctan (%) + h(y) = —arctan (£) + h(y). En la

T T

dérivant par rapport a x on trouve 0, f (z,y) = — +h' (x); en utilisant la premiére

:1;2 + y2
équation on trouve h/(z) = 0 et finalement

f(z,y) = arctan <%> +c (ceR).

Exercice 5.5.3 Montrer que la forme différentielle

2zydr + (1 — 2?) dy
’lU(.’,U,y): (1_$2)+y2

est fermée. Dans un ouvert a préciser déterminer une fonction f telle que df = w.

Corrigé 5.5.3
La forme différentielle w est définie sur D,, = R* — {(—1,0);(1,0)}, a partir de

2xy (1—2?%)
- =)y
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observe que

22 2
Dow, = 22 (1 —a?) 2:U2y’
(T—a?)+4?)
22 (1 — 22)” — 22>
un — x(l—a?) 7y
(T—a2)+4?)

Elle est donc fermée. Elle est exacte sur tout ouvert simplement connexe (ce qui n’est
pas le cas de son ensemble de définition).

Cherchons un potentiel f de w sur un ouvert & préciser:

a:vf = uw
ayf = W

Il est plus simple de partir de la seconde égalité et de se placer dans un ouvert ol

2?2 = 1, par exemple A = {(z,y) : |x| < 1}, qui est simplement connexe. On peut alors

écrire )
ayf = 17:22 2
1 + (lffvz )
donc

f(:v,y)—arctan(l Y 2) +g(z).

En calculant 0, f et en imposant qu’elle soit égale & w; on obtient

2
(1—a2)? 2zy
1+ (14%5) (I—a2)"+y

d’ou ¢’ (z) = 0, soit

f(z,y) = arctan (1 _y$2> + K.
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Exercice 5.5.4 Considérons la forme différentielle

w(z,y) = ( J +ln(1+y2)> dy + (g(:c)+ 12f'7;> dy

cos? (x)

)

vl

définie sur D = {(z,y) € | 5, 5| x R}. Déterminer la fonction g de classe C**(] ==,

telle que g(0) = 0 et w soit exacte.

Déterminer ensuite pour la forme différentielle ainsi trouvée une primitive.

Corrigé 5.5.4

La forme différentielle w est définie sur D (elle est méme de classe C*°(D)). Comme

le domaine de définition est simplement connexe, la forme différentielle est exacte si et

seulement si elle est fermée, c’est-a-dire

_ 1 2y _ 2y
Oy (w1) =0, (wz) & cos? () T +y? g (@) 1+y2
T cos? (x) =9 (@)
& g(x)=tan(z)+c, ceR

Pour avoir ¢(0) = 0 il faut C' = 0, ainsi g(z) = tan(z) et la forme différentielle s’écrit

2zy

w(z,y) = (#@) +In(1+ y2)> dz + (tan (z) + T?ﬂ) dy.

Pour trouver une primitive, c’est & dire une fonction f : D — R telle que df = w, on

intégre w; par rapport & x et on obtient
fla,y) = ytan(z) + 2 1n(1 +?) + h(y).

Pour déterminer h on dérive ’expression ainsi obtenue par rapport ay :

2y /
J,f = tan(x) + 1542 + h' (y),
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cette fonction doit étre égale & wy donc A/(y) = 0 et finalement
f(z,y) =ytan(z) + xIn(1 +4*) +C, CecR.
Exercice 5.5.5 Considérons le champ de vecteurs
v (z,y) = (ysinx + xy cosz + €) T+ (g9 (z) + ze¥) 7

Déterminer la fonction g de classe C*(R) telle que g(0) = 0 et V soit conservatif.

Déterminer ensuite pour le champ ainsi trouvé un potentiel.

Corrigé 5.5.5
—
Le champ V est défini sur R? (il est méme de classe C*(R?)). Comme le domaine
de définition est simplement connexe, le champ est conservatif si et seulement si il est &

rotationnel nul, c’est-a-dire

— — .
0y <V1>:8x <V2> & sinx+axcosy+e¥ =g (z)+e¥
& sinx +xcosy = ¢ ()

& g(x)=xsinx+e¢ ceR.

Comme on veut que ¢g(0) = 0, alors g(x) = xsin(x) et le champ de vecteurs s’écrit
V (z,y) = (ysinz +zycosx +e’) i + (rsinx + ze’) j.

— —
Pour trouver un potentiel, c’est & dire une fonction f : R? — R telle que Vf = V,

on intégre V; par rapport & x et on obtient

f(z,y) = zysin(z) + ze? + h(y).

103



Pour déterminer i on dérive ’expression ainsi obtenue:
Oy f = xsin(x) + ze + 1'(y)
cette fonction doit étre égale a V5 donc h/(y) = 0 et finalement
fz,y) = zysin(z) + ze? + C, Ce€R.

Exercice 5.5.6 Considérons la forme différentielle

-1 1
w(z,y) = ———dx +

CET AT

1. Trouver le domaine de définition de w (qu’on notera D,,).
2. Etablir si w est exacte sur son domaine de définition.

3. Soit 7, la famille de courbes
v, (@) = (2+rcos¢,—2+rsing), ¢ €l0,2x],r>0.

Pour quels valeurs de r on a v, C D,,7 Pour ces valeurs calculer / w (@) d.
’Y’I‘

Corrigé 5.5.6
1. D, = {(z,y) € R*/y # x}.
2. On remarque que D,, n’est pas simplement connexe. On commence alors par vérifier

si la forme différentielle est fermeée:

1
Oy (w1) = 2-—— = 0, (wa),

(x—y)

donc la forme différentielle w est fermée. On va alors en chercher un potentiel, i.e.

une fonction f telle Vf = w:



donc

1 1
— =@y = ———=+9g ) =gy =0
(z—y) (& =)
donc
1
f(,y) = +C.
rT—=y
1
La forme différentielle est exacte sur D,, et un potentiel est f (z,y) = ——.
r—=y

3. Les courbes v, sont les cercles de centre (2, —2) et rayon . Pour que +, soit contenue
dans D, il faut alors que r < (dist (2, —2) ;y = z) = 2v/2. Puisque toute v, est contenue
dans un sous-ensemble simplement connexe de D,, et puisque w est fermée, elle est exacte
dans ce sous-ensemble. On en déduit que 7{ w (t)dt.

Exercice 5.5.7 Déterminer la valeur gu paramétre p de sorte que le champ de

vecteurs

— 9 — — —
V = (2® + 5y +3yz) i + (5x+3uzz—2) j + (24 p)zy —42) k.
soit conservatif. Pour cette valeur de p, déterminer le potentiel ¢ de V tel que (3,1, -2) =
0. Calculer le travail nécessaire pour déplacer une particule du point (1,0,0) au point
(0,1,0) le longue de la courbe ~(t) = (cos(t), sin(t), cos(t) sin(t)).
Corrigé 5.5.7

—
V' défini sur R? simplement connexe : conservatif ssi & rotationnel nul.

0V — 0, Vs 2+4+p)x—3px 0
—
0,Va — 0,V (5 +3uz) — (5u + 32) 0

On obtient le champ de vecteurs

e

— 9 — —
V = (2 +5y+3yz) i +(x+3vz—2) j + Bay—42) k.
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Calcul des potentiels ¢ tels que Vo = V . comme Opp (z,y,2) = Vi (z,y, 2) alors

3

<p(rv,y72)—/V1(rv,y,Z)drv—%+5xy+3wy2+f(x72),

ce qui implique
Oy (,y,2) =bx +3xz + 0, f (y,2);
comme 0, (z,y,2) = Vs (,y, 2) alors 0, f (z,2) = Vo (z,y, 2) alors 0, f (y, 2) = —2, ainsi
fy,z) = =2y + g (z) et par conséquent
3

<p(:v,y,z):%+5xy+3xyz—2y—222+c, ceR

L’unique potentiel qui vérifie la condition (3,1, —2) = 0 correspond a ¢ = 4.
Comme le champ est conservatif, le travail ne dépend pas du chemin parcouru mais

seulement du point de départ et d’arrivé, ainsi

= 7
FV = 0(0.1,0 ~ ¢ (1.0.0) = —.

¥
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