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Résumeé :

Dans ce travail, on considere un probleme d’évolution linéaire abstrait a retard. Sous
certaines hypotheses sur les données initiales, on démontre 'existence globale et 1'uni-
cité de la solution en utilisant la théorie de semi groupe et en basant sur le théoreme de
Lummer-Phillips. Ensuite, par une méthode directe, on fournit la stabilité exponentielle
de la solution. Enfin, on donne quelques applications qui illustrent les résultats obtenus.

Mots clés : Equation d’onde, Existence globale, Semi groupe, Stabilité exponen-
tielle.
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Abstract :

In this work, we consider an abstract linear evolution problem with delay. Under cer-
tain assumptions on the initial data, we prove the global existence and uniqueness of the
solution using the semi-group theory and basing on the Lummer-Phillips theorem. Then,
by a direct method, we provide the exponential stability of the solution. Finally, we give
some applications which illustrate the results obtained.

Key-words : Exponential stability, Global existence, Semi group, The wave equa-
tion .
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles interviennent dans de nombreux domaines en
Physique, Chimie, Biologie... En particuliers, les problemes d’évolutions étudient 1’évo-
lution avec le temps d’un phénomeéne (champ, chaleur, vibration, ...) a partir d’'un état
initial donné et les problemes avec un terme de retard qui sont devenus un domaine de
recherche actif comme ces phénomenes dépend non seulement de 1’état actuel, mais aussi
du temps passé du systeme d’une maniere plus compliquée.

Le retard est une source d’instabilité, et un retard peut déstabiliser le systeme qui
est asymptotiquement stable dans 1’absence du retards (voir [5, 7]). Dans [9], Nicaise et
Pignotti ont considéré le probleme suivant

ug(t) + Au(t) + B1Biug(t) + BoBius(t —7) =0, ¢ € (0,00),
(P) 4 Biu(t) = f°(t), te(-70)

u(0) = ug, u(0) = uy,

ou 7 > 0 représente le temps du retard, A est un opérateur linéaire positive auto-adjoint
avec inverse compact, By est un opérateur linéaire n’est pas forcément un opérateur bornée
et By est un opérateur linéaire borné. ug, u; et f° € C(0,7; H) sont les conditions initiales.
Ils ont montré 'existence et la stabilité exponentielle de la solution. Dans ce mémoire, on
donne une explication et simplification de ce travail. Dans la littérature il existe différents
résultats de stabilité, ces résultats montrent que 'amortissement By Biu,(t) est assez fort
pour stabiliser le systéme en présence du terme de retard a condition que ||ByBs|| soit
suffisamment petit. Les mémes résultats sont obtenus dans le cas des équations d’onde
(A = —A), par exemples, voir [14, 1, 15, 12]. Pour les problemes viscoélastiques avec
retard, voir [6, 14].

Ce travail constitue trois chapitres, le premier chapitre contient des rappels sur quelques
outils mathématiques. On a donné des définitions et des propriétés fondamentales sur les
semi groupes fortement continus d’opérateurs linéaires continus. Ensuite, on a cité leurs
propriétés élémentaires et nécessaires comme le théoréme de Hille-yosida et le théoréeme de
Lumer-phillips. On a terminé par I’étude du probleme de Cauchy abstrait homogene, nous
citons des théoremes pour assurer I'existence et 'unicité de la solution faible et classique.

Le seconde chapitre, on considere un probleme d’évolution linéaire abstrait a retard.
Sous certaines conditions initiales, on montre l'existence et l'unicité de la solution en
utilisant la théorie du semi groupe, et en particulier le Théoreme de Lumer-Phillips.

Dans le dernier chapitre, on donne quelques applications qui illustrent les résultats
obtenus comme 'équation d’onde, systéme d’élasticité et le systeme de Petrovsky.



Notations

=

~

SESERIS SRS

N aYw

C(0,T; X)
CH(0,T; X)
CR(©)

L (Q)
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H'(Q), Hy

L’adjoint de 'opérateur A.

Espace de Banach.

Espace dual de X.

Espace de Hilbert.

Le produit scalaire d’un espace de Hilbert.
L’opérateur d’identité.

Le domaine de 'opérateur A.

L’espace des opérateurs linéaires de X dans Y.
L’espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.
Un ouvert de R", de frontiere réguliere 0f).

La dérivée premiere de u par rapport au temps t.
La dérivée seconde de u par rapport au temps t.
L’espace des fonctions réelles infiniment dérivables
a support compact contenu dans D(f).

L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans X.

L’espace des fonctions contintiment différentiables de [0, 7] dans X.
L’ensemble des fonctions de C3°(2) a support dans K.

L’espace de Lebesgue, 1 < p < .

La norme associée a 1'espace de Lebesgue LP(1).

La norme associée a l'espace F.

Espaces de Sobolev.



Chapitre 1

Semi groupes d’opérateurs linéaires
bornés

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques définitions et propriétés et quelques no-
tions fondamentales sur la théorie de semi-groupe qu’il faut absolument connaitre pour
I’étude du probleme considéré. Ensuite, on présentera quelques théoremes fondamentales,
le théoreme de Hille-Yosida et le théoreme de Lumer-phillips. Les principaux ouvrages
utilisés sont [11, 3].

1.1 Semi groupes uniformément continus

Définition 1.1. Soit X est un espace de Banach et soit {T'(?)},., Une famille d’opérateurs
linéaires bornés de X dans X . On dit que {T'(t)},, est un semi groupe d’opérateurs
linéaires bornés sur X si

1. T(0) = Id, (ou Id est 'opérateur d’identité de X )
2. T(t+s)=T(s)T(t), Vt, s > 0.

Définition 1.2. On dit qu'un semi-groupe {7'(¢)},., d’opérateurs linéaires bornés sur X
est uniformément continu sur X s’il vérifie

Jim (| T°(¢) — Id]| = 0.

Définition 1.3. On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {7T'()},,, un opé-
rateur A défini sur ’ensemble

T(t)r —
D(A) = {x € X, lim )z e existe dans X} :
t—0+
et
Ar = 1im LWTZEL e pa).
t—0+ t t=0

Exemple 1.1. (Semi groupe de translations)
On considere 'espace de Banach X défini par

X ={f:]0,00) > R: f est uniformément continue et bornée} ,



1.1. SEMI GROUPES UNIFORMEMENT CONTINUS

muni de la norme

Ifllx = sup )If(x)l-

z€(0,00
On définit une famille d’opérateurs linéaires {1'(t) }+>o par
Vo € [0,00),(T(t)f)x = f(t+z), V>0, Vf € X.
Sit=0,ona
(T0) )z = f(0+z) = f(z),
c’est-a-dire
T(0) = Idx

Dlonc T(0) = Idx. Deplus, (I'(t+s)f)e = f(t+s+x) = (T(t)f)(s+z) = (T()T(s)f)(x),
VieX, Tt+s)=Tt)T(s), Vt,s > 0.

Donc {T'(t)}+>0 est un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés sur 'espace X.
Vérifiant que {T'(t) }+>oest uniformément continu. On a

g 707 11 =t { swp [f(0-+2) - fo)l} =0, vf € X

Par conséquent, {T'(t) }+>o est un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X, nommé

un semi groupe de translations a droite.
Soit 'opérateur A : D(A) C X — X défini par

T f(@) = fle) . fle+t) = flx)
Af(z) = lim = lim ; = f(x),

t—0 t t—0

uniformément par rapport a x. Par conséquent
D(A) C {f € X|f € X}.

Si f € X telle que f € X, alors

HT(t)Jtc_f _ f" = sup ’( (t)f)(f) — /@) — f/(x) ;
X z€[0,00)
et on a
‘(T(t)f)(:c) — flz) fz)| = 'f(a: +t) - f@) _ f(z)
: t
= [ o= 5| [ @ - s
< 1 / f(0) = f(@)|dr =0,

uniformément par rapport a x pour ¢t — 0. Par suite

st

—0 st t—0,
X

par conséquent, D(A) C {f c X|f € X} et Af = f.

5



1.1. SEMI GROUPES UNIFORMEMENT CONTINUS

Dans ce paragraphe, nous allons étudier quelques propriétés des semi groupes uni-
formément continus d’opérateurs linéaires bornés.

Lemme 1.1. Soit f : [a,b] — X une fonction continue, alors

a-+t

i 7
Mg [ s =1(e)
Démonstration.
Pour tout ¢t # 0, on a
1 a+t 1 a-+t
[ s s = |5 [0 = flaps
1
7> sup |[f(s) = flall x ¢
s€la,a+t]
< sup [|f(s) = fla)l.
s€la,a+t]
La continuité de f nous permet de conclure le résultat. O]

Théoreme 1.1. Un opérateur linéaire A est un générateur infinitésimal d’un semi groupe
uniformément continu sur X, si et seulement si A est un opérateur linéaire borné sur X.

Démonstration.
Soit A un opérateur linéaire borné sur X. Posons pour tout ¢t > 0,

Tt)=e4 =3 2
n=0 Tl'

Cette série, ainsi définie, converge en norme et définie un opérateur linéaire borné 7'(t)
pour tout ¢t > 0, Il est clair que 7'(0) = Id, de plus on a

T(t+s) = 94 = etdesd = ()T (s), Vt, s > 0.

On vérifié que {T'(¢)},, est un semi groupe uniformément continu , pour tout ¢ > 0, on a

I7() —1d| = |3~ —1d
n=0 :
= P n'
< Ui
n=1
< el

par passage a la limite quand ¢ — 0%, on obtient

Jim ([ 7(t) — 1d]| = 0.
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D’autre part, pour tout ¢t > 0, on a

T _ tA
(1) [d_A _ e [d_A
t t
B e —Id—tA
N t
1 &t "
N %nz; n!
A
d’ou
T(t) — Id 1
( )t — Al = g(et”A” —1—t|A]) =0 quand t — 07,
Donc T 14
lim T{t) —1d _ A.
t—0t

Par conséquent, {T'(t)},-, est un semi groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires
bornés sur I'espace X de générateur infinitésimal A.

Soit {T'(t)},>, un semi groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés sur
X, de générateur infinitésimal A.
L’application ¢t — T'(t) € L(X) est continue, donc

/T(s)ds € L(X), Vt>0.

D’apres lemme 1.1, on a

et comme 'application t — T'(t)x € X, t > 0 est continue on déduit

| R
11115)% 7 t/ T(s)xds =T(t)x.
D’ou
lim — / T(0)=1d
t—0+ ¢

Il existe alors p > 0, tel que
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P P
Ce qui implique que + [ T'(s)ds est inversible, donc [ T'(s)ds est aussi inversible. De plus,
0 0

1
P
Pour tout h > 0, on a

(10=) ( O]T@ds) _

> =
—
N~
—~
>
+
&

|
=
&
=
»

SRS

Par conséquent,

En utilisant le lemme 1.1, on obtient

lim L =14 o pa) ( / T(s)ds)

—1
t—0+ h '

Dongc, le générateur infinitésimal du semi groupe {7'(t)},-, est 'opérateur linéaire borné,
donné par

A= (T(p) - Id) ( / T(s)ds) .

]

Théoréme 1.2. Soient {T'(t)},-, et {S(t)},~ deux semi groupes uniformément continus
d’opérateurs linéaires bornés, si

lim T(t) —1Id ~A— lim S(t) —Id
t—0+ t t—0+

alors T(t) = S(t), Vt>0.

, (L1)

Corollaire 1.1. Soit {T'(t)},5, un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs li-
néaires bornés, alors

1. 1l existe une constante w > 0 telle que : |T(t)]| < e**.
2. Il existe un opérateur linéaire borné A tel que T(t) = e
3. L'opérateur A de l'assertion 2 est le générateur infinitésimal du semi-groupe {T (1) },5-

4. L’application t — T(t) est différentiable et on a

dT (1)

= = AT(t) = T(H)A.



1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

Démonstration.

Toutes les assertions ci-dessus découlent de I'assertion (2).

Pour montrer (2), notons que puisque {7'(t)},, est un semi groupe uniformément continu,
son générateur infinitésimal A est un opérateur linéaire borné et est aussi le générateur
infinitésimal du semi-groupe uniformément continu (e!4);>¢ et par le théoréme président

on obtient
T(t)=e",  t>0.

1.2 Semi groupes fortement continus

Dans la suite, on suppose que A est un opérateur linéaire de X dans X de domaine

D(A) C X.

Définition 1.4. Un semi groupe {7'(t)},., d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit

fortement continu si
lim |T(t)x — x|y =0, Vo e X.

t—0t
Un semi groupe fortement continu sur X est aussi appelé semi groupe de classe Cy ou
Co-semi groupe .

Exemple 1.2. Un semi groupe uniformément continu d’opérateur linéaires bornés est un
Co-semi groupe, en effet,

[T()z — af| < || T(¢) — Ld]|[|]| -
Par passage a la limite, on obtient

lim | T(t)xr —z|| =0, VrelX.

t—0+

Comme exemple le semi groupe de translation a droite est un Cy-semi groupe.

Théoréme 1.3. Soit {T'(t)},5, un Co-semi groupes sur X, alors il existe des constantes
w>0et M >1, telles que

IT(t)| < Me™, vt > 0. (1.2)

Démonstration.

Montrons qu’il existe n > 0, tel que ||7'(¢)|| est borné pour tout 0 <t <.

Supposons qu’il existe une suite (t,), C R telle que dim ¢, = 0 et [[T'(¢,)]| = n. Donc la
suite (||7(t,)]|)nea= est non bornée.

D’apres le théoreme de Banach-Steinhaus suivant

Théoréme 1.4. (Banach-Steinhaus) Soient E et F' deux espaces vectoriels normés.
Supposons que E soit un espace de Banach. Soit (T;),.; une collection de L(E, F'). Si pour
tout x € E, on a sup||T;(x)| < oo, alors sup||T;|| < oo.

i€l iel

Pour T; = T'(t,), on déduit qu’il existe x € X tel que ||T'(¢,)z|| est non bornée.
Ce qui contredit la définition 1.4.
Par conséquent, il existe n > 0 et M > 0, tel que

1T <M, Yo<t<n.
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Etant donnée que T'(0) = Id, on a M > 1.
Onposewzwzo_

Soit ¢t > 0, et soient n € N et 0 <9 <n tels que t = nn + 0.
Utilisant les propriétés des semi groupes, nous avons

1T < IT@O)ITm)"]| < M"™ < MM7 = Me"".
O

Corollaire 1.2. Soit {T'(t)},., un Co-semi groupes sur X. Alors pour tout x € X, la
fonction t — T (t)x est continue de RT dans X.

Démonstration.
Soit x € X, et soient t,h > 0, la continuité de t — T'(t)z découle des inégalités

IT(t+h)e =Tz = [TE)x(T(h)x— )

IT@ONT )z — =
Me"*||T(h)x — x| — 0.

IAINA

Pourt > h >0, 0n a

1Tt = h)x = T(t)x]|

IT(¢ = h)(z = T(h)x)]|
IT(¢ = h)|lllz = T(h)x]|
Me M|z — T(h)z||

Me"||z — T(h)z|| — 0.

IA A CIA

[]

Théoreme 1.5. Soit {T'(t)},., un Co-semi groupes sur X de générateur infinitésimal A,
alors

¢
1. PourVz € X, alors [T(s)xds € D(A), et on a
0

A (/ T(s)xds) =T(t)x — z, vt > 0.

2. Pour x € D(A), alors T'(t)x € D(A) et on a

dT'(t)x
dt

= AT (t)x = T(t)Ax, vt > 0.

3. Pour x € D(A),
Tt)r —T(s)x = /T(T)AxdT = /AT(T)CL’dT.

Démonstration.

10



1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

1. Soient x € X et h > 0, alors

<T(h) ; T(O)> ( O/t T(s)xds) —

S|

I
SN
~ o+ ~+~ O
—7 ;w\_i; —
=
N
8
L
®
|
—
=
N
8
I~
)
N—————

t

.. Tth)—1Id
AO/ T(s)xds = hli%h h T(t)x
t+h h
= hlgggrﬁ /T(u)xdu— O/T(u)xdu}
= Tt)r — z,

et on a

/T(s)xds € D(A).

2. Soit x € D(A), pour tout ¢ > 0 nous avons

T(H)Az = T()lim T@)z_x
o TOT(z = T(t)a
h—0 h ’

donc, T'(t)x € D(A), et on a
T(t)Ax = AT (t)x, vt > 0.
Soient x € D(A), t > 0 et h > 0, alors

T(t+ h)x —T(t T(h
H (t+ )z Wz _ T(t)AxH < ||T(t)HH ( f Sy
< Me" T(hr = — Ax
h
Par conséquent
T+ h)x —T(t
lim (t+h)e () =T(t)Ax,
h—0 h
d’on
d+

ET(i)LL’ =T(t)Ax, vt > 0.

Sit—h >0, alors on a
HT(t —h)x —T(t)z
—h

T _
—T(t)Aa:H < ||T(t—h)||H(h);:x—Ax+Ax+thAx

Aot (HT(h)}f—f Ay

+ || T(h) Az — Ax||> :

11



1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

Par suite Tt B T
lim (t=hjz = T(t) =T(t)Ax.
h—s0 —h

Par conséquent
d

ET(t)Ax =T(t)Ax, vt > 0.

Dong, I'application est dérivable sur [0, +oo[, pour tout = € D(A), de plus,on a
I'égalité

jtT(t)x =T({t)Ax = AT (t)x.
3. D’apres l'assertion (2), on a
d

%T(t)x =T(t)Ax = AT (t)x, vVt >0,

on integre 1’égalité précédente de s a ¢, on obtient

/tT(T)AZ'dT = /tAT(T)xdT = /t(Z_xdT =T(t)x —T(s)z.

S S

]

Corollaire 1.3. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe {T'(t)},~, sur
X, alors -

1. Le domaine D(A) est dense dans X, c’est-a-dire D(A) = X,

2. A est opérateur linéaire fermé.

Démonstration.

1. Soient x € X et t, > 0, n € N, tels que

lim ¢, =0.
n—-+4o0o
Posons .
1 n
Ty = t—/T(s)xds € D(A), Vn € N,
"0
d’ou
t'll
lim z,= lim — [ T(s)xds =T(0)z =z,
n——+00 n—+oo t

Par conséquent, D(A) = X.
2. Soit (x,)neny C D(A) tel que

lim x,=x et lim Az, =y,
n—-—+00 n—>- —+00

alors

1T (s)Azn = T(s)y 17 (s) ][l (Azn = )]

Me“ ||(Az, —y)|, Vs €[0,t].

12



1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

Par suite (T'(s)Ax,) — T(s)y, converge quand n —— +oo, uniformément par
rapport a s € [0,t], d’autre part, puisque z, € D(A). On a

t
T(t)x, —x, = /T(S)Axnds,
0

d’ou .
HEIEOO(T(t)xn —Ty,) = ngrfw/T(s)Axnds
0
Alors
t
Tt)r —z = /T(s)yds,
0
par suite
t
THzr—x . 1
i = = lmg [ T =y
Donc

d’ou A est un opérateur fermé.

[]

Théoreme 1.6. Soient {T(t)},5, et {S(t)},5o deux Co-semi groupe sur X, de générateurs
infinitésimaux, respectivement A et B. St A = B, alors

T(t)=S(t), pouttout t>0.

Démonstration.

Soit x € D(A) = D(B), d’apres le théoreme 1.5, alors la fonction s — T'(t — s)S(s)x
est différentiable, et on a

;ST@ —8)S(s)r = —AT(t —$)S(s)z + T(t — s)BS(s)x
= —T(t—s)AS(s)z+T(t —s)BS(s)x
0.

Comme la dérivée de la fonction T'(t —s)S(s)z est nulle, donc T'(t — s)S(s)z est constante,
donc, en s = 0 et s =t sont identiques, on trouve

T(t)x = S(t)x, pout tout x € D(A).
De plus, d’apres le corollaire 1.3, alors le domaine D(A) est dense dans X, et on obtient

T(t)x = S(t)x, pout tout x € X.
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1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

1.2.1 Théoréme de Hille-Yosida

Dans ce paragraphe, on présente une caractérisation concernant les Cyp-semi groupes
de contractions. Il s’agit du théoreme de Hille-Yosida.

Définition 1.5. On dit quun Cp-semi groupe {7'()},, est de contraction si
IT()] <1, vt > 0.

Définition 1.6. Soit A € L(X)

1. On appelle ensemble résolvante de A ’ensemble
p(A) :={\ € K| AMId — A est inversible}.

Un élément de p(A) est appelé valeur résolvante de A.
2. Si A € p(A), on définit la résolvante R)(A) de A au point \ par

Ry(A) = (\I[d — AL,

La résolvante Ry(A) est simplement notée R, s’il n’y a pas d’ambiguité sur A.
3. Le spectre o(A) de A est I’ensemble

o(A) = K\ p(4).
Un élément de o(A) est une valeur spectrale de A.

Théoréme 1.7. (Hille-Yosida) Soit A opérateur linéaire. A est le générateur infinité-
simal d’un Cy-semi groupe de contractions si et seulement si

1. A est fermé et D(A) = X.

2. L’ensemble p(A) contient R} et pour tout A > 0, on a [|[R(X, A)|| < +.
Démonstration.

(Condition nécessaire)

Si A est le générateur infinitésimal du Cy-semi groupe puis par le corollaire 1.3, A est
fermé et D(A) = X par conséquent (1) est prouvée. Maintenant, pour A > 0, on définie

R par
—+00

R\ = / e T (¢)dt.

0
L’intégrale est bien définie puisque ||7(¢)]| < 1.

—+00 +oo

IR =1l [ e¥T@ae] < [ e Tt
+oo

< [ lle Tt

0

= lim [eMdt= lim ———|] =~
n——+00 n——+00 A
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1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

Alors [|R(N)|| < 5. Il s’ensuit que R(\) € L(X, X).
On a
IRV = R(A, A) = (A\ld — A)~".

On doit montrer que R(A)(Ald — A) = Idpay et (M d — A)R(\) = Idx.
Montrons que R(\)z € D(A).
Soit x € X et h > 0,

+oo
T(h) — Id
RNz = ”h / e NT () adt
0
1 1
= = / e”\tT(t—i—h)xdt—E / e MT(t)adt.
0 0

Soit t + h = u, alors dt = du et t = u — h.

Il s’ensuit que

u=~nh sit=0
U = +00 sttt =400

1 o
7 / e AT (W) zdu = /e‘A(t_h)T(t)xdt.
0 0

1
h

1 +00 1 +00 1 +o00 1 +o00
Z / e MT(t 4 h)xdt — 5 / e MT()xdt = Z e MENT () adt — 7 / e MT(t)zdt
0 0 0

(e_’\te’\hT(t) — e_’\tT(t)> xdt

et comme h — 07 le coté droit tend vers AR(\)z — .

Alors T(h 14
iy L) — Id

h—0 h RNz = AR(\)x = AR(\)r — .

On peut écrire
ARN)x = AR(N)z —x = (Md— A)R(\) = Idx.
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1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

Soit © € D(A)
RNAz = /OOeMT(t)(A:c)dt

0
“+o00

= / e MAT (t)adt
0

+oo
= A / e MT(t)adt
0

= AR(\)x.

Ici nous avons utilisé le Théoreme 1.4 | et le fait que A est fermé .
On a

RMNAz =ARN)z —x = AR\N)z—RNAzx ==z
= RANNd—-Azx=x
= RO\)Md— A) = Idpa.
Alors il s’en suit que R(A) = R(A, A).

En conclusion, on a :

A>0,R(\) = RO\ A) et |[R(A)| <

> =

Pour prouver que les conditions (1) et (2) du théoreme 1.7 sont suffisantes pour que A
soit un générateur infinitésimal d'un Cy-semi groupe de contraction, nous aurons besoin
de certains lemmes.

Lemme 1.2. Soit A un opérateur linéaire sur X wvérifiant les conditions 1) et 2) du

théoreme 1.7, et R(\, A) = (\[d — A)~1, Alors
lim AR(N\,A)x =2z, Vre X.

A—400

Démonstration.
Supposons d’abord que z € D(A).
On peut écrire
RN\, A)(Md— A)x =z,

ce qui implique
AR(N\, A)x —z = R(\, A) Az,

il s’ensuit que
IARA, A)z — x| = [|R(A A)Axz]]
< i||Ax|| — 0 quand X\ — +o0.
Mais D(A), est dense dans X et |[AR(A, A)|| < 1. Donc
lim AR(N\,A)x =z, VrelX.

A—~00
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1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

Définition 1.7. Pour chaque A > 0, On appelle approximation de Yosida de I'opérateur
linéaire A, 'opérateur

Ay = MR\, A) = N2 R(\, A) — Md.

Lemme 1.3. Soit A un opérateur linéaire satisfaisant les conditions 1) et 2) du théoréme
1.7, si Ay est Uapproximation de Yosida de A, alors

lim Ayx = Az, Vz € D(A).

A——+o00

Démonstration.
Soit x € D(A), alors
Az = NAR(\, A)x = AR(\, A) Az,

puisque la résolvante et I'opérateur commutent.

D’apres le lemme 1.2, on a
lim AR(\, A)Az = Ax,

A—400

donc, on déduit que
lim Ayz = lim AR\ A)Az = Ax.

A—+o0 A—+o00

]

Lemme 1.4. Soit A satisfaisant auz conditions 1) et 2) du théoréeme 1.7. Si Ay est
Papproximation de Yosida de A, alors Ay est le générateur infinitésimal d’un Co-semi
groupe de contraction {etA* 50"

De plus, pour chaque x € X et \,;u >0, on a

e aettng|| < t||Ayw — Auz|l, t>0.

Démonstration.
Puisque Ay = AR(\, A) — Md et R(\, A) est borné alors A, est un opérateur linéaire
borné, il est donc le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe e d’opérateurs li-
néaires bornés.
On affirme que
e <1, Vvt >0.
En effet
et = el
AP R(NA) —tATdx

tA2R(\A)—tAIdx)

En prenant la norme, on a

tA>\H _ ef)\tHe)\QtR()\,A)H < e*MeAQt”R()\:A)” <1,

e

et donc e est un Cy-semi groupe de contractions. Il est clair a partir de la définition
que e et Ay et A, commutent entre eux.
Par le théoréeme des accroissements finis, on a

)

[
otAr g otAu /df tsAAe t(1— s)A#x> ds,
0
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1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

d’autre part

d
dfetSAAGt(lis)A“ZE — tA)\etsA)\et(lfs)A#x . tA‘uetsAAet(lfs)A#x
S

= t(Ayz — A#x)etSA*et(l_s)A“x,

il s’ensuit que
et petdng|| < t]|Aya — A,z

O
(Condition suffisante)
Soit € D(A), Alors
e o — eMra|| < t||Asr — Auz|| < t|Ase — Az|| + t]|Ar — Az (1.3)
On affirme que pour z € X, on a
lim e“a =T(t)x, Vt>0. (1.4)

A—400

En effet
Soit x € D(A), d’apres (1.3) et lemme 1.3, on obtient (etAAx) Jop St une suite de Cauchy

Pour tout € D(A).

On se donne

e>0,30 > 0, tel que [|ea —eea]| < £ VA u>6 et Vo e D(A).

Notons sa limite par T'(t)x i.e T(t)x := AlirJP e
—400

D(A) est dense dans X on peut alors écrire,

soit € X arbitraire, et € > 0 donné, Jx¢ € D(A), tel que ||z — ol < 5.
On a,

lehz — ]| < [l — el + [|ehay — e nagl] + lhzy — cnall, VA > 6
Par conséquent
€
ler —eral] <l — ol + 5+l =zl VA > 6

€ € €
-+ -+ -= VA 0
< 3+3+3 g, S >

Cest-a-dire, soit x € X Ve > 0,35 > 0 tel que ||e!Px — e!dug| <e, VA pu> 0.
Alors, (etA*.QJ)bO est une suite de Cauchy Pour tout = € X.

D’autre part
e <1,  vt>0.

(évidemment e € L£(X, X)). Donc

lim g =Tz, Vt>0, Vo e X.

A——+00

Alors par le théoreme de Banach Steinhaus on a T'(¢) € L(X, X).
Maintenant, soit A > 0 et x € X, Alors

lim ez =T(t)x
A—400
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1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

est uniforme par rapport a ¢ dans chaque ensemble compact de R

En effet

On a (etA*x)»O est une suite de Cauchy Pour tout x € X et t > 0. Soit A\, u > 0 et
r e X.

Soit € > 0 donné, 3 § > 0 tel que

||6tA>\I_6tAux|| Sg) t e [070[], ‘v’oz>0, )\,M>5

Par le critere de Cauchy uniforme e*4*x converge uniformément dans [0, a] pour tout
a>0.
Maintenant, on va vérifier que la limite T'(t) est un Cp-semi-groupe de contraction.

1. T(0)z = lim €% = z qui implique T(0) = Id et puisque ||T(¢t)x|| < || T(t)||z],

A——+o00

alors ||T'(t)x| < 1.
2. T(t+ s)x = Aliljfrl ey = lim etMretMa = T(H)T(s).
—+o00

A—+00
3. t — T'(t)x et continu pour ¢ > 0 comme limite uniforme des fonction continues
t— et

Ainsi T'(t) est un Cp-semi groupe de contraction de X.
Pour conclure la preuve, on montre que A est un générateur infinitésimal de T(t).
Soit € D(A), puis a l'aide de (1.4) et le théoreme 1.4, on a

t

t
Tt)r —x = lim (e"z —2)= lim [ e Aywds = /T(S)A:Bds (1.5)
0

A——+00 A——+o00

La derniére égalité suit de la convergence uniforme de e'* Az & T'(t) Az sur tout intervalle
borné i.e

|Axe*z — T(s)Ax|| |3 Ayz — e AT|| 4 ||e* Az — T(s) Az||
le [ Axe — Az + [l Ax — T (s) Ax]|

|Ayz — Az|| + ||e¥ Az — T(s) Az

IN A IA

Comme A\ — 400, le coté droit tend vers zéro.
Donc
sup || Ay’ 2 — T(s)Az|| = 0.
s€[0,t]
Maintenant, soit B le générateur infinitésimal de {T'(t)},-, et soit z € D(A).
On affirme que -

A=B.
En effet,
Divisons (1.5) par ¢ > 0 alors pour ¢ — 0 on voit que € D(A) et que Bx = Ax. Ainsi
D(A) C D(B).

Puisque B est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi groupe de contraction 7'(t), il
résulte de la condition nécessaire que 1 € p(B) et avec la fait que D(B) 2O D(A), on
a (Id — B)D(A) = (Id — A)D(A) = X ( A et B sont égaux dans D(A) et Id — A est

bijective).
Par conséquent (Id — B)D(A) = X implique que (Id — B)™'X = D(A) et donc A = B,
qui est A est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi groupe de contraction. [
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1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

1.2.2 Théoreme de Lumer-Phillips

Dans ce paragraphe, on présente une caractérisation concernant les Cp-semi groupes de
contractions. Il s’agit du théoreme de Lumer Phillips. On commence par donner quelques
préliminaires.

Soit X Un K-espace de Banach (K =R ou C) et soit X’ son dual topologique.
Pour chaque = € X, on considére I'application ¢, : X’ — K définie par

eu(f)=f(x), feX.
Définition 1.8. Soit X un espace de Banach

1. la topologie faible est la topologie la plus faible sur X rendant continues toutes
les applications ¢ € X’. On la note (X, X').

2. la topologie faible* est la topologie la plus faible sur X’ rendant continues toutes
les applications ¢,, x € X. On la note o(X’, X).

Définition 1.9. Soit X espace de Banach muni de le norme ||.||, et soit X’ I’espace dual
du X, posons
2 2
Pa) = {' € X', (2,2') = o] = |II*}.

On dit que l'opérateur A : D(A) C X — X est dissipatif si pour tout x € X, il existe
x’ € F(x), tel que
Re{Ax,z') <0.

Proposition 1.1. Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est dissipatif si et seule-
ment si pour tout X\ > 0, on a

(Md = A)zllx = Mzlly, — VoeDA).

Démonstration.
Supposons que l'opérateur A : D(A) C X — X est dissipatif, donc pour tout =z € X, il
existe 2’ € F(z), tel que

Re{Ax,z') <0.

SiA>0,ona

[(AMd = A)]||| ] I(ATd = A)z[[[l']] 5.

> [((Md— A)x,2’)

> Re((Md— A)x,x")

= Re(\z,2') — Re(Ax, ")
> Al

Donc

[(Ald — A)z|| = A|z|.
Réciproquement, soit A : D(A) C X — X tel que pour tout A > 0 et z € D(A), on a

(M d = A)z]| = Allz]].
On pose ¥4 € F((AMd— A)z), donc
(M = A)z,gh) = [|(Md = A)z||* = liI"
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1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

D’ou
1WAl = [[(Ad = A)z|| > Al|z|.
Posons ,
I Yx
Al

Soit By la boule unité de X', tel que
By {a' € X', [|2]| < 1},

et By sa fronticre, donc t) € dBx:. De plus

Azl < [(Md = A)x|| (1.6)
1
< —((Md— A)z,y))
Yx
YA
< < Md — Az, 2 >
W= Az
< ((Md— A, t))
< Re(\z,t)) — Re(Ax,t))
< [(Ax, t))| — Re(Ax, t))
< Ml - Re(dz, 2.
Donc
Re(Ax,t)) <0.
D’ou

—Re(Ax, 1)) < [Re(Ax, t))] < ||Ax]],
et d’apres équation (1.6), on a
Allz]l < ARe{z, t)) + || Az,
par suite
Re(a, 1) > la]) — 11 Ae].

et d’apres le théoreme Banach-Aloglu-Bourbaki[4], la boule Bx: est compact pour la
topologie faible*, o(X, X') et puisque X’ est un espace de Banach donc de tout suite de
By on peut extraire une sous suite convergente.

Par suite, il existe une sous suite (£,,),., C (th)r>0 et il existe ¢’ € Bx, tel que ¢/, — ¢/
et a —> +oo pour la topologie faible, car

1
Re(Az,t)) <0 et Re(Ax,t) > |z|| — —||Az].
o
On obtient par passage a limite pour o« — 400 Re{Axz,t') <0, et
Re(z, ) > |jo]|

Mais comme
Re(z,t') < (z,t') < |z,
alors
(,t") = ||lz]|.
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1.2. SEMI GROUPES FORTEMENT CONTINUS

On pose
' = ||zt
il vient
(z,2") = (, ||z[|t"),
ainsi on a

2 € F(x), Re(Az,2') <0.

Donc, pour tout z € D(A) il existe 2’ € F(z), telle que Re(Ax,x’) < 0, et donc A est
dissipatif. O

Théoréme 1.8. ( Lumer-Phillips)
Soit A un opérateur linéaire & domaine D(A) dense dans X.

1. Si A est dissipatif et s’il existe \g > 0 tel que Im(Nld — A) = X, alors A est le
générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe de contractions sur X.

2. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe de contractions sur X,
alors Im(Aold — A) = X pour tout A > 0 et A est un opérateur dissipatif. De plus
pour tout x € D(A) et tout 2’ € F(x) on a Re(Az,z') <0.

Démonstration.

Soit. A un opérateur dissipatif pour tout A > 0 et soit Ay > 0 tel que \g/d — A est surjectif.
D’apres la proposition 1.1, de I'opérateur dissipatif, A est inversible.

Il s’en suit que A est fermé. Pour appliquer le théoreme de Hille-Yosida, il reste a montrer
que VA > 0, AMd — A est surjective ce qui équivaut a inversible et d’inverse borné par %
d’apres la proposition 1.1, on a

I(Ad — A) || < YA > 0.

> =

L’ensemble
o ={\>0, Md — A est surjective},

est ouvert car I’ensemble des application inversible est un ouvert.
Soit A, € ® converge vers Ao, > 0 et soit y € D(A). Soit x, tel que

AZp — Az, = .

On sait que
lznll < Ayl

et en outre
Alln = Tl < A (n = ) = A = 2| = e = Al 2]
Donc (x,,) est suite de Cauchy et converge vers x. Comme
Ax, = \z, — v,
et que A est fermé, on a que x € D(A) et

Ao — Az = y.
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1.3. PROBLEME DE CAUCHY

Donc Ay € @. A est ouvert et fermé non vide et donc @ = R* . (]0, +-00[€ p(A)).
Ainsi d’apres la Théoreme de Hille-Yosida, 'opérateur A est le générateur infinitésimal
d’'un Cy-semi groupe de contraction .

Réciproquement Si A est le générateur infinitésimal de Cy-semi groupe de contraction
{T'(t)},5 - D’apres le théoreme de Hille-Yosida, on a, |0, +00[C p(A). Par suit, \Id — A
est surjectif, pour tout A > 0, si € D(A) et 2’ € F(z), on a

(T()z,2")| < |allIT Oz < [l

Ainsi
Re(T(t)x — z, ") = Re(T(t)x, ') — ||z||” < 0.

Donc T

lim Re(f, Ax) = Re<()x_$,x’> <0.

t—0 t
Par suite

Re(Ax —z,2') <0 Vi’ e F(x).

La preuve est terminée. O

Le théoreéme suivant, donne la perturbation d’un Cyp-semi groupe par un opérateur
linéaire continu.

Théoréme 1.9. Soient X un espace de Banach et A un générateur infinitésimal d’un
Co-semi groupe {T'(t) }1>0, satisfait |T(t)|| < Me™. Si B est un opérateur linéaire continu
dans X, alors A+ B est un générateur infinitésimal d’un Co-semi groupe {S(t) }+>0 dans
X, satisfait | S(t)|| < Mew+MIBIE,

1.3 Probleme de Cauchy

Soient X un espace de Banach et A : D(A) € X — X un opérateur linéaire qui
engendre un Cy-semi groupe {7'(¢) }s>o-

Définition 1.10. (Probléme homogéne abstrait de Cauchy) Le probleme & valeur
initiale

{ u'(t) = Au(t), Vt>0. )

u(0) = uo,

est dit un probléeme homogene abstrait de Cauchy associé a A ou t est la variable de
temps, u est une fonction a valeurs dans I'espace de Banach X, avec ug € X est la valeur
initiale.
Définition 1.11. Une fonction u : [0,7[— X est dite solution "classique" du probleme
(1.7), si

1. w est continue pour ¢ > 0,

2. u est continiment différentiable,

3. u(t) € D(A) pour t > 0, et u vérifie (1.7) sur [0, 7.
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L’existence et I'unicité de la solution du probleme de Cauchy homogene est donné par
le théoreme suivant.

Théoréeme 1.10. Soit {T'(t)}i>0 un Co-semi groupe dans X et A son générateur infi-
nitésimal, alors, pour tout uy € D(A). Le probléme(1.7) posséde une solution unique u
vérifiée

u € C(0,+00; D(A)) N C*H0, +o0; X),

donnée par
u(t) = T(t)ug, Vt>0.

Démonstration. L’existence de la solution est assurée par le théoreme 1.5 (assertion 3) on
obtient que pour tout x € D(A)

u(t) = T(t)ug, Vt>0,

est une solution classique du probleme (1.7).
Pour I'unicité, on suppose qu’il existe une autre solution v € C*(0, +-00; X)NC(0, +00; D(A))
et t > 0. Posons

2(t) =T(t — s)v(s), Vse€]l0,t].

On a, pour tout s € [0, ]

Z(s)

—AT(t — s)v(s) + T(t — s)v’
= —T(t—s)Av(s)+ T
= 0.

<
—~
<~
~
I
I
—~
<~
~
I
~
—~
~+
~—
I~
~—~
o
~—
I

T(t)ug, pour toutVt > 0.

D’ou
v(t) =T (t)ug = u(t), Vt>0,

par conséquent, le probleme(1.7) admet une unique solution u donnée par
u(t) = T(t)up, Vt > 0.

Ainsi, la preuve du théoreme 1.10 est achevée. [

1.4 Théoreme de Lax-Milgram

Soit H un espace de Hilbert

Théoréme 1.11. Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout
© € H' il existe w € H unique tel que

a(u,v) = (p,v),  VveEH

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par

uwe H ;a(u,v) — (p,v) = min(;a(u,v) - (go,v)).

veEH
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Chapitre 2

Existence globale et stabilité
exponentielle

Dans ce chapitre, on considere un probleme d’évolution linéaire abstrait avec retard.
Sous certaines conditions, on démontre 'existence et I'unicité de la solution. En outre,
on établit la stabilité exponentielle de la solution en basant sur la stabilité d’un systeme
auxiliaire et le théoreme de perturbation, la perturbation d’un Cy-semi groupe par un
opérateur linéaire continu.

2.1 Position du probleme

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire noté par (.,.) et la norme ||.|,
A :D(A) — H est un opérateur linéaire positif, auto-adjoint avec inverse compact dans
H, Uy, U, sont des espaces de Hilbert (identifiés a leur dual) et By : Uy — D(Az)),
By : Uy — H, sont des opérateurs linéaires. Notons V' = D(A%). Soit la fonction u définit
de V dans H. On dénote par

ou _ J%u
TS Upy = TR

L’objet de ce chapitre est d’étudier I'existence et la stabilité exponentielle du probleme
d’évolution abstrait suivant

ug(t) + Au(t) + B1Bjuy(t) + BeBiuy(t — 7) = 0, t € (0,00),

U =

(P){ Biu(t) = f°(t), te(-70)

U(O) = Uyg, Ut(0> = Uy,

ou 7 > 0 est un parametre de retard fixé, la troisieme équation est les conditions initiales,
avec ug, u; sont les données initiales qui appartient a des espaces approprié.

Dans I’étude du probléme (P), on aura besoin de supposer quelques hypotheses utiles
pour obtenir les résultats visés.

e Hypotheses.

(H1) B, : Uy — V' un opérateur linéaire n’est pas forcement bornée.
(H2) By : Uy — H un opérateur linéaire bornée.
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2.2. EXISTENCE GLOBALE

2.2 Existence globale

Dans ce paragraphe, on doit étudier I'existence et I'unicité d’une solution du probleme
considéré. Pour cela, on le reformule sous forme probleme de Cauchy par un changement
de variable. Puis, on utilise la théorie du semi-groupe et on se base sur le théoreme de
Lumer-phillips et le théoreme 1.10.

Pour I’étude du probleme (P), suite a [7], on introduit la fonction z comme suit

2(p,t) == Byw(t —7p),  p€(0,1),t>0.

Notons que z vérifie I’équation de transport pour p € (0,1), et ¢ > 0.
Comme les dérives sont

aZ aut
ETp(p’ t) = _T%a
et
%( ) = Ouy
ot Pt = oxr

Donc, on trouve

az( ) 8z( 0
- = —7—
ap p? at p? Y

alors, on obtient 1’équation

0z 0z
hed — 1).t>0.
Tat(p,t)+ap(p,t) 0, pe(0,1),t>0

Avec les conditions initiales

{ 2(p,0) = Byu(=7p) = f°(=7p),  pe€(0,1),
2(0,t) = Biuy(t), t>0,

Dong, le probléme (P) peut étre réécrit comme

u(t) + Au(t) + BiBiug(t) + Boz(1,t) =0, t>0,

75 (pt) + (pt) =0, pe(0,1),t>0,
(Pl) Z(pv O) = Bﬁ‘“t(—TP) = fo(_Tp)a pe (07 1)7

A0.1) = Biu(t) )

u(0) = uy, u(0) = uy.

Maintenant, on écrit le systeme (P;) sous forme probleme de Cauchy. On prend U =
(u,uy, 2)", alors
U = Au
P
( 2) { U(O) = (u()aul?fo(_T))Ta

ou 'opérateur A est défini par

u v
Al v | =| —Au— BiBfv— Byz(1) |, (2.1)
2 —7712,

avec le domaine de A, est donnée par

D(A) = {(u,v, T eV xV x HY((0,1);U,) : Au+ B1Bjv € H et 2(0) = Bgv}.
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On dénote H 'espace de Hilbert suivant
H =V x Hx L*((0,1); Us),

muni du produit scalaire, soient W = (wy, wo, wg)T , © = (p1, P2, <,03)T, on a

wl 901 1 1 :
([0 ]| 02 | ) = b abin) 5 Conon) € [ twatohntotan
w3 ¥3 0

ou £ un constant positive.

Maintenant, pour montrer que le probleme (2.1) est bien posé au sens d’existence et
d’unicité, il suffit de montrer que A engendre un semi groupe {7'(¢)},., fortement continu.
Pour cela, on utilise le théoréme de Lumer-Phillips 1.8 dans I'espace H. Donc, on a besoin
des lemmes suivants.

Lemme 2.1. Pour tout U € D(A), A est dissipatif .

Démonstration. Pour montrer que A est dissipatif, il suffit de montrer qu’il existe ¢ > 0,
telle que A — cld est dissipatif d’apres le théoréeme 1.9. Pour (u, v, z)T € D(A), on a

u u v u
<A v |, v > = < —Au— B1Bjv— Byz(1) |, v >
z 2

z —T 12’

= <A2v Azu) — (Au + By Bv + Byz(1),v)
¢ / 2(0), 2(p))dp,

puisque Au + BiBjv + Bez(1) € H C V', par dualité, on a

<A v |, | v >: (A%v, A2u) — (Au,v) — (B1Bv,v) — (Byz(1),0)

= Bl = {2(1), Byv) —§/<2p(p)72(p)>d/)- (2.2)

D’autre part

[ lostonde = 5 [ oo
1
S OIS
1 2
= S(I=1” = 1B301P).
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2.2. EXISTENCE GLOBALE

puisque z(0) = Bjv.
Donc

1
1 *
[ alo). =odo = 3 (1= 1850l (2.3
0
en combinant (2.3) avec (2.2), on trouve

(AUU) = || Bioll* = (2(1), Byv) — g(HZ(I)H2 — [I1B5v]?).

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient

—(2(1), Byv) < |(2(1), Byv)| < el|2(1)|* + 416||B;v||2.

Pour € = 3, on obtient

* § 2 L0
(2(1), Byv) < Sll=(DI" + EIIBsz -
Par conséquent
< g 1 B* 2 < 2
(AUU) < | 5+ 52 | IBavl]” < o] (2.4)
2 2%
L’opérateur A — cld est dissipative avec ¢ > 0, donc A est dissipative. O

Lemme 2.2. Pour A > 0, (A\Id — A) est surjectif .

Démonstration. Pour A > 0, on montrer que l'opérateur (Ald — A) est surjectif. Soit
F = (f,g,h)T un élément de H, on doit chercher une solution U = (u,v, z) € D(A) au
probleme suivant

(AMd— AU = F,
ou, de maniere équivalente
Au—v=f
A+ Au+ B1Bfv — Bez(1) =g (2.5)
Ne+71712,=h

Supposons que on a trouvé u avec la régularité appropriée. Donc, la premiére équation en
(2.5) donne

v=XMAu—feV (2.6)

Remarquons que la troisieme équation du (2.5) est une équation différentielle ordinaire
du premier ordre, donc on commence par la résolution de I’équation homogene associée

Az(p) + 77 2(p) = 0,
la solution de I’équation homogene est de la forme

z(p) = Cre 7P avec (4 est une constante,
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ensuite, on utilise la méthode de la variation de la constante pour trouver la solution
particuliere, on trouve

Ci(p) = /p h(s)e*ds + c.

0

Donc, la solution générale de ’équation différentielle est donnée par

2(p) = ( /0 " h(s)eXds + C) e

ou ¢ est une constante. Par conséquent, pour p = 0 on obtient z(0) = Bjv, alors

z(p) = (/Op h(s)e ds + B;v) e AP, (2.7)

en combinant (2.7) avec (2.6), on trouve
2(p) = ABjue ™" — B} fe " + 1P /Op h(s)e ds.
Pour p = 1, on trouve
2(1) = ABjue™ + z. (2.8)

Ou )
%= —Bjfe ™ + 6_)\TT/ h(s)e s ds.
0

De la premiere et la deuxiéme équation en (2.5), u satisfait
N+ Au+ ABBiu + Boz(1) = g + M\f + BiB} f
De (2.8), on a
N+ Au+ AByBiu+ AByBiue ™ = g+ \f + BB} f — By2,.

On définit w par
g+ AN +BBjf —Byyyp:=we HCV.

Donc, on obtient
(Nu+ Au+ ABBju + AByByue ™", @) = (w, ).
De plus

(Nu+ Au+ AB1Bju + AByByue ™™, o)y, = Au, 9) + (Au, @) + M B1Bju, ©)
+Ae M (ByBiu, o)
= N(u, ) + (A2u, A2p) + \(Bju, Bip)
+Ae M (Bju, Bip).

Puisque w € V C H, on a
N2 (u, @) + (AZu, A7) + M Biu, Big) + Ae ™ (Bju, B3p) = (w, ¢). (2.9)

Le second membre de 1'équation (2.9) est une forme bilinéaire continue et coercive, en
effet
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1. La continuité. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient
NG, ) + (A2, A2p) + MBiu, Big) + Ae " (Bju, B3y)|
Nlulllell + | Azull| A2l + A (I BullllBiell + e[| Bsulll| Bsell)
1 * —A\T *
< Nlullllel + A2 lulllel + X (185 1P ulllel + e 1 Bs 17l
1 1
< Ol Azul[[[AZ ],

IN

donc, on a la continuité.

2. La coercivité, pour u = ¢ € V
2
N2[lull + (AZu, AZu) + X (|| Biull* + e Byul*) > A%,

donc, on a la coercivité.

Donc, d’apres le théoréeme de Lax-Miligram, il existe une unique solution v € V de
I'équation (2.9), de plus

Au + BlBTU + Bgz(l) =g+ /\f — )\QU € H.
Par conséquent, on trouve (u,v,z)? € D(A) satisfait le probleme(2.5). Ce qui implique

que Ad — A, pour tout A > 0, est un opérateur surjectif, donc pour ¢ > 0, 'opérateur
Md — (A — cld) est surjectif. O

L’existence de la solution du probléme (P) est assuré par le théoréeme suivant

Théoréme 2.1. Pour toute donnée initiale Uy € H, il existe une unique solution U &€
C([0,00),H) du probléme (P»). De plus, si Uy € D(A), alors

U € C([0,00), D(A)) N C([0,00),H).

Démonstration. Pour U = (u,uy, z)*, on a le probléme de Cauchy

{ U = Al
U(0) = (ug, u, fO(=7))",

avec l'opérateur A donnée par

u v
Al v | =] —Au— B Bfv— Byz(1) |. (2.10)
z —7712,

On a d’apres le lemme 2.1, 'opérateur A — cld est dissipatif et par le lemme 2.2, 'opé-
rateur AId — (A — cld) est surjectif. Donc par le théoréme de Lumer Phillips 1.8, on
obtient que A — cld engendre un Cy-semi groupe fortement continu, en utilisant le théo-
reme 1.8, on obtient que 'opérateur A est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe
de contraction.

Par conséquent, d’apres le théoreme 1.10, le probleme de Cauchy admet une unique solu-
tion. Ainsi, la preuve est complete. O
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2.3 La stabilité exponentielle

La stabilité exponentielle de la solution du probleme (P) est établie en passant par la
stabilité exponentielle d'un probleme auxiliaire et en utilisant un résultat classique dans
la théorie de semi groupes, le théoreme 1.9.

Soit u la solution du probleme (P), on définit la fonctionnelle d’énergie associée au
probleme (P) par

E(t) = B(u,t) = <HA2U H + it ||> /||B*ut JI|%ds (2.11)

Proposition 2.1. La fonctionnelle d’énergie E définie par (2.11) vérifiée

E—-1, .,
| Byu(£)])* — =1 Byud(t - HIE V>0

/

E (1) < ~|Biu®| + T2

Démonstration. On dérive la fonction d’énergie, on trouve

d 2
LB Al ff/ Biuy(s)||2d
) dtQH “H dt2|| (DI + G55 | 1Biu(s)Ids

d’autre part, on a

2
= <ut7 > + <Aut, 'Ll,>
== <AU,Ut>.
d
D e = 2, )
2 5 * - 2
dw/nB IPds = SUB3u 1P - $1Bsuntt - 7).

par conséquent, on obtient

!

E (1) = | Biua0)|* — (Byuelt), Biwalt — 1) + SIBsua(0)| — S 1Bt — |

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve

/

E(t) < —IBiu®) + 5 Biud)|” + 51 Bsult = DI + 5 | Bjue(0)
£ e
~SIBgw(t - ),

donc
! * 1+§ * *
E'(t) < = Biu(t)]* + — 1Byt )|* - HB u(t— 7).

La preuve est terminée. O
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Remarque 2.1. la fonctionnelle d’énergie E associée au probléme (P) n’est pas décrois-
sante en général comme le deuxiéme terme du second membre de l’estimation (2.11) n’est
pas négatif.

Dans ce paragraphe, pour établir la stabilité exponentielle et en prise en considérons
la remarque 2.1. Par conséquent, on considere le probleme auxiliaire suivant

eu(t) + A ( ) + BiBigi(t) + BaBypi(t — 7) + {BaBypi(t) =0, ¢ >0,
(P3) . Bsou(t) = g°(t), te (—1,0),
©(0) = o, ©:(0) = 1.

Pour I'étude du probleme (Ps), et de la méme maniére avec le probleme (P), on
introduit la fonction 7(p, t) comme suit

n(p,t) = B3yt — 7p), pe(0,1), t>0.

Le probleme (P3) peut étre réécrit comme

@it(t) + Ap(t) + BiBip(t) + Ban(1) + B2 Bywi(t) = 0, t >0,

(P, ) + mp(p, 1) =0, pe(0,1),t>0,
1(p,0) = Bsgi(—7p) = ¢°(=7p), p€(0,1),
n(0,t) = B3oi(t), t>0,

©(0) =wo  ©:i(0) = 1.

On prend ® := (¢, o, 1), alors (P3) devient

P = A
’ 2.12
{ (I)(O) = (SOO, ©1, go<_T>>T7 ( )
ou l'opérateur A° est défini par
p (8
AV o | == | —Ap — BB — Byn(1) — €ByBiy |, (2.13)
U 7',

avec le domaine D(A”) = D(A).
L’existence du solution du probleme (Ps) est assuré dans la proposition suivante

Proposition 2.2. Pour toute donnée initiale &y € H, il existe une solution unique ® €
C([0,4+00),H) du probléme (2.12).De plus, si &y € D(A°), telle que

® € C([0,400), D(A”) N CL([0, +00), H).

Démonstration.

Pour montrer l'existence et l'unicité du probléme (2.13), il suffit de montrer que A°
engendre un semi groupe {7'(¢)};>¢ fortement continu (voir le théoreme 1.9). Pour cela,
on utilise le théoreme de Lumer-Phillips 1.7 sur I'espace H.

En effet, on montre que A° est un opérateur dissipatif. Pour ® = (p,4,n)" € D(A%),
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alors

(0 ©
«@@¢>::< Ap— BB — Ban() —BuB3w || v >
_T_lnp n

1
= (b, AVp) — (Ap+ BB{ + Ban(1) + B2 B30, 6) — € [ (o
0

— B — €lB5e I — (n(1), By) — € [ (o), nip))dp, (2.14)

de plus, on a

[ o) oo = 5 (I()I? ~ 1B301)

En utilisant I'inégalité de Young a le second membre de (2.14), on obtient

¥ ¥ ) £ —
<A° (N I 02 > —|1Bioll” — *Hn( )|* - *HB WI*.
n n

Donc, l'opérateur A° est dissipatif.
Ensuite, on montre que AMd — A° est surjective. En effet, soit F' = (f1, fo, fg)T eH
on démontre qu’il existe ® = (p,v,7) € D(A°) satisfait

Y

(Md—A") @ =F,

wofi) ()

{A¢¢f1

c’est-a-dire

ce qui équivaut a

M)+ Ap + B1 By + Bon(1) + B2 Bsyp = fy (2.15)
A+ 7171, = fa

La premiere équation en (2.15) donne

Y=o — f1. (2.16)
Remarquons que 7 satisfait une équation différentielle ordinaire du premier ordre

X+ 771, = fa,
et n(0) = B3y = BisAp — Bjfs3. Donc, on commence par la résolution de I’équation

homogéene associée
A+ 77, =0,
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la solution de I’équation homogene est de la forme
n(p) = Cre ™ avec C) est une constante,

ensuite, on utilise la méthode de la variation de la constante pour trouver la solution
particuliere, on trouve

Ci(p) = /fg(s)e)‘”ds + k.
0

Dong, la solution générale de I’équation différentielle est donnée par

n(p) = (/ fa(s)erds + k:) e AP,

ou k est une constante. Par conséquent, pour p = 0 on obtient 1(0) = B3, alors

(o) = ( [ Fas)erds + B;¢)
0

la premiére équation du (2.15), on trouve
o
n(p) = ABspe " — Bj fie P + T@’AT”/f?)(S)e/\TSdS,
0

pour p = 1, on trouve
(1) = ABspe ™ + 1, (2.17)

avec
1

no = —Bjfie™ + Te_’\T/fg(s)e’\”ds.
0

De (2.16) et la deuxiéme équation de (2.15), la fonction ¢ vérifié
AAp = f1) + Ap + Bi(Ap — f1) + Ban(1) + B2 By (Ap — f1) = fo,
donc
N+ Ap + ABYp + Ban(1) + XeBa By = fo+ Mfi + By fi + EB2Bs .
De (2.17), on a
N+ Ap + ABjp + Xe M ByBy + ABy By = fo + Afi + By fi + By Bs fi — Ban,

ou
q= fo+ M1+ Bl fi + £EByB5 f1 — Bano,

par dualité, on a
(N + Ap + ABjp + Ae M ByBsp + A By By, w) = (q,w), (2.18)

remarquent que (2.18) est une forme bilinéaire continue et coercive donc, d’apres le théo-
reme de Lax-Miligram, il existe une unique ¢ solution de (2.18). Ce qui résulte qu’il existe
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(¢, 1, n)" € D(A") satisfait 'équation (2.15), ce qui implique que A d — A° est surjectif
pour tout A > 0, donc pour une certaine C, I opérateur \Id — (A° — C'Id) est surjectif.

Par conséquent, d’aprés le théoréme de Lumer-Phillips 1.8 on obtient que A° — CId
engendre un semi groupe fortement continu {7'(t)}+>o de contraction dans 'espace H et
d’apres le théoreme 1.10 le probleme de Cauchy admet une unique solution. O

On définit la fonction d’énergie F' solution associée au probleme (Ps), par

PO = i) = 3 ([ao] + a0l + L/th|@, 219)

avec £ > 1.

La fonction F' satisfait le résultat suivant

Proposition 2.3. Pour toute solution du probléme (Ps), et £ > 1, on a

F (1) < —IBio)I” — S5 B3P — 5Byt — I

Démonstration. On dérive la fonction F' par rapport a ¢, on trouve

)

| 2

20(), A7) + (@ilt), pu(®)) + IIstOt()II *HBM( 7)

en utilisant la premiere équation du probleme (Ps), on obtient

/

F(t) = (Ap(t),eul(t)) = {@r(t), ASD( )) = {gu(t), BlBlsOt( )) = &{eu(t), B2B3oy(t))

—(pe(t), BaBypu(t — 7)) + HBgsot( )|* - ||stot( I,
alors
F(t) = —HBM()H — E[IBseu(t)|I* — (Bsu(t), Byou(t — 7)) + HBQ%()HQ
HstOt( DI,

par I'inégalité de Cauchy Schwarz, on a

/

F'(t) < —|Bia®)| = €llBsp )l — HBM( I~ HBM( 7)|*
*IIstDt( )I? —*HBg%(t—T)H :

D’ou le résultat
F(t) < By L B L B 2
(t) < —[|Byp(t )H - | B3 (t )H - | B3g:(t — 7).

Donc, I'énergie F' est décroissante pour & > 1. O]

35



2.3. LA STABILITE EXPONENTIELLE

Considérez maintenant le systéme suivant associé au probleme (P)

(P ) Wy + Aw(t) + BlBl*wt =0, t >0,
4 w(0) = wy we(0) = wy,

ou (wg,wy) € V x H.

Pour obtenir la résultat du stabilité, on a besoin que ce systéme doit étre exponen-
tiellement stable ou 'estimation (2.20) soit vérifié. Pour cela, on suppose qu’il existe un
temps T > 0 telle que, pour T > T, il y a une constante ¢, (dépend de T et indépendante
sur les données initiales ), telle que

E,(0) < ¢ [ | Bwi(t) (2.20)

pour chaque solution faible du probleme (P;) avec les conditions (wp,w;) € V' x H.
La fonctionnelle E suivante désigne 1’énergie standard pour I’équation de type onde

Bit) = Biwt) o= § (a0

2
2
).
Dénote
[ Bl = || B2"[| = Co.
La stabilité exponentielle du probléme (P3) est donnée par le théoréme suivant

Théoréme 2.2. Sous les hypothéses & > 1, et (2.20). Il existe des constantes positives
K, i tels que toute solution du systéeme (P3) satisfait

F(t) < Ke ™F(0), t >0,

en particulier

Co+1
K p—
Co
0o = Llnco—'—1
B= 9,

Avec T satisfait T > max {T, T} , T est un temps d’observabilité pour (2.20), et

32¢TCo? + € 32¢C,*TE?
Cy = max < 2c, )

E+1 7 -1
ot ¢ := c(T).

Démonstration. La stabilité de (P3) est basée sur une inégalité d’observabilité pour le
systeme associée. On décompose ¢ solution de (Ps) en

¢ =w+w,
ol w est le solution du probleme (Py) avec wy = ¢g, w; = 1, alors w satisfait

wtt(t) + Aw(t) + BlBl*wt(t) = —53232*90t(t> - 5’2/92*%(7f - T)> t>0,
W(0) =0  @,(0) = 0.
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De (2.20), on a

Fo) = 4 ([areo]

£
+ IO + / IB3iu(s) °ds.

= Fy(w,0)+ f/||BQ<pt )P ds.
Par un changement du variable s =¢ — 7, on a

F(0) = Bufw,0) + 5 / B3t — )|,

de (2.19), si T > max{ } on obtient

T 5T
F(0) < /HB*wt || dt + 5/ Bioy(t || dt
OT 0 £T
< ¢ [I1Bile®) - @t at + 5/ Bii(t — 7)|dt
OT 0 5
< 2 [ (IBIo®I + | Bt +3
0

Avec ¢ est une constant.
D’autre part, on a

=5 (o + [t
arz |17 v

2 1 1
) Bl w (t)I]F = (i, W) + (A2, A2iy)
= (W, Wy) + (W, AW) +
(

mais, ’UNJtt + A’UNJ + BlBl*wt = —ngBg*()Ot(t> — BQBQ*QOt(t — T),

alors, on a

d1 1 *
3 (1 + |ataw] ) 5o

= (W, —§BaBy"pi(t) — BaBa" it — 7),).

On intégre (2.22) par rapport au temps, avec t € (0,277, il résulte

=5 (has) e + | axacs)
arz \ I

(oo + |atate

) 1)

N = O~

t
+ [ 1By @(s)|Pds,
0
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avec, w(0) = 0 et w,(0) = 0, alors

De plus, en utilisant I'inégalité de Young, on obtient

t t
@Ol +2 [ 1B @) s < / B2 wu(s)|ds + STC,2¢? [ || By* ou(s)|ds
0 0

B* 2
5o /H 2 () *ds

48T CY? / 1B pu(s — 7)||ds,
0
ou Cy = || By|| = || B2*|| . Comme t € [0,27], il résulte

2T
()l +2 / |Br@(s)Pds < / 1B n(s)]Pds + STCo*€* [ 1By u(s)|ds
0

4TC
LT Cy? / 1Bs* (s — 7)|2ds. (2.23)
0
On integre (2.23) entre 0 et 27", on a
2T t
/||wt )| dt+2//||31 in(s) | dsdt
27T 2T 2T 2T

@i(s)| dsdt + 8TCy2€? //HB2 ou(s)||2dsdt

IA
B
ﬂ
Q
\
i
@

2T 2T

8T Cy? / / IBo*ils — 7)|Pdsdt
0

IN

e / | By (s)|°ds + 16T2Cy% / 1B2"u(s) s

2T

+16T2022/||Bg*<pt(3 — T)||2d8.
0

Par conséquent, on a
2T ¢

2/||wt I dt+2//||31 u(s)|Pdsdt < 16T2C5%¢? /||B*<,ot< )IPds
+16T2022/HBg*@t(s—T)Hst.
0
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2.3. LA STABILITE EXPONENTIELLE

Ainsi
T ¢

//HB1 iy (s)|[Pdsdt < 8T*C,%¢? /HB2 pi(s)|*ds + 8T>Cy? /||B2 pils — 7)|ds,

en utilisant le fait que
2T t

//HBl*wt(s)Hstdt > /||B1 @(5)|PQT = s)ds
0 0
> T/||B1 wy(s)||*ds,
0
on déduire que

T 2T t
T/\;Bl*wt(s)wds < //HB1 Wi(s)|*dsdt
0 0 0

2T

< 8T°Cy¢ /HB2 pi(s)|[*ds + 8Ty /||B2 pils — 7)|ds,
alors
/HBl @i(s)||’ds < 8TC, 52/|sz 0u(8)|Pds + 8T Cy? /y|32 ouls —)|2ds.  (2.24)

On exploite (2.24) en (2.21), il résulte que
T

F(0) < / (IBiu®ldt + | Biw

[\.’J\«f‘r‘r

T
/ 290t || dt
0

2T
2c/||Bl¢t )Pt + 2¢ (8T02 & /||B2 pit)|*dt + 8TCy? /||B2 it —7)| dt)

IA

T
+ [ B3t - 7).
0
Donc
§ 2T
F(0) < 2c/HBlgot )Pt + <1GCT022+2>/|]BQ*<pt(t—T)||2dt
0
2T
+16C,°T¢? / | By a(t)|2dt
32¢TCy* +
< 2c/|rBlsot WPt + == 5( /HBHt—rudt)
32eTCL2E2 (€ -1
By*au(t)||Pdt
T ( /|| 101§ )
<

—%/F@ﬁ
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2.3. LA STABILITE EXPONENTIELLE

Car
F'(t) < =|Bia(* — THBz%(t)HQ — 5 I1Bapu(t ~ .

On utilisé le fait que F' est décroissante et Cy donnée par

32¢TCoy? + € 32¢C,*TE?
Co = max « 2c¢, .

E+1 7 £—-1
Alors, on a

F2T) < F(0) < Gy(F(0) — F(2T)).
Donc, on obtient

Co
Co+1

F(2T) < CoF(0) — CoF (2T) = (Co + 1)F(2T) < F(0) = F(2T) < F(0).

La preuve est achevée. O

Théoréme 2.3. Sous U'hypothese (2.20). Pour tout § > 1 dans la définition (2.11), il
existe 5 > 0 dépendent a T, 7,§ et a l'opérateur By, telle que si By* satisfait | By*|| < 3, de
plus il existe des constantes positives K, i tels que toute solution du systéme (P) satisfait

E(t) < Ke"™E(0), t > 0. (2.25)

Démonstration.
On peut voire que le probleme (P) satisfait

U U
Al v | =UA+B)| v |,
z z
avec
U 0
B v = £B2B2*U
z 0

D’apres le théoreme 2.2, on a ~
F(t) < Ke ™F(0),

en appliquent le théoréme 1.9, on obtient

—n+ K||BJ|| <0, (2.26)
ou
~ 1 Co+1
M= —1 )
2T Co
ot Co+1
Koo
Co

En trouve l'inégalité (2.25) par le théoreme 1.8 pour p = i — K||B|| soit positive ce qui
achevé la preuve du théoreme.
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2.3. LA STABILITE EXPONENTIELLE

De (2.26), on a
ElBal” <

==

Co_p,Gotl (2.27)

Co+1 Co

0y < 9

~

Comme || By|| = Cs.
On Considere la fonction continue suivante

h:(0,400) — (0,+00)

S s+1
5 In .
s+1 S
On dérive h, on trouve
!/ 1 1 !/
h'(s) = ( i >><11187L —i—(lns+ >>< i
s+1 S s s+1
1 s+1 1
= In — .
(s+1)2 s (s+1)2
Le tableau de variation de la fonction h, est donnée par
! +00

s |0

h(s) /
0

la fonction h admet un maximum pour h(ﬁ)

1

™.

%, de plus est croissante pour s € [0, %],

o I |

est décroissante pour s € [%, +o0.

D’apres l'inégalité (2.27), on a
Co Co+1
2TECT < 1
A !

2TECE < h(Cy).

On Considere que & > 1 et T est fixé, on a 5%1 > e_%, de plus Cy est une fonction en
Cy (Cy ~ Cp(Cy)), on remarque que Cy(Cy) est une fonction croissant par rapport a Csy,

£}>1

et
OO(O>_maX{2C’§—1 T

Done, h(Cy(Cy)) est fonction décroissante avec h(Cy(0)) > 0, de plus 27¢C3 est une
fonction croissant par rapport a Cy et h(Cy(0)) = 0, donc, il existe un point 8 > 0 tel que

266°T = h(Co(B)),
donc, pour tout Cy € [0, ), 'estimation(2.27) est vérifiée. Voir le graphe.
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2.3. LA STABILITE EXPONENTIELLE

25

2 .f 5 2
h(s)
[i 05 1 15 2 25 3 !5
B
La preuve est terminé. O

Remarque 2.2. Le Théoréme 2.3 déclare que pour tout & > 1, il existe B*(§) > 0 (
dépendent de & ) telle qu’on a la stabilité exponentielle, si Cy satisfait Cy = || Bs|| < B*(§).
De la preuve du théoréme 2.3, en effet, on a pour tout & > 1, et 5*(&) satisfait

h(Co(B*
et comme max h(s) = %, on déduire que
1
B(€)* < 2Te’

En prenant

B = supf*(§).

&1

On déduire que pour tout Co < [3*, il existe au moins un & > 1, tel que Cy < [*(§) et
Uestimation (2.27) est vérifiée, autrement dit, pour l'opérateur By vérifie || B|| < 5%, la
décroissance exponentielle est validé.
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Chapitre 3

Applications

Le but de ce chapitre est de présenter quelques applications qui illustrent les résultats
obtenus

Soit © un ouvert borné de R" a frontiere réguliere 92 et la fonction u définie de
Q2 x (0,400) dans R. On note par ||.|| la norme associée a I'espace LP({2).

3.1 Equation d’onde

1 Equations d’ondes avec terme d’amortissement interne.

On suppose que by, by des fonctions données telles que by, by € L>(12) et
b1<l’>,b2($) 20 x € Q.
Soit le probléme suivant

u(x,t) — Au(z, t) + by (2)u(z, t) + bo(x)ug(z,t — 7) =0, x€Q, t >0,

u(x,t) =0, eI t>0,

u(w,t) = —k(z)u(z,t), xely, t>0, (3.1)
Vbous(x,t) = fO(z,t) T € wy, t € (—T,0),
u(z,0) = up(x) ux,0) = uy(z) x €.

Avec les données initiales (ug, uy, f°) € HH () x L2(2) x L*((—7,0); L*(ws)), ot w; = {x €
Q: b;i(x) > 0} est le support de b;,i =1 ou 2.
On prend H = L*(Q), et on définit I'opérateur A par
A:DA) — H
u — —Au,

avec

D(A) = {u € H(Q) : Au e L}(Q)}.

L’opérateur A est auto-adjoint et positif avec un inverse compact dans H. De plus 'opé-
1

rateur racine carré de A est bien défini. On a V = D(A2) = H}(Q).

On définit Uy = L?(w,), Uy = L*(ws9) et lopérateur By, i = 1,2, par

v o—> y/bi(z)D,
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3.1. EQUATION D’ONDE

ol 0 € L*(Q) est I'extension de v par zéro a Uextérieur de w;. 11 est facile de vérifier que

Avec B;B}¢ = b;p, pour tout ¢ € H.
Le probleme (3.1) est équivaut de probleme (P) avec

A= —A, BlBi|< = bl(:c), et BQB; = bg(ﬂ?)

Dans ce cas, I'énergie est

t
1 2 2 § 2
B(t) = /Q {2, t) + | v ule, D)} do + > / /Q bo(2)u2(z, s)dds. (3.2)
L’énergie standard pour I’équation d’onde

B(0) = B, t) i= 5 [ (@7 419 o) dr,

puisque Bj est bornée, d’apres la remarque 2.2, la principale assomption concerne I’exis-
tence d’une estimation d’observabilité de I’équation d’onde standard

Pt a:,t)—Ago(x,t)zO, LEGQ, tZ(),
o(x,t) =0, red, t>0, (3.3)
90(1770) = wo(x) (,Dt(ZE,O) = w1($)7 x €,

avec (wo,w;) € Hy(Q) x L*(Q).
On suppose ensuite qu’il existe un temps 7" > 0, telle que pour tout 7" > T, il y a une
constante ¢, dépendant a T' mais indépendante sur les données initiales, tel que

E,(0) < ¢ /T /Q b ()2 (, 8)dds, (3.4)

pour chaque solution faible de probléme (3.3).
Comme || By|| = || Bs|| = Cs, on a
1
| Bal| = [[b2]]>,
ol pour v € L*(Q), on désigne la norme infini de v, comme suit

[v]|oc = suplv(z)].
€

De plus, d’apres le théoreme 2.3, on a la résultat suivant

Théoréme 3.1. Supposer que l'estimation (3.4) vérifiée pour I'équation d’onde (3.3).
Pour tout £ > 1 dans la définition (3.2), il existe 3 > 0 dépendent de T, T,& et by tel que
si ||ba]|lee < B, ensuite, il existe des constantes positives K, u tels que toute solution de
(3.1) satisfait

E(t) < Ke ™E(0), t>0.
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3.1. EQUATION D’ONDE

2 Equations d’ondes avec terme d’amortissement interne et aux limites.

On considere le probleme suivant

u(x,t) — Au(z, t) + b(x)u(z,t —7) =0, 2€Q, t>0,

u(z,t) =0 rxely, t>0,

Qu(z,t) = —K(2)u(z,t), x el t>0, (3.5)
Vbu(x,t) = Oz, 1), req, te(-70),

u(z,0) = up(x), wuz,0)=1u(x), x € Q.

Ou 90 =T'yUTy, avec I'y, I'; sont des sous-ensembles fermés de 9Q avec 'y NI = 0.
De plus, on suppose que 'y, I'; ont un intérieur non vide sur 0f2.
Avec les données initiales (ug,ur, f°) € Hp (Q) x L*(Q) x L*((—7,0); L*(w2)), ou b €
L>(Q), K € L>(I'y) et
Hi :={ue H(Q):u=0dans I'1}.
Pour H = L?*(2) et on définit Uopérateur A par

A:DA) — H
u +— —Au,

avec

v

D(A) := {u € Hp () : Au e L*(Q) et gu =0 dansfo},

et les opérateurs B; et By sont comme suit

vérifie Bjw = Vkw|r,, Vw € V := D(A?), ot A_; est Uextension de A dans H, & savoir
pour tous h € H et ¢ € D(A), on a A_h est 'élément unique de (D(A))’, tel que

(A_1h, ) (payy piay :/QhAgodx.

Ci-dessous, N € L(L*(Ty); L*(2)) est défini comme suit
pour tout v € L*(Ty), Nv est 'unique solution de

ANv =0, Nv|r, =0, ('38]\:1% = .
La fonction d’énergie est défini comme suite
Ll 0o € )
B(t) = 5 | {U@,0) + |Vu(a.1) }dx+2t / | blayud(e, s)dads. (3.6)
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Comme Bj est non bornée, on doit considérer le systéme suivant

wy(z,t) — Aw(x,t) =0 reQ t>0,
( )_0 l’GFl,tZO, (37)
%f}’(x t) = —k(x)w(z,t) r ey, t>0, '

w(x,0) = wo(x) w(z,0) =wi(z) €,

avec les données initiales (wo, wi) € HE (Q) x L*(Q). 11 existe un temps T > 0, tel que
pour tout temps 7" > T, il y a une constante ¢, dépend de 7" mais indépendant a les
données initiales, tel que, pour tout solution faible du probleme (3.7), on a

0) < f/k(x)wf(x,s)d:cds. (3.8)

0 To

Théoréme 3.2. Suppose que l’estimation (3.8) est vérifié pour chaque solution faible du
probléeme (3.7). Pour tout &€ > 1 dans le définition (5.6), il y a 8 > 0 dépendent a T, 7,€ et
k, tel que si ||b(z)||eo < B, puis il existe des positives constantes K, u tel que tout solution
de (3.5) satisfait

E(t) < Ke"™E(0), t > 0.

3.2 Systeme d’élasticité

1 Systeme d’élasticité avec terme d’amortissement interne.

Considérons le probleme suivant

g (z,t) — pAu(x, t) — (A + p)Adiv u

+by (x)u(z, t) + ba(x)ug(x,t —7) =0 r e t>0,

u(z,t) =0, r €N, t>0,
u(z,0) = ug(x) w(z,0) = vo(x) x €,
\/_ut(x,t): 1o(t), T € wy, t € (—71,0),

ol les données initiales (ug,vo, f°) € HJ ()™ x L*(Q)" x L2((—7,0); L*(w2)", avec p, A
sont des constantes réel positives. Pour H = L*(Q)" et on définit 'opérateur A par

A:DA) — H
u — —plAu(z,t) — (A4 p) v div u,

avec

D(A) = {u € Hy(Q)" : pAu+ (A + p) v div u € L*(Q)"}.

L’opérateur A est auto-adjoint et défini positif avec un inverse compact dans H. De plus,
1
onaV =D(A2) = Hj ()" muni du produit scalaire

(u,v),, = / (,u > Ou0; 4+ (A + p)div u div v) dz, Yu,v € Hy(Q)".

Q “
i,7=1

On défini U; = L*(w;)" et les opérateurs B;, i = 1,2, comme suit

v b;v,
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3.2. SYSTEME D’ELASTICITE

ou B; vérifie

p) = \/b:@ wi

Par conséquent, afin d’appliquer les résultats abstraits de Sec 2, on a besoin de vérifié
I’estimation pour le systeme associé, il existe 7" > 0 et a constante ¢ > 0 tel que

peH,
et

1

3 <<900,900>v + /Q |¢0\2d$> < C/T/le($)|80t|2(xvs)dxd37
0

pour chaque solution faible ¢ de
Sptt(x7t)_uA¢(x7t)_(A+M)v div QO(LE,t)ZO, x € ) t>07
o(x,t) =0, red, t>0,
QO(:E’()) = QO()(.I‘) th(JZ,O) = ¢0(x)’ x € Q,

avec les données initial (¢p, 1) € HgQ™ x L?*Q".

Si Iestimation est vérifie, donc la résultat du stabilité de Sec.2 peut étre appliquée a
ce systeme.

2 Systeme d’élasticité avec terme d’amortissement interne et aux limites.

Considérons le probleme suivant

u(x,t) — pAu(z,t) — AN+ p) 7 divu+b(x)u(x,t —7)=0, ze€,t>0,

u(z,t) =0, xely, t>0,
o(u(z,t))v(zr) = =K (x)u(z,t), x €Ty, t>0,
u(z,0) = up(x) et u(x,0) = vo(x), x €,

Vbu(x,t) = fO(t), T € wy, t € (—T,0),

avec les données initiales (ug, vo, f°) € Hg ()" x L*(Q)" x L*((—7,0); L*(w9)") et
=/ (Z ai(uj)vl) + (A + p)(div u)v  dansly.
- i

On prend H = L*(Q)", A est un opérateur auto-adjoint , positive et By, By sont les méme
opérateurs défini dans Sec 3.1.2.

comme B; n’est pas bornée, on suppose qu’il existe T' > 0 tel que pour tout 7" > T, il
existe a constante ¢, dépendent a T' mais indépendant a les données initiales, tel que

1
3 ( Wo, Wo ) —i—/ |40 d:c) < c// o) |w* (z, s)dzds,

pour chaque solution faible w du systéme

wy(z,t) — qu(zt) AN+up) v dvw=0, x€Q, t>0,

w(z,t) = z ey, t>0,
U(M( )) v(z) = —k(z)w(z,1) z €Ty, t>0,
w(z, ) = wo(r) wi(w,0) = Yo(x), T €,

avec les données initiales (wo, 1) € H ()" x L*(Q)".
Si 'estimation est vérifiée, la résultat du stabilité de Sec. 2 on peut appliqué au systeéme
président.
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3.3 Systeme de Petrovsky

Soit © un ouvert borné de R™ & frontiére réguliere OQ de classe C*.
On considere le probleme suivant

ug(z, t) + A%u(z, t) + by (x)ug(w, t) + ba()ug(z,t —7) =0  2€Q, t >0,

u(z,t) = Au(x,t) =0 r e i, t>0, (3.9)
u(x,0) = ug(x) et uy(z,0) = uy(x) x € (), '
ut(x>t) :f0<x7t)7 T Ewy tE (—T,O),

ott les données initiales (ug, uy, f°) € (H*(Q2) N HY(Q)) x L2(Q2) x L*((—7,0); L*(wy)) et
by, by € L>®(€2). On définit 'opérateur A par

A:DA) — H
u — A%u,

avec

D(A) = {v € Hy(Q) N HYQ) : Au =0 dans 89} .

L’opérateur A est auto-adjoint et défini positif avec un inverse compact dans H. De plus,
1 .
on a D(A2) = H?(Q) N H}(Q). on défini U; = L*(w;) et les opérateur B;, i = 1,2 par

v o= 4/bi(x)D

Par conséquent, le probleme (3.9) équivaut le probleme (P) et d’apres le théoreme 2.3,
on obtient I'existence et la stabilité de la solution du probleme (3.9).

On consideére le probleme a valeur limite initiale suivant

g (z, 1) + Au(z,t) + by (x)ug(z,t) + ba(z)ug(x,t —7) =0 r €N, t>0,

u(z,t) = G4 (x,t) = 0 r €N, t>0,
u(z,0) = uo( ) et u(z,0) = uy(x) z €, (3.10)
u(x, t) = fOz, 1), T € wy, tE€(—T,0),

ol les données initiales (ug, u, f°) € HZ() x L*(Q) x L*((—7,0); L*(w2)) avec

H2(Q) = {90 e HX(Q) s u=2% — 0 dans 89}

81}

et by, by satisfait les méme hypothese que la section précédent. Par conséquent, le probleme
(3.10) équivaut le probleme (P) et d’apres le théoreme 2.3, on obtient l'existence et la
stabilité de la solution du probleme (3.10).

48



Conclusion

Dans ce travail, on a considéré un probleme d’évolution linéaire abstrait a retard. De
plus, on a démontré 'existence globale et 1'unicité de la solution. Ensuite, on a étudié
la stabilité exponentielle de la solution par un passage par la stabilité exponentielle d’un
probléme auxiliaire et on a utilisé un résultat classique dans la théorie de semi groupe. A
la fin de ce travail, on a donné quelques applications et exemples pour illustrer le résultat
obtenu.
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