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Résumé :

Dans ce travail, nous étudions quelques équations viscoélastiques abstraites du second
ordre dans des espaces de Hilbert avec retard. Nous commencons par des équations d’évo-
lution abstraites avec retard et une mémoire infinie et nous établissons la stabilité sous
une décroissance exponentielle et arbitraire de la fonction noyau. Ensuite, nous étudions
un probléme linéaire avec un retard constant et une mémoire infinie. Pour le troisieéme
probléme, nous considérons une équation viscoélastique abstraite avec un retard dans un
terme non linéaire d’amortissement et une source non linéaire.

Sous certaines hypotheses sur les données initiales et une fonction noyau A : Ry —
R, satisfait, pour tout ¢ > 0, h'(t) < —((t)G(h(t)) ou ¢ et G sont des fonctions sa-
tisfaisant certaines propriétés spécifiques. De plus, sous une hypotheése appropriée sur le
poids du terme retard et le poids d’amortissement linéaire/non linéaire, nous prouvons
I'existence globale et 1'unicité de la solution de ces deux problémes. Ensuite, on établit un
résultat de stabilité explicite et générale de la solution ou les décroissances exponentielle
et polynomiale sont des cas particuliers, en se basant sur la méthode d’énergie avec un
choix convenable de la fonction de Lyapunov et en utilisant quelques propriétés des fonc-
tions convexes pour une classe tres large des fonctions noyaux du terme viscoélastique.
En outre, I’étude de ces deux problemes est fournie par quelques exemples et applications
pour illustrer les résultats obtenus.

Enfin, la derniere partie est consacrée a ’étude de 'existence locale et de I'explosion
de la solution pour une équation semi-linéaire abstraite avec une mémoire infinie et un
retard dépend du temps dans un terme d’amortissement non linéaire et une source non
linéaire. Sous certaines hypotheses sur les données initiales et en utilisant la théorie des
semi groupes et la technique de Kato, nous établissons l'existence locale de solution.
Ensuite, on prouve le résultat d’explosion en temps fini de la solution avec une énergie

initiale positive et on donne quelques applications.

Mots clés : Décroissance générale, Equation d’évolution abstraite, Espaces de
Hilbert, Existence locale, Explosion en temps fini, Fonction de Lyapunov, Mémoire infinie,

Terme d’amortissement non linéaire, Terme source non linéaire, Terme de retard.
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Abstract :

In this work, we study some second-order abstract viscoelastic equations in Hilbert
spaces with time delay. We start the study with some abstract linear and semi linear
evolution equations with delay and infinite memory. Then, we establish the stability results
under an exponential and arbitrary decay of the kernel function. The second is a linear
problem with constant delay and infinite memory. For the third problem, we consider an
abstract viscoelastic equation with delay term in the nonlinear internal damping and a
nonlinear source term.

Under certain hypotheses on the initial data and a kernel function A : Ry — Ry
satisfying, for all t > 0, h'(t) < —((t)G(h(t)) where ¢ and G are functions satisfying some
specific properties. In addition, under a suitable assumption on the weight of the delayed
feedback and the weight of the non-delayed feedback, we prove the global existence and
uniqueness of the solution of the both problems. Then, we establish an explicit and general
decay results of the energy solution where the exponential and the polynomial decay rates
are a special cases, by introducing a suitable Lyapunov functional and some properties of
the convex functions for this much larger class of kernel functions. Moreover, the study of
the two problem is provided by some examples and applications to illustrate the results
obtained.

Finally, the fourth setting is devoted to study the local existence and the blow up of
solution for a semi linear abstract viscoelastic equation with infinite memory, time varying
delay in the nonlinear internal damping and a nonlinear source term. Under a suitable
conditions on the initial data and by using the semigroup arguments and variable norm
technique of Kato, we establish the local existence of solution. Next, we prove the blow
up result in finite time of solution with positive initial energy and we give some specific

applications.

Key-words :Abstract evolution equation, Blow up, General decay, Hilbert spaces,
Infinite memory, Local existence, Lyaponov Function, Nonlinear damping, Nonlinear source

term, Time delay.
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Introduction générale

Le retard de temps survient dans de nombreux phénomenes physiques, chimiques,
biologiques, thermiques et économiques car ce phénomene dépend non seulement de 1’état
actuel, mais aussi de I'histoire passée du systeme d’une maniere trés compliquée. Récem-
ment, I’étude des équations différentielles aux dérivées partielles avec retard est devenue
un domaine de recherche actif. Dans de nombreux cas, le retard est une source d’instabi-
lité et un petit retard peut déstabiliser le systéme qui est asymptotiquement stable dans
I'absence du retard, voir [28, 7, 75, 59].

Dans ce travail, on s’intéresse a 1’étude de D'existence locale et globale, comporte-
ment asymptotique et explosion en temps fini de la solution des équations viscoélastiques
abstraites du second ordre dans des espaces de Hilbert avec retard, en considérant les

problémes suivants :

1. Problemes d’évolutions abstraits linéaires et semi linéaires avec retard et une mémoire
infinie

2. Probleme d’évolution abstrait linéaire avec un retard constant et une mémoire infinie.
3. Probléeme d’évolution abstrait avec un retard dans un terme d’amortissement non li-
néaire et une source non linéaire.

4. Une équation semi-linéaire abstraite avec une mémoire infinie et un retard dépend du

temps dans un terme d’amortissement non linéaire et avec une source non linéaire.

Plus précisément, ce travail est constitué de quatre chapitres, dans le premier, nous

allons considérer le probleme suivant :

ug(t) + Au(t) — [37°° h(s)Bu(t — s)ds + Cus(t — 7)

+ Fi(u(t)) = Fa(u(t)), t
w(t —7) = fo(t —7) t
u(—t) =up(t), u(0) =y, t

vV omom
SN
3+
8

ou A, B et C trois opérateurs linéaires positifs auto-adjoints dans un espace de Hilbert
H, h:R, — R, est la fonction noyau du terme viscoélastique et 7 est une constante
réelle positive représentant le retard. Fy : H — H et F; : D(A%) — H sont des fonctions
non linéaires satisfaisant certaines conditions a spécifier ultérieurement avec (ug,u1, fo)
sont les conditions initiales.

Pour le probleéme linéaire (F; = F» = 0) et en I'absence du retard, il existe dans la

3



INTRODUCTION GENERALE

littérature des nombreux résultats d’existence, d'unicité et de stabilité, voir [27, 29, 64, 33,
36]. Différentes estimations de stabilité ont été obtenues qui dépendent du comportement
de h a linfini. Dans [17], Cavalcanti et al. ont considéré 1’équation d’onde viscoélastique

suivante :
wnlt) — Nuft) + f(w,t,0) + [ " ) Au(t — 8)ds + a(x)us = 0,

sur 2x (0, +00) ot a : 2 — R est une fonction satisfaite a(x) > ag sur w C 2 et qui peut
étre nulle sur une partie du domaine 2. La fonction f est de classe C! sur Q x [0, +00) x R
et h satisfait

—Guh(t) < W (t) < —Gh(t), Vvt >0.

Les auteurs ont montré un résultat de décroissance exponentielle sous certaines restrictions
géométriques sur le sous ensemble w C €). Le méme résultat avait été prouvé par Berrimi et
Messaoudi [10] dans des conditions plus faibles sur les deux données a et h pour f = |u|"u,
v > 0 et a(x)u; est remplacé par a(z)|u|u; avec m > 0.

Dans le cas du probleme linéaire avec retard, Nicaise et Pignoti dans [59] ont étudié
I'effet du retard sur la frontiere et interne de I’équation d’onde dans les domaines de R™.

Ils ont considéré le systeme qui suit :

u(x,t) — Au(z, t) + a(z)[pru(x, t) + pou(z,t — 7)) =0,  Q x (0, +00),
u(z,t) =0, I'p x (0,+00),
Qu(x,t) =0, Iy x (0, +00),
u(t —7) = fo(t — 1), te(0,7),
u(z,0) = up(x), w(z,0)=u(x), x €,

ou a € L>(N) telle que a(x) > 0 p.p sur Q et a(x) > ag > 0 p.p sur w, avec w C € un
ouvert de frontiere I'y. Sous la condition 0 < uy < pq, les auteurs ont obtenu la stabilité
exponentielle de la solution et un résultat d’instabilité si ps > 1. Dans le cas du retard
dépend du temps, Nicaise et al dans [61] ont étudié une équation d’onde et ont prouvé
un résultat de stabilité exponentielle sous la condition 0 < |u| < \/ﬁml, ol fig est
un nombre réel et la constante d satisfait 7/(t) < d < 1, V¢ > 0. Dans [60], Nicaise,
Pignotti et Valein ont étendu le résultat ci-dessus a une dimension d’espace supérieur et
ont établi une décroissance exponentielle. Le méme résultat de stabilité a été établi pour
une équation d’évolution semi-linéaire abstraite avec un terme de retard en feedback par

Nicaise et Pignoti dans [63], plus précisément, ils ont considéré le systéeme suivant :

{ Uy(t) = AU(t) + F(U(t)) + kBU(t — 1), in (0, +00), )

U0) =wug, BU(t—71) = f(t), Vte(0,7),



INTRODUCTION GENERALE

o A est le générateur d'un Co—semi groupe {S(t)},., exponentiellement stable, i.e., il

existe deux constantes positives M et w telles que
1S | ey < Me™, Wt >0,

ou L(H) I'espace des opérateurs linéaires bornés sur H, k € R et B un opérateur borné sur
H. La fonction F' : H — H satisfait certaines conditions de Lipschitz avec les données
initiales Uy et f € C([0,7]; H). Ils ont montré que, si le Chy—semi groupe décrivant la
partie linéaire du modele est exponentiellement stable, alors la solution du systeme (2)

est exponentiellement stable sous une condition approprié sur le retard en feedback.

Pour viscoélastique problémes avec retard, Guesmia dans [34] a traité le probleme
(1) avec B = A, Cu = pu, p € Ret F; = F», = 0. Il a établi l'existence globale en
utilisant la théorie des semi groupes et la décroissance exponentielle de la solution par la
méthode énergétique. Il a prouvé que la dissipation unique donnée par le terme mémoire
est suffisamment forte pour stabiliser de maniere exponentielle le systeme en présence de
retard. Dans [44], Kirane et Said-Houari ont établi I'existence par les approximations de
Faedo-Galerkin et une estimation générale d’énergie sous la condition ps < py pour le

systeme d’ondes suivant :
ug(t) — Au(t) + /Ot h(t — s)Au(s)ds + paug(t) + pou(t — 7) =0,
avec h satisfait la condition suivante
B'(s) < —C(t)h(s), Vs >0, (3)

ou ¢ est une fonction différentiable positive décroissante. Dai et Yang dans [26] ont consi-
déré le méme probleme que [44] et ils ont résolu le probleme ouvert proposé par Ki-
rane et Said-Houari. In [3], Alabau-Boussouira et al. ont introduit la condition suivante :
h'(t) < —G(h(t)), ¥t € R, ou G est une fonction convexe. Pour des travaux considérés
cette derniere condition sur h, voir [18, 45, 74, 54].

Récemment, Mustafa dans [56] a établi un résultat de stabilité explicit d’énergie ou
la décroissance exponentielle et polynomiale sont des cas particuliers pour une équation
viscoélastique d’onde sans un terme de retard, sous la condition générale suivante, h'(t) <
—((t)hP(t), avec 1 < p < 2, voir aussi [52]. Dans [57], le méme auteur a établi un résultat
de stabilité optimal, explicit et général par la méthode de Lyapunov et quelques propriétés

des fonctions convexes avec la fonction du noyau h satisfait
W(t) < —C(OG((E), Wt e Ry, (4)

ot G : (0,400) — (0,+00) est une fonction de classe C' qui est linéaire ou elle est

strictement croissante et strictement convexe de classe C? sur (0,7], r < h(0), G(0) =

>



INTRODUCTION GENERALE

G'(0) = 0. Pour les travaux qui ont utilisé (4), nous donnons les références suivantes :
[58, 8, 37]. Dans le cas d’une mémoire infinie, Guesmia dans [35] a considéré les problémes

suivants :
+o0
u(x,t) — Au(z, t) +/ h(s)Au(t — s)ds =0, dans Q x R} (5)
0

et
—+00
u(z,t) — Au(z, t) — / h(s)u(t — s)ds =0, dans Q xR, (6)
0

ott Q est un domaine réguliere de RY, N € N*. L’auteur a établi une relation entre le
taux de décroissance des solutions et le comportement de A a l'infini sous ’hypothese
tres générale sur h; la condition (4). Les mémes résultats de stabilité sont obtenus par
Al-Mahdi dans [5] pour un systeme de Petrovsky (4 = A?).

Motivé par ces travaux, le deuxieme chapitre est consacré d’étendre les résultats

précédentes avec h satisfait la condition (4) pour le systéme suivant :

u (t) + Au(t) — [;7° h(s)Bu(t — s)ds + pyug(t) + pous(t —7) =0, >0,
w(t —7) = fo(t — 1), t e (0,7),
u(—t) = up(t), u(0)=uy, t>0,

(7)
ou p1 > 0, ug sont des constantes réelles avec (ug, u1, fo) sont des données. En comparant
le probléeme (7) avec les derniers problémes, on trouve que le systéme (7) est plus générale
comme les opérateurs A # B et on a traité le cas d’un terme mémoire infinie et le plus
intérét, la présence du terme retard qui n’était pas considéré auparavant, voir [23].

Dans [55], Mustafa a considéré 1’équation de plaque suivante
2 oo 2 f—2 k-2
g (t) + A%u(t) — /0 h(s)A%*u(t — s)ds + pyue|ue|" + poug(t — 7)|ug(t — 7)]"7° =0,

ou k > 2. Il a établi un résultat de taux de décroissance explicit et général sans imposer
d’hypotheses restrictives sur le comportement de la fonction noyau a l'infini. Par la suite,
Boukhatem et Benabderrahmane dans [14] ont considéré une équation viscoélastique a
coefficient variable avec un retard dépend du temps, des conditions aux limites acoustiques
et une source non linéaire. Ils ont établi des résultats de dissipation générale ou la fonction
noyau satisfait une décroissance exponentielle et la condition suivant :
ks e = M)
o GTU=N(s)  sery GTH(=M(s))

En cas de retard distribué, Aili et Khemmoudj dans [1] ont considéré I’équation d’onde

< +00.

viscoélastique suivante de type Kirchhoff avec un terme d’amortissement non linéaire
t
el — M (|IVul3) Au — Ay + / h(t — s)Au(s)ds
0

+pog1 (we) + /:2 w(8)ga2(ug(x,t — s))ds + f(u) =0, inQxR",

6



INTRODUCTION GENERALE

| et po sont des constantes positives. M(s) = mg + mys” pour mg > 0, m; >0, 8 > 1
et s >0, p: [1, 2] = R est une fonction bornée, avec 71 et 7 satisfont 0 < 7 < 7. Ils
ont établi un résultat de dissipation général et optimal sous certains hypotheses générales
sur po et p avec h satisfait la condition : A/(t) < —G(h(t)), Vt € Ry, ou G est une
fonction convexe. Pour des résultats de dissipation plus généraux en présence de retard,

voir [9, 50, 15, 41] et les références y figurant.

Dans le troisieme chapitre, nous considérons le systéme suivant :
t

g (t) + Au(t) — /0 h(t — s)Au(s)ds + 1 Q(ue(t)) + paP(uy(t — 7)) = F(u(t)), (8)

ou py > 0, po sont des constantes réelles et les fonctions G, P : H — H et F': D(A%) — H

satisfaisant certaines conditions a spécifier ultérieurement avec les conditions initiales

{ w(t—1) = folt — 1), t e (0,7),
u(0) = ug, u(0) = uy,

ou (ug,u1, fo) sont données. Ce dernier probléme généralise les probléemes viscoélastiques
qui existent sans retard a ceux avec retard dans un terme d’amortissement non linéaire. De
plus, notre systeme abstrait regroupe plusieurs systemes par exemples : les équations des
ondes et les équations de Petrovesky. Les résultats de stabilité obtenus sous la condition
(4) améliore les résultats précédents dans le cas des problemes linéaires et des problémes
sans retard et les hypotheses qu’on a supposé sur les fonctions ) et P sont plus générales
que les autres problemes, voir les exemples dans la section 3.5.

Tandis que le quatrieme chapitre est dédié a 1’étude d’existence locale et 1’explosion

en temps fini de la solution de probleme suivant :

uy(t) + Au(t) — [;F° h(t — s)Au(z, s)ds + 1 G (uq(t))
+ ppP(u(t — 7(t)) = F(u(t)), >0,
uelt = 7(0)) = folt — 7(0)), te (0,7(0),
u(—t) = up(t), u(0)=uy, t>0.
(9)
En absence du terme mémoire et du retard (h = 0 et us = 0), le probleme (9) prend la

forme
u(t) + Au(t) + G (u(t)) = F(u(t)).

Ce probleme a été largement étudié et de nombreux résultats ont été établis concernant
I'existence et la non-existence globale ou A n’est pas nécessairement un opérateur linéaire.
Pour un terme d’amortissement linéaire, Levine dans [46, 47] a montré que la solution
avec énergie initiale négative s’explose en temps fini en se basant sur 'la méthode de

concavité'. Les mémes résultats ont été obtenus pour un terme d’amortissement non

7



INTRODUCTION GENERALE

linéaire par Georgive et Todorova [32] pour 1 < m < p avec A = —A, une source de
type ulu[P~! et le terme d’amortissement ug|us|™ 1. Pour 1 < p < m, ils ont montré que
la solution existe globalement dans le temps. Plus tard, Vitillaro dans [71] a considéré le

probleme de Cauchy suivant :
[P(u' (1)) + Alu(t) + Q(t,u'(t)) = F(u(t)), te€l0,T),

u(0) = ug, u'(0) = vy,

ou A, F', P et (Q sont des opérateurs non linéaires sur des espaces de Banach. Il a prouvé
que la solution s’explose en temps fini avec I’énergie initiale est positive. Pour des résultats
de méme axe, voir [48, 53, 12, 13].

Pour viscoélastique probleme, Wu dans [72] a étudié une équation d’onde viscoélas-
tique non linéaire avec les conditions aux limites et Dirichlet. II a utilisé une méthode
différente pour prouver que les solutions a énergie initiale négative explosent en un temps
fini. Sous certain condition sur la fonction noyau h, Wu et Lin dans [73] ont montré que le

résultat d’explosion peut étre étendu a une région plus grande pour 1’équation suivante :

Uy — Au+ [3 h(t — s)Au(z, s)ds + Q(x,t,us) = f(w,u), x€Q, t>0,
U(.T,O) = UO(x)a ut(xv()) = Ul(ﬂf), T e Qa
u(z,t) =0, xed, t>0.

Pour la méme équation viscoélastique semi-linéaire avec Q(uy) = us|us|™ 2 et f(u) =
ululP~2, Messaoudi dans [51] a prouvé que la solution a initiale énergie positive explose
en un temps fini pour p > m. Dans [67], Song a prouvé 'explosion en un temps fini avec

énergie initiale positive pour I’équation d’onde viscoélastique non linéaire suivante :

|uge|Puge — A+ [ h(t — s)Au(x, 8)ds + ugu, ™2 = ulu|P~2, Q x [0,T],
u(x,t) =0, x € 092,

u(z,0) = ug(x), u(z,0)=u(zx),

ou
n—2 7
O<p<oo, si n=1,2, 2<p< 2. si n>3.

{2<p<oo, si o n=1,2, 2<p< A= g >3,
n—2"
Récemment, Kafini et al dans [38] ont examiné le systéme d’évolution abstrait avec retard

de la forme
u(t) + Au(t) + G(u(t)) + pGu(t — 7)) = F(u(t)),  (0,00),
w(t —7) = fo(t — 1), 0,7),
u(0) = ug, u(0) = uy,
ou  est une constante réelle, avec |u| < 1, 7 > 0 et G, F sont des fonctions continues.

Sous certaines conditions sur les données initiales et les fonctions F' et G, les auteurs
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ont prouvé que les solutions du systeme explosent en temps fini avec une énergie initiale
négative. Un résultat similaire a également été obtenu avec une énergie initiale positive
par Kang [40] pour I’équation d’onde viscoélastique avec retard et condition aux limites de
Dirichlet, voir aussi [39]. Motivés par ces derniers travaux, nous considérons le probleme
(9) qui généralise les problémes cités auparavant. En outre, ce probléme n’a pas été étudié
par les prédécesseurs comme le terme retard considéré dépend du temps et apparait dans
un terme d’amortissement non linéaire. Notre résultat améliore les résultats d’explosion
en temps fini de la solution des problemes précédentes avec une énergie initiale positive

ainsi que une énergie initiale négative.

Cette these est organisée comme suit :

Le premier chapitre est consacré a I’étude d’existence globale et la stabilité de la so-
lution des problemes d’évolutions abstraits avec retard et une mémoire infinie. Dans la
premiere section, on s’intéresse a établir I'existence globale en utilisant la théorie des semi
groupes et la décroissance exponentielle par la méthode de Lyapunov de la solution du
probleme linéaire ou F} = F, = 0. Dans la deuxieme section, on montre que la solution du
probleme (1) existe globalement et décroit exponentiellement sous certaines conditions sur
les données intailles. La preuve est basée sur des résultats classiques d’équation d’évolu-
tion non linéaire, [19]. A la fin de ce chapitre, nous examinons la stabilité du probleme (1)
en prenant F; = 0 sous une décroissance arbitraire de h avec F; est globalement lipschit-
zienne. Pour le résultat d’existence, on utilise la théorie des semi groupes en transformant
notre probleme en un probleme de Cauchy et en se basant sur le théoreme de Lumer-
Phillips. Ensuite, on établit la stabilité en utilisant la méthode énergétique avec un choix
convenable de la fonction de Lyapunov. Les résultats obtenus dans la derniere section de
ce chapitre ont été publiés dans Proceedings of International Mathematical Sciences : 2(1)
(2020) 7-25. Sous le titre "Stability result for an abstract time delayed evolution equation
with arbitrary decay of viscoelasticity", [20, 21, 22]

Le deuxiéme chapitre est consacré a établir un résultat explicite et générale de
stabilité de 1’énergie pour le systéme (7) ou la fonction noyau h satisfaite la condition
(3). Nous rappelons que la condition (3) décrit une classe tres large des fonctions noyaux
du terme viscoélastique. Pour cela, on a considéré quatre sections. Dans la premiére, on
présente le systeme considéré et les données avec les hypotheses sur lesquelles on peut avoir
les résultats visés. Dans la deuxieme section, on établit I'existence globale et 1'unicité de la
solution en utilisant la théorie des semi groupes. Puis, en utilisant la méthode énergétique
avec un choix convenable de la fonction de Lyapunov et en utilisant quelques propriétés
des fonctions convexes, on démontre la stabilité de la solution dans la troisieme section.

Enfin, on donne quelques applications. Les résultats obtenus dans ce chapitre ont été
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publiés dans Mathematical Methods in the Applied Sciences : (2020) 1-25. Sous le titre
"Optimal decay for second-order abstract viscoelastic equation in Hilbert spaces with
infinite memory and time delay". https ://doi.org/10.1002/mma.6917, [23].

L’objet du troisieme chapitre est d’étudier un systeme d’évolution abstrait avec
un retard dans un terme d’amortissement non linéaire et une source non linéaire. Pour
cela, on introduit le systéeme (7) et les hypotheéses dans la premieére section. Dans la
deuxiéme section, on montre que la solution locale du probleme (7) existe globalement
en temps sous des hypothéses convenables sur le poids de 'amortissement non linéaire,
le poids du retard et le comportement de la fonction de relaxation. La troisieme section
est consacré a établir quelques lemmes utiles pour obtenir le résultat de la stabilité visé.
Par la méthode d’énergie et quelques propriétés des fonctions convexes, on établit deux
estimations explicites et optimales de la stabilité d’énergie dans la quatrieme section. Dans
la derniere section, on donne quelques exemples et applications pour illustrer les résultats
obtenus. Ces résultats ont été publiés dans le journal : Asymptotic Analysis, intitulé :
Optimal decay of an abstract nonlinear viscoelastic equation in Hilbert spaces with delay
term in the nonlinear internal damping, [25]

Le dernier chapitre contient quatre sections. Dans la premiere, on présente le sys-
teme considéré ; le systeme (9) et les hypotheses sous lesquelles nous obtenons les résultats
visés. Le but de la deuxiéme section est de montrer que la solution du probléme (9) existe
localement en utilisant des résultats classiques d’équation d’évolution non linéaire et la
technique de Kato. Dans la troisieme section, on montre que la solution locale obtenue
s’explose en temps fini en se basant sur les techniques de Vittilaro E. dans [71] et W.J.
Liu dans [49]. A la fin de ce chapitre, nous donnons quelques applications. Ces résultats
ont fait 'objet d’une publication dans Applicable Analysis : (2020) sous le titre "Blow up
result for an abstract evolution problem with infinite memory and time-varying delay".
http ://dx.doi.org/10.1080/00036811.2020.1863374, [24].
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Chapitre 1

Etude des problemes d’évolutions
abstraits avec retard et une mémoire

infinie

L’objet de chapitre est d’étudier 'existence globale et la stabilité de quelques pro-
blemes d’évolutions abstraits avec retard et une mémoire infinie. Nous allons commencer
d’établir I'existence et la décroissance exponentielle pour un probleme linéaire. Ensuite, on
prouve la décroissance exponentielle pour un systeme semi-linéaire avec un terme d’amor-
tissement et une source non linéaires par une méthode directe en utilisant le principe de
Duhamel. Enfin, nous allons établir la stabilité pour un probléme d’évolution abstrait
avec retard et une source non linéaire sous une décroissance arbitraire de h en utilisant la

méthode énergétique avec un choix convenable de la fonction de Lyapunov.

1.1 Position des problemes

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire et une norme associée notés par
(.,.) et || .||, respectivement. Soient A : D(A) — H et B : D(B) — H deux opérateurs
linéaires positifs auto-adjoints tels que D(A) C D(B) C H avec des injections denses et
compactes. C' : H — H est un opérateur linéaire positif auto-adjoints, h : R, — R,
est la fonction noyau du terme mémoire et 7 est une constante réelle positive représentant

le retard. Soit le probleme d’évolution suivant :
u (t) + Au(t) — [;F° h(s)Bu(t — s)ds + Cuy(t — 7)
+ Fi(uw(t) = Fa(u(t), te
u(t—7) = folt — 1) te
u(—t) = up(t), u(0)=uy, t>

12
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ou les fonctions I} : H — H et F, : D(A%) — H sont des fonctions non linéaires

satisfaisant certaines conditions a spécifier ultérieurement et (ug, u1, fo) sont données.

Le but de ce chapitre est d’établir I'existence globale et la stabilité de la solution du :
o Probleme linéaire (F} = F» = 0).
o Probleme (1.1) sous une décroissance exponentielle de h

o Probleme (1.1) en prenant F; = 0 sous un décroissance arbitraire de h.

On présente des hypotheses utiles pour obtenir les résultats visés.
(A1) IIs existent deux constantes positives a et b telles que
2

bllul? < || B < af|Abu[", vue D(43). (1.2)

(A2) h: R, — R, est une fonction décroissante de classe C! satisfait

hO) > 0, o= /;OO h(s)ds < . (1.3)

a

Remarque 1.1. D’apres le théoreme .11, il existe p € R* telle que

|Cull < [ull[ull,  Vue H. (1.4)

1.2 Etude du probléme linéaire

Dans cette section, nous intéressons a étudier 'existence globale et la décroissance

exponentielle de la solution du systéme d’évolution suivant :

uy(t) + Au(t) — [;F° h(s)Bu(t — s)ds + Cuy(t —7) =0,  t € (0,+00),
w(t —7) = folt =) te(0,7), (1.5)
u(=t) = uo(t), u(0) =, t>0.

Nous commencons par introduire des nouvelles fonctions z et 7, respectivement, de

la méme fagon que [59] et [27], comme suit
z(pst) = w(t —p7), p€(0,1), t>0,

n'(s) = u(t) —u(t —s), t,s>0.

On en tire les équations suivantes :
T2(p,t) + 2,(p, 1) =0, p€(0,1), >0,
i (s) = wi(t) —mi(s), t.s>0.

13



1.2. ETUDE DU PROBLEME LINEAIRE

En outre, le probleme (1.5) devient

uy (t) + Au(t) — hoBu(t) + [;F° h(s)Bnt(s)ds + Cz(1,t) =0, t € (0,+o0),
Tze(p,t) + z,(p,t) = 0, p€(0,1), t>0,
mi(s) = ue(t) — na(s), t,s >0,
z(p,0) = fo(—p7), pe(0,1),
2(0,t) = u(t) t >0,
u(—t) = up(t), u(0)=uy, t>0,
1°(s) = uo(0) — uo(s), s> 0.
(1.6)

1.2.1 Existence globale

Dans ce paragraphe, nous prouvons l’existence globale et I'unicité de la solution
du probleme (1.6) en utilisant la théorie des semi groupes. Pour cela, on prend U =

(u,ug, ', 2)7, le systéme précédent devient

{ Ui(t) = FU(t), Vt>0, )
U(0) = Uy = (ug,u1,n°, fo(—T.))T, '

ou 'opérateur 7 et le domaine D(.«/) sont défini par, respectivement,

O2
z; (A — hoB)éy — [ h(s)Bes(s)ds — Cpa(1)
o = by — %
¢3 2 85
b 1094
T Op

() = : :
() %(é* € Ly(R+, D(B?)), %‘r € L*(0,1; H), ¢3(0) = 0, ¢4(0) = ¢

ou 'espace #Z est donné par

{(¢17¢27¢37¢4)T € %7 (A - hOB)¢1 + f0+oo h(S)BQﬁg(S)ds € H, qbg € D(A;)’}

A = D(A?) x H x L2(R,, D(B2)) x L*(0,1; H).
Les espaces L? (R, , D(B %)) et L*(0, 1; H) sont respectivement définis par
1 1 +oo 1 2
L3Ry, D(B?)) = {¢ 'R, — D(B?), /0 h(s) || B2o(s)| ds < +oo},
muni du produit scalaire
+0o0 1 1
<¢1’¢2>L2(R+,D(3%)) :/0 h(s) <B2¢1(8),B2¢2(8)>ds.

14
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Et
20.1H) = {6 0. > 1. [ o) dp < +o0}.

muni du produit scalaire

(61,00} 20 = [ (6n(0),62(0)) dp

L’espace d’énergie .77 est un espace de Hilbert équipé du produit scalaire suivant : pour
tout ® = (h1, da, ¢3,04)" et W = (wy, wy, wy, ws)" de S, on a

(W) = <¢1,w1>D(A%) - h0<¢1,w1>D(B%) + (P2, wa) + (P3, w >L2 (R..D(B}))
+T’ﬂ’<¢4yw4>L2(071;H).

L’existence et 'unicité de la solution de notre probleme sont assurés par le théoréme

suivant :

Théoreme 1.1. Sous les hypothéses (A1)-(A2), pour tout Uy € F, il existe une unique
solution mild U € C(Ry, 7) du probléme (1.5). De plus, si Uy € D(), alors la solution

U est une solution classique, i.e,
UecCRy,2())NCHR,, ).

Démonstration. La preuve est basée sur la théorie des semi groupes. Ainsi, pour la réso-
lution du probleme de Cauchy homogene (1.7), on montre que 'opérateur linéaire <7 est
un générateur infinitésimal d’un Cy—semi groupe {S(t)},-, sur JZ.

e D’abord, l'opérateur o7 est dissipatif. En effet, soit @ = (1, o, B3, 04)T € D(A),

on a

v "
—(A = hoB)p1 — Jo" h(s)Bos(s)ds — Cpu(1) &
<%Q@”::< %—?3 | o >
1001 o4
T Op w
= (6o b0) gy — Pl 1), A“”M$<¢T—i§2%> ds
D(B?)

<M noB)on+ [ h(s)Bs(s)ds + Cou(1), 02
+T|M|/ < ! 8¢47¢4> (1.8)
Par la définition de A2 et Bz et le fait que H est un espace de Hilbert, il résulte
(A — hoBoy, ¢o) = (AZ¢hy, A2h1) — ho(B2 s, B26hy), (1.9)

15
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([ ns)Bosts)s, 62) = [ 1) 0 63) 1, 0

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young, on trouve

~(ConV.60) < DI + 1] a2,

De (1.4), il vient

—(Cou(1).00) < (s IP + 19l (110

En intégrant par partie et en utilisant la définition de Z(<7) (¢3(0) = 0), on obtient
+o0 0 +°O
/0 h(s)<—¢3 ¢3> : ds < = / (5)|| B2 s(s H (1.11)

En outre, en utilisant le fait que ¢4(0) = ¢o, il résulte

il [ (5 50y an =51 (1040 = osIF) = 5 (1oal? = loaF) - 1.22

Alors, en remplacant (1.9), (1.10), (1.11) et (1.12) dans (1.8) et en utilisant le fait que h

décroissante, on arrive a
L ptee 1 2 2 2
(7o) <3 [ R [Biss(s)| ds + lullel® < lul2]?. (1.13)

On obtient que o7 — |u|I est un opérateur dissipatif.
e L'opérateur \I —« est surjectif, pour tout A > 0. En effet, soit (f1, f2, f3, f1)T € A,
on doit montrer qu’il existe ® = (¢1, ¢, @3, 04)T € Z() tels que

(M — ) (¢1, 02, b3, 01)" = (f1, fo, f3. f2)",

ce qu’est équivalent a

ApL— ¢z = f1

Ao + (A —hoB)g1 + [i7 h(s)Bos(s)ds + Cpu(1) = fo

Moy — o+ B = (114)
Mot 22,
p

Supposons qu’on a trouvé ¢, avec une régularité convenable. Alors, on a

P2 = Ap1 — [1. (1.15)

On remarque que la troisieme et la quatrieme équations dans (1.14) sont des équations
différentielles ordinaires non homogenes de premier ordre. Donc, pour la résolution de ces

équations, on commence par la résolution d’équation différentielle homogene. En effet,

0
A¢3+8¢3—0,

16
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alors, la solution de I’équation homogene précédente est de la forme
p3(s) = Ce™, Vs >0.

Ensuite, on utilise la méthode de la variation de la constante pour trouver la solution
particuliere, on a
S
Cls) = [ e (faly) = fr 4+ M) dy + .
Donc, la solution générale est donnée par

ba(s) = ([ (faly) = S+ Aon)dy + ¢

en utilisant la défintion de Z(«7) (¢3(0) = 0), on obtient

s) = e [ (aly) = i+ Aoy (1.16)

De la méme fagon que ¢3 et en utilisant ¢4(0) = ¢ = APy — fi1, on trouve

Pa(p) = <)‘¢1 - fi+ T/Op f4(y)e”ydy> e pe(0,1). (1.17)

En particulier,
1
¢4(1) = ()\le - fi+ T/o f4(y)€)‘7ydy> e,

On détermine ¢, d’abord, en remplagant (1.15), (1.16) et (1.17) dans la deuxieme équation
de (1.14), on obtient

(A—ozB—l—)\e_’\TC’+)\2]>qb1 = f, (1.18)

a=hy—A /OO h(s)e’\s</s eAydy> ds = /oo h(s)e *ds,
0 0 0

ou

avec

f = fh+Ait+eC (f1 — 7'/01 f4(y)eTydy)
_/OOO e h(s) /O e—AyB<f3(y) —f1>dyds,

Il suffit de prouver que (1.18) a une solution ¢; € D(A%) et de la remplacer dans
(1.15), (1.16) et (1.17) pour obtenir ® € Z(47) satisfaisant (1.14). On a a < hg, de (1.3)
et (1.2), on en déduit que A — aB est un opérateur défini positif. Ensuite, on prend le
crochet de dualité (., '>D(A%)/xD(A%) avec w € D(A?) :

(1.19)

1 1 1.
2 D(A2) xD(A2)

<(A —aB+ X MO+ m) 1, w>D(A%yw(A = <f, w>

17
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On déduit que le premier membre de lestimation de (1.19) est une forme bilinéaire,
continue et coercive sur D(A2). En effet, de (1.2) et (1.4) il vient

(Akor, atw) - a( Bror, Bhuw) + ¢ (Chor, Chu) + (1 + ) (1, w )
A2 [A3w] + bl | 8] | B o] + e~ ulonllwl + €1 + L)

AN

< Olonl s el 05,
et pour w = ¢ € D(A%), on a
(431, A%1) — a( Bror, Bhon) + ¢ (Conén) + (1+ u) {101 )

1 1
> (1-aa)(Adoy, A101) 2 cloil?, .
Par conséquent, en appliquant le théoreme de Lax-Milgram, nous concluons que (1.14) a

une solution unique ¢, € D(A?) satisfaisant (1.14). En utilisant (1.16), on obtient

+oo
((A — hoB)én +/0 h(s)B¢3(s)ds> €.
En conclusion, on trouve ® = (¢1, ¢, ¢3, ¢4)T € 2(), qui vérifie (1.14). Do, A\ — o/

est surjective pour tout A > 0 et de la méme maniere, nous obtenons que A\l — (&7 — |u|I)
est surjectif pour tout A > 0.

Par conséquent, l'opérateur |u|l — o7 est un générateur infinitésimal d'un Cy—semi
groupe d’apres le théoreme .15. Ainsi, en appliquant le théoreme .17, on obtient que
Popérateur &7 est un générateur infinitésimal d'un Co—semi groupe {S()},5, sur 7. En

appliquant le théoreme .18, nous terminons la preuve du théoréeme 1.1. n

1.2.2 Décroissance exponentielle

Sous les hypotheses mentionnées ci-dessous, nous prouvons la décroissance exponen-
tielle de la solution du probleme linéaire (1.5). Les techniques utilisées sont basées sur la
construction d’une fonction de Lyapunov L, qui est équivalente a la fonctionnelle d’énergie
du probleme (1.5).

(A3) Il existe une constante positive d telle que
2

|42 < d|| B, Vue DAY, (1.20)

(A4) 11 existe une constante positive § telle que
h'(s) < —0h(s), VseR,. (1.21)

La fonctionnelle d’énergie associée au probleme (1.5) définie par
1 1 12 12 +oo 1 2
B0 = 0@ = 5 ([akf = o [B5]" + e+ [0 [l as)
Tl [t
ST e tPdp, vee R (122
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Lemme 1.1. Sous les hypothéses (A1)-(A2) et pour Uy € 2(<f). Alors, la fonctionnelle
d’énergie est définie par (1.22) satisfait

1 ptoo 1 2
E'(t) < 5/0 W (s) | Ban'(s)|| ds + |l [l ?, Vit € Ry (1.23)

Démonstration. Multipliant la premiére équation de (1.6) par u; et en répétant exacte-

ment les mémes arguments pour obtenir (1.8), U'estimation (1.23) est établie. O

Remarque 1.2. De (1.22), on déduit que la fonction d’énergie n’est pas décroissante en
général comme le second terme du deuxiéme membre de 'estimation (1.23) qui vient du

terme retard, n’est pas négatif.
Pour cela, nous allons considérer les lemmes suivants :

Lemme 1.2. Soit U solution du probléme (1.6). Alors, la fonction

+o00
1) == (), [ b ()ds ), (1.24)
0
satisfait, pour € > 0 et pour tout t > 0,

I < —(ho—g)||ut||2+5H,4éuH2+cl/0+°°h(s)HBént(s)szs

+oo

—cy /0+Oo W(s) HB%nt(s)H2 ds + <C’z(1, t),/o h(s)nt(s)ds>, (1.25)

ou

2
Clzho 1+£+Lh0 s
2e 2e 1.26
27 ke

Démonstration. On dérivons (1.24) par rapport a ¢ et en utilisant la troisiéme équation

de (1.6), on trouve

1) = = (untt), [ b (s)ds) + (ui(e). |

En intégrant par parties par rapport a s le second terme du deuxieme membre de 1'esti-

too t 2
()1 (s)ds ) — hollu]

mation précédente et utilisant le fait que lim,_, o, h(s) =0, n*(0) = 0, il résulte

1) = = (un(t), [ h)n)ds )= (o), [ W) (s)ds ) — ol

D’autre part, la premiere équation de (1.6) donne
<utt(t), / = h(s)nt(s)ds> + <Au(t), / o h(s)nt(s>ds> _ h0<Bu(t), / " sy (s)ds
+< /O+OO h(s)Bn'(s)ds, /O+OO h(s)nt(s)ds> + <C’Z(1, t), /O+OO h(s)nt(s)ds> =0,
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1.2. ETUDE DU PROBLEME LINEAIRE

en utilisant la définition de A2 et B %, on arrive a
+oo
ho) = <l {Cs.0. [ s e)as)

to, t 1 toe 1 ¢

- ut(t),/ 1 ()’ (s)ds ) + Azu(t),/ h(s)A2qt(s)ds
0 0

1 +00 1
—h0<B2u(t),/ h(S)BZHt(S)d8> + ‘
0

/0%0 h(s)B%nt(s)ds (1.27)

Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young et en utilisant (1.2), (1.20) et (1.3), on
peut estimer les quatre derniers termes du seconde membre de (1.27) comme suit

. [t < elhal = 52 [0 [0 as,

4 ’;d [ " hs) | B )| ds,
ahd

2

<A§u(t), /0+OO h(s)Aént(s)d8> < % HA%U

~ho (B, [ no) Bt opas) < 5 k4 G [T n [ s

+o0 1 2 +o0 1 2
/0 h(s)Brf(s)ds ghO/O h(s) || BEn'(s)] ds.

En insérant ces quatre inégalités dans (1.27), ce qui donne (1.25) ol ¢; et ¢y sont définis

dans (1.26) (c; et ¢y sont des constantes positive qui ne dépend pas de ). O
Lemme 1.3. Soit U solution du probléme (1.6). Alors, la fonction
1(t) = (w(t), u(t)), (1.28)
satisfait, pour € > 0 et pour tout t > 0,
/ 2 12 oo 14 2
B(t) < ful®— (1 — e —ahy) A% + CS/O ns) || Bt (s)] ds

—<Cz(1,t),u>, (1.29)

(lho
4e

Démonstration. Dérivons (1.28) par rapport a ¢, on trouve

ol c3 =

L(t) = llul* + (ua(t), u(t)).
De la premiere équation de (1.6), il découle
(uge(t), u(t)) + (Au(t), u(t)) — ho(Bu(t), u(t))
+o0
+</0 h(S)Bnt(s)dS,u(t)> +(Cz(1,t),u(t)) =0,
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1.2. ETUDE DU PROBLEME LINEAIRE

Alinsi,

B(t) = lull? = |Abu] + o[ BHu

(7 et st
_<OZ(17t)’u<t>>7 (130)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young et (1.2), on obtient

) </O+OO h<8)Bnt(S)d87u(t>> =€ HA%“ ’2 + CZ;O /O+OO h(s) HB%nt(S)HQ ds.

En remplagant cette inégalité dans (1.30), I'estimation (1.29) est établie ou c3 positive et

ne dépend pas de pu. O

Lemme 1.4. Soit U solution du probléme (1.6). Alors, la fonction
1
Io(t) = re*" [ e z(p, )]s, (1:31)
0
satisfait, pour tout t > 0,
1
Iy(t) < —27/0 12(p, )17 ds + €7 luel|* — [|2(1, )[|*. (1.32)

Démonstration. En utilisant la deuxieme équation de (1.6), on obtient

1

L(t) = 27e” /O e (z(p,t), 2(p, t))dp
1

= =22 [ ez (o), 2(p, ) dp
0

1 0
- _9 27’/ —27p 2 )
o [l L a(p o

Ensuite, en intégrant par parties et en utilisant z(0,¢) = u,(t), on obtient

1
Iy(t) = —27627/0 e ||2(p, )lI*ds + e fJue||* — [|2(1, )1,

—27

ce qui donne (1.32) en utilisant le fait que e=2™” > ¢727, pour tout p €]0, 1[. ]

Maintenant, nous construisons la fonction de Lyapunov L équivalente a E, avec

laquelle nous pouvons montrer la stabilité. Soit
L(t) = E(t)+e(L1(t) + NLx(t) + I5(t)), (1.33)
ou € et N sont des constantes positives a choisir ultérieurement.

Lemme 1.5. Sous les hyothéses (A1)-(A2), ils existent deux constantes positives a et [3

telles que
aB(t) < L(t) < BE(t). (1.34)
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1.2. ETUDE DU PROBLEME LINEAIRE

Démonstration. En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, nous avons

L@ = (o, [ nntes) < 5 <|Utll2 [ s | B )

< max{l,};)o}E(t). (1.35)
et
1 a 2 a
BOL = ol < 5 (el + & [abu) < max {19 B, (130
De (1.31), il découle
1 1 2627
IO =7 [ P)2(p, D)lPds < 76 [ e z(p,0)|ds < LTEO s
0 0 v
en combinant (1.23), (1.35), (1.36) et (1.37), on trouve
|[L(t) — E@t)] < ecaB(2),
ol h 2 27
c4:max{1,bo}+Nmax{1 a}+ |e‘ (1.38)
u

1
qui est constante positive. On choisit € < —, on obtient
Cq

(1 —ecy)E(t) < L(t) < (1 +ecqy)E(t),

la démonstration du lemme (1.35) est achevée en prenant « = 1 — ecy et =1+ ecy qui

sont positives. 0

Théoréme 1.2. Sous les hypothéses (A1)-(A4). Alors, il existe une constante positive dy
indépendante de p telle que, si

alors, pour Uy € F€, ils existent des constantes positives 1 et do telles que la solution de
(1.6) satisfait
Ut)|? < dre™® VteR,. 1.40
H

Démonstration. En combinant (1.23), (1.25), (1.29) et (1.32), on trouve
‘ + c5 /+°° h(S) HB%nt(s)‘r d8‘|
1 too 1 +oo 1 2
+ (2 — ecz> /0 h'(s) HBint(s)H ds + ecﬁ/o h(s) HBint(s)H ds

—ll=(1, Ol = 2er [ (o, )|Pds
+e <C’z(1, t), /()+OO h(s)n'(s)ds — Nu> : (1.41)

L't < - V%—WMWW+%WW
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1.2. ETUDE DU PROBLEME LINEAIRE

ol c5 = min{hg —e—N—¢e¥ (1 —ahg— e)N — 5} et c¢ = c¢1 + Nc3. Notons que ¢ et ¢q4

sont indépendantes de pu. D’autre part, en utilisant (1.21), il résulte

[ H B as (5 - ) [T 00 B0 o
< (;—e@) /Om W(s) || B (o) as, (1.42)

ol ¢7 = ¢ + €. En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young pour estimer
le dernier terme du seconde membre de 'estimation (1.41). Ensuite, par (1.2) et (1.4), on
obtient

6<CZ(1, t), /0+Oo h(s)n'(s)ds — Nu>
< SleslP+ U (M + [ el Pas)
< euzu,t)”u%(m bl +mo [ °°h<3> |20 )

< dlz2(1 )7+ e,u208< |z + /0+°° hs) | BEnt(s)[ ds>,

5> max{aN?, ho}. En insérant 'inégalité ci-dessus et (1.42) dans (1.41). En utili-

sant (1.22), il résulte

ou cg =

+oo

L'(t) < —ecyE(t) + (; — €C7> /0 '(s) HB%nt(s)H2 ds, (1.43)

ou ¢g = 2min < cs — L‘é', ﬁ, Cs — ;ﬂcg est une constante.

Choisissons N suffisamment grand pour que
(1 —ahg)N —2e°" >0, N +3e*" — hg > 0,
et ¢ telle que

(1 — ahg)N — 2"
N +1

5 <min{ ,N+362T—h0}. (1.44)

En outre, on suppose que p satisfait (1.39) avec

cs  [cs cs — 27
g = — 1.45
0 m1n{c7 \ 08’max{l,ho/b}—i—Nmax{l,a/b}}’ (1.45)

puis, en fixant € telle que pour que (1.34) soit valide et

1 1
el o - mln{ } (1.46)
Cs ey 207
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1.3. ETUDE DE PROBLEME (1.1)

De (1.44), (1.46) et (1.45), il résulte que (1.43) est négative (notons que h est fonction
décroissante) et dy est une constante positive qui ne dépend pas de p. De plus, en utilisant
la condition (1.39), on conclut que ¢y est une constante positive.

Revenons a la preuve du théoreme (1.2). En utilisant (1.34) et (1.32), on déduit que
L'(t) < =0, L(t), (1.47)

ol 07 = ¢o/(1 + €c4) qui est positive. Une simple intégration de I'inégalité (1.47) entre 0
et t conduit a

L(t) < L(0)e ', VteR,.
Par conséquent, de (1.22) et (1.34), on conclut

269 269

U115 = 2E(t) < L(t) <

L(0)e ™!, VteR,,
— €C4 1— €Cy
ce qui donne (1.40) avec d9 = 2¢9L(0)/(1 — ecq). Ce qui acheve la preuve du théoreme

(1.2). O

1.3 Etude de probléme (1.1)

Dans cette section, on s’intéresse a 1’étude d’existence globale et la stabilité expo-
nentielle de systeme (1.1) en deux cas des fonctions Fj et Fy. En utilisant le fait que la
solution de la partie linéaire du probléme considéré; probleme (1.5) existe globalement
et décroit exponentiellement, on établit I'existence et la stabilité exponentielle de la solu-
tion du probleme (1.1). Notons que le probleme (1.1) regroupe plusieurs problemes dans
la littérature et la décroissance exponentielle de la solution est établie par une méthode
directe en basant sur le principe de Duhamel.

De facon similaire a (1.7), pour U = (u,us, n', z)T, le probléme (1.1) peut étre réécrit
Ut) = dU(t)+ F(U()), Vt>0,

U0) =0, = (uo,ul,no, fo(_T.))T’ (1.48)

ou d’aprés le théoreme (1.1), opérateur &7 est un générateur infinitésimal d’un Cy—semi

groupe {S(t)},5, sur l'espace de Hilbert # et la fonction F' est définie par
F(¢17 ¢27 ¢37 ¢4)T = (07 F2<¢1) - F1(¢2>7 07 O>T7 (149)
pour tout <¢17 ¢27 ¢37 ¢4)T S

En utilisant le résultat de stabilité de la solution du probleme (1.5) qui est assurée
par le théoreme (1.2), on en déduit qu’ils existent des constantes positives d; et dy telles
que

1S()]| ey < Sae™ M, Wt >0, (1.50)
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1.3. ETUDE DE PROBLEME (1.1)

L'inégalité (1.50) signifie que {S(t)},5, est un Cp-semi groupe exponentiellement stable
sur S .

Nous étudions l'existence globale, 1'unicité et le résultat de stabilité exponentielle de
la solution de (1.1) en utilisant le principe de Duhamel dans deux cas ou les fonctions non

linéaires F} et F, satisfont certains Lipschitz conditions.

1.3.1 Cas de F; globalement lipschitzienne

D’abord, nous supposons que les fonctions F;, i = 1, 2 sont globalement lipschitzienne,
autrement dit
(A5) IIs existent v; > 0, i = 1,2 telles que

11 (u) = Fi(o)[| < mllu—oll,  Vu,ve H, (1.51)

1Fo(u) = B(v)]| < 7||A2(w—v)|, Vu,ve D(43). (1.52)

De plus, F1(0) = F5(0) = 0.
Les résultats d’existence globale et d’unicité de la solution de (1.48) sont donnés par

le théoréme suivant :

Théoréme 1.3. Pour Uy € S, il existe une unique solution mild U € C([0,+00), )
du probleme (1.48) satisfait

U(t) = S()Us +/Ot S(t — $)F(U(s))ds. (1.53)

Démonstration. Le probleme (1.48) peut étre considéré comme un probléme d’évolution
non homogene ot & est un générateur d'un Cp—semi groupe {S(t)},5, sur 7. De plus,
Il est clair que F' est globalement lipschitzienne sur .7 avec la constante v = v, + 7. Par

conséquent, en appliquant le théoreme .19, le systéeme (1.48) admet une unique solution
mild U € C([0, +00), #) satisfait

t
U(t) = S(t)Us +/ S(t — $)F(U(s))ds. (1.54)
0
La formule (1.54) appelée formule de Duhamel. O

Pour le résultat de stabilité exponentielle, nous avons

Théoréme 1.4. Sous les hypothéses (A1)-(A5). Pour Uy € F, on suppose que
(1.55)

alors, la solution U € C([0,+00), ) de probléme (1.48) décroit exponentiellement en

temps.

25



1.3. ETUDE DE PROBLEME (1.1)

Démonstration. L’estimation de la stabilité est établie directement en utilisant le principe

de Duhamel de la solution ; formule (1.54), nous avons
¢
U(t) = S(t)Us + / S(t — s)F(U(s))ds, VteR,.
0

En utilisant le fait que {S(t)},, est exponentiellement stable sur 7, de (1.50), on obtient

t
IOl < d2e=" | Uslle +/O dpe "I E(U(s))l|eds,

de plus, en utilisant F(0) = 0, on trouve

t
U@ < e Vol + [ 02U (3)] s,

alors

1 t
FealtHU(t)H.yf < HUOH%HL/O ey ||U(s)]| s ds,
2

En appliquant le lemme de Gronwall ; le lemme .3, on a

IUB) e < 6al|Up|| e o 02745

82| Up | e 10210,

A

de la condition (1.55), on déduit la décroissance exponentielle de la solution. D’ou la

démonstration du théoreme 1.4. OJ

1.3.2 Non-linéarités plus générales

Dans ce cas, on suppose que les fonctions F; et Fy satisfont
(A6)-(a) Pour ¢ > 0, ils existent des constantes positives L;(c), pour i = 1,2 telles
que
[1F1(u) = Fi(v)|| < Li(c)|lu =],

pour tout u,v € H avec |jul| < ¢, ||v| <ec.

1Fo(w) = Fa(w)]| < La(c) [ A% (u - v)

)

pour tout u,v € D(Az) avec HA%u’ <cg, A%v‘ <ec.
(A6)-(b) 11 existe une fonction différentiable .Z de D(A2) dans [0, +00) telle que

D g = F; et une positive constante m telles que

(Fi(u),u) = mllull?,  VYue H, (1.56)

(Fy(u), u) > %9@), Yu € D(A?). (1.57)
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1.3. ETUDE DE PROBLEME (1.1)

(A6)-(c) Pour i = 1,2, ils existent des fonctions continues croissantes 1; : [0, +00) —
[0, 400), avec ¥;(0) = 0 telles que

IE ()| < a(lulDllull, Ve e H. (1.58)

|Fa)]| < ([ A2ul)) [AZul, vu e D(A%). (1.59)

On définit la fonctionnelle d’énergie suivante associée au probleme (1.1) par

B = {4t - ot

Pl [ ) [ BE )| s

27 w)+ 71l [ (o t>||2dp). (1.60)

En utilisant (1.56), on déduit que

1 ptoo 1 2
B0 < [ W6 B 6| ds+ (ul —m)lul? VeeR. (161

d’une maniére similaire au lemme 1.1.
Dans le théoreme suivant, nous donnons les résultats d’existence et de stabilité de la

solution du probleme (1.1).

Théoréme 1.5. Sous les hyothéses (A1)-(A4) et (A6). On suppose que |u| suffisamment

petit pour que |p| < m et ils existent deux constantes positives py et C,, telles que

1 0 1
o i ol§)]I"as Po;
(Jatu] + el + [ 1fu(ol?ds) " <

et, il existe une solution globale unique U € C([0,+00), 7€) satisfait (1.48) avec

U)o < Cpp <™ (2) . VE> 0, (1.62)

ot Y : [0,+00) — [0,400) est une fonction continue croissante. Alors, la solution du

probléme (1.48) décroit exponentiellement en temps.

Démonstration. D’abord, nous prouvons que la solution existe globalement. D’apres des
résultats classiques d’équation d’évolution non linéaire ; le théoreme .20, le probleme ad-
met une unique solution mild U dans un intervalle maximal [0, 7). De fagon similaire que
[2] et en utilisant (1.57), (1.59), on trouve

B(0) 2l 4+ [Abu] 2| B~ #(wo)

> Sl + 5 |Atu] > 0,
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1.3. ETUDE DE PROBLEME (1.1)

st 4 (| Abu

D < & avec v = (1 — ahg)/2. Nous montrons que si

) <g et 1y ((2]5;(0))2) < g (1.63)

va ([l4u

on a, pour t € [0,7T)

(1) 2 L u)? + 2 ||, vie0.1) (1.64)

Considérons r la borne supérieure de tout s € [0,7") tel que (1.64) soit vérifié pour tout

t € [0, s]. Supposons que r < T'. Par continuité de la fonction Ej, on obtient
1 T 2
Bi(r) 2 Sl + 5 |Au(r)|” > 0. (1.65)

Dong, de (1.65), on trouve

o (|A30)]) < v (<2E;(r)>%) o ((2]3;(0));) v

de plus, en utilisant (1.57) et (1.59), il résulte

B 2 Sl + 5 [ Abue)| — 2 [Brue)| - # ()

2 v 1 2 1 2 2
> )l + (y = D) [abem) = Sl + % At
Ce qui contredit la maximalité de r. Soit

%ot (2) 2 [ ()]} o

D < &, pour tout (ug,u1, fo) € D(Az) x H x L*(—7,0; H) tels que

Alors, 19 (HA%u

1
1 0 2
<HA2u0H el + [ ||f0(s)”2ds> < o. (1.66)
Cette hypothese implique que HA%uOH < po, ainsi, on a

o ([[A4¥u]) < vaton) =2 ((5us" (5))

De plus, par ’hypothese (A6)-(b), on obtient

E1(0)

IN

e R e ey D

IN

([l 4ao] + ) +/_T ||f0(s)||2ds> < pg,
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H

et, de la définition de py, on déduit

o (B0) ) <l () -5

En outre, sous les conditions (1.66) et (1.63), on trouve

=

1 v 2
0 < Sllu®* + 5 [|Azu(t)|| < Bi(t) < E1(0) < 4t

Par conséquent, la fonction d’énergie E; est positive sur [0,7") et bornée. De plus, la

solution existe sur [0, +00) et

01

0l + [abutolf -l <2 <o [(2)]

ol 1 est une fonction croissante continue a définir ultérieurement.
D’apres les résultats précédents, nous avons

U(t) = S(H)Us + /OtS(t ) F(U(s))ds, VteR,.

En utilisant (A6)-(c) et le fait que {S(f)},5, est exponentiellement stable sur 77, on
obtient

U < Soe™ | Ul + /Ot doe” " (U ()[Lre) U ()| eds,
ou
G U@r) = dalllu®)) + o2 ([A2u(®)])
est une fonction croissante continue. De plus, on trouve
1
02

De la méme maniére, en appliquant le lemme de Gronwall et en utilisant (1.62), on déduit

t
U e < Ul +/0 e*9 (Cpy) U (5) || eds,
que la solution décroit exponentiellement, nous terminons la preuve du théoreme 1.5. [J

1.4 FEtude du probléme (1.1) avec F; = 0 sous une

décroissance arbitraire de h

Le but est d’établir 'existence globale et la stabilité de la solution de probleme sous

une décroissance arbitraire de h. On consideére le systeme suivant :
u (t) + Au(t) — [;7° h(s)Bu(t — s)ds + Cu,(t — 7) = Fy(u(t)), t € (0,+00),
u(t—7) = folt — 1) t e (0,7),

u(—t) = up(t), u(0) = 1wy, teRy.
(1.67)
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H

On suppose toujours que les hypotheses (A1)-(A3) sont vérifiées, en outre, on présente les
hypothéses supplémentaire suivantes :
(A7) La fonction Fy : D(A2) — H est globalement lipschitzienne,

B >0, [Fu) - RO)| <y|Ai(w-v)|, vuver (1.68)

De plus, F5(0) = 0 et il existe une fonction différentiable ¢ : D(A2) — R satisfait
Dy =F, et (Fy(u),u) > 2)(u), Yuc D(A?). (1.69)

(A8) La fonction h satisfait (A2) et il existe une fonction positive § € C(Ry,R%)
avec limg_, o, £(s) existe, tels que
+o0o
ht — ) > f(t)/ h(n —s)dr, VteR,, Vse 0,1,
t
h'(s) <0, Vs € Ry.

(1.70)

Remarque 1.3.
1. La premiére inégalité dans (1.70) est introduite dans [69, 68], implique que h

converge vers zéro au moins de facon exponentielle mais ne nécessite pas la dérivée
de h. Cette classe contient les fonctions de type polynomial (h(t) = (14+t)"% a > 1)
et de type exponentiel (h(t) = e ™, a > 0).

2. L’hypotheése (A5) est un cas particulier de ’hypothése (AS8).

1.4.1 Existence globale

L’existence globale et 1'unicité de probleme (1.67) sont obtenues en basant sur les ré-
sultats précédents dans la sous-section 1.2.1. En effet, pour U = (u, us, n', 2)7, le probléme

(1.67) s’écrit comme suit

{ Ui(t) = #U(t) + F(U(t), Vt>0, (1.71)

U(0) = Uy = (uo, u1,n°, fo(‘T-))T’

ol &/ est un générateur infintésimal d’un Co—semi groupe {S(t)},-, sur I'epsace de Hilbert
H et la fonction .Z est définie par

F(P1, 02, 03, ¢4)" = (0, F5(¢1),0,0)7, (1.72)

pour tout (¢1, ¢g, d3,¢4)T € . Le probléme (1.71) peut étre vu comme un probléme
d’évolution non homogene. 11 est clair que .% est globalement Lipschitzienne d’apres 1'hy-
pothese (A7). Par conséquent, en utilisant le théoréeme .19, le probléme (1.71) a une unique
solution U € C([0, +00), 7).
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1.4.2 Reésultat de la stabilité

Le but de cette section est d’obtenir la stabilité du systeme (1.67) en supposant que
la fonction h satisfait (1.70). La preuve est basée sur la méthode d’énergétique.

On définit la fonction d’énergie E comme suit

o

B0 = 44k Pl + [ (s B o) s

1
20+ 7l | 1200 ) (173
En utilisant (1.69), on trouve que la fonction d’énergie E satisfait, pour tout ¢ > 0,

1 400 1 2
W <5 [ HE|BiE)] ds + il (1.74)

Similaire a [64], pour n € N*, on considere l'ensemble suivant :
A, ={s €Ry, h(s)+nh'(s) <0},

et en prenant h, = [y h(s)ds. On a h, > 0, si A}, =0, on a la condition (1.21) pour

0= % De plus, en utilisant la deuxiéme inégalité dans (1.70), on trouve

lim AS = Nuen+AS =0, done hm h, = 0.

n—-+o0o n—-+o0o

Afin d’obtenir le résultat de stabilité, on aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 1.6. Soit U solution du probléme (1.67). Alors, la fonction

L) =— <ut(t), / = h(s)nt(s)ds> , (1.75)

satisfait, pour 1,69 > 0 et pour tout t > 0,

o

N < —(h0—51)||ut\|2+<

hq \/E & 1y 2
( 5 5 >/0 h(s) HB?n(s)H ds

0 [ ) | Bhute — )| ds

dnhy  h(0)\ [+ PN
‘(2”%* e +4b51>/0 H(s) [ B (5)] " ds

+<Cz(1, £) — Fy(u), /0+°° h(s)nt(s)ds>, (1.76)

) |
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Démonstration. On dérive (1.75) par rapport a t, on trouve

1) = = (untt), [ b (s)ds) + (uite). |

En intégrant par parties par rapport a s le deuxieme terme du second membre de I'égalité

“+o00

sy (s)ds ) = ol

précédente et en utilisant le fait que lim,_, o A(s) = 0, 1*(0) = 0, on obtient
! oo t oo / t 2
1) = —(ualt), [ hlsn'(s)ds ) = (ul®), [ W) (s)ds ) = hollu]
De la premiere équation de (1.67) et de la définition de Az et B2, on trouve
/ 2 oo t
() = —hollu®+ (C=(1.1) = Faw), [ hls)n'(s)ds
+oo 1 +oo 1
—<ut<t>, / h’(S)nt(S)d8> v <A2u<t>, [ h(s)Aznt<s>d3>
0 0
‘ 2

Nous estimons les trois derniers termes en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et
de Young et la définition de A,,. Ensuite, en utilisant (1.2), (1.20) et (2.4), on trouve

1

/0+°° h(S)B%nt(s)ds - h0<B§u(zg)7 /0+°° h(s)BQWt(S)d5>- (1.77)

. [ oas) <l = 4120 [ o s

0

= (A0, [ oAb eas) - (a0, [ ioadieas)

< eafabul + 0 [ ) Bha o) as + Y bl
0 [ ) [Bhf o) ds

< bl -0 [ i bt e T

T [ 0o o
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2

/An h(S)B%n%s)dS + h(S)B%nt(S)dS

AR

<2|

2 2

/An h(S)B%nt(s)ds /C h(S)B%nt(s)ds

< 2h0/ HB277 H ds—|—2h/ ‘B277 )H2ds

+2‘

< _tho/o W (s) HB§7] (S)H ds+2hn/0 h(s) ) % H

Et pour le dernier terme, nous avons

—h0<B%u(t),/0+°° h<s)B%nt(s)d5>

2L |2 1 o0 1
= —h) HBQU‘ + ho Bw(t),/o h(s)Bzu(t — s)ds
h? h
= ——OHB%UHZ—F?O s) HB%u(t—S)Hst
ho l
> H 2y H (1.78)
En insérant ces quatre inégalités dans (1.77), nous obtenons (1.76). O
Lemme 1.7. Soit U solution du probléme (1.67). Alors, la fonction
1a(t) = {unlt), u(t), (1.79)
satisfait, pour tout t > 0,
/ 2 +°° 1 2
Bt = luwlP — |Ab] + 2/ (s)|| BFult — 5] ds
1 pto
—5 ) ) HBEnt(s)H ds — <Cz(1,t) + F(u),u>. (1.80)

Démonstration. Dérivons (1.79) par rapport a ¢, on obtient
L) = Juel|* + (uee(t), u(t)).

En multipliant la premiére équation de (1.67) par u; et par la définition de Az et B %, on

arrive a

13(8) = sl = [ 45| + o | BEu

+oo
([ e s i) - (0.0, u(0)
0
En utilisant I'inégalité (1.78), l'estimation (1.80) est établie. O
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De la méme maniere que 1.2.2, on a le résultat suivant :

Lemme 1.8. Soit U solution du probléme (1.67). Alors, la fonction

1
I(t) = 7" [ e =(p, )]s, (1.81)
0
satisfait, pour tout t > 0,
1
Iy(t) < —27/0 l2(p, )1 ds + e [luel|* — [12(1, )%, (1.82)

Nous considérons deux fonctionnelles J; et Jy et nous donnons leurs dérivées dans le

lemme suivant :

Lemme 1.9. Soient

1

Jl(t):/ot (/:OO h(7r—s)d7r> |B3us)["ds, vie Ry, (1.83)
0 :/J(/:OO h(w—s)dw) |Abues)| ds, vt e R, (1.84)

Alors, pour A\ €]0,1],

Bt < ho|Bhu t
0

I IEPWITORAT —A1/ h(s) | Brut — s)| ds
5y /t+°°h(s)HB%u0(s—t)H2ds, Vi€ R, (1.85)
et
Ji(t) < hollA2u

IO EOYAGE Aal/ot h(s) | Brut — s)|| ds
+dA /;w h(s) HB%uo(s—t)szs, VteR,. (1.86)

Démonstration. La fonction J; est bien définie. En effet, en utilisant le fait que n €
L3(R., D(B2)) et (1.70), on a
Tt < 1/t h(t — 5) || Bhus)| ds < 1/%(3) |BYu(t - )| ds < +oo.
§(t) Jo §(t) Jo
De (1.20), on déduit que J5 est bien définie.
D’autre part, on dérive J; par rapport a t et en utilisant la définition de ug et (1.70),

nous obtenons
Tt = (/:m h(r — 5)d7r> |Bru()|” - /Oth(t —5)||BYu(s)| ds
- /Ot ht — ) [ Bruts)| ds

M [ ne= )| Bra) s+ [ b - ) [Brugs)| ds

0
—o0

— o |[B

IN

1 +
hOHBzu
0

P (= AE) D) - Al/ T h(s) [Bra(t - 5| ds

+a /:OO h(s) [Bruo(s — 1) ds,
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ce qui donne (1.85). De la méme fagon, on établi I'estimation (1.86). ]

Dans ce cas, on définit la fonctionnelle Lyapunov L par
L(t) = E(t) + e (N1L1(t) + NoIo(t) + I3(t)) + My Ji(t) + aMy Jo(2), (1.87)

ou €, N1, Ny et My sont des constantes positives a choisir ultérieurement.
Pour le résultat de stabilité, on a le théoréeme suivant :

Théoréme 1.6. Sous les hypothéses (A1)-(A3), (A7) et (A8). On suppose que h satisfait

2

+o0 al

/ hs)ds < -, (1.88)
0 b

et il existe une constante positive oy indépendant de p telle que, si

Alors, pour Uy € F, ils existent des constantes positives 01 et 0 telles que

—~

t +oo 1
E(t) < e (1 —1—/ 6615/ h(m) HB§U0(7T - S)H2 d?TdS), vVt e Ry, 1.90)
0 s

st limy_y 100 &(E) >0, et
~ t ~ —+00 1
E(t) < §ye 160 (1+ / 1€() / h(r) HBQUO(W—S)HQMS), VteR,, (1.91)
0 s

st limy o &(t) =0, ou

£(s) = /O “¢(m)dr, Vs eR,. (1.92)

Démonstration. Afin de prouver les estimations de stabilité, nous commencons par la

dérivée de la fonction L. D’autre part, en utilisant (A7) et (1.2), on a

2

b

(B, [T eas) < JiR@IE g [ rer s

) [ s)| as,

< Tl v |
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En combinant (1.74), (1.76), (1.80), (1.82), (1.85) et (1.86), on trouve

4 Coho| B - 27 /01 (0, 8)2dp

€

L' < —el(C’l - '“‘)HutH? +Cy || Azu

+ /0+°° h(s) ((14 |BEf )|+ Cs | Bute ~ s)H2>d8 - QNQWU)]

dhn 12 \/dhn oo 1 2
+ 5 eNy HA2UH + <2hn + 5 )6N1/0 h(s) HBmt(s)H ds
1 oo, 14 2
H5-<Co) [ W& [Bi )] ds = Cre@ (1) + Rae)
+oo 1 2 9
+08/t h(s) || Bruo(s — )] ds — ell=(1, )]
+oo
+€<CZ(1, t), Ny / h(s)n'(s)ds — N2u>, (1.93)
0
ou
ah
Cy = (ho — €1)N1 — Ny — €77, Cs :NQ_(52+%)N1_?0M17
. ho N2 M1 . hO N2
G=yh g Co="ght o o
2 ho . Ny B dnhy  h(0) 1.94
05 = ?Ml ?Nl 9 s 06 = <2nh0 + 482 + Fsl Nl,
07 = (]_ - )\1)M1 min{l, CL}, 08 = Ml/\l(l + ad)

Nous choisissons les différentes constantes pour obtenir les résultats visés. D’abord, on
choisit Ny = (1 + ahg)e®™ et My, Ny de sorte que

€N2 627—
< My < —.
2(1 + ahy) P2

M 1 1 2M
max {b<2(1+ah0)1_N2>7(N2+62T)} < N; < h<N2+ 1).
€ €

bhy — 2"}/2 hg 0

Notons que M; existe suite au choix de Ny pour une certaine valeur de € a choisir plus

tard et d’apres le choix de M; et Ny, N existe. Puis, nous choisissons €1, €5 et Ay telles

que
N2—|-62T
0< < hy— ——
€1 0 Nl 9
ho v 1 M,
=——-—4+ —| Ny —2(1 ho)—
270 b+2N1<2 (1+aho)== ),
et

€
4 M,

(Na + hoNp) < A\ < 1,
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Notons que €5 et A\ existent suite a le choix de N; et N,. Ainsi, il résulte que C; > 0,
Cy = —C5, C3 < 0et C5 > 0. De plus, C4 > 0, alors, on a

—€

2 1
Bt

\2> — 2Ny (u)

Ci[lue|” + C2< HA%U
O] CY B eRe LT Y

P20+ [ ) [Bh)] a )

ou Cy = N%min {01,02704}. En observant que Cy est positive et indépendant de pu.

Ensuite, en utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young pour estimer le dernier
terme du second membre de (1.93). Alors, de (1.2) et (1.4), il vient

s

< —ecg(nutn? + |4

e<C’z(1, t), Nq /OJFOO h(s)n'(s)ds — N2u>

'2 + /OH)O h(s) HB%nt(s)H2 ds),

ou Cg = 5 max{aN3, hoN7}. En insérant 'inégalité¢ ci-dessus et (1.95) dans (1.93), nous

obtenons

ellz(1,)|* + G\M\Cm( HA%u

N E(t)

L/(t) S —CCHE + <4h i dh >

+(5 =) [T HE B0 s - ) + o)

+08/ h(s) | Bruo(s — )| ds, (1.95)

ou C1; = 2min {Cg — 2oy — e|,u|C’10}. Enfin, nous supposons que || satisfait (1.89)

€7 |l
Coy 09\/_}
0o = —— 5. 1.96
0 = min {C’G @ ( )

Ainsi, on choisit n assez grand et on fixe € pour que

sous le choix suivant de dq

el 1 1
<e< — < — 1.97
20y~ 205 M’ (1.97)

ou

h 2 2T
M =N, max{l,o} —i—NQmax{l,a} + «“
b b |l

ce qui implique que F équivaut & E + e(NyI; + Noly + I3). En effet, en utilisant (1.73),
(1.35), (1.36), (1.37) et (1.97), nous obtenons

E~FE+ G(lel + Ng[g + 13)
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En outre, le troisieme terme du seconde membre de (1.95) est négatif et notons que dy
est positive et indépendant de p. Sous la condition (1.89), on conclut que C; est positive

et en utilisant le fait que lim,, ., h, = 0, on trouve

<4hn +2\/% >

012 = 6011 + eNy > 0.

Par conséquent, pour tout ¢ € R, on arrive a

L) < —CoB() - C7£()< )+ e >)
+C [ i) | Braots — o) ds. (1.98)

Selon a la limite de £ a l'infini, on distingue deux cas.
» Si limy o, &(t) > 0, alors, ils existent ¢y > 0 et & > 0 tels que £(t) > &, pour
tout ¢ > to. Ainsi, en utilisant (1.87), on déduit

+o00 1 2
L) < —51L(t)+08/t h(s) || Bruo(s — o) ds, vt e Ry, (1.99)

ou

5 — min Cia  C7& C7éo
! 1+ eM’ M, aM, [

Ensuite, on integre l'inégalité différentielle (1.99) sur [t, t], nous trouvons
+oo
L(t) < _51t< 51t0L(t0 +C’8/ / ‘B?uo T—8 H dwds) vVt e R,,

par (1.87) et (1.99), on établit, pour tout ¢ > to,

1

L(t
1—eM ()
1

o e {Cg7 e51t0L(t0)} X

+oo
<1+/ / (m) [Bruo(x — o) dﬂds>e Bt (1.100)

E(t) <

Pour t € [0, ], on a

1
L(t)e’te ™t < max_L(s)eM0e ", (1.101)

1
E(t) <
(*) 1 — eM seo,to]

—1—eM

Les inégalités (1.100) et (1.101) donnent (1.90) avec

1
0y = T o ax {C’ eorto max, L(S)}
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» Silimy o £(t) = 0, alors, il existe ty > 0 tel que () < Ciq, pour tout t > . Par

conséquent, en utilisant (1.87), on a, pour

5 ) 1 C; O
= mimm ——, —
! L+eM M, aM, [’

o0 1 2
L) < —51§(t)L(t)+Og/t h(s) | Bruo(s — )| ds, vteRy,

Une simple intégration de I'inégalité différentielle précédente entre ¢y et t, il vient, pour
tout t € R+,

~ ~ t ~ —+00 1
L(t) < e %0 <e51€(t0) L(to) + Cs / H1E) / h(m) | BEuo(m — s)Hdezs)
0 s

De (1.87) et (1.4.2), on déduit, pour tout ¢ > t,

1
1—eM

<1+/ /+oo ) [Bruo(x - 5)] d7rd5>e RED.(1.102)

Pour ¢ € [0, ¢y], nous avons

E()

max {Cg, e‘slé(tO)L(tO)} X

1
Eit) <
()_1—€M

A 1 A A
516(t) ,—01€(t) < L(5)ed1€(s) | g—01€(0) 1.1
L(t)e S T e ( (s)e )e (1.103)

En utilisant (1.102) et (1.103), 'estimation (1.91) est établie avec

__ 1 516(s)
0y = T o ex {Cg, srer%gmié] (L(s)e :

La démonstration du théoréme 1.6 est obtenue. O]
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Chapitre 2

Comportement optimale d’un
probleme d’évolution abstrait avec

retard et une mémoire infinie.

Ce chapitre est dédié a établir 'existence globale et la stabilité pour un systeme
d’évolution linéaire avec retard et une mémoire infinie. Sous certaines conditions sur les
données initiales et en se basant sur la théorie des semi groupes, nous montrons I’existence
globale et I'unicité d’une solution du probléme considéré. Ensuite, nous établissons un
résultat explicit et optimal de la stabilité d’énergie en utilisant la méthode énergétique et
quelques propriétés des fonctions convexes pour une classe tres large des fonctions noyaux

du terme viscoélastique. Enfin, on termine par quelques applications.

2.1 Position du probleme

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire et une norme associée notés
par (.,.) et || .||. Soient A : D(A) — H et B : D(B) — H deux opérateurs linéaires
positifs auto-adjoints tels que D(A) C D(B) C H avec des injections denses et compactes.
h: R, — R, est la fonction noyau du terme mémoire et 7 est une constante positive

représentant le retard.

Le probleme considéré dans ce chapitre consiste a étudier I'existence globale et la

stabilité du probleme d’évolution suivant :
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ug (t) + Au(t) — [;F° h(s)Bu(t — s)ds + pug(t) + pous(t —7) =0, ¢ >0,
ut<t_7-) :fO(t_T>7 te (077—)7
u(—t) = up(t), u(0) =uy, t>0,

(2.1)

ou pu1, pe sont des constantes réelles avec py > 0 et (ug, u, fo) sont les conditions initiales.

A fin d’étudier le probléeme (2.1) et de la méme maniére que la section 1.2, on définit

z et n', respectivement, comme suit
2(p,t) = w(t —p7), pe€(0,1), >0,

n'(s) = u(t) —u(t—s), t,s>0.

Par conséquent, le probleme (2.1) devient

wat) + Au(t) ~ hoBu(t) + [ T h(s)Br'(s)ds + pu(?)
+ugz(1,t) =0, t € (0,+00),
T2 (p,t) + 2,(p,t) = 0, p€(0,1), t>0,
mi(s) = w(t) — 1(s), t,s >0, (2.2)
Z(p,O) :fO(_IOT)v p e (0,1),
2(0,t) = w(t), t>0,
u(—t) = up(t), w(0) =y, t >0,
770(3) = u(0) — ug(s), s > 0.

On présente quelques hypotheses utiles pour obtenir nos résultats.

(A1) IIs existent deux constantes positives a et b telles que
2 2
bllul* < HB%uH <a HA%UH , Yue D(A%). (2.3)

(A2) La fonction noyau h : R, — R, est une fonction décroissante de classe C*
satisfait
1

MOy >0, ho= [ ™ h(s)ds < - (2.4)

(A3) Les coefficients du retard et d’amortissement vérifient

|p2] < g1 (2.5)

2.2 Existence globale de la solution

Dans cette section, nous prouvons l’existence globale et 1'unicité de la solution du

probléme (2.1) en utilisant la théorie des semi groupes. Plus précisément, on transforme
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le probléme (2.1) en un probleme de Cauchy homogene et en appliquant sur le théoreme
de Lumer-Phillips.

Remarquant que, pour U = (u,us, 1%, 2)T, le probléme (2.2) peut-étre pris la forme :

(2.6)

{ Uit) = ZU(t), Vt>0,
U(O) Up = (u07u1a7707f0(_7—'))T7

tel que 'opérateur .o est défini par

b2
z: —(A - hoB)¢1 - fo+oo h(3)3¢3(8)d5 — p1pe — M2¢4(1)
% = ¢ _ % )
¢3 2 85
b —19¢4
T Op

avec le domaine D(47) donné par

(O1, B2, 03, 02)" € H, (A —hoB)d1 + J7> h(s)Bes(s)ds € H,

1 a 1
Pet) = 6 € D(45), 92 ¢ [3(R,, D(BY))

‘?: € L*(0,1; H), ¢3(0) =0, ¢4(0) = ¢

ou

A = D(A?) x H x L>(R,, D(B?)) x L*(0,1; H).
Les espaces L2(R,, D(B2)) et L2(0,1; H) sont respectivement définis par
[2(R,, D(B})) = {qs 'R, — D(B%), /0+°° hs) |BEo(s)| ds < +oo},
muni du produit scalaire
+oo 1 1

<¢1,¢2>L%(R+,D(B%)) :/0 h(s) <Bi¢1(s),Bi¢2(8)>dS.
Et )

20.1:H) = {o 0,1 > H [ o()]*dp < +o0}.
muni du produit scalaire

(¢1, ¢2>L2(0,1;H) = /01 (1(p), P2(p)) dp.

L’espace d’énergie ¢ est un espace de Hilbert équipé du produit scalaire suivant : pour
tout & = (¢1, P2, P3,¢a)" et W = (wy, wo, w3, wq)" de S, on a

(2, W) = (¢1,w1) ho(¢1, wr)
+7E(Pa, Wa) 12(0,1;1) 5

) + (P2, w2) + (3, w3)

- 1 1
D(AZ) D(B2 L2(Ry,D(B2))
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avec £ une constante positive satisfaisant

o] < €< 201 — |pal, (2.7)

notons que ¢ existe selon (2.5).

L’existence globale et I'unicité de la solution du probleme (2.6) sont assurés par le

théoreme suivant :

Théoréme 2.1. Sous les hypothéses (A1)-(A3), pour tout Uy € F, il existe une unique
solution mild U € C(Ry, 7) du probléme (2.6). De plus, si Uy € (), alors la solution

U est une solution classique, i.e,
UcCRy,2()NCHR,, ).

Démonstration. Afin d’obtenir le résultat cité dans le Théoreme (2.1), nous utilisons
la théorie des semi groupes (voir les théoremes .15 et .18). Alors, nous montrons que
Popérateur lindaire o/ est un générateur infinitésimal d'un Co—semi groupe {S(?)},.,

sur 2. Premierement, nous montrons que & est un opérateur dissipatif. En effet, soit

b = (¢1,¢2,¢3,¢4)T S @(JZ{), on a

P2
—(A = hoB)g1 — [i7 h(s)Bes(s)ds — p1ds — piacha(1) 21
<JZ/(I>,@>%p = < by — % ) ’ >
2 83 ¢3
—1904 61
T Jp #

B +0o0 093
= <¢27¢1> i <<b2,¢1> B} +/0 h(s) <¢2_887¢3>D(3%)d5

(A= noB)or+ [ h()Bos(s)ds + s + pan(1). 6 )

+r §/< 19¢s >d,0. (2.8)

En utilisant la définition de A2 et B2 et le fait que H est un espace de Hilbert, on conclut
(A—hoBéy, ¢) = (A2, A2y ) — hy (B¢, B2y ) (2.9)

et
— p11{02, ¢2) = —pa |2 . (2.10)

Les inégalités de Cauchy-Schwarz et Young donnent

~ pafu(D). 82) < 2L (o) + oul?). 211)
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2.2. EXISTENCE GLOBALE DE LA SOLUTION

Effectuons une intégration par partie et tenons en compte la définition Z(7) (¢3(0) = 0),

on obtient
/+wh(s)<—a¢3 ¢3> § ds < - /+°° (5) ]| Bgs(s) ds (2.12)
0

De plus, en utilisant le fait que ¢4(0) = qbg, on trouve

¢ [ (S5 0n)do =5 (10O ~ 16a(0I?) = 5 (el = [oa(IF). (213

Insérons (2.9), (2.10), (2.11), (2.12) et (2.13) en (2.8) et utilisons le fait que h est décrois-

sante, il résulte que

0.0, <3 [ B ot (§ - ) ot (2 €) s
(2.14)

Puis, en combinant le résultat ci-dessus et en utilisant (2.7) avec (2.5), on trouve
(A, ), <0. (2.15)

Ainsi, on déduit que &7 est un opérateur dissipatif.

Deuxiément, on veut montrer que .o/ est maximal monotone. Pour cela, il suffit de
montrer que I'opérateur A/ — est surjectif, pour tout A > 0. En effet, soit (f1, f2, f3, f1)T €
A, on doit montrer qu’il existe ® = (¢, Pa, P3, ¢4)T € Z() tels que

(M — ) (61, 0, 03, 04)" = (fr, fos fo, fa)T,

ce qu’est équivalent a

AL — ¢z = f1

Mg + (A — hoB)¢1 + [ h(s)Bos(s)ds + pds + pada(1) = fo

A¢3—¢2+88¢;3 = /3 (2.16)
R

Supposons qu’on a trouvé ¢; avec une régularité convenable. Alors, on a

P2 = Ap1 — fi. (2.17)

On remarque que la troisieme et la quatrieme équation dans (2.16) sont des équations
différentielles ordinaires non homogenes du premier ordre. Donc, pour la résolution de ces
équations, on commence par la résolution d’équation différentielle homogene. Ensuite, on
utilise la méthode de la variation de la constante avec ¢3(0) = 0 et ¢4(0) = ¢o = A1 — f1.

Par conséquent, on trouve
¢3(s) = e_As/O e <f3(y) — i+ Aﬁbl) dy, (2.18)
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o1lp) = (Mo = fi 7 [ ey ) e, pe (0.1),
En particulier,
Pa(1) = ()\¢1 — fi+ T/Ol f4(y)e’\7ydy> e M. (2.19)
I1 ne reste plus qu’a déterminer ¢;. Ensuite, en combinant (2.17), (2.18) et (2.19) dans la

deuxieéme équation de (2.16), on obtient
(A= BB+ Bal) 1 =/, (2.20)
ol
B1=hy— )\/Oo h(s)e_M(/s ekydy> ds = /Oo h(s)e™™ds, By =\ (/\ + iy + uge_)‘T) ,
0 0 0

et

. \ \ 1

f= f+t (/\ + pa + poe” T) Ji — poe” TT/O Ja(y)e™dy

- /OO e h(s) /s e_AyB(f?)(y) - f1>dyds.
0 0

11 suffit de prouver que (2.20) a une solution ¢; € D(Az) et de la remplacer dans (2.17),

(2.18) et (2.19) pour obtenir & € Z(7) satisfaisant (2.16). On a $; < hg, de (2.4) et (2.3),

on en déduit que A — 51 B est un opérateur défini positif. Ensuite, on prend le crochet de
. 1.

dualité (., .>D(A%),XD(A%) avec w € D(Az) :

(A= BB+ Bal) $1,0) ) 4drs piaby = (f, w>D(A%ny(A%> . (2.21)

Il est claire que le premier membre de 'estimation de (2.21) est une forme bilinéaire,

continue et coercive sur D(A%). En effet,
1 1 1 1
(A2, A2w) — 1 (B2o1, B2w) + By (b1, w)| < Clldull 3 lwll 08,
de plus, pour w = ¢; € D(A%), on a

(4201, 4261) = 1 (B261, B2n) + Ba|onl > (1 - apy) (A2, A2dn) > cllon]? |

%)'
Ainsi, en appliquant le théoreme de Lax-Milgram, nous concluons que (2.16) a une solution
unique ¢, € D(A?) satisfaisant (2.16). En utilisant (2.18), on obtient

<(A ~ hoB)oy + s + [ o h(s)B¢3(s)ds> cH

En conclusion, on trouve ® = (¢, ¢, @3, d4)" € D(), qui vérifie (2.16). Do, A\ — o
est surjective pour tout A > 0.
Enfin, le théoreme .15 implique que o7 est un générateur infinitésimal d’'un Cy—semi

groupe {S(t)},5, sur , ce qui acheve la preuve du théoréme 2.1. O
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2.3 Comportement asymptotique de la solution

L’objet de cette section est d’étudier le comportement asymptotique de la solution en
basant sur la méthode d’énergie avec un choix convenable de la fonction de Lyapunov L
et en utilisant quelques propriétés des fonctions convexes. En outre, on établit un résultat
explicite et général du taux de dissipation de I'énergie de la solution pour une classe tres

large des fonctions noyaux du terme viscoélastique ; 'hypothese (A5).

2.3.1 Résultats préliminaires

Dans ce paragraphe, on présente et prouve quelques lemmes techniques utiles afin
d’analyser le comportement asymptotique de la solution du probleme (2.1). D’abord, on
cite les hypotheses additionnelles suivantes :

(A4) Tl existe une constante positive d telle que
[ abul <alB5f’, vaeD(ad) (2.22)

(A5) Tl existe une fonction G : (0,+00) — (0,400) de classe C'! qui est linéaire ou
elle est strictement croissante et strictement convexe de classe C? sur (0,7], r < h(0),
G(0) = G'(0) = 0, avec limy_,, o, G'(t) = +oo telle que

W(t) < —C(OG(L), V=0, (2.23)
ou ( : Ry — R, est une fonction différentiable décroissante.

Remarque 2.1. Soit G une fonction strictement croissante et strictement conveze de
classe C* sur (0,7] avec G(0) = G'(0) = 0, alors G admet un prolongement G qui est une
fonction strictement croissante et strictement conveze de classe C* sur (0,+00). De plus,

on peut définir G par
G(t) = th +(b—cr)t+ <a + %7’2 — br) . pour t>r, (2.24)
ova=G(r),b=G'(r) etc=G"(r).
Lemme 2.1. Pour d et t; des constantes positives, on a
B'(t) < —6h(t), Vte[0,t].

Démonstration. Suite a [58], a partir de (A2) et (A5), on déduit clairement que lim;_, o, h(s) =

0. Par conséquent, il existe t; > 0 suffisamment grand telle que
h(t;) =r et h(t)<r, Vt>1. (2.25)
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En utilisant le fait que h et  sont des fonctions continues positives décroissantes et G est

une fonction continue positive, on obtient, pour tout ¢t € [0, t4],

{ 0 < h(t) 3h<>Sh<0>
0 < ((h) < () <

ce qui donne, pour deux constantes positives d; et do,

91 < C(t)G(h(t)) < 0.

Ainsi, pour tout ¢ € [0, #],

H(t) < —C(OG (1)) < —,jzg)h@ < —hfg)ha). (2.26)

[]

Le lemme suivant est introduit pour présenter 'inégalité de Jensen qui sera utilisée

pour établir nos résultats.

Lemme 2.2. Soit F' est une fonction conveze sur [a,b], f : Q — [a,b] et h sont des
fonctions intégrables sur Q, h(xz) > 0, et [oh(x)de =k > 0, alors, on a linégalité de

Jensen
F ﬁ | ahiyds] < ]1 [ Flr@nGe)da.

Maintenant, on définit la fonctionnelle d’énergie associée au probleme (2.2) par

P+ [ ) B o) as)

2 [t 01 do (2.27)

Be) = SIU@IE = (At - ho||Bhe

ou £ est une constante positive satisfait (2.7).

Lemme 2.3. Soit U solution de probléeme (2.2). Alors, la fonctionnelle d’énergie définie
par (2.27) satisfait

+O° 2
< 2/ (s) [Bin'(s)[ ds <0, vteR,. (2.28)

Démonstration. Multipliant la premiére équation de (2.2) par u,. Ensuite, en répétant
exactement les mémes arguments pour obtenir (2.14) et en utilisant (2.7), nous obtenons

que E est une fonctionnelle décroissante vérifiant (2.28). O

Soit la fonction de Lyapunov L définie comme suit
L(t) = ME(t) + N1 I, (t) + NoIo(t) + I5(t), (2.29)
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ou M, N; et Ny sont des constantes positives et

1) = {u(t), u(®) (230)
1) = w0 [ o5y ). 2.31)
() = e | L2 2, 1) | 2ds. (2.32)

Lemme 2.4. Sous les hypothéses (A1)-(A5), ils existent deux constantes positives ¢ et

co telles que
aBE(t) < L(t) < cE(t). (2.33)

Démonstration. Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on arrive a

<ut(t), / o h(s)nt<s)ds>

drer | L2 (. ) 2ds
M+ Ny alNy
2 2b
e [t 0)|Pds
< CEW)

[L(t) = ME@)] < Nif{ur, u)| + N

’2 N hoNy [+

o, e [Ba) ds

A
s
=

+ HA%U

Ainsi, on choisit M suffisamment grand de sorte que L ~ E. O

Pour des raisons pratiques, nous allons commencer par démontrer les lemmes sui-

vants :

Lemme 2.5. Soit U solution du probléme (2.2). Alors, la fonction

Li(t) = (w(t), u(t)),

satisfait, pour tout t > 0,

! [ a 1
ho < (145l - (5 - %) [k

4 9 [ ) | Brs) | ds

2 ) 20 Jo
—M2<Z(1, t)? u(t)>7 (234)
pour 0 < a <1, ou
O, = / ) e k() = ah() — K, (2.35)
“ Jo  ah(s)—H(s)
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Démonstration. Dérivons (2.30) par rapport a ¢, on trouve
L(8) = [luell® + (uae(t), u(t)).

D’autre part, en multipliant la premiére équation de (2.2) par u(t), on obtient

(i), u(t)) + (Au(t), u(t)) = ho(Bu(t),u(®) + ([ h(s)B'(s)ds, u(t) )
i <ut(t)’ u(t» + M?(Z(L t)v u(t» =0,
en utilisant les définitions de Az et B%, on a

(une(8), u(®) + A = ho | BFu

[+ < /0 " () Br'(s)ds, u(t)>
+1q <ut(t)7 u(t>> + N2<Z(17 t)? u(t» = 0.

Par Consequent,

L) =l = A% + o | BEu

’2 - </O+OO h(S)Bﬁt(S)ds,u(t)>

—pa{ue(t), u(t)) — pa(z(1, 1), u(t)). (2.36)

Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young et en utilisant (2.3), on arrive a

—<Ut(t),u(t))§;||ut()|| + — \Azu : (2.37)

et

2 , (2.38)

—+00

h(S)B%Ut(S)dS

_ </0+°° h(S)Bnt(s)ds,u(t)> < é HAEU 2

avec [ = 1 — ahg. De plus, on a

([ hio) [BHf )] ds)
— e s) ah(s) — W (s) | B2nt(s d5>2
(/0 m\/ (s) — 1(s) | B3 (s)|

< (" s ges) £ o = bl a

)
< Ca [Tk |Brs) s (2.39)

2

/04-00 h(s)B%nt(s)dS

IA

En substituant les inégalités (2.37), (2.38) et (2.39) dans (2.36), nous obtenons (2.34). O

Lemme 2.6. Soit U solution du probléme (2.2). Alors, la fonction

1) = (w0 [ w5y ).

49



2.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION

satisfait, pour € > 0 et pour tout t > 0,

B(t) < (= ho)llul? +e||A2u
Co+1
LelCat )

€

e (a0, [ s A s)ds)

/0+OO k(s) HB%nt(s)szs, (2.40)

“+o0
ST k(s)ds d . ah? 2 2
_ 0 d 0 «Q H1
avecc-max{b ,€—|—2+72 “‘T) +72b .

Démonstration. On dérive (2.31) par rapport a t et on utilise la troisitme équation de

(2.2), on vient a

5(8) = = (ual®). [ o) ()ds) + (ua®), [ syt (s)ds)  holluel

Intégrons par parties par rapport a s, le deuxieme terme dans le deuxieme membre de
I'estimation précédente et utilisons le fait que lim, , o h(s) = 0, n*(0) = 0, on obtient

que
150) = = Cunto) [ 1) — (a0, [ ) )~ Bl

D’autre part, par la premiere équation de (2.2) et en utilisant les définitions de A3 et B %,

il résulte
BO) = hollwlP+ g (), [ ho(s)s) +p (<(1.0), [ o)’ (5)ds)
_ <ut(t), / o h'(s)nt<s)ds> + <A%u(t), / - h(s)A%nt(s)dS>
—hy <B%u(t), /0 o h(s)B%nt<s)ds> + /0 () B (s)ds|

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, (2.3), (2.22) et (2.4), on obtient

(2.41)

2

+o0 ‘ I 2 1 400 "
o (), [ b (ds) < SN+ o | [ b (s)ds
0 2 2e llJo
2
€ 2 /JqCa Foo % t 2
< Sl + 52 [ k() [Br' () ds
1 +oo 1 € 12 1 +oo 1 2
<A2u(t ,/ h(s)A2nt(s)ds> < fHAML + — / h(s)Azn'(s)ds
0 2 2e 1lJo
& 1 2 dCa +oo 1y 2
< §HA2U‘ + 5 /0 k(s) HBQU(S)’ ds,
1 +oo 1, € 12 ahd || e 1, 2
—h0<Bzu(t),/ h(s)B2n(s)ds> < B+ SR [ (s B (s)ds
0 2a 2e 1lJo
5 12 ahﬁCa +oo 1y 2
< §HA2UH + o /0 k(s)HB?n(s)H ds,
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et
- <ut(t), / o h’(s)nt(s)ds> _ <ut(t), / o k(s)nt(s)ds> - <ut(t), / o ah(s)nf<s)ds>
< ([ VR s ) — u(s)as)

2

S+ ([ bt = s)utt) - u(s) )

T k(s)ds = a*C, +oo 1 2
< 0 «a 5mt
< (BRI [Tk o o
£
()P

Insérons ces quatre dernieres inégalités et 'inégalité (2.39) dans (2.41), on arrive a (2.40).

]
Lemme 2.7. Soit U solution du probléme (2.2). Alors, la fonction
1
I(t) = e [, )]s,
satisfait, pour tout t > 0,
1
I4(t) < —27/0 12(p, O)]Pds + €T [lue|* — [[2(1, 1)1 (2.42)
Démonstration. En utilisant la deuxiéme équation de (2.2), on obtient
1 1 o
L(t) = 27’627—/ e P {z(p,t), z(p,t))dp = —2627/ e 2P —||z(p, t)||*dp.
0 0 dp
Ensuite, en intégrant par parties et z(0,t) = u(t), on a
1
I3(t) = —27627/ e[ 2(p, t)][Pds + T ul||* — [|2(1, 1),
0
D’ot (2.42) en utilisant le fait que e 2™ > ¢, pour p €]0, 1]. O
Nous devons énoncer et prouver le résultat suivant :
Lemme 2.8. [l existe une constante positive C telle que
+oo 1, 2
| ) B ds < Cranle), (243)

ot qo(t) = [3"° h(t + 5) (1 + HB%UO(S)W) ds.
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Démonstration. Suite a [35], par (2.3) et (2.27), on a, pour tout t > 0,
+o0 1 2
/ h(s) ‘Bi t(s H ds
t
1 2 [too
QHBﬁu(t) / d5+2/ ‘B2ut—3 H
t

1 2 f[+oo
2HBau(t)\/ h(t+sds+2/ Wt +s) | Bru(—s)| ds

IN

IN

IN

s>0

IN

l

4aF +oo +0o 1
< al(o)/ h(t+s)ds+2/ Bt +s) | Bruo(s)| ds
0 0

< ¢4 /O+Oo h(t + s) (1 + HBéuo(s)HQ) ds.

l

2asupHA2u H / t—l—s)ds—i—Z/O h(t—i—s)HBﬁuo(s)H ds

4 = :
asup,sq E(s) / h(t+8)d8+2/ h(t + s) HBiuo(S)HZdS
0 0

Alors, (2.43) est établi on C} = max {2 1a5(0) } Notons que go est de classe C'(R,). En

effet, pour tout t > 0, on a

/OJFOO h(t + s) <1 + HBéu()(s)HQ) ds

IN

+oo
h0+/ h(t + s) (HBQUD

ho (1+2HBzu0 (0) H )

IA

+2 /[:Oo h(t + s) HB%nO(s)H2 ds < +00,

puisque € L2(R,, D(B?)).
Lemme 2.9. Soit U solution du probléme (2.2). Alors, la fonction
L(t) = /Otf(t —5)||Bu(s)| s
satisfait, pour tout t > 0,
L) <3(1-1) ‘Azu

ot f(t) = J;"™ h(s)ds.

Démonstration. On dérive (2.44), on obtient

o [ e ) B s
Ensuite, on utilise I'inégalité de Young et le fait que f’(t) = —h(¢)

" [ =) | Bt as

"~ /Ot bt — s) | B (u(t) — u(s))]" ds

9 <B%u, /Ot h(t — 5) B (u(t) — u(s))ds> |

I3(t) = £(0) || B¥u

It) = f(0)]Bu

< ho|Bhu

52

/+oo ‘Bz )H2 ds + 62’1%(15)7 vt > 0,

o)) s

(2.44)
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Mais
-2 <B§u, /Ot h(t — s)B%(u(t) — u(s))ds>

< BT [t B utt) — u(o))| ds + 2 B

‘ 2

De plus, comme [ h(s)ds < f(0) = hg et en utilisant (2.3), on obtient

2 1 rt
‘_i/oh(t_S)HBQ —u(s H

;/Omh(s) HBént(s)H2ds+;/t+°°h<s [ B ()| ds

Ce qui donne (2.45) en utilisant (2.43). O

Ij(t) <3(1 1) |A%u

ce qui est équivaut a

I4(t) < 31— 1) A -

Lemme 2.10. La fonction de Lyapunov L définie par (2.29) satisfait
12 1 ptoo 1 2
L) < =401 = 1) Az = [l + Z/ h(s) |Ba'(s)| ds, VE>0,  (246)
0

sous un choix convenable des constantes M, Ny et Ns.

Démonstration. En combinant (2.29), (2.28), (2.34), (2.40) et (2.42), ce qui donne, pour
tout ¢ > 0,

[ a
L' < —{(ho—s)NQ 1+5)Mm —e”] Ilut|\2—<2N1 £1N1—€N2> [t

—i-aéw 0+°° h(s) HB%nt(S)HQ ds + o <z(1,t),N2/0 h(s)n'(s)ds — N1u>

_ [M 0 oACat ”NQ] /O+°° k(s) || BE'(s)| ds

o0

2 21 €

1
—2r [ ll2(p,t)|ds = [l=(L D)

Gréce aux les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, (2.3) et (2.39), on conclut
‘2

+N%2§a N; /O+Oo k(s) HB%nt(s)H2 ds

+oo Iu2 1
<ugz(1,t),N2/O h(s)nt(s)ds—mu> < a0 + E2N7 b

l

N, on trouve

Par consequent, en prenant ¢ =

[ [
L/(t) S — h0N2 — 4 (1 -+ Iuél)N €2T‘| HUtH2
‘2

1 Il 1
B A iy —M;Nf] | Az

2 20 4
M (ON Cy+1 C +O° ;
[ N, d : )y, _ 1 B NQZ]/O 9 ||BHn(s)| as

+2 0+°° w(s) || BEn'(s)| ds - 27/0 12(p, 6)|[2ds.
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A ce stade, en choisissant N; assez grand de sorte que

[ [ [
§N1 —eNy = §N1 — Z > 5(1 —l),

et uy, po tels que

2| <

N, a’
notons que j; est un nombre positif selon le choix de us. Ensuite, on choisit N, assez

grand pour que

l
hoNg - - — (1 + &>N1 — 62T > 1.
4 2
Grace a % < h(s) et en utilisant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue,
on a

+00 2
aCy, = / L(S)ds — 0 comme o — 0.
o ah

(s) = '(s)

Ainsi, il existe 0 < ag < 1 telle que si a < ap, alors
1
5 .
8 &N + (% +52) N3]

aC, <

Aussi, on choisit M assez grand pour que (2.33) soit satisfaite et

M 4
?—TCN§>O,

alors, pour M fixé, on choisit « de sorte que

a:m<060,

M 4c a de 3\ Lo
iV S M [ N G ) B
2 1 [21 1+< * 2

Par conséquent, on arrive a

ce qui donne

2(0) < a0~ [Adul ~ P+ 5 [ G B )] ds — 27 [ =t 1) ds.

qui donne (2.46). O

2.3.2 Reésultat de stabilité

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a étudier le comportement asymptotique de la

solution du systeme (2.1) en basant sur les résultats obtenus dans la sous-section 2.3.1.
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Tout d’abord, avant de présenter le théoreme de stabilité, nous devons introduire les

fonctions suivantes :

Gi(t) = tl G;lfs)’ avec  Go(t) = tG'(rt), (2.47)

ou 0 < r; < r. En basant sur les propriétés de G, on a (G; est une fonction strictement
décroissante et convexe sur (0,1] et lim;,0 G1(f) = +oco. En plus, soit S la classe des

fonctions x : Ry — R satisfait, pour k; et ky des constantes positives fixées,

X € CI(R+)7 X S 17 X/ S Oa (248)

@G(wa%@)gkl

4!

(o)) e

ou p; > 0, ¢ est une fonction définie comme suit

p
1+ 5 qo(s)ds) ’

q(t) = ( (2.50)

ou p est une constante positive telle que p < 1 et

Gu(t) = G <k1 / t((s)ds) | (2.51)

Remarque 2.2. L’ensemble S n’est pas vide car il contient x(s) = e€oGs(s) pour tout
0 < g9 <1 assez petit. En effet, par (2.47) et (2.51), Uestimation (2.48) est satisfaite. De
plus, on a q(t)qo(t) est une fonction décroissante, 0 < G < 1, G et G’ sont des fonctions
croissantes, alors, (2.49) est satisfaite si

C kl ’ ™ ’

kG ( Spa0)) < 2 & (2) - 6]

b1 €0 €o
qui est vérifiée, comme limy_,, o G'(t) = +00 et pour 0 < g9 < 1 assez petit. Mais, (2.53)
ne conduit d aucune estimation de stabilité avec le choix x = €¢0Gs. Ainsi, le meilleur

comportement possible de E donné par (2.53) est dépend du choizx de .
Le résultat de stabilité est donné par le théoreme suivant :

Théoréme 2.2. Sous les hypothéses (A1)-(A5). Alors, ils existent des constantes positives
cy, dy et C telles que, pour x vérifiée (2.48) et (2.49), pour tout t > 0, on a

E(t) < dje % Iy s 5 G est linéaire, (2.52)
Gs(t
Eit)<C (1) , st G est non linéaire. (2.53)
x(t)q(t)
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2.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION

Démonstration. A partir de la, ¢ et m sont utilisés pour désigner des constantes positives

génériques. Nous considérons les deux cas suivants :
1- G est linéaire.

En utilisant (2.26) et (2.28), on conclut, pour tout ¢t < ¢y,

SO e B ) s < B0, @y

t1 1y 2
/0 h(s) Han (S)H ds < 5 o

En insérant cette estimation dans (2.46) et introduisant la fonction suivante £ qui équivaut
a F par
L(t) = L(t) + cE(t).

D’autre part, on a pour certaine constante m > 0 et pour tout ¢t > ¢4,
/ L2 2 1 [tee Ly 2
L) < =30 -0 |4k = Jul?+ 5 [ a0 i) ds

< —mE(t)+ c/0+oo h(s) HB%nt(s)HZ ds
< —mE(t) +cE'(t) + c/+oo

t1

n(s) B! ()" d

qui donne

L'(t) < —mE(t) + c/ h(s)|| B! (s)| ds. (2.55)

= 4

Ensuite, en multipliant (2.55) par ¢ et en utilisant (A5) et (2.28), on obtient

(O < —mCOE® +e(t) [ hs) |BHiGs)| ds
< OB e [ conls) | B ()] ds

t1

< —mCnEW) —c W) B[ ds < —met)BE) — cE(),

= "

en utilisant le fait que ( est décroissante, on en déduit
(CL+cE) (t) < —m(()E(t).

Par conséquent, on integre cette derniere sur (0,t) et on utilise le fait que (£ + cE ~ E,
il résulte
/ t
E(t) < de™ Jo €6)s vy >,

ou ¢ et ¢, sont des constants positives.
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2.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION

2- (G est non linéaire.

De la méme maniere que [35], nous commengons a utiliser (2.46) et (2.45) pour déduire
que Ly (t) = L(t) + I4(t) n’est pas négatif en utilisant (2.33) et (2.44). De plus, on a, pour
tout t > 0,

I46) < ~(= Dbl =l = 5 [ wi) [ Bha )] s + Qo). (250

De (2.27), on a, pour une constante positive m,

C
L4(8) < =mE(t) + 5 qo(t)
D’ou . o
m/ E(s)ds < L1(0) + — [ qo(s)ds
0 2
Ceci implique que
¢ Ll(O) C’l t
< < .
/0 Bls)ds < L2 4 2L / o(s)ds < C (1 + /0 qo(s)ds> , (2.57)
ou Cy = maX{LlT(O), 2%}

D’autre part, nous avons

[t as < [ (|Bru] + |Bhue - )|) as

4;‘ Ot (E(t) + E(t — 5)) ds

t t
< 8a E(t)ds < BaC <1+/ qo(s )ds)
[ Jo [

<

Notons que la fonction ¢ donnée par (2.50) est une fonction décroissante de classe C*! sur

R, de plus, utilisons (2.57) et pour p satisfait p < min {1, ﬁ}, on a, pour tout ¢ > 0

dt) <1 et qt) /Ot |BEnt(s)| ds < 1. (2.58)

On définit la fonctionnelle A par

t , 1 2
A(t) == —/0 W(s) | BEni(s)| ds. (2.59)
en observant que A(t) < —cE’(t). Comme G est strictement convexe sur (0, 7] et G(0) = 0,
alors
G(fz) <0 G(z), pour #€l0,1] et ze€(0,r] (2.60)
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2.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION

Par 'hypothese (A5), (2.58) et 'inégalité de Jensen, il résulte

A0 = s [ HB?n ) s
> th n(s) B o) as
> & th yB%nqs) * ds
> S0 ([ atonts >\ant<s>12ds)
= S0 (o) [ B )
_ 222@ (q(t) /Oth(s) B (s) \st>

ol G est une prolongement de G, qui est strictement croissante et strictement convexe de

classe C? sur (0, +00), voir Remarque (2.1). Par conséquent, nous obtenons

t 1 -1 At
[ lmirofas < b (@) (10), 261

Nous combinons (2.28), (2.43), (2.46) et (2.61), alors, pour une constante positive m

et pour tout ¢t > 0, on trouve

: ¢ A\t a®)AR)
L'(t) < —mE(t) + @ (@) ( R0 ) + cqo(t). (2.62)
Soit 0 < r; < r, on définit la fonctionnelle F' par
Flt) =@ (m Egzggt)> L(t), (2.63)

en utilisant (2.62), le fait que £’ <0, ¢ <0 et G” > 0, nous concluons que F' équivaut a
E et

, @EY(t) - ( E(B)q(t) _( E®q®)
L (BE®a®) ¢ et (aONO o (. E(D)a(t)
< —mERC ( £(0) >+q<t> (@) ( R0 )G ( £(0) )
+eqo(t)G (m Egzggt)> , (2.64)

Soit G le conjugué de G au sens de Young (voir [6] pp. 61-64), qui est donné par

(5) - G| (

T(s)=s (@) @)’ (s)] (2.65)
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2.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION

et il satisfait I'inégalité de Young suivante :
AB < G'(A) +G(B). (2.66)

En prenant

_ ( Et)q(t) o (A
2= () @ m-@ (U7,
ainsi par (2.66), on trouve
o [ EOaDY oy (€0MD) e (o (o B0 a0
G(“ E(0) >(G) ( R0 ) =G (G oI ))* 0
Et)q(t)~ (  E(t)q(t)
= g 9\ TR
o{ B | g
G<1 E(0) )* R0

puis, en utilisant le fait que G n’est pas négative, on obtient
= (. E)a@)\ =1 (a)A?) E)q(t)~ [ E@)q(t))  a)Ad)
@ [ Z ) @ (M) < T e (= T )+ e
En insérant (2.67) dans (2.64), on arrive a
Fit) < —mBENG (n Egzgg’”) " C%i]()t) el <r1E <t>q<t>>
A(t)

— (. E)q()
+C@+C(]0(t>G <r1 E) ),

en multipliant (2.68) par C(t) en utilisant (2.59) et le fait que, comme 7 28090 <

E(0)
G (7“1 gzggt ) = ( ) il résulte

CHOF'(t) < —m{EQW®)G <r1 EE(O) ) +c T1C(t)§((8))G’ <r1

&=
—~
o
S~—

(2.68)

E (t)q(t)>
E(0)

')+ <) (nZ0)
<~ mE0) - o) o (n PO e

)

D’autre part, la fonctlonnelle Fy = (F + cE est équivalente a F, basée sur (2.33), (2.63)
et le fait que 0 < G'( ( ) < G'(r) et 0 < ((t) < ¢(0). Ainsi, pour certains 7, et yo

deux nombres positives, nous avons
nF(t) < E(t) < vF(1), (2.69)
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2.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION

et sous un choix convenable de r; et pour une constante positive k = (mE(0) — ric) > 0,

on trouve, pour tout ¢ > 0,

Fi(t) < —k((1) ﬂ@’ (m (t)q(t)> )T (rlE(t)q(t)>

= EO) E(0) E(0)
= z <Et >+c< ()G’<T1Egzg§“>. (2.70)

Comme G4(t) = G'(rt) + mtG"(rit), et utilisant la convexité stricte de G sur (0, 7], on
trouve que Ga(t), G4(t) > 0 sur (0, 1].

Soit p; une constante positive, alors, en prenant

4= (nEDU0) o = (Latmin).

'estimation (2.66) et G > 0 donne

bR < o) 75
JFes e

<t> [ " E<o>

En tant que r; Egzggt) <r, et pour >q(t)qo(t) <, G (iq(t)qo(t)) =G (p%q(t)qo(t)), on

obtient
caolt ( t ) lr1G2<Egzg§t>>+G<pclq(t)q0(t)>]. (2.71)
(2.7

1) dans (2.70), on trouve

En remplacant

A < (—k+ ) D, (E(”q“)) FRSOP (]jlq<t>qo<t>) e

q(t) E(0) q(t)
Ensuite, en choisissant p; assez petit pour que kg = (k — pyr1) > 0, nous arrivons a
: ¢t) o (E@)q(t)) , ) (¢
Fi(t) < _koq(t) G ( £(0) ) + q(t)G (ZHQ(t)CIO(t)) : (2.73)
De plus, en utilisant (2.69) et le fait que G5 est décroissante, on obtient, pour po Ew(lo) >
Oa
E
G2< gzggt)> > Gy (paFy()g(1) . (2.74)
Avec Fy(t) = paFi(t)q(t) et ¢ <0, on trouve
: ¢(t) ~ (E)q(t) ) ~(c
70 < ot |-hos D6 (B000) 1 6 (Lo )
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2.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION

Pour k1 = poko > 0, ko = pap1 > 0, alors, de (2.74), il résulte
F) < —kC(HGa (maF(Dat) + k(DG (pclq@)qo(t))
< kG (BD) + k(DG (]jlq<t>qo<t>) . (2.76)

En utilisant le fait que Fj est équivalent & E, il existe donc k3 > 0 tel que Fy(t) >
ksE(t)q(t). Soit x(t) satisfaisant (2.48) et (2.49), pour tout ¢ > 0. De plus, on a, si

Gs(t)
qui conduit a ealt)
2 Gs(t
SO NG 278)
Encore, si o
Gs(t
ksq(t)E(t) > 2 NOB (2.79)

par conséquent, puisque t — ¢(t) E(t) est une fonction décroissante, on obtient, pour tout

0<s<t,
Gs(1)

x(t)
En utilisant le fait que Gy est convexe, G2(0) = 0, Gy satisfait (2.60) et en utilisant

Fy(s) = ksq(s)E(s) > 2

. (2.80)

0 < x <1, on en déduit, pour tout 0 < e; < 1,

Ga (e1x(s)Fa(s) — e1Gs(s)) = Gy (51X(3)Fz(s) - aX(S,z(CS(S)>
_ Gs(s)
= e (Fz(s) x<s>>’

Alors, par la définition de G4, on trouve

G e ()Fls) ~ aGae)) < ente) (R = ) 6 () - n S

X(s) x(s)
— S G3<8) ! r s) — 7 Gg(é’)
e1x(s) ) G ( 1F5(s) — 1 ) ) : (2.81)

Donc, de (2.80) et le fait que G’ est croissante, il résulte, pour tout 0 < s <,

e (rng(s) —r i‘”’(f))) < G'(nFy(s), G (rlFQ(s) —r i‘”’é?) > G (7"1 G?’(S)) .
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2.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION

L’estimation (2.81) devient

Ga (e1x(8) Fa(s) — £1Ga(s)) < e1x(8)Fa(s) G (r1 Fy(s)) — alx(s)i‘o’ 8 e (m G?’(S)) .
Considérons la fonction suivante :
F3(s) = e1x(s)Fa(s) — e1Gs(s), (2.82)

sous un choix convenable de ¢; de sorte que F5(0) < 1. Puis, en utilisant (2.82) et rappelant

la définition de G5, on trouve, pour tout 0 < s <,

Go (F3(s)) < e1x(8)Ga (Fa(s)) — e1x(8)Go (iig?) . (2.83)

par ailleurs, comme y’ <0, on a
Fy(s) < erx(s)Fy(s) — e1Gy(s). (2.84)

A partir de (2.76), (2.84) et (2.83), on en déduit, pour tout 0 < s < t,

Fi(s) < —h((s)Ga(Fs(s)) — eakix(s)((5)G (Cja()))
+€1k2X(S)C(8)G (;q(s)qu)) — gng<3). (2.85)

Les définitions de G et G3 donnent

G1(Gals) =k [ Cle)de.

alors, pour tout 0 < s <,
G5(s) = —k1((s)Ga(G3(s)). (2.86)

En utilisant (2.86), on obtient

(906 (L) ~ k(a0

1

) -t

— cha(5)C()G (;Q(S)QO(S)> ~ e hx(s)C(s)Ga ( o ) + ek ((5)Ga(Ga(s))

)G

C

= o600 |16 (Satom(s)) - G

Donc, par (2.49), nous avons

b1

e1x(s)¢(s) leG <Cq(s)q0(3)> G (Gs(s)



2.3. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SOLUTION

Par conséquent, (2.85) conduit a
Fy(s) < —k1((s)Ga(F5(s)).
Ensuite, par les définitions de G et G, on obtient
[G1(F5(5))]" = ki((s)- (2.87)
Intégrons 'inégalité différentielle précédente entre 0 et ¢, on trouve I'estimation suivante :
GilF(0) 2 by [ C(s)ds + Ga(F(0),
puisque G est décroissante, F3(0) < 1 et G1(1) =0, donc
Fy(t) < G- (k:1 / tC(s)ds) — Gy(t).

La définition de F, et F3 donne

1+ &1 Gg(t)
e x(t)

1+€1 Gg(t)
eipz x(t)q(t)

Encore, comme F; ~ E, il existe une constante k4 > 0 telle que E(t) < kyFy. Alors, il

F5(t) <

et Fg(t) S

résulte

k’4(1+€1) Gg(t)
ez x()q(t)

A partir de cette derniére estimation et (2.78), 'estimation de stabilité (2.53) est établie

2 ka(l4e1)
ks’  e1p2

E(t)

IN

avec C' = max{ } Ainsi, la preuve du théoreme 2.2 est achevée. n

Exemple 2.1. [35, 5] Soit h(t) = (LR
satisfaite, on prend ((s) = ba 5 et G(s) = s, pour tout s > 0. Ainsi,

avec b > 0 et 0 < a < b— 1 pour que (A5) est

146 -1

Go(s) =c150, Gi(s) =ca(s —1), Gs(s) = (e3s +1)7",
ou ¢y, co et c3 sont des constantes positives. Nous considérons deux cas :
Si
2
(14 5)? <1+ | Boug|| < aa(1+5)7, (2.88)
ou0< pB<b—1eta,ay > 0. Par conséquent, en utilisant la définition des fonctions ¢

et g, on trouve

ca(1+ )70 < qo(t) < es5(1 4 )02, (2.89)
p
cep(t) < o0 < (1), (2.90)

avec ¢;, pour ¢ = 4, ..., 7, sont des constantes positives et la fonction v donnée par

(1+t)2HFt 1<b-8<2,
P(t)=4 1+In(l+1t), b—p=2, (2.91)
2, b— (> 2.
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Remarquons que la condition (2.49) est satisfaite si

b
(1+6)q() a0 ()X () < s (1—x2)"", (2.92)
ou cg est une constante positive. En choisissant la fonction y comme suit

(1) = 1+ttt 1<b-B<2,
YET o b-pe,

avec 0 < v < 1, alors, on obtient que (2.48) est vérifiée. De plus, I'inégalité (2.92) est
satisfaite en utilisant (2.89) et (2.90) pour ~ suffisament petit, ce qui donne (2.49). Par
conséquent, de (2.53), (2.90) et (2.91), pour tout ¢ > 0, on obtient

(14 ¢)=(1=b=A), 1<b—p<2,
Et)<cyq (1+In(l+t)(1+t)"028 p_p=2,
(14 t)~(=b=0), b—f>2.

2
Le deuxiéme cas si ap < 1+ HB%UOH < g, ce qui signifie 5 = 0 dans (2.88), alors, pour
tout ¢t > 0, on a

(1+1)~0=9, 1<b<?2,
Et)<cq (1+In(1+1¢)(1+1), b=2,
(1+41)~0=0), b> 2.

2.4 Applications

Cette section est consacré a présenter quelques applications. Pour cela, on donne que

trois applications ou on peut illustrer les résultats obtenues.

2.4.1 Modele général

Les résultats obtenus sont valables pour la forme plus générale suivante :

ug (t) + Au(t) — [;F° h(s)Bu(t — s)ds + C1Cus(t) + CoCius(t — 7) =0, >0,
Cou(t —7) = folt = 7) t e (0,7),
u(=t) = uo(t), w(0) = u, t>0,
(2.93)
avec A et B satisfont les méme hypotheses (A1) et (A4). La fonction noyau h satisfait les
hypotheses (A2) et (A5). C;: W; — H, i = 1,2. sont des opérateurs linéaires bornés avec

W; un espace de Hilbert réel muni de norme ||.||w,. De plus, on suppose que
F0<p<l, |Culy, <plClully,, YueH. (2.94)
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On peut étendre notre résultat de stabilité au probleme (2.93). Dans ce cadre, la fonc-

tionnelle d’énergie est donnée par

B0 = 5 (Jabal = o | Bl + e+ [ b [ BE ) — ute = o) ds)
t
—1—7-25 - Csu(s)|*ds.
ou £ est une constante positive. La condition (2.94) garantie la dissipation de la fonction-
nelle d’énergie. Sans supposer (2.94), la fonctionnelle d’énergie associée au systeme (2.93)
ne décroit plus en temps. Ainsi, le fait que £’ < 0 est utilisé dans de nombreux sites
dans la preuve du théoreme 2.2, par exemple, I'inégalité (2.54) (inégalité (2.59)) dans le
cas linéaire (non linéaire) de GG, respectivement. Cela rend le probléme besoin des autres
manipulations pour montrer les résultats de stabilité. En outre, en passant la condition
(2.94), on peut considérer une classe large des modeles et des problémes concrets comme

I'équation d’onde, le systeme de Petrovsky, voir [62].

2.4.2 Probléme abstrait sans retard

On considere

{ ug(t) + Au(t) — [ h(s)Bu(t — s)ds =0,  t € (0,+00),

w(—t) = up(t),  us(0) = uy, >0 (2.95)

avec A et B satisfont les méme hypotheses (A1) et (A4). La fonction noyau h satisfait
les hypotheses (A2) et (A5). Le résultat de stabilité obtenu reste aussi valable dans le cas
d’une mémoire infinie avec p; = ps = 0. Les problemes liés a le systeme précédent dans
le cas ou A = B ont été considérés par de nombreux auteurs sans supposer la dissipation
des fonctions viscoélastique qui n’est pas nécessairement de décroissance exponentielle ou
polynomiale ; la condition (2.4) ou se suffire par mémoire finie. Pour un systéme d’onde
(A = B = —A) avec la fonction noyau satisfait la condition (2.4), voir [35]. Le méme

résultat de stabilité a été obtenu pour un probléme de Petrovsky (A = A?); voir [5].

2.4.3 Equation des ondes

Soit 2 un ouvert borné de R™ avec n > 1 a frontiere réguliere. Nous considérons

I’équation suivante :

u(t) + Au(t) + [;7° h(s)Au(t — s)ds + pyug(t) + pour(t —7) =0, ¢ >0,

u(z,t) =0, x € 01,
u(z, —t) = up(z,t), w(x,0) =uy(z), xreQ, t>0,
w(t—71) = folt —7) t € (0,7),

(2.96)
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avec les données initiales (ug,u, fo) € [H*(Q) N HY(Q)] x HJ () x H' (—7,0; L*(2)). Le
probléeme (2.96) est un cas particulier de notre probléme considéré; le systeme (2.1), si

nous prenons H = L?*() et les opérateurs A, B sont données par

A:D(A) — H :ur—>—§n: 0 (aij(x)aa;>y

521 O
B:D(B) — H :uw —Au,
avec D(A) = D(B) = H*(Q) N H}(Q). Les fonctions a;; € CY(Q), V1 < 4,5 < n sont

symétriques, de plus

n

3@0 > O, Z aij(I)CjCi Z CL0|C|2, xr € Q, C: (Clv R ,Cn) < Rn.

ij=1

Les opérateurs A et B sont des opérateurs linéaires positifs auto-adjoints tels que D(A%) =
HL() avec ||ully = a(u,u)? ot la forme bilinéaire af(.,.) : H} (Q)x H} () — R est définie

par

" ou Ov
a(u,v) Zg:lg/aij(x)axjaxidx.

Il est clair que les hypotheses (A1) et (A4) sont vérifiées, voir remarque 1.2.1 dans [11].

On définit la fonctionnelle d’énergie dans ce cas par
1 +o0
) = 5 (alww) = ko |l + Jul + [ h(s) IV (u(t) - ult - 5))|* ds)
T 1
<3¢ [ =01 do.
0

ou ¢ est une constante positive. En appliquant le théoreme 2.2, on établit un résultat
explicite et général du taux de dissipation de ’énergie; les estimations (2.52) et (2.53)
pour le systeme (2.96) ou la fonction noyau h satisfait la condition (2.23) ce qui couvre

une classe tres générale des fonctions.
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Chapitre 3

Probléeme d’évolution abstrait avec
un retard dans un terme
d’amortissement non linéaire et une

source non linéaire.

Ce chapitre est consacré a I’étude de I'existence globale et le comportement asymp-
totique d'une solution de systéme viscoélastique abstrait avec un retard dans un terme
d’amortissement non linéaire et une source non linéaire. Sous des hypotheses convenables
sur le poids de 'amortissement non linéaire, le poids du retard et le comportement de
la fonction de relaxation, nous établissons deux estimations explicites et optimales de la
stabilité d’énergie en utilisant la méthode énergétique et quelques propriétés des fonctions

convexes. A la fin de ce chapitre, on présente quelques exemples illustratifs.

3.1 Position du probleme

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire et une norme associée notés
par (.,.) et || . ||, respectivement. Soit A : D(A) — H un opérateur linéaire positif auto-
adjoint tel que D(A) C H avec une injection dense et compacte. h : R, — R, est la
fonction noyau du terme viscoélastique et 7 est une constante réelle positive représentant

le retard.
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Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude du probleme d’évolution suivant :

w (1) + Au(t) — [3 h(t — s)Au(s)ds + 1 Q(uy(t))

+ paP(u(t — 7)) = Flu(t), >0,
w(t —7) = folt —7), te(0,7),
uw(0) = ug, u(0) = uy,

(3.1)
ou g1 est une constante positive et ps est un nombre réel. G,P : H — H et F :
D(A%) — H sont des fonctions satisfaisant certaines conditions a spécifier ultérieurement
et (ug,u1, fo) sont les données initiales . Dans ce chapitre, on suppose les hypotheses
suivantes :

(A1) II existe une constante positive a telle que

|A%u]* > allull®, Vue D(AY). (3.2)

(A2) La fonction noyau h : R, — R, est une fonction décroissante de classe C!
satisfait .
h(0) >0, ho= / h(s)ds < 1. (3.3)
0
De plus, il existe une fonction G : (0,+00) — (0,+00) de classe C' qui est linéaire ou

elle est strictement croissante et strictement convexe de classe C? sur (0,7], r < h(0),
G(0) = G'(0) = 0 telle que

K(t) < —C(H)G(h(t), V>0, (3.4)

ou ( : Ry — R, est une fonction différentiable décroissante.

(A3) Supposons que les fonctions Q, P : H — H, F : D(A2) — H sont localement
lipschitzienne. De plus, ils existent des fonctions différentiables et continues &2 : H —
[0, +00) et .F : D(A2) — [0, 4+00) satisfaisant

Dy=F,  Dyp=P

et, pour aq, as et ap > 1 des constantes positives, on a

N|=

(F(u),u) > F(u), Yue D(A2), (3.5)
(Q(u),u) > ay P(u), YueH, (3.6)

(P(u),v)] < (02 = 1)P(u) + P(v) et P(u) <ag|A2u \2

En outre, pour ¢ = 1,2, ils existent des fonctions continues croissantes ¢; : Ry — R

avec 1;(0) = 0 telles que
<Q(U),U> < ¢1(<U, U>)7 VU,U < H7 (38)
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(F(u),v)] < s (|A%u . Yu,v € D(A?), (3.9)

(A4) Les coefficients de retard et de dissipation satisfont

)[4

143

] < 2L (3.10)

&%)

3.2 Existence globale

Le but de ce chapitre est d’étudier ’existence globale de la solution locale du probleme
considéré.
Pour I’étude du probléme (3.1), on commence par introduire la fonction z ainsi que
suit
z(p,t) =w(t —p7), pe€(0,1), >0,

alors, le probléme (3.1) prend la forme suivante :

un () + Au(t) — Jo h(t — 5) Au(s)ds + jnQ(uq(t))
+ 2P (2(1,1)) = F(u(t), >0,

Tz(p, t) + 2,(p,t) = 0, pe(0,1), t>0,
Z(lat):f0<t_7—)v le (0,7'),
2(0,t) = uy(t) t>0,
w(0) = up, u(0) =uy.
(3.11)
Ensuite, soit la fonctionnelle d’énergie associée au probleme (3.11) définie par
1 2 t 1 2 1
B0 = 5 (lul?+ (1= [ h(s)ds) [l + (ho atu)o))
1
07 (u) + 527 [ #(0.1))dp. VtER,, (3.12)
0
avec 'énergie initiale donnée par
1 2 0
B(0) = 5 (Il + [ Atuo] = 27 o) + € [~ 2(Sals))ip) (3.13)
ou .
1 1 2
(ho Abu)(t) = / Bt — ) || Azu(t) — Au(s)| ds (3.14)
0
et £ est une constante positive telle que
\p2l(oe = 1) <& < oy — |pal, (3.15)

notons que & existe selon (3.10)
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Lemme 3.1. On suppose que les hypothéses (A1)-(A4) sont vérifiées. Alors, la fonction-
nelle d’énergie définie par (3.12) satisfait

E() < ;(h/ o ASu)(t) — e (Qun)ug) <0, VEER,. (3.16)
avec ¢y est une constante positive.
Démonstration. La premiere équation de (3.11) donne
(g, ug) + (Au, ug) — </0t h(t — s)Au(s)ds, ut>
+ 1 {Q(ue), ue) + pa(P(2(1,1)), ue) = (F(u), us).

alors, on a

;jt = 29*(@) + i (Qug) ug) + pa(P(2(1,8)), ug)

= /Ot h(t — s) (Au(s), us) ds (3.17)

D’autre part, on peut facilement vérifier que

Q/Ot h(t — s) (Au(s),us) ds = Zf [/t h(s)ds HA%U

+(h o A2u)(t) — h(t) [A%u

(el + 42

- (hoA%u)(t)}

i (3.18)

Par conséquent, on trouve

;i{ (||ut|| + (1 —/ h(s)ds) HA%U ’

| +(h<>Aéu)(t)) —ﬁ(u)}
—;(h o Abu)() + Lhw || atu 0

‘ + Q( ) ut> +M2<P(z(1vt))’ut> =

en utilisant (3.7), nous arrivons a

;lt { (Hut” + (1 _ /Ot h(s)ds) | ada]” + (hoAéu)(t)> _ y(u)}
< Jpol (a2 = 1) P(2(1, 1) + P(wr)] — pa (Q(we), we)
+;<h’<>Aéu)(t) - ;h(t) |42u \2. (3.19)

De méme, par la deuxieme équation de (3.11), on a
d 1
G [ 2C00ds) = ¢ [ PG do= ¢ [ 2 200)dp
= {[P(w) = 2(2(L,1))]. (3.20)
En remplagant (3.20) dans (3.19) et en utilisant (3.6), on obtient
1 1
5 (W o Azu)(t) fh (t)]|4 u\ + ('Zj‘ — i+ Oi) (Q(uy), ur)
+ (|2l (02 = 1) = €) Z(2(1,1)).

E'(t) <
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De (3.15), il résulte

B() < S (0 ARu)(1) — er (@), ),
ou
m:mm{ﬁ?—uﬁliWMQW—U—ék
ce qui est positif par (3.15). Ceci compléte la preuve du lemme. O

Dans le résultat suivant, nous énoncons, sans preuve, ’existence locale du probleme
(3.11), voir [9, 16].

Proposition 3.1. Sous les hypothéses (A1)-(A4) et pour (ug,uy, fo) € D(A%) x H x

L*(—7,0; H). Alors, le systéme (3.1) une unique solution mild locale.

Par le lemme (3.1) et sous des conditions initiales, on prouve l'existence globale de

la solution.

Théoréme 3.1. Supposons que (A1) - (A4) sont vérifiées et qu’il existe une constante

positive pg telle que pour tout (ug, uy, fo) € D(A ) x H x L*(—7,0; H) satisfaisant

1
0 . 2
(1430l + P+ [ Fo(s)ds)” < o,

avec fo(s) = P(fo(s)). Alors, le probléme (3.11) admet une unique solution mild u sur

0, +00).

Démonstration. A partir de la proposition 3.1, le probléme admet une unique solution
locale u dans un intervalle maximal [0,7). De la méme maniere que [2] et en utilisant
(3.5), (3.9) et (3.13), on trouve

B(0) > f||u1|| T HAzuOH — F(ug) > —||u1|| + 2 HA%uOHon,

D < Lavec | = (1 — hy). De plus, on montre que si

) < i et 1y (2 (EEO)>2) < i, (3.21)

B > Sl + - [ abu(o)] vie 0.7,

si gy (HA%U

(e

on a

Considérons v la borne supérieure de tout s € [0,7") tel que (3.22) soit vérfié pour tout

t € [0, s]. Supposons que v < T'. Par continuité de la fonction E, on obtient
1 2 l 1 2
BW) = gllu)I + |A2u()| > 0. (3.22)

71
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Dong, de (3.22), on trouve

(i) <o (2(22) ) < (3(B2) ) < 4
ce qui donne
P > §|rut<u>||2+1‘f(’VWHA%u<u>W F(u(v))
> P+ (5 - ) 400 = Jlul? + § Jabuo]"

Cela contredit la maximalité de v. Soit

[ [
po = \g_%_l <4> > 0.

alors 1 (HA%UOH) < ﬁ. Pour tout ugy € D(A%), up € H et fo € L?(—7,0; H) tels que
1 2 2 0 - %
(430l + el + [ Fots)ds)” < po, (329
ol fo(s) = P(fo(s)). Cette hypothese implique que HA%UOH < po, donc, on a

i (i) < vt = (5 (1))

En outre, on utilise (3.5) et (3.9), on trouve

£(0)

IN

1oy 1y 10
Sl + 5 [ 43w +5 [ fals)as
(U
([ 43uo] + hli>+ [ Fo()ds) < ot
par la definition de pg, on déduit que
E(0))? (1 l
Y 1) =L
() <o (3)

De plus, sous les conditions (3.23) et (3.21), on obtient

IN

0< Sl + ¢ [atu)| < B) < BO) < 4, (3.24)

Ainsi, il résulte que la fonction d’énergie est positive sur [0,7") et bornée, de plus, la

solution existe sur [0, +00). De (3.24), on a

Vs (HA%u(t)H) < 1y (2 <E§t)> ) < 1y (2 <E§0>>) < i, vt > 0. (3.25)

Ceci complete la preuve du théoreme 3.1. n
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3.3 Lemmes techniques

L’objet de cette section est d’établir quelques lemmes utiles pour obtenir le résultat

du stabilité.

Lemme 3.2. Soit u solution de probléme (3.11). Alors, la fonction
1 (t) = (), u(t)), (3.26)

satisfait, pour tout t > 0,

P sl (0o — D2(2(1,1) (3:27)

{ 1
B0 <l = |5 - a (el + )]t

o Rl + C;“(k;oAéu)(t) (3.28)

pour 0 < a <1, ou

Co= | o (m(:;(%ds et k() = ah(t) — W(b). (3.29)

Démonstration. On dérive (3.26) par rapport a t, on trouve
L) = [luall® + (ua(t), u(t)).

La premiere équation de (3.11) donne

~+

(walt), ult) + (Au(t), u(t)) — { [
pa(P(=(1,0), ult)) = (F(alt)),u(t),

De la définition de A%, on obtient

0@ = [lwl? - (1 —/Oth(s)ds) Ak + </Oth(t—s)A% (u(s) —u(t))ds,A%u<t>>
—p{Q(ur(t)), u(t)) — pa(P(2(1,1)), u(t)) + (F(u(t)), u(t)). (3.30)

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on trouve

2 1 2
7

</Ot Bt — 5) A3 (u(s) — u(t))ds,A%u<t)> < i |4t /Ot h(t — 5) A3 (uls) — u(t))ds
3,

31)
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En outre, on a

t 2

h(t = $)A2 (u(s) — u(t))ds

< ( h(t — s) HA u(t))Hds)
t — 8) p 1 B ’
< (/ \/ah Py \/ah(t—s) — Rk (t—s) HA (u(s) u(t))Hds)
< ( )ds> /O (ah(t —s) = 1 (t — ) | A% (u(s) —u(®))| " ds
< Cuf k<>A2u)() (3.32)

En utilisant (2.3), les inégalités de Cauchy Schwarz et de Young, il résulte, pour ag > 0,

—wMQWNDw@»SJ;HQWMf+®fWA%f- (3.33)
Ensuite, par (3.7), on a
— 1a(P(=(1, 1)), u(t)) < | ((oé2 — )P ((L1)) + ag [ Adu f) . (3.34)
De (3.9) et (3.25), on a, pour u € D(A?)
(F(u(t)), u() < s (| Abu]) [42u]" < & ab]" (3.35)

En remplagant les inégalités (3.31), (3.32), (3.33), (3.34) et (3.35) dans (3.30), nous ob-
tenons (3.27). O

Lemme 3.3. Soit u solution du probléme (3.11). Alors, la fonction

L(t) = — <ut(t), /0 "Bt — 8)(u(t) — u(s))ds> , (3.36)
satisfait, pour € > 0 et pour toutt > 0,

L) < —</0th(s)ds—e> |\ut||2+sHA%u\2+M(kméu)@)

sl (a2 = 1) P (2(L,1)) + £ [|Q(ur) (3.37)

ol ¢ = max{” €(|/,L2’Oé3+ >+ %z + % + %2}
Démonstration. Dérivons (3.36) par rapport a t, on trouve
) t
L) = - <utt(z€) | it = s)ute) - u(s))ds>
t
—(u), [[ (e = )(u(t) = uls))ds ) — [ n(s)asful
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Ensuite, en utilisant la premiére équation de (3.11) et la définition de A2, on obtient
B0 = = [ sl + (1= [ aGs)as) (ara), [ ne— 943 w() - us)ds )
i (L), [ (e = 9)u(t) - us))ds)
— (), [ = s)(u(t) — u(s))ds)
= (ule), [ H(e = ) ult) ~ us))ds)
n (Qua(t), [ hlt = 8)(alt) — us))ds)

2

/Ot h(t — 5) A% (uls) — u(t))ds| -

Par les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young et en utilisant (3.32), il résulte, pour

+

(3.38)

e >0,
(1 - /Oth(s)ds> <A5u(t),/0th(t ) AR (u(t) —u(s))ds> < < A + lzfa (ko Adu)(t)
et

fa <Q(ut(t)),/0th(t —s)(u(t) - u(S))d8> < elQu)” + Mifa(kofhu)( t).

En outre, (3.7) et (3.32) donnent

<P(z(1, 1), /Ot h(t — s)(u(t) — u(s))ds> < (a9 — P (2(1,1)) + asCa(k o Abu) (D).
En utilisant (3.9), (3.25), (3.32) et I'inégalité de Young, on trouve

€ 2ZC

(Fla®). [ 1t = s)(u(®) - u(s)ds) < 5
D’autre part et par (2.35), on a
= (), [ W= )(ult) — u(s))ds )
_ <ut(t), Ji "Rt — ) (u(t) u(s))ds> - <ut(t), / "ah(t — s)(u(t) u(s))ds>

eI + o ([ it = )= 9lhute) — u(s) s

2

([ = o)~ ute)las)

&
< ellu®)? + (fo ngs - ZEC )(kko)()

> (ko atu)e).

1

Azu

2 (ko Asu)(t). (3.39)

IN

Co a?C,

< e + (

2ea 2ea

avec co = ahg+ h(0). Ainsi, en insérant ces cing inégalités et I'inégalité (3.32) dans (3.38),
on trouve (3.37). O
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Lemme 3.4. Soit u solution du probléme (3.11). Alors, la fonction
1
Is(t) = 7e* [ e 2 (2(p, )dp, (3.40)
0
satisfait, pour tout t > 0,

2T

QI = 2. @)

1
1(t) < =2r [ 2 (:(p.)dp + e ] +
Démonstration. En utilisant la deuxiéme équation de (3.11), on a
1
() = e [ e 20(p,0), P((p,) dp

_ (_27_ /01 20 P (=(p, 1)) dp — /01 ei@—?Tp@(z(p, t))dp) .

Ensuite, par intégration par parties et z(0,t) = w;(t), on trouve

() = ~2re | e D2 1)) dp + 7 P ) — P(2(1,8).

0

On utilise (3.6), les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young, on obtient
1
P (ur) < |luel® + QHQ(W)W,

Puis, on utilise le fait que e > ™27, pour tout p € (0,1), on obtient (3.41). O

Lemme 3.5. Soit u solution du probléme (3.11). Alors, la fonction
t 1 2
L(t) = /0 f(t =) || Azu(s)| ds, (3.42)
avec f(t) = [;7° h(s)ds, satisfait

F v (3.43)

L) < —§(h<>A2u)( )+3(1 = 1)||A2u
Démonstration. On dérive (3.42) par rapport ¢, on trouve

I3(t) = £(0) ]| A2

‘2 + /Ot f't—s) HA%U(S)H2 ds

Alors, en utilisant 'inégalité de Young et le fait que f/(t) = —h(t), on obtient
RN HAW ) as

‘ —/ (t—s HA u(s))szs

—2<A2u, /0 h(t — 5) A% (u(t) —u(s))ds>.

Iyt) = HAQu

< hy HA?u
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D’autre part,

~2 Ak, /Ot (e =) A4 (u(t) — u(s))ds) < f()z(;)ds/ot Bt — 5) | A3 (u(t) — u(s)| ds

2y At

De plus, comme [j h(s)ds < f(0) = hg et en utilisant (3.2), on arrive & (3.43) ot hy =
1—1 [

3.4 Résultat de stabilité de la solution

Cette section est dédiée a I'étude du comportement asymptotique de la solution
en établissant un résultat explicite et général du taux de dissipation de la fonctionnelle
d’énergie F. La preuve est basée sur la méthode d’énergie et quelques propriétés des
fonctions convexes. Dans la premiere sous-section, on donne le théoreme de la dissipation
générale de E sous 'hypothese (3.8) dans le cas de v est une fonction linéaire et dans la
deuxiéme, on s’intéresse a la décroissance asymptotique dans le cas ou la fonction 1, est
non linéaire. Pour cela, on introduit une fonctionnelle de Lyapunov L équivalente a F,
avec laquelle nous pouvons montrer les résultats souhaités. Dans la suite de cette section,
m et ¢ sont utilisé pour désigner des constantes positives génériques.

Soit ,

L(t)= ME(t) + Z N;I;(t), (3.44)
i=1

ou M, N1, Ny et N3 sont des constantes positives.

Lemme 3.6. Sous les hypothéses (A1)-(A4), ils existent deux constantes positives By et
By telles que
BIE() < L(t) < BB(). (3.45)

Démonstration. Les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young donnent

IL(t) = ME(®t)] < Ni|{ug,w)|+ N <ut(t),/0th(t—s)(u(t) —u(s))ds>

1
+N37e®” /0 e PP (2(p,t))dp

N1+ N, o Nij 2 holNy 1
< gl 5 AR+ S (e ARu) ()
1
—i—NgTeQT/ P(z(p,t))dp
0
< CE(t),
En choisissant M suffisamment grand, on obtient que L est équivalent a E. O
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Lemme 3.7. Sous un choix convenable des constantes M, N1, Ny et N3, La fonction de

Lyapunov L définie par (3.44) satisfait

i(hoAéuXﬂ—%@ﬂQ@%ﬂP, VE> 4, (3.46)

2
= fudll? +

L'(t) < =3(1—1) [ A2u
Ng) et ty est introduit dans (2.25).

avec ¢y = <€N2 —i— N1 + 1
t (3.41). Ensuite, on utilise

Démonstration. En combinant (3.44), (3.16), (3.27), (3.37) e
2 h(s)ds > 0, on obtient, pour tout t > t;,

oy ) QP

(3.29) et pour hy =
S-J%—@M—M—¥W$MW+GM+4 o

L'(t)
\+JQMAWQ

1
— §N1 — Qs (’Nz’ + ) Ny — €N2] HAQU

MGy MN] (ko Abu)(t) —2N7 [ 2 (=0, 0)dp

—(Nz — |p2|(a2 = 1)(N1 + No)) Z(2(1,1)).

Alors, en prenant € = W= il résulte

l l l 1
Ll(t) S — [thQ — Z — N1 — €2TN3] HutHZ - [2N1 — Q3 (|u2\ + ) N1 — 4] HAﬁu
M

[y - T - (M + TN3)] (ko Atue) + S (o Atu

:

7_7]\[2
l

2 l
f 27' 1
+ <€N2 + 1a N1 + — a 3) HQ(w)H2 - 2N37/0 P(z(p,t))dp

—[N3 — |M2|(042 - 1)(N1 + No)] Z(2(1,1)).

En posant a3 = WM et choisissant N; assez grand de sorte que
l l
—-Ny — — > 4(1-1).
N >4l =0

Ensuite, nous prenons N3 et Ny suffisamment grand pour que
— |p2l(e2 = 1) (N1 + N2) > 0,

l
thQ — Z — Ny — CQTNg > 1.

Puisque m < h(s) et en utilisant le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue

on a . 2
aC :/ a—(s)ds—>0 comme o« — 0.
0o ah(s)—h(s)

Par conséquent, il existe 0 < oy < 1 telle que si a < ayg, il vient
1

81Ny + LN3|

aCy, <
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Aussi, nous choisissons M assez grand tel que (3.45) reste valable et

M 4c
———NQ 0,
2 l

lorsque M est fixé, on choisit o pour que

1
=_—<
« INM Qy,

ce qui conduit a

M  A4c 1 4e
— — —N2-— ( N N2>
5~ Ve~ Cal gt Nz ) >0,

Par suite,

L) < —41-1)|Azu

= llalP + o ABu)(0) — 2Nar [ 2(:(p,1)dp

27’
eNy + LNy 4+ S Ny ) Q)%
4ovg 4o

Ainsi, 'estimation (3.46) est établie. O

3.4.1 Premier théoréme

Théoréme 3.2. Sous les hypothéses (A1)-(A4) et si 1y est linéaire. Alors, ils existent
des constantes positives ki, ko, ks et ky telles que la solution de (3.1) satisfait, pour tout
t Z tl;

E(t) < k;le_kafl C(S)ds, si G linéaire (3.47)
t
E(t) < kyGy? <k3/ C(s)ds) , st G non linéaire, (3.48)
t1
ou Gi(t) = [/ SC?,S( 5. qui est strictement décroissante et strictement convere sur (0,r],

avec lim;_,o G (t) = +oo.
Démonstration. De (2.26) et (3.16), on tire, pour tout ¢t > ¢y,

/Otlh(s) |43 Cutt) — ult — )| ds < _};1(0) /Otlh’(s) A% ut) — u(t - s)|| ds
< —cE1). (3.49)

Alors, lestimation (3.46) devient

() < =300 AR~ P + 3o AR)(D) + calQu)]?
< —mE(t) + c(ho ATu)(t )+C4|!Q(Ut)|!2
< —mE(t) - cE'(t) + C/tl hs) A3 (u(t) = ult = )| ds + eallQCue) |
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D’autre part, dans le cas ou ¢, est linéaire et en utilisant (3.16) et (3.8), on conclut que
1Q)I? < Q). w) < —cE(), (3.50)
Ensuite, on introduit la fonction F' qui équivaut a E comme suit
F(t) = L(t) + cE(t),
ou ¢ désigne une constante positive. Alors, on a
F'(t) < —mE(t) + c/tt Bs) A% u(t) — ult - )| ds — cE'(0). (3.51)

Considérons deux cas :
Cas 1 : @ linéaire.

En multipliant (3.51) par ¢ et en utilisant (A2) et (3.16), il découle

COF'(t) < —m()E() + (1) / h(s) A% (u(t) = u(t — )| ds — eC()E' (1)
< —mCWB@) +c [ <o) [Abule) —utt - )| ds - OB
< —mgBW) e [ 1K) [ A4l utt - )| ds - OB D),
Puisque la fonction ¢ est décroissante, on déduit que

C)F'(t) < —m(()E(t) — 2cE'(1),

ce qui donne
(CF +2cE) (t) < —m((t) E(t).

Par intégration de I'inégalité précédente entre t; et t et comme (F'+ 2cE ~ E, on obtient

t
E(t) < ke ™) 0% gy > g,

ou ki et kg sont des constantes positives.
Cas 2 : G non linéaire.

D’abord, nous introduisons la fonction suivante :
Lq(t) = L(t) + 14(t),

en remarquant que L, est positive d’apres les lemmes 3.5 et 3.7, de plus, elle satisfait

IN

) <~ -0k~ - (o ATu)(r) + eall Q)P

—BE(t) + ¢(Q(uw), w),

IN
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3.4. RESULTAT DE STABILITE DE LA SOLUTION

ou [ est une constante positive. Ainsi, en utilisant (3.16) et (3.8), on trouve

Li(t) < =BE() + c(Q(ur), ue)
< —BE(t) — cE'(1),

alors,

6/tE(s)ds < Li(t) — Li(t) < Lo(ty),

t1
ce qui implique que

/0%0 E(s)ds < 4o0. (3.52)

Nous définissons la fonction I par

I(t)=p t

t1

A3 (u(t) —u(t —9))| ds, Ve,

ol p est une constante positive, donc I(t) > 0, pour tout ¢ > ¢, sinon (3.51) conduit a la

décroissance exponentielle. De plus, nous choisissons p pour que
I(t) < 1. (3.53)
On définit aussi la fonction A par
A#) = —/tt W(s) A3 ut) — ult — )" ds, vt =,
pour t; suffisamment petit et par (3.16), nous observons que
A(t) < —cE'(t). (3.54)
Puisque G est strictement convexe sur (0,7] et G(0) = 0, alors
G(0x) <0 G(x), pour 0€[0,1] et =z € (0,r]. (3.55)

En utilisant 'hypothese (A2), (3.53) et grace a l'inégalité de Jensen, on obtient

M) = o [ 10 R |40 —ui— )| as
> o [ TG [Abt) —u(e - )] ds
> S0 [ Gumns |4k - ue - ) as
> C](;)G <](1t) tlt](t)h(s)p HA%<u(t)—u(t—s))H2ds>
- Ya(y /{’“S) 4% Cute) — ute — )| as)
— C(;)G(p /t hs) [ A3 (u(t) - u(t - 5))| ds),



3.4. RESULTAT DE STABILITE DE LA SOLUTION

ol G est un prolongement de G, qui est strictement croissante et strictement convexe
de classe C? sur (0, +00), voir remarque 2.1. En utilisant le fait que ¢ est une fonction

positive décroissante, la derniere estimation donne

t 1 2 1 -1 (p )
/tl h(s) A2 (u(t) = u(t — 5))| ds < ; (G) (C(t)) : (3.56)
donc, l'inégalité (3.51) devient
, AL (DAt
F'(t) < —m E(t)+ ¢ (G) <p§(t())> V>t (3.57)

Soit 0 < r; < 7, on définit la fonctionnelle I} par

Rt =G (m ggi) F(t) + E(1),

en utilisant (3.57), le fait que £ < 0, G’ > 0 et G” > 0, nous concluons que F} équivaut
a ket

Ft) = ]?E/(g el (n JZJE((SD F(t)+C (m g(f)))) F(1) + E(1),

(
< —m BT (m g(%))) el (m };EEZ?)) @) (pc(t()t)) + E'(1).(3.58)

Soit G~ le conjugué de G au sens de Young (voir [6] pp. 61-64), qui est donné par

—/

G(s)=s(G)(s) = GUG) ()] (3.59)

et il satisfait I'inégalité de Young suivante :

AB < G'(A) +G(B).
_o (. EOY _ 1 (P A®)
A_G<1E(O)) ¢\ B=G (Cm>,
De (3.60) il vient

(o 20 (28] = (oo ) o220

8 £8) o o £4) 220

~—

(3.60)

En posant

IN

IN

Alors, en multipliant par ((t), en utilisant (3.54) et le fait que, rl% <r G (rlw) =

G’ (rl %) pour obtenir

¢ C(t)g’((é))G' (7"1 g((é))> —c E'(t).

N

COR) < -m (0BG (1 Ty
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3.4. RESULTAT DE STABILITE DE LA SOLUTION

D’autre part, on prend Fy = (F| + cF équivaut a E ce qui signifie que pour vy, et v, deux
nombres positives, on a

Nka(t) < E(t) < 7205(t), (3.61)

Sous un choix convenable de r; et pour une constante positive k, on trouve

F(t) < —k C(t)g((é;G’ (rl gé?)) k(DG (%) , (3.62)
)

ou Gy(t) = tG'(rit). Comme G4H(t) = G'(rit) + rtG"(rit), et en utilisant la convexité
stricte de G sur (0, 7], on déduit que Ga(t), G4(t) > 0 sur (0, 1]. Enfin, nous prenons

RO =15

alors, de (3.61) et (3.62), on conclut que R ~ E et pour une constante positive ks, (3.62)
donne

R'(t) < —k3 C(t)Ga(R(t)), Vt > ty.
Une simple intégration de I'inégalité différentielle précédente entre ¢; et ¢ conduit a

¢ R

G Rz /t ¢(s)ds.

puisque 7 R(t1) < r, il résulte

T1R(t1) dS t
Gi(rR(t)) = / o SO 2T /t ¢(s)ds.

En utilisant le fait que G est une fonction strictement décroissante sur (0, 7] et lim;_,o G (t) =
+o00o. Alors,

t
t1

R(t) < rllc:;l (kg / g(s)ds>,

En utilisant le fait que R est équivalent a E, I'estimation de stabilité (3.48) est établie.

Par conséquent, la preuve du théoréme (3.2) est terminée. O

Exemple 3.1. Sous I'hypothese (A2) avec G(s) = sP, ou 1 < p < 2. Alors, la décroissance

de E est donnée par

ke k2 Jo C(s)ds si p=1

E(t) < 1
ks (1+fg§(3)ds)p_l , st 1<p<?2,

(3.63)

ou ki, ks et k3 sont des constantes positives. En effet, la premiere inégalité de (3.63) est

clairement obtenue si p = 1, le cas ou GG est linéaire. Pour 1 < p < 2, on a
G'(s) =pst™', Gi(s) = (c+ t)z’%ll, Vs > 0.
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3.4. RESULTAT DE STABILITE DE LA SOLUTION

Alors, de (3.48), on trouve la deuxieme inégalité de (3.63).

Dans cet exemple, on peut déduit le résultat suivant : si la fonction noyau h n’est pas
nécessairement de décroissance exponentielle ou polynomiale et elle vérifie la condition
(3.4) alors, la stabilité uniforme du systeme (3.1) est établie avec une formule explicite

des taux de décroissance de ’énergie.

Remarque 3.1. le taux de décroissance donné par 'estimation (3.48) est optimal car il

est conforme au taur de décroissance de h donné par l'inégalité (3.4). En effet, on pose

Go(t) = /tT st)dsv

alors, on a
h((t) < Gy ( /h o g(s)ds> R (o)

En utilisant les propriétés de G, Gy et Gy, on trouve

Gilt) = | SG}@ds <[ st)ds — Golt).

Aussi, en utilisant le fait que G est décroissante, on obtient

G (Gh(t) 2> G (Go(t)) -
En posant v = Gy(t), on arrive d
t=Gyl(v) =G (Gi(t) > G (v).
Ainsi,
Gi'(v) <Gyt (v).

Cela montre que (3.48) fournit des meilleurs taux de décroissance attendus sous l’hypo-

thése trés générale (3.4).

3.4.2 Deuxieme théoreme

Théoréme 3.3. Sous les hypothéses (Al1)-(A4) et si 1y est non linéaire. Alors, ils
existent des constantes positives ks, ke, ky, ks et 75 telles que la solution de (3.1) satisfait,

pour tout t > tq,

B(t) < K;* (k’5/ ((s)ds + k:6> , 81 G linéaire (3.64)

t
t1

ou Ki(t) = ftl Kjfs) et, pour tout t > t,,

kq
(t —t1) Jy, C(s)ds

0i Wi(t) = tW/(ist), W= (G + K ).

E(t) < kg(t —t)W; ! ( ) . st G non linéaire, (3.65)
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3.4. RESULTAT DE STABILITE DE LA SOLUTION

Démonstration. Dans cette sous-section, nous supposons que la fonction non linéaire v,
est donnée par
Yi(s) = K 1(s), Vs>0,

avec K : R, — R, est une fonction strictement convexe et croissante de classe C'(R, ) N
C?(Ry) satisfait K(0) =0, et K est linéaire sur [0,7] (ou K'(0) = 0 et K” > 0 sur [0, 7]).

Par conséquent, la condition (3.8) peut étre réécrit comme suit

1Qu)|I* < K™ ((Q(ur), ur)) < K1 (J (1)), (3.66)
ou J est donnée par
Considérons les deux cas suivants :
Cas 1 : (G linéaire

En multipliant I'inégalité (3.46) par ¢ et en utilisant (3.66), on obtient, pour tout ¢ > ¢y,

COL() < —mCE®) +c / C(O)h(s) A% (u(t) — u(t — 5))| " ds

+01C(t)||Q(Ut>||2
< —mC()E(t) — cE'(t) + Ci{ () K (1),

de plus, comme ( est une fonction décroissante, on a

F'(t) < —mCt)E@M) +cCt)K N J(1), Vt>t (3.68)

ol F := (L + cE, qui équivaut & E. Puis, pour 0 < 7, < 7 et & > 0, on définit la fonction

I par
At) = K’ (a 553) P(t) + ¢B(t),

ensuite, en utilisant (3.57) et le fait que £/ <0, K’ > 0 et K" > 0, on déduit que F} est

équivalente a F. Alors, pour des constantes positives 73 et 74, on a

R (t) < E(t) < uFi(t), (3.69)
et
Fit) = 7 g((g; K" (fl ggg;) F(t) + K’ (fl 558) EF'(t) + eE'(t),
< —m{(t)E(t)K’ (fl ggé%) +cC(t) K’ (ﬁ g(?)) K71 (J()
+EE' (). (3.70)
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3.4. RESULTAT DE STABILITE DE LA SOLUTION

Soit K* le conjugué de K au sens de Young. Suite aux (3.59) et (3.60), avec A =

K’ (7"1 %) et B=K"(J(t)), par (3.16) et (3.67), on arrive &

Flit) < —mC(t)E{t)K’ (fl 5(((?)> +c f1<<t>§(<é))ff’ (fl E(o))
+e((t)J(t) + E'(t)

—m((t)E(t) K’ (fl g((é))> e flc(t)Eéé))K’ (;1 E(t>>

IN

—c E'(t) + ¢E'(t).

Par conséquent, sous un choix convenable de 7, ¢ et pour une constante positive k, on

ﬂ@)é—kd®§$¥V<ﬁé%%)z—%<@ﬂﬁ<ggo, (3.71)

ou Ks(t) = tK'(r1t). Puisque Kj(t) = K'(71t) + mtK"(T1t), et en utilisant le fait que K
est strictement convexe sur (0, 7], on conclut Ky, K} > 0 sur (0, 1]. Ensuite, en prenant
> Fi(t)

R(t) =
en utilisant (3.69) et (3.71), on a R ~ E et pour ks une constante positive, de (3.71), il

trouve

vient

R'(t) < —ks ((t)K2(R(?)).

On intégre l'inégalité précédente sur (t1,t), on obtient

Rty < 157 (ks [ Clo)ds+ k)

t
t1

pour kg > 0 avec Ki(t) = ftl Ki?s)' Ainsi, grace a Péquivalence entre R et E, Pestimation
(3.64) est obtenue.

Cas 2 : G non linéaire.

Pour p une constante positive, on définit la fonction I par

Ity = (t j)tl) /tf

alors, I (t) > 0, pour tout ¢t > t;. En outre, on choisit p soigneusement de sorte que

A3 (u(t) —u(t — 9))| ds,

I(t) < 1 et de facon similaire que (3.56), on a
t—11) -1

t 1 2 ( p A)
Lh@WA%Mﬂ—u@—Qw(hg P (@—hK@Q' (3.72)

D’autre part, par combinaison de (2.46), (3.49), (3.66) et (3.72), on arrive a, pour tout
t Z tla

L(t) < —m E(t) = ¢ B'(t) + et - t1)G ' ((tfz()?(t)
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3.4. RESULTAT DE STABILITE DE LA SOLUTION

Soit K est une prolongement de K, qui est strictement croissante et strictement convexe.

1

n < 1, for t > ty. Ainsi, en

Puisque lim; i = 0, alors, il existe t5 > t; tel que

utilisant (3.55) avec 6 = ﬁ < 1, on trouve

Kl(J(t))g(t—t1)1< () ) VE > .

Par conséquent,

() < —m E(t) + et — )G (%) +(t—t1)K_1< ) ) (3.74)

ott L := L + ¢E, qui est équivalente & E. Soient

. ~ P )\(t) J(t) — 1 —_1\—1
ro = min{r, 7}, x(t) = max{(t_tl)g(t), (t—tl)} et W= (G + K ) .

Ainsi, (3.74) réduit a

L'(t) < —m E(t) +c(t —t)W 1 (x(t)), Vt>t,. (3.75)

Pour 0 < 7y < 1y, on définit la fonction Fj par

Fy(t) == W' <(t Zl) : f;((é)>> L(t), Vt>t,.

En utilisant (3.73) et le fait que E' <0, W' > 0 et W” > 0 sur (0, rs], on conclut que Fj

est équivalent a E, alors, pour v5,7v > 0, on a

et F3 peut étre estimé comme suit

/ —Ty E(t) T E/(t) " T2 E(t) [
Bl = ((t—tl)Q'E<0)+(t—t1)'E(0)>W <( | >L(t>

/ f2 E(t) T
o ((t—n) ' E<0>> L,

< (% 21)

(t—t) E(0

et — tl)W’< 2 E(@

i 0)> W (x(1)). (3.77)

De la méme maniere, soit W* le conjugué de W au sens de Young, de (3.59) et (3.60),

avec / 7’22 E(t) ,
a=w () e B ),
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3.4. RESULTAT DE STABILITE DE LA SOLUTION

et en utilisant (3.16), il vient

/ / 2 E<t) ~ E(t> / To E(t)
rt < —meow (2 B8 s er 20w (2 B0 -t
(3.78)
D’autre part, on combine (3.16), (3.54) et (3.67), on trouve
(t—t)C)x () < pAt) +¢(8)J(F) < pAt) +¢(0)](?)
< —cE'(t).
En outre, en multipliant (3.78) par ((t) et en utilisant le fait que fg% < 19, on découle
/ / T E(t) ~ E(t) / T2 E<t)
CORD < B (2 pa) et o (2 )
—cE'(t).
Comme ( est une fonction décroissante, pour tout ¢t < t5, on arrive a
/ / T E(t) ~ E(t) / T2 E(t)
i < —mE0cow (255 1) +eret) 5o (77 5o

—cE'(t).
ou Fy := (F5+ ¢ E équivaut & E. Ainsi, sous un choix convenablement de 7, et pour k
une constante positive, il résulte

Une simple intégration de la derniere inégalité conduit a

t: kC(s) (?Eg;) W <(S Zl) . ggg;) ds < — t: Fi(s)ds < Fi(ta).

De plus, en utilisant le fait que £’ < 0, W/, W" > 0, on déduit que I'application ¢

E(t)W’ ( B2 @) est décroissante . Par conséquent, on obtient

(t—t1) E(0)
E®)\ i T E®Y [
¢ <E<0>> v ((t —h) E<o>> /t C(s)ds < Falta). (3.79)
On multiplie chaque membre de (3.79) par i7 on trouve
E<t) / To E(t) ¢ ko
k <E(0)> 114 <(t_t1) : E(())) /tg ((s)ds < T (3.80)
Ensuite, on pose Wy (t) =t W'(72t) qui est strictement croissante, alors,
1 EQ@)Y [t ey
i ((t —t) E(O)> /t Cs)ds < =35 (3.81)
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3.4. RESULTAT DE STABILITE DE LA SOLUTION

Enfin, pour k; et kg des constantes positives, on a

) <kt — 0 (G )

D’ou la démonstration du théoreme 3.3. O

Exemple 3.2. En prenant les exemples suivants :

1. G linéaire.
Soit h(t) = ae™+) ot a,b > 0 suffisamment petit pour que (2.23) est satisfaite,
alors

h'(t) = —bG(h(t)), avec G(t)=t, et ((t)=0b.

De plus, on prend v, (t) = cté, avec ¢ > 1. Ainsi, K(t) = ct?, on applique (3.64)
avec
1
K1) = (et +e2) ™,
Par conséquent, il résulte

1

B(t) < - 1
(cgt + cq) T
2. (G non linéaire.

Soit h(t) = iz avec a est choisi de sorte que (2.23) est satisfaite. Ainsi, pour

b est une constante fixé, on a

S5

R'(t) = —bG(h(t)), avec G(t)=t2.
En prenant ¢, (t) = ct3, alors, K(t) = ct3, de (3.65), il vient

W(t) = (G~ + H™)7\(t) = <V - 1)

2
et 5
3t 1+4t—1 3
Wa(t) = < ct?,
2( ) /1 ¥ 4t < 2 ) =cC
Par conséquent, on obtient
Elt)< —"
(t — t1)§
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3.5 Applications

Dans cette section, nous donnons que deux applications qui illustre les résultats

obtenus.

3.5.1 Equation des ondes

elt) — At fEB(E — $)Du(s)ds + g ue(E) "0 (1)
tpalug(t — 7)™ 2wy (t — 7) = blu(t)[P?u(t), x€Qte(0,+00),

u(z,t) =0, z € 09,
u(z,0) = ug(x), wu(z,0)=u(x), x €,
ue(t —7) = folt —7), t€(0,7),

(3.82)
ol (ug, uy, fo) € [HX(Q)NHZ ()| x HY(Q)x H(—7,0; L*(2)). m, b et P sont des constantes
positives2§m<p§%,sin236t2§m<p§+oo,sin:1,2.

Le systéme (3.82) est un cas particulier du probléme considéré; (3.1), si en prenant
H=1IL*Q), et Au=—Au, Yuc D(A),

ou D(A) = H*(Q)NH (). 1l est bien connu que A est un opérateur positive auto-adjoint
avee D(A}) = HY() et [ul, 5, = [Vl
En outre, 'hypotheése (A3) est vérifiée, pour

Q(u) = P(u) = |[u|™ 2u, F(u)=blulf"u, P(u)= nll/ﬂ|u|md:p et F(u) = Z/Q|u|pdx.

3.5.2 Equation de Petrovsky

On considere le systeme suivant :

une(t) + A%u(t) — fg h(t — 5)Au(s)ds + 1 Q(u(t))
i Pus(t = 7)) = (Jo K (2, y)uly, t)’dy) u(z,t), ¢ € (0,+00),

u(z,t) = Au(x,t) =0, x € 01,
u(z,0) = ug(x), wu(z,0)=u(x), x € (),
ut(t_T):fO(t_T> te (077—)7

avec les données initiales (ug,uy, fo) € [H*(Q) N HZ(Q)] x HZ() x H(—7,0; L*()), la
fonction K : 2 x © — (0,400) est une fonction bornée telle que K(x,y) = K(y,x) et

Jo, >0, a< K(zx,y) <p, Vr,yec.
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La fonction @) : R — R est une fonction croissante continue, de plus, il existe une fonction

strictement croissante gy € C*(R™) avec ¢o(0) = 0 telle que

{ w(lsh) < Q)| <@ (s, Vsl <e, (3.89

cils| <|Q(s)] < cals], Vsl > e,

ol ¢, ¢y des constantes positives. Dans le cas de ¢y est non linéaire, on défini la fonction
K(s) = v/sq0(1/s), qui est strictement convexe de classe C* sur [0,7). La fonction P :

R — R est une fonction impaire croissante de classe C! telle que il existe a, as,as > 0
a1sP(s) < P(s) < azsQ(s), |P'(s)] < as.

avec #(s) = [y P(r)dr. En outre, on prend

1

F(u) = </Q K(m,y)u(y)%iy) u(z), F(u)= 1 Jovor K(z,y)u(z)?u(y)*dzdy,

On a lopérateur A défini sur D(A) = H*(Q) N HZ(Q) par
Au = A%u, Yu € D(A).

est un opérateur linéaire positif auto-adjoint sur H = L%(Q) avec D(Az) = HZ(Q) et
|Azu|| = ||Aulls. De plus, hypotheése (A3) est vérifiée sous le choix des fonctions précé-
dentes. Pour plus de détails, voir [4, 9]

Remarque 3.2. Ces deuz applications généralisent les problémes considérés dans [55, 37,
8, 30] qui sont soit des équation d’onde linéaires ou des systémes sans retard. Par contre
dans ce travail, on a considéré un cadre abstrait avec un terme de retard apparait dans un
terme d’amortissement non linéaire et un terme source non linéaire sous une classe trés

large des fonctions noyaux du terme viscoélastique ; l’hypotheése (A2).
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Chapitre 4

Explosion en temps fini pour un
probleme d’évolution semi-linéaire
avec retard dépend du temps et une

mémoire infinie.

Dans ce chapitre, nous allons considérer un probleme d’évolution semi-linéaire avec
retard dépend du temps dans un terme d’amortissement non linéaire et une mémoire
infinie. Sous certaines hypotheses sur les données initiales, nous montrons I’existence locale
et 'unicité de la solution du probléme considéré. La preuve est basée sur des résultats
classiques d’équation d’évolution non linéaire en utilisant la théorie des semi groupes.
Ensuite, nous allons montrer que la solution locale obtenue s’explose en temps fini en se
basant sur les techniques de Vittilaro E. Vitillaro dans [71] et W.J. Liu dans [49]. Enfin,

nous allons donner quelques applications pour illustrer les résultats obtenus.

4.1 Position du probleme

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire et une norme associée notés
par (.,.) et || . ||, respectivement. Soit A : D(A) — H un opérateur linéaire positif auto-
adjoint tel que D(A) C H avec une injection dense et compacte. On dénote par V le

domaine de Az tels que V C H C V', avec des injections continues.

L’objet de ce chapitre est d’étudier 'existence locale et ’explosion en temps fini de
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la solution du probléme d’évolution suivant :

wg (1) + Au(t) — fi7° h(t — s)Au(s)ds + G (ug(t))
+ pe P(u(t — 7(t))) = F(u(t)), t>0,
uy(t = 7(0)) = folt = 7(0)), t € (0,7(0)),
u(—t) = up(t), u(0) = 1wy, t >0,
(4.1)
ol p; est une constante positive, uo est un nombre réel, h est le noyau du terme mémoire
et t — 7 représente la fonction retard avec 7(¢) > 0. G,P: H - V' et F: V — V' sont
des fonctions satisfaisant certaines conditions a spécifier ultérieurement et (ug, us, fo) sont

les données initiales .

Dans 1’étude du probléme (4.1), nous aurons besoin de supposer les hypotheses sui-
vantes :

(A1) La fonction noyau h : R, — R, est une fonction décroissante de classe C!

satisfait .
h(0) > 0, 1—A h(s)ds =1—hy >0, VteR,. (4.2)
(A2)On suppose que la fonction 7 vérifie
e W?>([0,T]), VT >0, (4.3)
O0<71<7(t)<mn, Vt>0, (4.4)
7(t)<d<1, pp Vt>0, (4.5)

ou 7y et 7 sont des constantes positives (voir [60]).

(A3) Supposons que les fonctions Q,P : H — V', FF : V — V'’ sont localement
lipschitzienne. De plus, ils existent des fonctions différentiables et continues &,.% : V —
[0, +00) satisfaisant

Ds=F,  Dyp=P

et, pour p > 2
(F(u),u)yiwy > pF(u), Yu€elV, (4.6)

(G(u),u)yyrxy > 1 P(w), YuelV, (4.7)

ou [ est une constante positive.

(A4) Pour tout 6 > 0 et m > 2, on suppose que

(P(u), v)yrcy| < 0" P () + (m = 1)07 TP (),  Vu,veV, (4.8)
qui est équivalent au
em 1-m
Rpw%wwwfgmf@uo+<m_l) D), VuveV, (4.9
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pour € > 0.

(A5) Les coefficients du retard et d’amortissement vérifient

el < . (4.10)

(A6) Ils existent deux constantes positives ¢ et C. telles que
Pu)<c (F)r, VueV,
F(u) < Cylully,, VYuelV. (4.11)

De plus, pour g9 > 0 telle que pour tout € € (0,&0], a > 0, il existe une positive constante

¢ = c(eo, @) telle que
cllully, < (F(u),u)vixy — (p —€)F (u), (4.12)
pour tout u € V et ||u|ly > a.

Remarque 4.1. La condition (4.6) peut obtenue da partir de (4.11) et (4.12).

4.2 Existence locale

Dans cette section, nous prouvons l’existence locale et 1'unicité de la solution du
probléme (4.1) en utilisant la théorie des semi groupes par appliquer la définition du
systeme d’évolution et la technique du Kato. D’abord, on introduit des nouvelles fonctions

z et n', respectivement, comme suit
z(p,t) = u(t — pr(t)), pe€(0,1), t>0,
n'(s) =u(t) —u(t —s), t,s>0.
Alors, on a
T(H)z(p,t) + (1= p7'(1)2(p,t) =0, p € (0,1), £>0,
n(s) = w(t) —ni(s), t,s>0.

Le probleme (4.1) peux réécrire comme suit

w(t) + (1 = ho) Au(t) + fo™ h(s)An' (s)ds + i G (us(t))
+ 2 P(2(1,)) = F(u(t)), t € (0,+00),
T(t)z(p,t) + (1 — p7'(t))2,(p, t) = 0, pe(0,1), t>0,
ni(s) = wi(t) = ni(s), ts>0, (4.13)
Z(p, 0) = fO(_pT(O))a p e (Oa 1)7
2(0,t) = uy(t), t>0,
u(—t) = up(t), u(0)=uy, t >0,
1n°(s) = uo(0) — uo(s), s> 0.
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En notant U = (u, us, 0, z), le probléeme (4.13) prend la forme

U(t) = A ()U(t) + Y (U(t)), Vt>0, (4.14)
U(0) = Uy = (ug,ur, 7% fo(—7(0).))", '
ou V¥ est donnée par
q T
(@) = (0,262~ 10G(62) — maP(62(1)) + F(61),0,0)
pour ® = (¢, o, 3, d4)T de S et Vopérateur & est défini par
5 P2
¢1 —(1 = ho)Ads — [ h(s) Ads(s)ds — S
POI D3
o3 G2 — Ds
P4 T'(t)p — 1064
T(t) Op
et
» (@1, 2, 03, 04)" € A, (1= ho)pr + Jo7>° h(s)¢s(s)ds € D(A), g2 €V,
S E 001 € 10,1 H), 540) =0, 64(0) = 6

ou
H =V x HxL;(Ry,V)x L*0,1; H).

Les espaces L3 (R, V) et L*(0,1; H) sont respectivement définis par
BRV) = {0 R 5V, [ h(s) [90s)[2ds < ool

muni du produit scalaire

(b1, 62) 12m0 1) /O+°°h(s) (A3 n(s), Ada(s) ) ds.

Et .
220.1H) = {6 : 0.0 = H, [ l(p)Pdp < +oo}

muni du produit scalaire

<¢1,¢2>L2(01H / (P1(p), P2(p)) dp

L’espace ¢ est un espace de Hilbert équipé du produit scalaire suivant : pour tout
D = (g1, 2, B3, a)" et W = (wy, wo, w3, wy)" de H, on a

(@, W)oe = (1= ho)(d1, wi)v + (P2, w2) + {3, ws) 2, v) + (P, W) 12(0,1;)-
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Remarque 4.2. On observe que le domaine de </ (t) est indépendant du temps t, donc
2(d (t)) = 2(4(0)),  Vt>0. (4.15)

La résolution des équations de type (4.14) a été développé en utilisant la théorie des
semi groupes. Pour prouver 'existence locale et I'unicité, il suffit de montrer que le triplet
{o,,Y}, avec o = {/(t) :t € [0,T]} pour T > 0 fixé et Y = D(&7(0)), forme un

systéeme de domaine constant ; voir [42, 43, 65].

L’existence locale, I'unicité et la régularité de la solution pour (4.1) sont obtenues

par le théoreme suivant :

Théoreme 4.1. On suppose que
(i) Pour tout t € [0,T], </ (t) est un générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe
sur J, et la famille o = {</(t) :t € [0,T]} est stable avec les constantes de

stabilité C et m indépendantes de t.
(i) L’estimation (4.15) est vérifiée.
(iii) 0,7 est un élément de L°([0,T], B(Y, 7)) lespace des classes équivalentes de

fonctions essentiellement bornées et fortement mesurables de [0, T]| dans B(Y, )

(Uespace des opérateurs bornés de'Y dans F ).

Sous les hypothéses (A1)-(A3), pour tout Uy € I, il existe une unique solution mild
U € C([0,T), ) du probléeme (4.14). De plus, si Uy € 2((t)) et ¥ € CY (), alors le

probléme (4.14) admet une unique solution classique, i.e,
U e C([0,T], 2(< () N C([0,T), 7).

Démonstration. La preuve du théoréme 4.1 est basée sur la technique de norme variable
de Kato [42] et la théorie des semi groupes (voir le théoreme .22). Ensuite, comme consé-
quence du résultat classique d’équations d’évolution non linéaires ; le théoreme .20, on doit
montrer que 7 (t) un générateur infinitésimal d’'un Cyp—semi groupe sur J# en utilisant la
technique de norme variable de Kato.

Par conséquent, nous vérifierons les hypotheéses du théoreme 4.1 pour le probleme
(4.14). Pour cela, on introduit un produit scalaire dépendant du temps sur 'espace de
Hilbert 7.

Pour ® = (¢1, ¢2, @3, 04)T et W = (w1, wy, w3, wy)T de 52, on a

(@, W) := (1 = ho){¢1, w1)v + (@2, w2) + (93, w3) 12(m v T 4T (1)(Pa, Wa) r2(0,1;m),

ou ¢ est un nombre réel positif.
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e Nous remarquons que

[2lle . ogie—st
12l ~

vVt €[0,7]. (4.16)

avec ® = (¢1, P2, P3,04)T de H et c est une constante positive. En effet, pour tout
s,t €[0,7], on a

|97 = (@] Zew "™ = ((l—ho)ll¢1||2v+I|¢2||2+||¢3|\%2(R+,v>><1—6*°t ')

o) = 75 ) [P

%% < 0. De plus, 7(t) —T(s)e%”_sl < 0, pour certains ¢ > 0. En effet,

On note que 1 —e

T(t) = 7(s) +7(a)(t —5), a€ (s1),

ainsi . ,
") @l
s) 7(s)
De (4.3), 7" est borné, donc, il existe ¢ > 0 telle que
(t)
<14 —|t—

comme (4.4), ce qui donne (4.16).

e On prouve que &7 (t) est un opérateur dissipatif, pour un ¢ > 0 fixé. Prenons

D = (¢1, P2, P53, 04)" € D( (1)), alors

P2
(1~ ho)Ady — Iy hs)Adu(s)ds — Lo, | [
(o ()0, @) = < Dby | e >
t ¢2 - E ¢3 .
T'(t)p —10¢, 4
T(t)  Op

= (1= ho) g drdy — (1= ho) Ao + [ h(s)Adu(s)ds + 1,01 )

+/O+ooh(8)< a¢3,¢3> ds+q/ (pT )<a¢4,¢4>

Il est clair que, de la définition de A? et le fait que H est un espace de Hilbert, on trouve
(1= ho)A¢y, d2) = (1 — ho){¢2, d1)v,
+00 400
</0 h(s) Ads(s)ds, ¢2> = [ hs) 6, 0w
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En intégrant par parties et en utilisant le fait que ¢3(0) = 0 (définition de Z(</(t))), on
obtient

[ h (=52 0) ds <5 [ HE o) s

En rappelant aussi que ¢4(0) = ¢, et en intégrant par parties par rapport a p, on obtient

[ (1= @) Gsnar = [ 5o (1ont?) (1= 070 )ao

= T [ gudp + SlloslP (1= 0) — el

Alors

(w2.2) < [T HE s ds ~ T [ lonlkdp— Lo (1- 7))

de (4.5), on trouve

/Om 1 ()l ¢s(s)IIyds — %\y¢4(1)\12(1 — d) + k(t){®, ®);,

DO | —

<gf(t)¢,<1>> <
t
avec "
'(t)* 41
oy = O D)
27(t)
en utilisant (4.2), il résulte

<ﬂ(t)®, q>>t _ R(1)(®, ), <0,

ce qui donne que &7 (t) = o7 (t) — k(t)I est un opérateur dissipatif.

e On doit montrer que 'opérateur \I — o7 (t) est surjectif, pour un ¢t > 0 fixé et
pour tout A > 0. En effet, soit (fi, f2, f3, f1)7 € S, on doit montre qu'il existe ® =
(1, P2, P, 04)T €€ D(A (1)) tels que

03} Ji
b2 fa
M — o (t = ,
( ) ®3 E
o Ja
ce qu’est équivalent a
Ap1 — g2 = f1
Moo+ (1= ho) Ady + Iy h(s) Ada(s)ds + Jb0 = fo
>\¢3—¢2+% =/3 (4.17)
Ao + “Jﬁ%f —
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Supposons qu’on a trouvé ¢; avec une régularité convenable. Alors, on a

P2 = A1 — f1 (4.18)

On note que la troisieme équation dans (4.17) avec ¢3(0) = 0 a une solution unique s’écrit

comme suit

on(s) = [ (5o = 1+ den )y (419)

Encore, la quatriéme équations dans (4.17) avec ¢4(0) = 0 a une solution unique donnée

par
01(p) = 01 = 1) e 7O 4 r()e 0 [y (y)eOvay,
si7'(t) =0. Et

ds(p) = Ay — fl)ef’@)Mn(l TP 47 (t)e HpA (-7 0e)

9 /P fay)  ama—ron
o1 —T’(t)y

si 7/(t) # 0. Ensuite, en combinant (4.18) et (4.19) dans la deuxiéme équation de (4.17),

on obtient

(M e ZAN)% _7, (4.20)

B=1—hy— )\/OO h(s)e (/S e’\ydy) ds=1-— /OO h(s)e *ds,
0 0 0

f=0~ %)fl + f2 +/0 G_Ash(s)/o e A (fs(y) — fr) dyds.
Il suffit de prouver que (4.20) a une solution ¢; € V' et la remplacer dans (4.18), (4.19)
et dans l'estimation de ¢4 pour obtenir ® € Z(.<7(t)) satisfaisant (4.17).

On prend la crochets de dualité (., .)y/«y avec w € V

(801 + 02 = o) =(Fw), .

VIxV

avec

et

comme w € V C H. Par conséquent, on arrive au probleme suivant :

B(Azgy, A3w) + (X2 —f>\)(¢1,> <f,w>wv, Yuw e V. (4.21)

En choisissant ¢ assez petit de sorte que A% — ZX > 0 et comme (4.2), le premier membre

de l'estimation de (4.21) une forme bilinéaire, continue et coercive sur V. En effet,
5 (A%, Atw) + ¥ = D) )| < 8laten[abe]+ (32 = D) el

Blanllvilully +C (32 - ;JA) Iullv o]
Clirlvllwlv.

IN

IN
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et pour w =¢, €V,

B (A3, A%g1) + (3 = IV [lenl? = Bllellv-

Ainsi, en appliquant le théoreme de Lax-Milgram, nous concluons que (4.17) a une solution
unique ¢, € Z((t)) satisfaisant (4.17). En utilisant (4.19), on obtient

((1 ~ o)+ | o h(s)¢3(s)ds> € D(A).

En conclusion, on trouve ® = (¢1, ¢o, ¢3, p4)T € D(A (1)), qui vérifie (4.17). Do, A\ —
4/ (t) est surjectif pour tout A > 0 et ¢ > 0. Encore une fois, comme k(t) > 0, il résulte

M — o (t)

(A + k@) — 2 (t)

est surjectif pour A > 0 et t > 0.

Par conséquent, d’aprés le théoréme .15, pour tout ¢ > 0, &7 () est un générateur
infinitésimal d’'un Cy—semi groupe de contraction sur J# (par rapport au produit sca-
laire (.,.);). Donc, par (4.16), la famille &/ = {7 (t) : t € [0,T]} est une famille stable
des générateurs dans 7 avec des constantes de stabilité indépendantes de ¢ (voir aussi
Proposition 1.1 dans [42]).

e On vérifie 'hypothese (iii) du théoreme 4.1. Comme

T T+ )
(1) (7' (2) + 1) 2r(1)?

K (t) =
Q 2T
est borné sur [0, 7] pour tout 7' > 0 (par (4.3) et (4.4)), on a
0
0
0
)

(yrtp - 0710~ 1) gy,
7(t)? 9p

avec W= W=D o5t horné sur [0, 7] par (4.3) et (4.4). alors

7(8)?

jtg/(t) € LX([0,T), B(2(#(0)), 7)),

I’espace des classes d’équivalence des fonctions essentiellement bornées et fortement me-
surables de [0, 7] dans B(2(7(0)), 7).

En conclusion, les hypotheses (i)-(iii) du théoreme 4.1 sont vérifiées pour tout 7' > 0.
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e Il reste & prouve que ¥ est localement Lipschitzienne sur 5. Pour ® = (¢, ¢a, @3, ¢4)T

et W = (wy, ws, w3, wy)? de 2, on a

[9(@) = ¥(W), < Fllor = wall 4+ [ G(62) - G<w2>r|+uF<¢1>—F<wl>u

sl [P(64(1)) — Plun()
(4 + Lo (Ial lual) chz wll + L (I1llv, lwnlv) x

x|lé1 — willy + 2l Lo (19all, [lwal) [64(1) — wa(1)]

< LIl W) 12 = Wil

IA

Par conséquent, ¥ est localement Lipschitzienne. Ainsi, a partir des résultats classiques de
I’équation d’évolution non linéaire ; la remarque .9, le probleme (4.14) admet une unique

locale solution U dans 'intervalle [0, T, ce qui compléte la preuve du théoreme 4.1. [

4.3 Explosion de la solution en temps fini

Dans cette section, on s’intéresse a étudier I’explosion en temps fini de la solution du

probléme (4.1) pour une énergie initiale positive.

4.3.1 Reésultat préliminaire

Pour analyser I’explosion de la solution, nous aurons besoins de quelques lemmes
utiles. Nous commencons par introduire la fonctionnelle d’énergie associée au probléme
(4.13) par

1
B(0) = 5 (Il + (0= Rllal} + [ R (5) s ) = F () +€r(t) [ 26, 0)dp
(4.22)
ou ¢ est une constante positive (notons que ¢ existe selon (4.10)) telle que
m — 1
Waltn =D 6 < ot~ (1.23)
1—d
avec ’énergie initiale donnée par
£ (0) (||u1||2 FA=Ro)luwlt+ [ IR ds) (o)
+¢ P(fo(s))ds

-7(0)
Lemme 4.1. Soit U solution de probléme (4.13). Alors, la fonctionnelle d’énergie définie
par (4.22) satisfait

1 ptoo
B(1) < O (P(ult) + 2E0,0) +3 [ W)l (s)ds <0,

ou C a choisir ultérieurement.
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Démonstration. En utilisant la premiere équation dans (4.13), on a
(), () ey + (1 = o) Au(®)we Oy + ([ b5 An ()ds,u®))
1 (G (1)), ue () vy + p2(P(2(1,8)), ue(t))vrcv = (F(u(t)), ue(t)) vy

La troisieme équation de (4.13) donne

;jt{ (HutHQ (1= ho)| !ul\v+/ s)|n'(s )u@ds> —%u)}

+ /;oo h(s)(An'(s), m) vrxvds 4 pa(G(u(t)), we (b)) visy
(P (2(1,1)), w(t))vrxv = 0,

en utilisant (4.7) et (4.9), avec e = (m — 1)/m, on arrive a

jt{ (Hut\\? (1_ho)HuHV+/ s)|n'(s )uads) —ﬁ(u)}
< pe <(m - 1)2(2(1,t)) + 9’(%@))) — 1l 2 (uy(t))

_ /0+<><> h(s)<Ant(s), n§>vwds. (4.24)

D’autre part, il résulte de la deuxiéme équation dans (4.13) que

(ertz Peo)) 4 (g(1=p7 )2 Pe(01)) =0,

VIxV VIxV

ce qui donne

() 5 20,0) +€(1- 7 (0) £ P (o) dp =0

EI] intégrant de O E\i/ 1 par rapport E\i, P, o1 Obtient
d = — 1-— : - :@ d
t T t .

Alors

(e [ @ .00a)
L. 0)dp

= &) [ PG00 €(1-70) [ I

= 0 [ 2o [ o ( (1= ) 2t o

+e (=) [ Pl
_ g(gz(z(o,t))— (1-#@))9(41,@)). (4.25)
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Combinons (4.24) et (4.25), on trouve

S Ll (= o)l + [ ()l )l s

d 1
+o =T+ &) [ (PG0,0)d)
(= it + 20+ (Jonln = 1) = (1= 7)) ) 2(e(1.0)
+o0o
—/ h(s)<A77t(s), n§> ds. (4.26)
0 VIxV
On intégre par partie le dernier terme et on utilise le fait que 7*(0) = 0 donne

~ [Tae{areat) ds< s[RI

En outre, par (4.5), on déduit de (4.26) que
B() < —(nd — ol ~OP(n(0) — (60— d)  jmlim — 1) 2((0,0)
by [ RO ds
< —o(%t(t» +2G0.0) 45 [T HOI R s

avec

C= m{ il — o] — € (1~ d) ol (m — 1) }

qui est positive par (4.23). Ainsi, la preuve est achevée. ]

Ensuite, on introduit les constantes suivantes :

No=(A=ho)p™'C;N)"?, Eo= (1 “ho C*> A2, (4.27)

ou C, est la constante donnée dans (4.11).

Lemme 4.2. Soit U solution du probléeme (4.13), on suppose que les données initiales
vérifient
0< E0) < Ey, Nuglly > Mo (4.28)

Alors, il existe une constante \y > \g telle que

lu@®)lv > M, F(u(t)) > CAE, Yt e [0,T]. (4.29)
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Démonstration. De la définition de la fonctionnelle d’énergie (4.22) et (4.11), on déduit

que
B) > (1~ ho)u()} — F(u(t)
> L= ho)u(t) [}~ Cullu®l
= L)X - O = QY (4.:30)

Il est facile de vérifier que @) est croissante pour 0 < A < Ag, décroissante pour A > Aq, et

Q(\) — —oo lorsque A — 400, de plus

Q@@—C‘“—

C*> A\ = Ey

ou Ao est donné par (4.27).

Par conséquent, comme E(0) < Ep, il existe A\; > Ao tel que Q(A1) = E(0). On choisit
Ay = ||ug||y alors, par (4.30), on a Q(X2) < E(0) = Q(\1). ce qui donne, Ay > A;.

Pour établir ||u(t)||y > A1, on raisonne par absurde en supposant que ||u(t)||v < A1
pour un certain ¢y > 0. De la continuité de ||u(t)||y, on peut choisir ¢y tel que ||u(to)||v >

Ao- Encore une fois, on utilise (4.22), il résulte

E(to) = Q([lu(to)llv) > @(M) = E(0).
Ceci est impossible puisque E(t) < E(0), pour tout ¢ > 0.

Reste a montrer que .7 (u(t)) > C, A}, exploitons (4.22) et que F est décroissante, on
obtient .
(L= ho)[[u(®)[}; = Z (u(t)) < E(t) < E(0).

Alors, on trouve

1 _
F(u(®) = 5(1=ho)B7[lu®)y — E(0)
1
La preuve est complete. ]

4.3.2 Explosion en temps fini

Le résultat d’explosion de la solution est assuré par le théoreme suivant :

Théoréme 4.2. Soit p > m et les hypothéses (A1)-(A6) sont vérifiées. On suppose que
h satisfait

p—2
p—1/(2y)
ou y est une positive constante a choisir ultérieurement. Supposons en outre que les condi-

ho < (4.31)

tions (4.28) vérifiées, alors la solution du (2.2) explose en temps fini.
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Démonstration. Par absurde, on suppose que la solution du probleme (4.13) est globale,

alors, pour tout 7' > 0 fixé, il existe une constante C telle que

>+l + [ Bl ()| ds

FF () + H(t) + £r(t) /0 L Do ))dp < C, Ve [0.T]. (4.32)
On définit la fonction suivante :

H(t) = Ey — E(t). (4.33)
Ensuite, d’apres le lemme 4.1, on déduit que H'(t) > 0. De plus, par (4.28), on trouve
H(t) = H(0) = Ey — E(0) > 0,
en utilisant (4.22) et (4.33), on arrive a
H(t) < Eo — ;(1 — ho)[u(®)[Iy + F (u(t)).
Ainsi, selon le lemme 4.2, il s’ensuit
H(t) < By — ;(1 ~ RN+ F(w).

Par conséquent

0< H(0) < H(t) < F(u). (4.34)
Pour € > 0 assez petit a choisir ultérieurement, on définit la fonction auxiliaire L comme
suit
L(t) = H™(t) + e{ug, u), ¢ >0,
ou

(4.35)

—9 _
O<a§min{p P m}

2p "p(m—1)
On Dérive la fonction L par rapport a ¢ et on utilise la premiére equation dans (4.13), on
obtient

() = (= aH (1) + el (1 = ho) ul}
([ A (s)dsu) —en(Glw). Wiy
—<pa(P((1 1))

On utilise (A4) et (4.6) pour estimer les deux derniers termes, on trouve

vixy +e(F(u), w)yxy.

L'(t) > (1—a)H ) H'(t) + elul]* — (1 — ho)lull¥,
—5</0 h(s)Ant(s)ds,u>V/XV — ep(G(ug), u)yrwy
—elua| (" P (u) + (m — 1)67 1 P(2(1,1))) + ep.F (u), (4.36)
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4.3. EXPLOSION DE LA SOLUTION EN TEMPS FINI

D’autre part, I'utilisation des inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young donne, pour
51, 52 > O7

1
(Glur), w)yrxy < G (u)lV + 4751||U||%/7 (4.37)
1
(Glur), ue)yrcy < &G un) v + = 10, i,
Ensuite, de (4.7), on a
1
[2((u(t)) < 0| Gur)l3 + o 10, e, (4.38)

En combinant (4.37) et (4.38), on obtient

1 011 5
(Glur), uhpyrcy < —|lullp + =2 ((w(1)) — 75 oz’
alors,
(G ), whyry < —[lull? + ol —Z((w(t))
Ut ), U V’><V_461 u 5 .
On choisit §, = —2!— de sorte que
(m—1)§m—-1
1 —m_
(Glue), u)vixy < = lull* + (m — 1)o7 P((uq(t)). (4.39)

~ 40,
Dong, par (4.39), 'estimation (4.36) devient

L) 2 (1= a)H (O (1) +lul* = (1 + 1 = ho)Jull}

—g< / ™ h(s) Anf (s)ds, u> — g (m — )55 P (uy(1))

VIxV

—elpa] (6™ P (w) + (m — 1)67T P (2(1,1))) + epF (u).

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Young pour le quatrieme terme dans

I’estimation précédente, on trouve, pour une constante positive v telle que v > i que

</0+°° h(s)Ant<s)ds,u>VlXV < 7||u||v +7/ ||77 ( )||%/ds

En prenant 6; = on trouve

Y1
2ho(2v-1)”
hg

L'(t) > (1—a)H*(OH'(t) +ellue]|* —e(1 - H)Hu”%/

—5< /;OO h(s)An'(s)ds, u>V/XV — epp(m — 1671 P (uy(t))

—e|pz| (6™ P(u) + (m — 1)67T P (2(1,1))) + epF (u). (4.40)
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4.3. EXPLOSION DE LA SOLUTION EN TEMPS FINI

Par (4.33) et en utilisant le lemme 4.1, on trouve

m—1

L) = [(1—04)H“(t) — & + [pal) 7T | H'(1) + elluel® + ep7 (u)

(1—) ully ==y [ R($) ' (5) [ ds — eread™ 2 (u). (4.41)

L’estimation (4.41) reste valide méme si § dépend du temps. Par conséquent, en prenant

gt = kH™(t),

ol k est une constante assez grande et a déterminer ultérieurement. Par substitution dans

la derniere inégalité, il vient

L) > [(1—a>—e<m+\m>|m‘1M]H-a<t>H'<t>+s||utu2

h
+ep#(u) = (1= 32 )ully ==y [ M) (o) s
—eppk M HO MY P (). (4.42)

En utilisant (4.34), nous trouvons H*(t) < (.% (u))®. Ainsi, en exploitant (A6), on obtient
HY D 2 (1) < o F (u)*m DTy (4.43)

ou ¢ est une constante positive. On insere (4.43) dans (4.42), on obtient

) = [(1—a>—e<u1+|ﬂ2|>mc1M]H-a<t>ﬂ'<t>+e||ut||2

rep () = e(1= 3l =y [ Al o) s
—epok O (FF (u)) I (4.44)

En ajoutant et en soustrayant le terme epH (t), (4.44) devient

L) 2 [0 a) = s+ ) 557 | H @R ) + e 1)l + epH ()
o5 = nu) = (1= 32) el + =5 =) [ RN s - o
vegr(t) [ P, ))dp — k" O(F (). (1.45)
Observons que

(Ba—n == ) it —pt0 > (Ba—- - 22) A

h A2
# (b= - 4= 1) 300k - oo
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4.3. EXPLOSION DE LA SOLUTION EN TEMPS FINI

ou A; est défini dans le lemme 4.2. De (4.29), il s’ensuit que

p hO p ho
(Ba—no == ) 1t~ (B0 - o) - - 20)) Gl + €4
A= A3
AP
fait que v > %, on trouve

ou 01:

, en utilisant le lemme 4.2, on a C} > 0. De plus, en utilisant (4.27) et le

ho

(ga —ho) — (1 — 47)) A2 — pEy > 0.

D’autre part, pour estimer le dernier terme dans le second membre de I'estimation (4.45),

on exploite l'inégalité algébrique suivante :

1
a9§a+1§(1—|—6)(a—|—b), Va>0, 0<0<1, b>0, (4.46)

1
avec a = F(u), C =1+ H{0)’ b= H(0) et 0 = a(m — 1) 4+ *, alors la condition (4.35)

implique que 0 < 6 < 1. Par conséquent,
(Fw)’ < C

< C

Insérant la derniere estimation dans (4.45), on arrive a

m—1
C

+5<g<1 o)~ 1 - g))qmnuna re(B=a) [T Rt 12 ds

+etr(t) | " Do ))dp + s[pH(t) N ) <ﬁ(u) + H(t))] |

L) > |- a) = e(u + ) " G875 [H OB () + (5 4+ 1)

Comme

de plus, pour p satisfait p > min{2,2v}, on a

P ho) P
Z(1—he)—(1-2 - .
2( 0) ( ™ > 0, 5 >0

212C3
p

1
A ce point, on choisit & > ( )"” suffisamment grand de sorte que

D) 2 [(=a) = el + )™ 5675 H O + Kl + Fallul}
s [ B ) s + Kigr(d) [ (00, 0)dp
VK (F(u) + H(E)). (4.47)

108



4.3. EXPLOSION DE LA SOLUTION EN TEMPS FINI

Encore, on choisit € assez petit de sorte que

§m1 > 0,

(1= 0) = elm + =) ™5

Hia(O) + €<U1,UO> > 0.

Ainsi, pour certain K > 0, Uestimation (4.47) devient
Lo > Kl sl + OGRS+ F

+H(t) +&7(t) /01 P(z(p, t))dp). (4.48)

D’ou
L(t) > L(0) > 0.

En outre, I'utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
(ur, w) < Jluell lullv,
L’inégalité de Young découle
1 i £
ey )7 < C(Jull 75 + ol ),

pour 1/, 4+1/py = 1. En prenant 3; = 2(1—«) ce qui donne fo/(1—a) =2/(1-2a) <p
Encore une fois, en utilisant (4.35) et (4.46), il résulte

2
([ully) 7= < e (ully + H(#)),
par (4.12), on obtient
_1
[(ur, w) |5 < O (HE) + ||wel|* + F (u)) -

Par conséquent,

Lra(t) = (H'™°() +e(u, u )1 -
< o[awuwunl]
< CIH@E) + Jul? + 2 (w)]. (4.49)
De (4.48) et (4.49), on a
L'(t) > ALTa(t), Vte[0.T] (4.50)

avec A est une constante positive ne dépendant que de C' et A\. Une intégration simple de
(4.49) sur (0,¢) donne

o 1
LT (1) > RV vt € [0.7]. (4.51)
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Par conséquent L s’explose en temps fini

1l—«

T'<T'=-——g——.
Aa L™ 7-=(0)

L’estimation (4.51) est valide sur [0, 7] pour tout 7" > 0 fixé, on peut choisir T" tel que
T* < T . En outre, on obtient de (4.48) que

i [l i+ [ MR o

+F )+ H(E) +&r(t) | 19@@,@)@1 _

ce qui est en contradiction avec (4.32). Ainsi, la solution du probleme (4.1) s’explose en

temps fini. O
Remarque 4.3. Dans le cas ou E(0) <0, on prend H(t) = —E(t), au lieu de (4.33) et
on utilise les mémes arguments a ceux utilisés dans la preuve du théoréeme 4.2 pour en
déduire que la solution a énergie initiale négative explose en un temps fini.

4.4 Applications

Soit 2 un ouvert borné de R™ avec n > 1 a frontiere réguliere.

4.4.1 Equation des ondes

On considere I’équation d’onde a retard variable avec une mémoire infinie suivante :

ug (1, 1) — Au(z, t) + [ h(t — 8)Au(x, 8)ds + g Jug(z, 1) | 2y (2, 1)
tpalug(z, t — 7(8) 2wy (@, t — 7(8)) = blu(x, t)|P~2u(x, t), Q x (0,400),
u(z,t) =0, 08 x (0, 4+00),
w(t —7(0)) = folt —7(0)), (0,7(0)),
u(z, —t) = up(z,t), w(x,0) =uy(z), Q x [0, +00),
(4.52)
oup >m > 2,b, uy sont des constantes positives et 7 — 7(t) est une fonction représentant
le retard telle que (A2) soit vérifiée. o est un nombre réel satisfait || < ¢ d)T w1 et la

fonction noyau h satisfait (Al). Pour ce systéme, on a le résultat suivant :

Théoreme 4.3. Soient (uo,ul) € [H*(Q)NHYQ) x H} () et fo € H(—7(0),0; L*(2)).

Onsupposeque2<m<p< sin>3et2<m<p<4oosin=1,2. De plus,

2}

+oo p—2
/0 h(s)ds < =127
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ot 7y est une constante positive telle que v > % et

1 +oo
£0) = 5 (lnl3+ (1= mo)[Vuol+ [ h(s)IV7°(s)]3ds)
b £ 40
__ p > m
o+ [ 1) dpd > 0

avec
| 2| (m — 1)
1—-d

Alors, la solution de probléme (4.52) explose en temps fini.

<& < pam — |usl.

Démonstration. Ce probléme entre dans notre cadre abstrait, si on prend H = L?(Q) et
l'opérateur A donné par
A:D(A) — H :u— —Au,

avec D(A) = H*(Q)N H}(Q). L’opérateur A un opérateur linéaire positif auto-adjoint sur
H tel que V = D(A2) = HL(Q) avee ||ully = ||Vull. De plus, les fonctions G, P et F
sont définies par

G(u) = P(u) = |[u|™2u, F(u) = bulP?u.
Ainsi, on a

1, b
P(w) =l Fw) =l

En effet, 'hypotheése (A3) est triviale en prenant [ = m, (A4) peut étre obtenu en utili-
sant I'inégalité de Young. Enfin, I'hypothese (A6) est un résultat direct des injections de

Lebesgue. Le résultat souhaité est établi en appliquant le théoreme 4.2. O

4.4.2 Systeme de Petrovsky

On considere le systeme de Petrovsky suivant avec les conditions de Dirichlet-Neumann

ug (2, 1) + A%u(x,t) — ;7 h(t — s)A%u(x, 8)ds + pyug(z, )

+uga(z)ug(z, t — 7(t)) = blu(z, t)|P2u(x, t), Q2 x (0, +00),
u(z,t) =9 =0, 08 x (0, +00),
u(t = 7(0)) = fo(t = 7(0)), (0,7(0)),
u(z, —t) = uo(z,t), w(x,0) =uy(z), Q x [0, +00),

(4.53)
ou b et uy sont des constantes positives. Les fonctions 7 et h vérifient les hypotheses (A2)

et (A1), respectivement. La fonction a € L*(£) telle que

a(z) >0 a.e. in €.

, . . —d
De plus, le réel s satisfait |us| < mm,
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Théoréme 4.4. Soient (uo,ul) € [HY(Q)NHZ(Q)] x HZ(Q) et fo € HY(—7(0),0; L*(Q)).
Onsupposequ62<p< =,osin>5et2<p<+oo sin<4. De plus

+oo p—2
/0 h(s)ds < P12

ou 7y est une constante positive telle que v > l et

E(0) — (|ru1||2 =Rl Aul3+ [ hs) A (s)]3ds)
_f||uo||p 5/ /OT( fi(x,s)dpdr > 0,

avec

|12 21
< ¢ <
d—1 :

Alors, la solution de probléme (4.53) explose en temps fini.

— |pal.
lalloo

Démonstration. L’opérateur A défini sur D(A) = H4(Q) N HZ(Q) par
Au = A%u, Yu € D(A).

est un opérateur linéaire positif auto-adjoint sur H = L2(Q2) avec V = D(A2) = H2(Q)
et |lully = ||Aul|z. La fonction F' est la méme que celle de la section. 4.4.1, donc, il reste
a vérifier les hypotheses (A3)-(A6), pour

Gu) =u, Pu)=a(r)u, L(u)= /Qa(x)u2dx.

La deuxieme estimation de (A3) est établie en utilisant le fait que a € L*>(Q2), I'hypothese
(A4) peut étre obtenue par l'inégalité de Young et (A6) est un résultat direct de 'injection
de Lebesgue. O]

4.4.3 Equation d’onde avec non-linéarité compacte

Soit le systeme d’onde suivant :

ug (z,t) — Au(z, t) + 7 h(t — 8)Au(z, s)ds + pyus(, t)
psa(x)u(z, t — 7(1)) = ( I K<x,t)u(y,t)2dy)u(x,t), Q x (0, +00),

u(x,t) =0, 00 x (0, +00), (4.54)
uy(t —7(0)) = fo(t — 7(0)), (0,7(0)),
U(ZE, _t) = ( t) Ut<l’ 0) - U1<CL’) Q2 x [O’ +OO)7

ou p > 2, b, uy sont des constantes positives, la fonction 7 — 7(t) vérifie I'hypothese (A2)
et h vérifie (Al). De la méme fagon que (4.53), la fonction a € L>(2) telle que

a(z) >0 a.e. in €.
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d)

et, ug satisfait |us| < Haﬁgﬁ/‘l' K : QxQ — (0,400) est une fonction bornée telle que
K(z,y) = K(y,z) et

a < K(z,y) < B, Veyeq, (4.55)

pour « et 3 des nombres réels positifs.
Théoréme 4.5. Soient (ug,u;) € [H*(Q)NHI(Q)] x H Q) et fo € H' (—7(0),0; L*()).

Supposons que
0 p—1/(29)

ou 7y est une constante positive satisfait v > % avec [’énergie initiale donnée comme suit

BO) = 5 (lald+0 = o) Vuolg+ [ hs)IV5(s) s
1

K(z, t)uo(z)*uo(y)*dedy
QxQ

4
—|—§/ a(x) /O fi(x, 8)dpdz > 0,
2 Ja —7(0)
ot 5
|12 <f< H1
llallo

— | o]

Alors, la solution du systéme (4.54) explose en temps fini.

Démonstration. Suite a 'application 4.4.1, opérateur A = —A est un opérateur linéaire
positif auto-adjoint sur H = L%(Q) avec V = D(Az) = HY(Q) et |lully = |[Vul2. Les
fonctions G et P sont définies similaire a celles dans I'application (4.4.2).

Maintenant, on vérifie les hypothéses (A3) et (A6) pour

F(u)(z) = ( /Q K(:c,t)u(y)zdy)u(m), Vo € Q,

pour tout u € HZ(£2). Le potentiel F est donnée par

1

]:(u) - Z QxQ

K(z, t)u(x)*u(y)*dzdy.
Ainsi, (A3) est vérifiée avec p = 4. Pour consulter (A6), on utilise 'hypothese (4.55), il

résulte

ce qui donne (A6). O
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4.4.4 Quelques autres applicatons

Nos résultats sont valables aussi pour les applications dans [38] sans terme mémoire

et la fonction 7 soit indépendante du temps. Dans la suite, p; est un nombre positive et

2 est un nombre réel telles que py > |uz|. Par conséquent, nous avons

1-Systeéme d’onde avec un terme d’amortissement non linéaire

utt(x7 t) - AU([E, t) + ,LL1|Ut(I7 t)lmiQUt(l’, t)

ou p >m > 2, b sont des constantes positives.

2-Systeme de Petrovsky

(@, t) + A%u(x, t) + prug(z, t) ™ 2wy (2, 1)

ou p >m > 2, bsont des constantes positives.

3-Systeme d’onde avec non-linéarité compacte

() — Au(z, t) + prug(x, t) + poug(x, t — 7)

= (Jo K(z, )uly, t)*dy) u(x,1), 2% (0, +00),
u(z,t) =0, 082 x (0, 400),
ue(t —7) = fot —7), (0,7),
u(z, —t) = uo(z,t), w(x,0) =uy(z), Q x [0, +00),

ou K : Q x Q — (0,+00) est une fonction bornée telle que K (z,y) = K(y,z) et

Jo, >0, a<K(zx,y) <p, Vr,yec.
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+pp|ug(x, t — 7(8)|™ 2w (2, t — 7) = blu(w, t)|P2u(x, t), Q x (0, +00),

+M2’ut<x7t - T<t>>|m_2ut(x7t - 7-) = b‘“’('ra t)|p—2u($7 t)? Q x (07 +OO)7

u(z,t) =0, 082 x (0, 4+00),
ut(t_7—> :f0<t_7—)7 (O7T)>
u(x, —t) = up(z,t), ux,0)=u(zx), Q x [0, 4+00),

(4.56)

u(z,t) = g—z =0, 0 x (0, 4+00),
ut(t_T) :fO(t_T)v (077—)7
u(z, —t) = uo(x,t), w(x,0)=uy(z), Q2 x [0, 4+00),

(4.57)

(4.58)



Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons étudié I'existence, la stabilité et I’explosion en temps fini
de la solution de certains problemes d’évolution viscoélastiques abstraites du second ordre
dans des espaces de Hilbert avec un terme retard. Premiérement, on a étudié des équations
d’évolution abstraites linéaires et semi linéaires avec retard et une mémoire infinie et on
a établi la stabilité sous une décroissance exponentielle et arbitraire de la fonction noyau.
Ensuite, pour une classe tres large des fonctions noyaux du terme viscoélastique, nous
avons établi un résultat de stabilité explicite et générale de la solution par la méthode
énergétique et quelques propriétés des fonctions convexes pour un systeme d’évolution
abstrait linéaire avec un retard constant et une mémoire infinie et un systeme viscoélas-
tique abstraite avec un retard dans un terme interne non linéaire d’amortissement et un
terme source non linéaire. Sous certaines hypotheses sur les données initiales et en sup-
posant que le poids de 'amortissement linéaire/non linéaire est plus grand que le poids
du retard, nous avons prouvé l'existence globale, I'unicité et la stabilité de la solution qui
cité ci-dessus pour les deux problemes cités auparavant. Ensuite, nous avons intéressé a
présenter des exemples et des applications illustratifs.

Enfin, nous avons étudié 'existence locale et I’explosion en temps fini d’un probléme
d’évolution viscoélastique non linéaire a retard variable avec une mémoire infinie. Sous
des conditions appropriées, nous avons prouvé l’existence locale en se basant a la théorie
des semi groupes. Puis, nous avons établi I'explosion en temps fini de la solution et nous

avons terminé par exhiber des applications.

Apres la réalisation de ce travail, comme perspective de recherche, il serait intéressant
de réaliser les objectifs suivants :
¢ Avoir des mémes résultats de stabilité obtenus lorsque le terme retard constant est rem-
placé par un terme du retard distribué [5° f(s)u(t — s)ds, ou f est de classe C*(R,, R).
© Avoir les mémes résultats obtenus en éliminant le terme linéaire/non linéaire d’amor-
tissement et garder le retard apparait dans le terme d’amortissement, autrement dit, en
affaiblissant les conditions sur le poids de 'amortissement et le poids du retard.
¢ Considérer d’autres problemes d’évolution abstraits et faire une étude sur l'existence
et le comportement asymptotique de la fonctionnelle d’énergie de la solution en utilisant

d’autre méthode que la méthode énergétique ou dans une variété Riemannienne.
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Appendice

Les prinipaux ouvrages utilisés sont [65], [66], [31], [70] et [76].

Rappels d’analyse fonctionnelle

Définition .1. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé muni de la norme

||.||x, complet pour la distance associée a sa norme.

Définition .2. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la distance

associée & sa norme.

Définition .3. Soient X et Y deux espaces vectoriels sur K (R ou C). On dit qu'un

opérateur A est linéaire si et seulement si
Ve,ye X, Az +vy) = Ax) + Ay),

Vee X, VA e K, A(\x) = MNA(x).

L’ensemble des opérateurs linéaires de X dans Y est noté par L(X,Y).

Remarque .4. Lorsque Y = K(R oaC), L(X,K) est I’ensemble des forme linéaire sur
X.

Définition .4. Soient X et Y deux espaces normés sur K (RouC). Un opérateur linéaire
A défini de X dans Y est dit continu en 25 € X si

Ve>0,30 >0: |z—aollx <d=||A(x) — A(zo)|ly <e.
ou par la définition équivalente : 'opérateur A est continu en xg si
Az, — Az (dansY) dés que z, — zo (dans X)) lorsque n — +00.

L’opérateur A est continu sur G tel que G C X, s’il est continu en chaque point de G.

L’ensemble de tous les opérateurs linéaires continus de X dans Y est noté par L(X,Y).

Théoréme .6. Soient X et Y deux espaces normés sur K (R ouC) et A: X — Y un

opérateur linéaire. Si A est continu en xq, alors A est continu partout.
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Remarque .5. Soit A € L(X,Y), A continu en point 0 si et seulement si A est continu

partout.

Définition .5. Un opérateur linéaire A : X — Y est dit borné s’il existe une constante
positive M, telle que
Ve X, [Al)lly < M|=|x.

Proposition .1. La plus petite constante des M est la norme de A.

Alx
1Al = sup 2O _ s Ay = s 4@
w0 |[zllx  je= 2| <1 20

Définition .6. Le graphe d'un opérateur linéaire A : X — X est le sous-espace de
X XY donné par
G(A) = {(x,A:v) € D(A)} CX XY

Définition .7. On dit que I'opérateur A : X — Y est fermé si son graphe G(A) est un
fermé de X x Y.

On donne une caractérisation des opérateurs fermés par la suite dans la définition

suivante :

Définition .8. On dit que l'opérateur A est fermé si toute suite (z,)neny d’éléments de

D(A) converge vers x telle que la suite (Az,),en converge vers y et on a :
r€D(A) et y=Ax

Théoréeme .7. Soit X un espace normé et Y un espace de Banach, alors L(X,Y) est un

espace de Banach.
Théoréme .8. Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement s’il est borné.

Théoréme .9 (Banach-Steinhaus). Soient X et Y deux espaces de Banach, soit (A;)jes
une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateur linéaire continue de X dans
Y. On suppose que

sup ||[Ajz|[y < oo, Ve X,

jes

alors

sup || A, zx,yy < o0.
jeJ

Autrement dit, il existe une constante C' telle que

Asally < Cllellx ¥reX, Ve
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Définition .9. Soit X un espace normé sur K, on appel dual topologique de X I'espace

vectoriel des formes linéaires continues de X dans K. Cet espace est noté par X'.

Théoreme .10. Soient X, Y deux espaces de Hilbert et soit A : X — Y un opérateur
linéaire borné, alors il existe un opérateur linéaire borné unique noté A* : Y* — X* tel
que

Vee X, VyeY (Ax),y) = (z,A"(y)).
Définition .10. L’opérateur A* s’appelle ’adjoint de A.

Définition .11. Un opérateur A dans un espace de Hilbert est dit symétrique si A C A*,
c’est-a-dire,
D(A) C D(A"), Au=A'u pour u € D(A).

Il est claire que A est symétrique si et seulement si
(Au,v) = (u, Av) pour u € D(A).
Définition .12. Si A* = A, 'opérateur A est dit auto-adjoint.

Définition .13 (Opérateur positif). Soient X un espace de Hilbert et A un opérateur
linéaire défini sur un espace de Hilbert X dans lui méme, on dit que A est un opérateur

positif, et on le note par A > 0, si pour tout ¢ € X on a

(Ap, @) x > 0.

Définition .14 (Racine carrée d’un opérateur). Soit A un opérateur linéaire positif sur
un espace de Hilbert X dans lui méme alors, 'opérateur positif R est dit racine carrée de

lopérateur A si

A=R? ouencore R= VA.

Définition .15. On définie I'espace de Hilbert X1 = D(A2) muni de la norme ||u||% =

|A2u|| qui donnée par

<u,v>% = (A%u,A%v% Yu, v € Xz, (59)

Remarque .6. Siu € D(A), alors (59) s’écrit par

(u, v>% = (Au,v).

Théoréme .11 (Hellinger—Toeplitz). Un opérateur symétrique dans un espace de Hilbert

est un opérateur borné.
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Les espaces fonctionnels

Soit © un ouvert de R", n > 1, on note D(2) ou C§°(2) l'espace des fonctions a
valeurs réelles, infiniment dérivables sur €2 et & support compact contenu dans € et LP(£2)
I'espaces de Lebesgue, pour 1 < p < +o00. D'(Q) est 'espace vectoriel des distributions
dans Q avec H™(Q2) est I'espace de Sobolev, pour m € N.

Définition .16. Soit (X, ||.|| ) un espace de Banach réel. On définit I’espace C(0,7’; X)
par
c0,7;X)={f :(0,T) - X ; avec f continue },

muni de la norme

= t .
HUHc(o,T;X) tgﬁ% [Ju (t)]l

Définition .17. On dit qu'une fonction f : (0,7) — X est fortement dérivable en

to € (0,7) s'il existe un élément

df :
%(to) € X telle que }g%

i (- - % )

=0.
dt

X

d
d]; (to) est appelé la dérivée forte de f en t.

Définition .18. Soit 0 < T' < oo et soit (X, ||.|| ) un espace de Banach réel. On note par
D(0,T; X), 'ensemble des fonctions continues a support compact dans (0,7) a valeurs
dans X.

Définition .19. Une fonction f : (0,7') — X est dite intégrable s’il existe une suite de
fonctions (f,,)nen appartenant & D(0,T; X) telle que

i [ 17 (5) = £ () ds = 0.

n—oo

Théoréme .12. (Bochner)
Une fonction f : (0,T) — X mesurable est intégrable si et seulement si ’application
t € (0,7) = ||f(t)|lx € RT, est intégrable, dans ce cas

H/OTf(s) ds | < /0T||f(s)||Xd3_

Définition .20. Soit 1 < p < oo. L’espace de Lebesgue LP(0,T; X) est I’ensemble des
classes de fonctions f : (0,7) — X mesurables, telles que 'application ¢ — ||f (¢)||

appartient a LP(X). 'espace LP(0,T; X) est un espace normé muni de la norme

r :
Hfhmmxy—</WﬁW§ﬁ)-
0
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Pour p = oo,
L>0,7;X)={f : (0,T) = X; mesurableet 3IC >0 : ||f(t)|x <C pp},
muni de la norme
1~z = mE{C > 05 [f®)lx <C pp te (0,7)).

Proposition .2.
1. L*(0,T; X) est un espace de Banach, pour (1 < p < 00).

2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire { ., . )x, alors L*(0,T;X)

est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

T
<U v Lz(OTX / th
0

3. Pour1<q<r<oo,onal(0,T;X)— L%0,T; X) avec injection continue.

Définition .21. Soit u, w € L'(0,T; X). La fonction w s’appelle la dérivée généralisée
d’ordre n de u sur (0,7) si

T T
/gp(”)(t)u( n/gp 1 dt Y eD(0,tX).
0 0

Définition .22. L’espace de Sobolev H! (0,7; X) est I'espace des fonctions u : (0,T) —
X telles que

u€ L*0,T;X) et u €L*0,T;X).

L’espace H' (0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

1/2
lell o) = (Il 2oy + 111 c2oirixy)
Etant donnés un entier m > 2 , on définit par récurrence l’espace
H™(0,T;X) = {ue H" ' (0,T;X); ' € H" ' (0,T; X)},

muni de la norme

HU’HHm(O,T;X) = HuHLQ(O,T;X) + Z:l Hu(a) L2(0,T;X) :

0
Proposition .3. Si f € LP(0,T;X) et 8{ € LP(0,T;X) avec (1 < p < o0), alors f
est aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,T) continue de

0,7] — X.
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Lemme .3 (Gronwall). Soit g € C(0,T;R) telle que g(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit
a>0.85¥eC(0,T;R) est une fonction telle que :

U(t) <a+ /OTg(s)\I/(s)ds, vVt € [0,T].

Alors
U(t) < aexp(/o g(s)ds), Vtel0,T].

Semi groupes uniformément continus

Définition .23. Soit X un espace de Banach et soit {T(t)}:>o une famille d’opérateurs
linéaires bornés de X dans X. On dit que {T'(¢)}+>0 est un semi groupe d’opérateurs
linéaires bornés sur X si

1. T(0) = Id, (Id est opérateur d’identité dans X)

2. T(t+s)=Tt)T(s), Vt,s>0.

Définition .24. On dit qu'un semi groupe {7'(¢)}+>o d’opérateurs linéaires bornés sur X

est uniformément continu sur X, s’il vérifie
iy | T\(¢) ~ 1d] = 0.

Définition .25. On appelle générateur infinitésimal d’un semi groupe {7'(t)}:>0, 'opé-
rateur linéaire A : D(A) C X — X défini par

T(t)r —
D(A) = {:c €X, lim Itz -z existe dans X},
t—0+t
et Tt
Av = tim LD pa).
t—0+ t t=0

Corollaire .1. Soit {T'(t)}i>0 un semi groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires

bornés, alors
1. Il existe une constante w > 0 telle que | T(t)| < e“*.
2. Il existe un unique opérateur linéaire borné A telle que T(t) = et4.
3. L’opérateur A définie dans le point 2 est un générateur infinitésimal de {T'(t) }+>0-

4. L’application t — T'(t) est différentiable, et on a

dr(t) _
T = AT() = T(1)A.
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Semi groupes fortement continus

Dans la suite, on suppose que A est un opérateur linéaire borné de X dans X.

Définition .26. Un semi groupe {7'(t)}+>o d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit

fortement continu si
lim | T(t)r —z||x =0, Vze X.

t—0t

Un semi groupe fortement continu sur X est appelé semi groupe de classe Cy ou Cy—semi

groupe.

Définition .27. La borne de croissance d'un Co—semi groupe {7T'(t)}:>o est le nombre
wo(T") défini par
i 1
(M) = it log [T,

te(0,00

Remarquons que wy(7T') € [—o0, 00).

Proposition .4. Soit {T'(t)}+>0 un Co—semi groupe sur X, telle que wo(T') < 0. Alors

) 1
1. wo(T) = limy 00 i log | T(t)]|-
2. Pour tout w > wy(T), il existe M,, € [1,400) tel que

T < M,e*, Vte[l,0)
3. L’application t — T (t)x est continue de Rt dans X .

Définition .28. On dit qu’'un Cy—semi groupe est exponentiellement stable, si
Wo (T) < 0.
On donne quelques propriétés sur les Cy—semi groupes.

Théoréme .13. Soient {T'(t)}+>0 un Co—semi groupe et A son générateur infinitésimal,
alors
1. Pourz e X,
1 [t+h
}llii% ) T(s)xds =T(t)x.

2. Pour x € X, alors [} T(s)xds € D(A), et on a
¢
A/ T(s)xds =T(t)r —x, Vt>0.
0

3. Pour x € D(A), alors T(t)x € D(A) et on a

d
%T(t)x =AT(t)x =T(t)Az, Vt>0.
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4. Pour x € D(A),
T(t)e —Tis)e = | "T(r) Azdr = / " AT (7)zdr

Théoréme .14. Soient {T'(t)}+>0 un Co—semi groupe et A son générateur infinitésimal,

alors

1. D(A) = X,
2. A est un opérateur fermé.

Théoreme de Lumer Phillips

Dans ce paragraphe, on présente une caractérisation concernant les Cy—semi groupes
de contractions. Il s’agit du théoréme de Lumer Phillips. On commence par donner

quelques préliminaires.
Définition .29. On dit qu'un Cy—semi groupe {T'(t)}+>o est de contraction si
IT@#) <1, Vt>0.

Définition .30. Soit X un espace de Banach muni de le norme ||.||, et soit X' I'espace

dual du X, posons
* ! * 2 * (12
F(a)={2* € X' (z,a") = o = "|I"}
Définition .31. On dit que l'opérateur A : D(A) C X — X est dissipatif si pour tout
z € D(A), il existe z* € F(z), tel que

Re(Ax,z*) <O0.

Proposition .5. Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est dissipatif si et seulement

st pour tout A >0 on a
|(Ald — A)z||x > N|z|lx, VzeD(A).
Théoréme .15 ( Lumer-Phillips). Soit A un opérateur linéaire d domaine D(A) dense

dans X.
1. Si A est dissipatif et s’il existe \g > 0 tel que Im(Ngld— A) = X, alors, A est un

générateur infinitésimal d’'un Co—semi groupe de contraction sur X.

2. Si A est un générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe de contraction sur X,
alors, Im(Xld — A) = X, pour tout A > 0 et A est un opérateur dissipatif. De
plus, pour tout x € D(A) et tout x* € F(x), on a Re(Ax,xz*) < 0.
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Théoréme .16. Soit A un opérateur dissipatif avec Im(Aold — A) = X. Si X est un

espace réflexif, alors D(A) = X.

Le théoreme suivant, donne la perturbation d’un Cy—semi groupe par un opérateur

linéaire continu.

Théoréme .17. Soient X un espace de Banach et A un générateur infinitésimal d’un
Co—semi groupe {T'(t) }1>0 qui satisfait, pour tout t > 0, ||T(t)|| < Me**, ou M et w sont
des constantes positives. Si B est un opérateur linéaire continu dans X, alors, A+ B est
un générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {S(t) >0 dans X et il satisfait ||S(t)|| <
M e(w+M]|Bl)t

Equation d’évolution non linéaire

Soient X un espace de Banach et A : D(A) C X — X est un opérateur linéaire qui

engendre un Cy—semi groupe {7'(t) }+>o.

Probleme de Cauchy homogéne

Définition .32 (Probléme homogene abstrait de Cauchy). Le probléme a valeur initiale

u'(t) = Au(t), Vt>D0.

iy { WO = Aut)

u(0) = up.
est dit un probléme homogene abstrait de Cauchy associé a A ou t est la variable de
temps, u est une fonction a valeurs dans ’espace de Banach X, avec ug € X est la valeur
initiale.
Définition .33. Une fonction u : [0,7[— X est dite solution "classique' du probléme
(Pl) si

1. u est continue pour ¢ > 0,

2. u est continiment différentiable,
3. u(t) € D(A) pour t > 0, et u vérifie (Py) sur [0, 7]

L’existence et 1'unicité du probleme de Cauchy homogene est donné par le théoreme

suivant.

Théoréeme .18. Soit {T'(t)}+>0 un Co—semi groupe dans X et A son générateur infinité-

simal, alors, pour tout ug € D(A). Le probleme (Py) d une solution unique u vérifiée
u € C(0,400; D(A)) N CH0, +00; X),

donnée par
u(t) =T (t)up, Vt>0.
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Equation d’évolution non linéaire

On considere le probleme d’évolution non linéaire suivant

(PQ){ d(t) = Ault) + f(tult), t> .

u<t0) = Uog,

ou A est le générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(¢) }1>o sur X, et f : [to, T] X

X — X est continu en t et Lipschitzienne en wu.

Remarque .7. Le probléme (P,) n'admet pas nécessairement une solution, s’il existe une

solution, alors cette solution u est de la forme
t

u(t) =Tt —to)ug+ [ T(t—s)f(s,u(s))ds. (60)

to
Définition .34. Une fonction continue u est dite solution "mild" du probléme (P) si elle

vérifiée (60).

L’existence et 'unicité de la solution mild du probléme (P,) est donnée par le théo-

réme suivant :

Théoréme .19. Soit f : [tg,T] x X — X est continu en t dans [to,T] et uniformément
Lipschitzienne sur X . Si A est un générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(t) }1>0
dans X, alors pour tout ug € X, le probléme (P2) admet une unique solution mild u €
C(to, T; X). De plus, lapplication uwy — u est Lipschitzienne de X dans C(to,T; X).

Remarque .8. La condition de Lipschitz uniforme de la fonction f du théoréeme .19

assure [’existence d’une solution mild globale du probléme (P).

Le théoréme suivant donne la version locale du théoréeme .19.

Théoréme .20. Soit f : [0,00[xX — X wune fonction continu en t pour t > 0, et
localement Lipschitzienne en u uniformément en t dans des intervalles bornés. Si A est un
générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe {T'(t)}i>0 dans X, alors pour tout uy € X,

il existe t,,,, < 00 tel que le probleme

<P2>{ W(t) = Au(t)+ f(tu(t), t>to.

U(to) = Ug.-

Admet une unique solution mild u dans [0, tpmez|, de plus sitma, < 00 alors

Jlim[ut)| = oc.
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Théoréme .21 (Régularité). Soit A un générateur infinitésimal d’un Co—semi groupe
{T'(t)} 50 sur X. St f : [to, T] x X — X est continiment différentiable de [to,T] x X dans
X, alors la solution mild du probléme (Ps) avec ug € D(A) est une solution classique de

probléeme (Py).

Remarque .9. La plupart des résultats de paragraphe précédent, dans lesquelles A est
supposé indépendant de t, peuvent étre facilement étendus au cas ou A dépend de t d’une
maniére qui assure l'ezistence d’un systéme d’évolution U(t,s), 0 < s <t < T, pour la

famille {A(t)}.

Définition .35. Soit A le générateur infinitésimal d’'un Co—semi groupe {S(t)}>0 sur
X.Y est A—admissible, si Y est un sous-espace invariant de {S(¢)};>0 et la restriction
{S(t)}i50 de {S(t)}y=0 & Y, est un Cy—semi groupe sur X. Dans ce cas, A la partie de A

dans Y est le générateur infinitésimal de {S(t)};>0 sur X.

Soit A(t) le générateur infinitésimal d’un Cy—semi groupe {Si(s)}s>o sur X. On
considere les hypothéses suivantes :

(H1) {A(t)}ico,r) est une famille stable avec les constantes de stabilité C' et m.

(H2) Y est A(t)—admissible pour ¢ € [0, 7] et la famille { A(t)}sepo.r) des parties A(t)
de A(t) dans Y, est une famille stable en Y avec les constantes de stabilité C et
m.

(H3) Pour t € [0,7], D(A(t)) D Y, A(t) est un opérateur borné de Y dans X et
t — A(t) est continue dans la norme de B(Y, X).

Théoréme .22. Soit A(t), pour t € [0,T], le générateur infinitésimal d’un Cy—semi
groupe {Sy(s)}s>0 sur X. Si la famille {A(t)}iepo,r satisfait les conditions (H1)-(H3),

alors il existe un unique systéme d’évolution U(t,s), 0 < s <t <T dans X.

Remarque .10. On peut remplacer lhypothése (H3) par la condition plus faible suivante :
pour t € [0,T], D(A(t)) DY et A(t) € L'(0,T; B(Y, X)), ot on peut encore contruire un
unique systéme d’évolution U(t,s), 0 < s <t <T dans X.
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