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Domaine : Mathématiques et Informatique.

Filire : Mathématiques.
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Chapitre 1

Introduction et outils

mathématiques

1.1 Plane de mémoire

Le mémoire est composé de trois chapitres :

*Dans le premier chapitre : On rappelle quelques notions d analyse fonctionnelle qui seront

utilisées dans notre travail.

*Dans le deuxième chapitre : Nous utilisons la méthode de Faedo-Galerkine pour prouver

que la solution faible du système considéré existe globalement.

*Dans le troisième chapitre : Nous utilisons la méthode de Lyapunov pour prouver que

lorsque la fonction h est relaxée, l�énergie associée à la solution de notre système décroît vers

zéro à in�, a�n d�étudier le comportement asymptotique de la solution. Le procédé comprend

l�estimation de l�énergie fonctionnelle équivalente.

On dé�nit l�énergie de notre système viscoélastique par :

E (t) =
1

m+ 2
kut (t)km+2m+2 +

1

2
kru (t)k22 +

1

2

0@1� � (t) tZ
0

g (s) ds

1A k�ut (t)k22 � 1p kut (t)kpp(1.1.1)

+� (t) (g ��u) (t) + � (t) � (t)
Z



1Z
0

H ((z (x; k; t))) dkdx
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pour les résultats de stabilité on utilise la méthode des multiplicateurs basée sur la construction

d une fonction de Lyapunov L(t) équivalente l�énergie E(t) qui vérife

�1E (t) � L (t) � �2E (t) (1.1.2)

avec �1;�2 sont deux constantes positives.

*Et à la �n donne une conclusion générale.
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1.1.1 Notation

Dans tout ce qui suit, les notations suivantes serons utilisées.


 : Un ouvert borné de Rn de frontière régulière.

� := (�1; �2; :::; �n) :le vecteur unitaire normal à � orionté vers l�extérieur de 
:

Ck (
) : Espace des fonctions k fois continûment di¤érentiables sur (k entier � 0).

C10 (
) : L�espace des fonctions indéfniment dérivables à support compact.

Lp(
) : Espace de Lebesgue 0 � p � 1:

D0(
) : Espace des distributions.

Wm;p(
);Hm(
) : Espaces de Sobolev, 0 � p � 1; m 2 N;(Hm(
) :=Wm;2(
)).

Wm;p
0 (
);Hm

0 (
) : L�adhérence de C
1
0 (
) dans W

m;p(
) respectivement dans Hm(
):

Hm (
) : Espace de Hilbert

ru =
�
@u
@x1

; @u@x2 ; :::;
@u
@xn

�
: le gradient de la fonction u:

� =
Pn
i=1

@2

@x2i
: Le Laplacien.
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1.2 Introduction

1.2.1 L�importance de l�étude

Les systèmes dynamiques sont un ensomle de phénomènes qui se développent dans le temps et

sont liés les uns aux autres de manière déterministe ou causale. L�étude de la stabilité de ces

phénomènes est très importante dans le développement et la découverte des sciences:

Nucléaire : emballement d�un réacteur de �ssion ou extinction d�un plasma con�né (réacteur

de fusion).

Chimie : emballement d�un réacteur homogène (Bhopal) ou hétérogène (torréfaction bois).

Biologie : systèmes proies-prédateurs (ressources-consommateurs).

Prévision des ressources halieutiques : sardine contre thon (risque d�extinction d�une espèce

de poisson. La surpêche d�une espèce modi�e/rompt l�équilibre sardine-thon).

Systèmes biologiques à évolution rapide : cellule contre virus (plus ou moins de virulent) et

antibiotique contre bactérie (plus ou moins de résistante).

Contrôle-commande : stabilité de la trajectoire d�une fusée, un satellite, d�un avion, . . .

Mécanique des �uides: instabilités variées

Mécaniques: vibrations (élasticité)

Nous utilisons certaines techniques qui permettent la modélisation de ces systèmes en équa-

tions mathématiques qui peuvent être étudiées et représentées, il est à noter dans les études et

recherches récentes que les équations aux dérivées partielles ont été largement utilisées comme

modèles mathématiques pour ces phénomènes en étudiant :

1- Le comportement limite des solutions .

2- La stabilité des solutions par rapport aux conditions initiales.

3- La stabilité des solutions par rapport à des perturbations portant sur l�équation di¤éren-

tielle.

Modéliser l�objet de l�étude dans les problèmes de vibrations des structures élastiques, Le

but de la stabilisation est d�amortir les vibrations grâce à la rétroaction. Par conséquent, il

comprend le mécanisme de dissipation pour s�assurer que l�énergie de la solution est plus ou

moins rapidement réduite à zéro. Plus précisément, le problème de stabilité qui nous intéresse

6



revient à étudier le comportement asymptotique de l�énergie que l�on note lim
t!+1

E(t) , on calcule

sa limite. Si cette limite est nulle, alors chercher une estimation de sa vitesse décroissante vers

zéro.

Les phénomènes de vibration apparaissent dans presque toutes les structures mécaniques.

Plusieurs types de vibrations sont indésirables car ils nuisent au fonctionnement et à la durée

de vie de ces structures. Ils peuvent provoquer des fractures structurelles, des défaillances, de

l�usure et même des dommages. De plus, ils peuvent présenter un danger pour les utilisateurs. Il

existe de nombreuses excitations dynamiques qui provoquent ces vibrations. Ils proviennent soit

de l�environnement extérieur (sol, atmosphère, eau, contact ou impact avec d�autres ouvrages),

soit d�équipements mobiles internes (machines intégrées à l�ouvrage. . . ). L�élimination voire la

réduction de ces vibrations est un problème majeur en ingénierie, particulièrement en robotique.

Les systèmes retards :

D�un point de vue pratique, notamment en sciences de l�ingénieur, on observe que le

phénomène de retard se produit naturellement dans le processus physique. Parmi les princi-

pales sources de retard, on peut citer le temps de réaction des capteurs ou actionneurs, le temps

de transmission des informations, le temps de transmission du matériel ou encore le temps de

mesure. Par conséquent, a�n de se rapprocher du processus réel, une meilleure modélisation

réside dans la conception d�un "système à retard" dans lequel interviennent des équations dif-

férentielles, et son évolution est di¤érente des systèmes ordinaires, et ne dépend pas seulement

de la valeur actuelle instantanée de son variables d�état. ; Font également partie de leurs valeurs

passées. Dans ce cas, il est nécessaire de se remémorer une partie de "l�histoire" du système

pour comprendre son évolution, les chercheurs se sont intéressés aux problémes de stabilisation

avec un terme de retard, les phénoménes de retard (en temps) apparaissent dans de nombreuses

applications comme la biologie , mécanique, encore en automatique, un e¤et de retard peut être

la cause d�instabilité: un retard arbitrairement petit peut déstabiliser le système ou améliorer

la performance du système ( voir [1]; [15]).

Ainsi les problèmes de stabilité des systèmes avec des retards sont d�une grande importance.

Pour obtenir la stabilité de ces systèmes, nous avons fait des hypothèses que nous dé�nirons

plus tard, pour compenser les e¤ets d�instabilité qui peuvent intervenir.
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1.2.2 Types de stabilité :

Il existe di¤érents types de stabilité qui peuvent être étudiés :

1. La stabilité asymptotique forte qui signi e la décroissance de l énergie des solutions vers

zéro, c�est-à -dire ( voir [8]; [6]; [5]) :

E (t)! 0 quand t! +1:

2. La stabilité uniforme, c�est à dire ( voir [10]; [16]; [9]) :

E (t) � Ch (t) ; pour tout t � 0;

:

où C est une constante indépendante de t et qui dépend uniquement des données initiales,

h : IR! IR+ est une fonction continue décroissante qui satisfait

h (t)! 0 quand t! +1;

pour des systèmes linéaires ou non linéaires, ils ont utilisé la méthode des multiplicateurs et la

construction de fonction de Lyapunov.

On peut distinguer la stabilité uniforme :

I) la décroissance exponentielle de l�énergie c est la décroissance la plus rapide,

E (t) � Ce��t pour tout t > 0

où C; �; sont des constantes positives; C dépend uniquement des données initiales, est le

taux de décroissance de l�énergie.

II) la décroissance polynomiale de l énergie,

E (t) � C

t�
pour tout t > 0

où C; �; sont des constantes positives; C dépend uniquement de t:
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III) la décroissance logarithmique,

E (t) � C

log (1 + t)k
pour tout t > 0

où C; k; sont des constantes positives; C dépend uniquement de t:

Dans ce travail, les di¤érents résultats précédents de stabilité uniforme ont été signi�cative-

ment améliorés.

1.2.3 Le problème étudié

Dans ce mémoire, on s�intéresse l�étude de l�existence globale d�une solution faible et la stabilité

d�une équation non linéaire de type Petrovsky viscoélastique :

8>>>>>>><>>>>>>>:

jutjm utt (x; t)�4u (x; t)�4utt � � (t)
tR
0

g (t� s)4us (s) ds

+�1h1 (ut (x; t)) + �2h2 (ut (x; t� �(t))) = jujp�1 u; in 
� ]0;+1[

u (x; t) = 0; on �0 � [0;+1[ ; u (x; 0) = u0 (x) ;

ut (x; 0) = u1 (x) in 
; ut (x;�t) = f0 (x; t)) on 
� [0; 1]

(1.2.1)

où 
 est un domaine régulier et borné de IRn; (n � 1) , m > 0; �1; �2 sont des nombres

réels positifs, u = u(x; t); t � 0; x 2 
, désigne � l�opérateur laplacien par rapport à la variable

x,

.

� L équation du probléme (1:2:1) décrit les vibrations de la exion d une plaque mince avec

une densité variable, dépendante de la vitesse, donnée par le terme jutjm > 0.

� �utt est un terme dispersif .

�
tR
0

g (t� s)4u (s) ds est un terme mémoire dissipatif où h(t) est une fonction de relaxation

continue et décroissante.

� �(t) � �0 > 0 représente fonction de retard variant dans le temps,

9



� �1h1 (ut (x; t)) représente l�amortissement par frottement localisé linéaire

� �2h2 (ut (x; t� �(t))) désigne le terme de retard variable dans le temps

� Les conditions initiales (u0; u1; f0) se voient attribuer des fonctions appartenant à des

espaces appropriés.

1.3 Outils mathématiques

1.3.1 Espace de Banach

Le but de chapitre est de rappeller, sans démonstration, les di¤rents outils d analyse que nous

allons utiliser. Pour plus de détails (voir [3]; [4]).

Dé�nition 1.3.1 Soit E est un espace de Banach, on note E0 son dual, c�est ta dire l�ensemble

des formes linéaires continues sur E.

Notation 1.3.1 Si f 2 E0 et si u 2 E alors l image f(u) est noté par le crochet de dualité

hf; uiE0�E :

Dé�nition 1.3.2 L espace dual de noté E00 s�appelle le bidual de E:

On munit l espace E0 de la norme suivante :

kfk = sup
x2E;kxk�1

jhf; xij

et E00 son bidual, de la norme

k�k = sup
�2E0;kfk�1

jh�; fij

1.3.2 Topologie faible et Topologie faible étoile

Dé�nition 1.3.3 La topologie faible � (E;E0) sur E est la topologie la moins �ne sur E rendant

continues toutes les applications

�f (x) = hf; xi ; f 2 E0:
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Proposition 1.3.1 La topologie faible � (E;E0) est séparée.

Dé�nition 1.3.4 Soit E un espace de Banach. Une suite (xn)n2N 2 E converge au sens de la

topologie faible vers x dans E si

�f (x) = hf; xi ; f 2 E0:

Proposition 1.3.2 Soit (xn) une suite de E, on a

1. ((xn)* x pour � (E;E0)) () (hf; xni ! hf; xi) pour f 2 E0

2. ((xn)* x pour � (E;E0))) kxnk est bornée:

3. Si ((xn)* x pour � (E;E0) et fn ! f dans E0)) (hfn; xni ! hf; xi) :

Proposition 1.3.3 Lorsque E est de dimension nie, la topologie faible � (E;E0) et la topologie

usuelle coincident. En particulier une suite (xn) converge faiblement si est seulement si elle

converge fortement. Ceci n est pas vrai en dimension in�nie.

Nous allons passer maintenant la notion de convergence faible *.

Dé�nition 1.3.5 La topologie faible * sur E0 désignée par � (E;E0) est la topologie la moins

ne rendant continues toutes les applications dé nie sur E0 par :

�f (x) = hf; xi ; f 2 E0; pour tout x 2 E

On note une suite (fn)n qui converge vers f pour la topologie faible �� (E;E0) par fn *� f

Corollaire 1.3.2 Soit E un espace de Banach séparable et soit (fn) une suite bornée dans E0.

Alors il existe une sous-suite extraite (fnk) qui converge pour la topologie faible �� (E;E0).

Proposition 1.3.4 Soit u 2 E, On considère la forme :

fu : E0 ! R

f 7! hf; ui
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Alors fu 2 E00 et

J : E ! E00

u 7! fu

est une isométrie.

Dé�nition 1.3.6 On dit que E est ré�exif si J(E) = E00, On identi�era par la suite E avec

E00.

Remarque 1 La convergence faible dans E0 entra ne la convergence faible * dans E0. La

réciproque est vraie si la espace E est ré�exif.

Dé�nition 1.3.7 La topologie faible �� (E;E0) est séparée.

Proposition 1.3.5 Soit (fn) une suite dans E0: On a les propriétés suivantes :

1. Si f((fn) * f pour � (E;E0)) ) (hf; xni ! hf; xi) pour f 2 E0alors jjfnjjE0 est

bornée.

2. Si fn *f pour la topologie faible �� (E;E0) et si xn ! x fortement dans E alors fn (xn)

! f (x) dans R.

Soit E un espace de Banach ré�exif et (xn)n2N une suite bornée dans E. Alors il existe une

sous-suite (xnk)k2N qui converge faiblement dans E.

On dit que E est séparable s�il contient une partie dénombrable dense dans E.

1.3.3 Espaces de Lebesgue Lp (
)

Dé�nition 1.3.8 Soit 
 un ouvert de Rn; n 2 N� et p � 1, on désigne par Lp (
) l�espace

vectoriel des (classes de) fonctions u : 
 ! R mesurables sur 
 et telle que jujp est intégrable

au sens de Lebesgue sur 
;

Lp (
) =
�
u : 
! R tel que

R

 ju(x)j

p dx < 1
	
, muni de la norme kukp = kukLp(
) =�R


 ju(x)j
p dx

� 1
p :

:

12



Si p = +1, on note L1 (
) l�espace des ( classes de ) fonctions mesurables u : 
! R sur 


et essentiellement bornées sur 
 :

L1 (
) = fu : 
! R tel que 9c 2 R : ju(x)j < c sur 
g

Cet espace est muni de la norme

kuk1 = kukL1(
) = esssup
x2


ju(x)j = finf c tel que ju(x)j < c p.p sur 
g

Proposition 1.3.6 Pour tout p 2 [1;+1] ,Lp (
) est un espace de Banach.

Dé�nition 1.3.9 L�espace Lploc (
) est l�ensemble des fonctions f telles que, pour tout compact

K de 
, on a f=K 2 Lp (
):

Dé�nition 1.3.10 On note D (
) l�espace des fonctions C1 (
) support compact dans .

1. Si p = 2; alors L2 (
) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

hu; viL2(
) =
R

u (x) v (x) dx; u; v 2 L2 (
) :

2. L1 (
) n�est pas ré�exif.

3. Si 1 � p < +1; alors D (
) est dense dans Lp (
):

4. L�espace L1 (
) n�est ni séparable ni ré�exif.

Dé�nition 1.3.11 L1 (
) est le dual de L1 (
) on le note par L1 (
) �
�
L1 (
)

�0.
Par la suite on va donner une caractérisation des convergences faible et faible étoile dans

les espaces Lp (
) lorsque l�ouvert 
 est borné.

1.3.4 Convergence faible et faible étoile dans les espaces Lp (
)

Théorème 1.3.3 Si f 2 L1 (
) véri�e

R

f (x)� (x) dx = 0 ,8� 2 D (
) ) f = 0 p.p sur 
:
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Proposition 1.3.7 Soit (fn)n une suite bornée de L
p (
) pour 1 � p < +1, on peut extraire

de la suite (fn)n une sous-suite faiblement convergente i.e

9 fnk 2 Lp (
) ;9f 2 Lp (
) ;8� 2 Lq (
) ; lim
k!+1

R

fnk�dx =

R

f�dx:

Si 1 < p < +1; la topologie faible � (E;E0) et la topologie faible �� (E;E0) sont équivalentes.

Soit (fn)n une suite bornée dans L
1 (
), on peut extraire de la suite (fn)n une sous-suite

qui converge pour la topologie faible etoiel.

Ce résultat est faux dans L1 (
) (car cet espace n est pas ré�exif), en revanche on a un

résultat similaire dans L1 (
) condition de considérer la topologie * sur cet espace.

Une propriété importante concernant le produit de deux suites convergentes.

Proposition 1.3.8 Soit p 2 [1;+1] et q son conjuqué. Si fn converge fortement vers f dans

Lp (
); et gn converge faiblement vers g dans Lq (
); alors fngn converge faiblement vers

fg dans L1 (
):.

1.3.5 Espaces de fonctions valeurs vectorielles Lp ((0; T ) ; X)

Soient X un espace de Banach,T > 0.

Dé�nition 1.3.12 Soit X un espace de Banach, 1 � p � +1, les espaces de Lebesgue valeurs

dans X sont des espaces de fonctions mesurables, dé�nis par :

Lp ((0; T ) ; X) =

(
u : ]0; T [! X mesurables telle que

TR
0

kukpX dt < +1; p 6= +1
)

munis des normes

kukLp((0;T );X) =
 
TR
0

kukpX dt
! 1

p

pour 1 � p < +1

et

L1 ([0; T ] ; X) =

(
u : ]0; T [! X mesurables telle que sup

t2]0;T [
ess kukX < +1

)

14



où

sup
t2]0;T [

ess kukX = finf c tel que ju(x)j < c p.p t 2 ]0; T [g

munis des normes

kukL1((0;T );X) = sup
t2]0;T [

ess kukX

On dé�nit C ([0; T ] ; X) comme l espace des fonctions u : [0; T ]! X continues.

C ([0; T ] ; X) est dense dans Lp ((0; T ) ; X).

On a les propriétés suivantes :

1. si X est de Banach alors Lp ((0; T ) ; X) est de Banach pour 1 � p < +1;

2. si X est séparable alors Lp ((0; T ) ; X) est séparable pour 1 � p < +1;

3. si X est ré�exif alors Lp ((0; T ) ; X) est ré�exif pour 1 < p < +1;

4. si X ,! Y avec injection continue, alors Lp ((0; T ) ; X) ,! Lp ((0; T ) ; Y ); avec injec-

tion continue.

5. siX ,! Y avec injection compacte, on n a pas forcément Lp ((0; T ) ; X) ,! Lp ((0; T ) ; Y );

avec injection compacte:

1.3.6 Lemme d�Aubin-Lions

Le lemme d Aubin et Lions est un résultat de la théorie des espaces de Banach utilisé pour

l�étude des équations d évolution non linéaires (voir [11]).

Lemme 1.3.1 Soit X0; X1 et X trois espaces de Banach où X0; X1 sont des espaces re�exifs

avec X0 � X � X1 Supposons que l�injection de X0 dans X est compacte et que l�injection de

X dans X1 est continue. Pour 1 <p;q< +1; soit

W = fu 2 Lp ((0; T ) ; X0) =ut 2 Lp ((0; T ) ; X1)g

Alors l�injection de W dans Lp ((0; T ) ; X) est compacte.

Lemme 1.3.2 Soient une fonction u et une suite (un) de Lq (]0; T [� 
); 1 � p < +1 telles

que

kunkLq(]0;T [�
) � C

15



et

un ! u p.p.dans ]0; T [� 


Alors

un * u dans Lq (]0; T [� 
)

Inégalité de Young : (voir [4])

Pour tout p > 1; p <1; 1p +
1
q = 1;

ab � ap

p
+
bq

q
; (a; b) > 0

et

ab � "a2 +
b2

("p)
p
q q
;8 (a; b) � 0

si p = q = 2

ab � "a2 +
b2

4"
;8 (a; b) � 0 (1.3.1)

1.3.7 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels particulièrement adaptés la résolution des

problèmes d équations aux dérivées partielles.

Espaces de Sobolev W 1;p (
)

Soit 
 un ouvert borné de Rn et soit p un nombre réel avec 1 � p < +1:

Dé�nition 1.3.13 On dé�nit l�espace de Sobolev W 1;p (
) par :

W 1;p (
) =
n
u 2 Lp (
) ; telque : @u@xi 2 L

p (
) pour tout i = 1; :::; n :
o
:

où @u
@xi

est la dérivée au sens des distributions, muni de la norme

kukW 1;p(
) =

 
kukpLp(
) +

nP
i=1





 @u@xi




p
Lp(
)

! 1
p

16



qui en fait un espace de Banach.

Remarque 2 Si p = 2;W 1;2 (
) = H1 (
) muni du produit scalaire

hu; viH1(
) = hu; viL2(
) +
nP
i=1

hu; viL2(
)

est un espace de Hilbert.

Espaces de Sobolev Wm;p (
)

Soient un entier m � 2, k 2 N et p un nombre réel avec 1 � p < +1 .

Dé�nition 1.3.14 L espace de Sobolev Wm;p (
) est dé�ni par

Wm;p (
) =
�
u 2 Lp (
) ; telque : Dku 2 Lp (
) , jkj � m

	
où et Dku est la dérivée d�ordre k de u au sens de distributions, muni de la norme

kukWm;p(
) =

0@ 




 Pjkj�mDku







p

Lp(
)

1A 1
p

; pour 1 � p < +1:

kukWm;1(
) = max
jkj�m




Dku



p
Lp(
)

; pour p = +1:

Remarque 3 Si p = 2; Hm (
) =Wm;2 (
) est muni du produit scalaire

hu; viHm(
) =
P
jkj�m

R

D

kuDkvdx; pour tout u; v 2 Hm (
)

:

Proposition 1.3.9 Soit m 2 N et si 1 � p � +1, on a :

1. Wm;p (
) est un espace de Banach;

2. si 1 � p < +1 , alors Wm;p (
) est séparable et uniformément convexe ;

3. Hm (
) est un espace de Hilbert séparable.

Espace de Sobolev

En géneral D (
) n�est pas dense dans Wm;p (
). On note alors l�adhérence de D (
) dans

Wm;p (
):

17



Notation 1.3.4 Soit 
 un ouvert borné de Rn et m 2 N; alors on not:

Hm
0 (
) =Wm;2

0 (
)

H1
0 (
) est un espace de Hilbert, il désigne l adhérence de D (
) dans H

1 (
); muni du

produit scalaire de H1 (
) et de la norme

kukH1
0 (
)

= krukL2(
) + kuk
0
L2(
) :

Théorème d injectionde Sobolev

Théorème 1.3.5 Soit 
 un ouvert borné de Rn on a les inclusions suivantes.

1. Si 1 � p < +1, W 1;p (
) � Lq (
) avec injection compacte pour q 2 [1; p0[et l�injection

continue pour q 2 [1; p0]

où 1
p0 +

1
p = 1

2. Si p = n;W 1;n (
) � Lq (
) avec injection compacte pour q 2 [1;+1[

3. Si p > n;W 1;p (
) � C0
�
�

�
avec injection compacte.

L injection compacte permet de passer de la convergence faible et la convergence forte comme

suit:

Soit fn une suite convergente faiblement vers f dans W 1;p (
): Alors pour une sous-suite

fnk , on a :

1. si 1 � p < n, alors fn ! f fortement dans Lq (
) avec 1 � q < np
n�p :

2. si p = n, alors fn ! f fortement dans Lq (
) avec 1 � q < +1:

3. si p > n, alors fn ! f fortement dans L1 (
).

1.3.8 Formules de Green

Soit 
 un ouvert borné régulier de Rn.

1. Si u 2 H1 (
), on a la formule de Green suivante :

Z


�uvdx =

Z
�

@u

@�
vd� �

Z


rurvdx , pour tout v 2 H1 (
)

:
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2. Si u 2 H2 (
); on a la formule suivante :

Z


(u�v � v�udx) =

Z
�

�
u
@v

@�
� v@u

@�

�
d� , pour tout v 2 H1 (
)

3. Si u; v 2 H4 (
); on a la formule suivante :

Z



�
u�2v � v�2udx

�
=

Z
�

�
u
@

@�
�v � v @

@�
�u+�u

@

@�
��v@u

@�

�
d�

où � = (�1; ::::; �1) est la normale unitaire oriontée vers l extérieurs de

1.3.9 Quelques inégalités utiles.

Inégalité de Holder

Soit uu 2 Lp (
) et v 2 Lq (
); alors uv 2 L1 (
) et on a

kuvkL1(
) � kukLp(
) kvkLq(
) :

Si p = q = 2 appelée l�inégalité de Cauchy-Schwarz.

kuvkL1(
) � kukL2(
) kvkL2(
) :

Nous introduisons d�abord les espaces de Hilbert suivants :

kukL2(
) = kuk2 ; kukH1
0 (
)

= kruk2 ; kukH1
0 (
)\H2(
) = k�uk2

�0 kuk2L2(
) � kuk22;H1
0 (
)

; �1 kukL2(
) � kuk
2
2;H1

0 (
)\H2(
) ; �2 kukH1
0 (
)

� kuk2H1
0 (
)\H2(
) ;

avec � = 1
�1
+ 1
�2
, les constantes �0; �1; �2; � > 0 représentent les constantes de plongement.
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Chapitre 2

Globale existence

Dans ce chapitre, on démontre un résultat d�existence globale d une solution faible pour une

plaque viscoélastique de type Petrovsky §§ avec des conditions aux bords de Dirichlet, en

utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

On utilise les espaces de Sobolev H4 (
), H2 (
) et l�espace de Hilbert Lp (
) avec leurs

produits scalaires et normes habituels. Le premier 0 et l�indice t désigneront la di¤érenciation

temporelle et nous désignons par h; i le produit scalaire dans L2 (
). La constante Ci; i 2 IN

désigne une constante positive générale, qui peut être di¤érente selon les di¤érentes estimations.

Pour montrer notre résultat d�existence globale on fait les hypothéses suivantes :

Soient les fonctions de relaxation g et � on suppose

(H0) g; � IR+ ! IR+ sont des fonctions dérivables non croissantes telles que g et dans C2

et � est une fonction C1 satisfaisant

�0 = 1� � (t)
tZ
0

g (s) ds > b > 0; b0 =

tZ
0

g (s) ds < +1; g(0) > 0 (2.0.1)

(H1) Il existe une fonction dérivable non croissante � : IR+ ! IR+ avec
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� (t) > 0; g0 (t) � �� (t) g (t) ;
���0 (t)�� � � (t) 8t > 0 (2.0.2)

lim
t!+1

�0 (t)

� (t)� (t)
= 0: (2.0.3)

Pour le terme de retard � (t) 2 C1 (0; T ) ; et il existe des constantes positives �0; �1; d telles

que

0 < � 0 (t) � d < 1; 0 < �0 � � (t) � �1; 8T; t > 0 (2.0.4)

(H2) Supposons que m satisfait

8<: 0 < m � +1; n = 1; 2

0 < m � 2
n�2 ; n � 3

(2.0.5)

(H3) h1; IR ! IR est fonction non décroissante de classe C1 et H1; IR ! IR est

convexe, croissante et de classe C1 (IR+) \ C2
�
IR�+

�
satisfaisant

H1(0) = 0 et H1 est linéaire sur [0; "] ou H 0
1(0) = 0 et H

00
1 > 0 sur ]0; "] tel que8<: jh1 (s)j � c2 jsj if jsj � "

h21 (s) � H�1
1 (sh1 (s)) if jsj � "

(2.0.6)

où H�1
1 désigne la fonction inverse de H1 et "; c2 sont des constantes positives.

(H4) h2; IR! IR est une fonction impaire non décroissante de classe C1 (IR) telle qu�il

existe c3;�1;�2 > 0

8<: jh02 (s)j � c3

�1sh2 (s) � H2 (s) � �2sh1 (s)
(2.0.7)

où H2 (s) =
sR
0

h2 (r) dr.

(H5)

�2�2 <
(1� d)
(1� d�1)

�1�1

(H6) Notons par la fonction conjuguée de la fonction convexe dérivable H , c�est-à-dire,
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H� (s) = sup
t2IR+

(st� h (t))

Alors H� est la transformée de Legendre de � , qui est donnée par

H� (s) = s
�
h0
��1

(s)� h
��
h0
��1

(s)
�
if s 2 (0; h0 (r)] (2.0.8)

et satisfait à l�inégalité de Young généralisée

vw � H� (s) + h (w) if v 2 (0; h0 (r)]; w 2 (0; r] (2.0.9)

Lemme 2.0.3 ([7]) ;For �; g; � 2 C1 ([0;+1[ ; IR) , u 2 H1
0 (
) ; on a :

*
� (t)

0@ tZ
0

g (t� s)� (s) ds

1A (t) ; �t (t)
+

= �1
2

d

dt

8<:(g}�) (t)�
0@ tZ

0

g (s) ds

1A k� (t)k2
9=;� � (t)

2
g (t) k� (t)k2

+
� (t)

2

�
g0}�

�
(t) +

�0 (t)

2
(g}�) (t)� �0 (t)

2

0@ tZ
0

g (s) ds

1A k� (t)k2(2.0.10)

et,

tZ
0

h� (s) (g ��u) (s) ; ut (s)i
 =
� (t)

2

0@ tZ
0

g (s) ds

1A k�u (t)k22 � tZ
0

� (s)

2
g (s) k�u (t)k22 ds

(2.0.11)

avec

tZ
0

24� (s)
2

�
g0 ��u

�
(s) +

�0 (s)

2

0@ tZ
0

g (s) ds

1A k�u (s)k22
35 ds = � (t)

2
(g ��u) (t)

�� (0)
2

(g ��u) (0)�
tZ
0

�0 (s) (g � ru) (s) ds

+

tZ
0

�0 (s)

2

0@ rZ
0

g (s) ds

1A k�u (s)k22 ds (2.0.12)
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avec Z



0@ tZ
0

g (t� s) (� (t)� � (s)) ds

1A2 dx � (1� t)C2s (g � �) (t)

(g � �) (t) =
tZ
0

g (t� s) k� (t)� � (s)k2 ds

et

k�k22 =
Z



j� (x; s)j2 dx:

2.0.10 Le problème équivalent

On utilise une technique present par (voir [13]) qui intéresse par l�changement de variable et de

fonction :

z (x; k; t) = ut (x; t� k�(t))

Il est facile de véri�er la relation

� (t) zt (x; k; t) +
�
1� � 0 (t)

�
zk (x; k; t) = 0 in 
� [0; 1]� [0;+1[

Par conséquent, le problème (1:2:1) est équivalent à

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

jutjm utt (x; t)�4u (x; t)�4utt � � (t)
tR
0

g (t� s)4us (s) ds

+�1h1 (ut (x; t)) + �2h2 (ut (x; t� �(t))) = jujp�1 u; in 
� ]0;+1[

� (t) zt (x; k; t) + (1� � 0 (t)) zk (x; k; t) = 0 in 
� [0; 1]� [0;+1[

u (x; t) = 0; on �0 � [0;+1[ ; u (x; 0) = u0 (x) ; ut (x; 0) = u1 (x) in 
;

z (x; 0; t) = ut (x; t) in 
� ]0;+1[ ; z (x; k; 0) = f0 (x;�k�(0)) on 
� [0; 1]

(2.0.13)

2.0.11 la fonction d�énergie du système

en sous suit, on véri�er que la fonction d�énergie associée au système de viscositélastique (2:0:13)

sa donné dans (2:0:14) et aussi décroissante .
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Maintenant inspiré par [6]; [5], On dé�nit l�énergie associée à la solution du système 2:0:13

par

E (t) =
1

m+ 2
kut (t)km+2m+2 +

1

2
kru (t)k22 +

1

2

0@1� � (t) tZ
0

g (s) ds

1A krut (t)k22 � 1p kut (t)kpp
+� (t) (g ��u) (t) + � (t) � (t)

Z



1Z
0

H ((z (x; k; t))) dkdx (2.0.14)

où � (t) est positif tel que

(1� �1)�2
(1� d)�1

< � (t) <

�
�1
�2
� �2

�
(2.0.15)

Cela donne (H5).

Nous avons maintenant l�existence d�une solution globale.

Lemme 2.0.4 Soit 2 � p � �q et max
�
1; �q

�q�1+p

�
� m � �q et (u; z) la solution de (2:0:13) ;

alors la fonctionnelle énergie dé�ni par (2:0:14) satisfait

E0 (t) � �C1
Z


ut (t)h1 (ut (x; t)) dx+ C2

Z


ut (t)h2 (ut (x; t� �(t))) dx

��
0 (t)

2

tZ
0

g(s) k�u (s)k22 ds�
� (t)

2
g(t) k�u (s)k22 +

�0 (t)

2
(g ��u) (t) � 0(2.0.16)

où C1 � (�1 � �2�2 � � (t)�2) et C2 � (� (t) (1� d)�1 � (1� �1)�2)

Preuve. Multiplier la première et la deuxième équation de (2:0:13) par ut , intégrer

la première équation par 
 et la seconde par 
;
R
@
 u (x; t) dx =

R

 u (x; t) dx en utilisant

l�intégration par partie et la formule de Green, en appliquant(2:0:10) , on obtient
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d

dt

�
1

m+ 2
kut (t)km+2m+2 +

1

2
kut (t)k22;
 �

1

p
kut (t)kpp +

1

2
kru (t)k22

�
+�1

Z


ut (x; t)h1 (ut (x; t)) dx+ �2

Z


ut (x; t)h2 (ut (x; t� �)) dx+ � (t)

�
g0 ��u

�
(t)

��0 (t)

0@ tZ
0

g (s) ds

1A k�u (t)k22 � � (t)

2
g(t) k�u (t)k22 +

�0 (t)

2
(g ��u) (t)

�� (t)
Z



��
1� � 0 (t)

�
H2 (z (
; 1; t))�H2 (z (
; 0; t))

�
d
 + �0 (t) � (t)

Z



1Z
0

H2 (z (
; k; t)) dkd
 = 0(2.0.17)

peut être réécrit comme

d

dt

24� (t) (g ��u) (t)� � (t)

2

tZ
0

g (s) ds kut (t)k22

35 = � (t)
�
g0 ��u

�
(t)

��0 (t)

0@ tZ
0

g (s) ds

1A k�u (t)k22 � � (t)

2
g(t) k�u (t)k22 +

�0 (t)

2
(g ��u) (t) (2.0.18)

Et z (x; k; t) = ut (x; t� k� (t)) ; zk (x; k; t) ce qui implique que

� (t) zt (x; k; t) +
�
1� � 0 (t) k

�
zk (x; k; t) = 0 in 
� [0; 1]� [0;+1[ (2.0.19)

En multipliant cette équation en (2:0:19) par � (t)h2 (z (
; k; t)) et en intégrant le résultat sur


� (0; 1), on obtient

� (t) � (t)

Z



1Z
0

zt (x; k; t)h2 (z (
; k; t)) dkd
 = �� (t)
Z



1Z
0

��
1� � 0 (t) k

� @
@k
(H2 (z (
; k; s)))

�
dkd
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En conséquence,

d

dt

24� (t) � (t)Z



1Z
0

H2 ((z (x; k; t))) dkdx

35 = �� (t)

24Z



1Z
0

@

@k

�
1� � 0 (t) k

�
H2 ((z (x; k; t))) dkdx

35
+�0 (t) � (t)

Z



1Z
0

H2 ((z (x; k; t))) dkdx

= �� (t)

24Z



�
1� � 0 (t) k

�
H2 ((z (x; k; t)))

1

c
0
dx

35
+�0 (t) � (t)

Z



1Z
0

H2 ((z (x; k; t))) dkdx

� �� (t)

2664 (1� �
0 (t))

R



H2 ((z (x; 1; t))) dx

�
R



H2 ((z (x; 0; t))) dx

3775

d

dt

24� (t) � (t)Z



1Z
0

H2 ((z (x; k; t))) dkdx

35 � �� (t)
24(1� d)Z




H2 (z (
; 1; t)) d
 �
Z



H2 (z (
; 0; t)) d


35
En intégrant(2:0:17) sur (0; t) on arrive à

1

m+ 2
kut (t)km+2m+2 +

1

2
kut (t)k22;
 �

1

p
kut (t)kpp +

1

2



r2u (t)

2
2

�1

Z



tZ
0

ut (x; t)h1 (ut (x; t)) dtdx+ �2

Z



tZ
0

ut (x; t)h2 (ut (x; t� �)) dtdx

�� (t)
Z



��
1� � 0 (t)

�
H2 (z (
; 1; t))�H2 (z (
; 0; t))

�
d
 + �0 (t) � (t)

Z



1Z
0

H2 (z (
; k; t)) dkd


�
tZ
0

�0 (t)

0@ tZ
0

g (s) ds

1A k�u (t)k22 dt+ tZ
0

� (t)

2
g(t) k�u (t)k22 +

tZ
0

�0 (t)

2
(g ��u) (t) dt

+

tZ
0

� (t)
�
g0 ��u

�
(t) dt

= E (0)
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A partir de la dé�nition de H et en utilisant (2:0:8), on obtient

H� (s) = sh�12 (s)�H
�
h�12 (s)

�
;8s � 0 (2.0.20)

D�où

H� (h2 (ut (x; t� � (t)))) = ut (x; t)h2 (ut (x; t� � (t)))�H (ut (x; t� � (t)))

� (1� �1)ut (x; t)h2 (ut (x; t� � (t))) (2.0.21)

Par(2:0:9) avec v = h2 (ut (x; t� � (t))) et w = ut (x; t)

�2

Z



ut (x; t)h2 (ut (x; t� � (t))) d


� �2

Z



[ut (x; t)h2 (ut (x; t� � (t)))�H (ut (x; t� � (t)))] d
 + �2
Z



H (ut (x; t)) d


� (1� �1)�2
Z



ut (x; t)h1 (ut (x; t)) d
 (2.0.22)

En utilisant(2:0:7), on obtient

� (t)

Z



H2 (z (
; 0; t)) d
 � � (t)�2

Z



tZ
0

ut (x; t)h1 (ut (x; t)) dtd
 (2.0.23)

et,

1� � 0 (t) k < 1� d

,

� (t)

Z



�
1� � 0 (t)

�
H2 (z (
; 1; t)) d
 � � (t)

�
1� � 0 (t)

� Z



tZ
0

ut (x; t)h2 (ut (x; t� � (t))) dtd


� � (t) (1� d)
Z



tZ
0

ut (x; t)h2 (ut (x; t� � (t))) dtd
(2.0.24)
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we obtain En utilisant (2:0:23; 2:0:24; 2:0:22), on obtient

�1

Z



tZ
0

ut (x; t)h1 (ut (x; t)) dtdx+ �2

Z



tZ
0

ut (x; t)h2 (ut (x; t� �)) dtdx

�� (t)
Z



��
1� � 0 (t)

�
H2 (z (
; 1; t))�H2 (z (
; 0; t))

�
d
 + �0 (t) � (t)

Z



1Z
0

H2 (z (
; k; t)) dkd


� (�1 � �2�2 � � (t)�2)
Z



tZ
0

ut (x; t)h1 (ut (x; t)) dtdx

+(� (t) (1� d)�1 � (1� �1)�2)
Z



tZ
0

ut (x; t)h2 (ut (x; t� �)) dtdx (2.0.25)

avec
(1� d�1)
(1� d) �2�2 < �1�1

En combinant (2:0:18); (2:0:19); (2:0:25) et (2:0:15) ensemble, nous obtenons

E (t)� E (0) � �C1
tZ
0

Z



ut (x; t)h1 (ut (x; t)) d
dt� C2
tZ
0

Z



ut (x; t� � (t))h2 (ut (x; t� � (t))) d
dt

+

tZ
0

� (t)
�
g0 ��u

�
(t) dt�

tZ
0

�0 (t)

0@ tZ
0

g (s) ds

1A k�u (t)k22 dt+ tZ
0

� (t)

2
g(t) k�u (t)k22

��
0 (t)

2

tZ
0

g(s) k�u (s)k22 ds+
tZ
0

�0 (s)

2
(g ��u) (s) ds (2.0.26)

Après avoir dérivé, nous obtenons le résultat souhaité(2:0:16).

2.0.12 Existence globale

Dans cette section, nous utilisons l�approximation de Faedo-Galerkin, la méthode de compacité

et le théorème du point �xe. Nous utilisons la méthode de Faedo�Galerkin pour construire la
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solution approximative (1:2:1), que nous établissons dans cette section, est la suivante :

Théorème 2.0.6 Soit u0 2 H4 (
) \ H2
0 (
) ; u1 2 H2

0 (
) ; f0 2 H2
0

�

;H2 (0; 1)

�
)) satis-

faire la condition de compatibilité f0 (:; 0) = u1:. Supposons que (H1)-(H6) tiennent. Alors

(1:2:1)admet une solution faible

u 2 L1
�
[0;+1);H4 (
) \H2

0 (
)
�
; ut 2 L1

�
[0;+1);H2

0 (
)
�
; utt 2 L2

�
[0;+1);H1

0 (
)
�

Preuve. Soit T > 0 , espace V = Vn;on dé�nit aussi pour 1 � j � n, la suite �j(x; n)

comme suit �j(x; 0) = wj(x);l�espace Vn engendré par l�ensemble fwn; n 2 INg est une base de

H2(
) \H2 (�0(
)), on dé�nit aussi pour 1 � j � n, la suite �j(x; n) comme suit �j(x; 0) =

wj(x). On peut alors étendre �j(x; 0) par �j(x; n) sur L
2(
 � [0; 1]) et noter V n l�espace

engendré par f�1; :::�ng; (n = 1; 2; 3; :::). On construit la suite (un (t) ; zn(t)) (n = 1; 2; 3; :::)

bornée dans l�espace séparable (ou ré�exif) , alors admet une faible sous-suite convergente *

uk (t) ; zk(t)) (Alors le problème (1:2:1) admet une unique solution faible) donc par le théorème

de compacité d�Aubin, admet une forte convergente (u (t) ; z(t)) .

On construit des solutions approchées (vn(t); zn(t)) (n = 1; 2; 3; :::) sous la forme

un (t) =

nX
j=1

cn;j (t)wj ; z
n (t) =

nX
j=1

dn;j (t)�j (x; n)

où (un(t); zn(t)) est la solution du problème approché suivant correspondant à (1:2:1). En

utilisant la formule de Green, on en déduit que (un(t); zn(t)) véri�e le système d�EDO suivant :

hjunt j
m untt; wji
 + h�u;�wji
 � h�u

n
tt (x; t) ;�wji
 � � (t)

tZ
0

g (t� s) h�un (s) ;�wji
 ds

+�1 hh1 (unt (x; t)) ; wji
 + �2 hh2 (u
n
t (x; t� �(t))) ; wji


=
D
jun (t)jp�1 un (t) ; wj

E



(2.0.27)

pour j = 1; :::; n. Plus précisement

un (0) =

nX
j=1

cn;j (0)wj ; z
n (0) =

nX
j=1

zn;j (0)�j (x; n) (2.0.28)
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où un (0) =


u0; wj

�
; unt (0) =



u1; wj

�
; j = 1; ::::; n:

évidemment,

un (0)! u0 dans H4 (
) \H2
0 (
) ; u

n
t (0)! u1 dans H2

0 (
) as n!1: (2.0.29)

�
� (t) znt (x; k; t) +

�
1� � 0 (t)

�
znk (x; k; t)

�
'j = 0 (2.0.30)

zn (0)! f0 dans H2
0

�

;H2 [0; 1]

�
; (2.0.31)

En vertu de la théorie des équations di¤érentielles ordinaires, le système(2:0:27� 2:0:31) a

une unique solution locale qui est étendue à un intervalle maximal [0; Tn[ (avec Tn � T ) par

le lemme de Zorn puisque les termes non linéaires dans (2:0:27) sont localement continus de

Lipschitz. Notons que un (t) est de classe C2.

Dans l�étape suivante, nous obtenons des estimations a priori pour la solution du système(2:0:27� 2:0:31),

a�n qu�il puisse être étendu au-delà de [0; Tn[ à obtenir une solution dé�nie pour tout t > 0, en

utilisant un argument de compacité standard pour la procédure de limitation.

Première estimation : Comme les suites uk0;u
k
1 et z

k
0 convergent et d�après (2:0:16) , on

obtient facilement

En savoir plus sur ce texte sourceVous devez indiquer le texte source pour obtenir des

informations supplémentaires

d

dt

�
1

m+ 2




ukt (t)


m+2
m+2

+
1

2
k�un (t)k22 + � (t) (g ��u

n) (t)

�
�1

Z



ukt (x; t)h1

�
ukt (x; t)

�
d
 + �2

Z



ukt (x; t� � (t))h2
�
ukt (x; t� � (t))

�
d
 +

� (t)

2

�
g0 ��un

�
(t)

��0 (t)

0@ tZ
0

g (s) ds

1A k�un (t)k22 + � (t)

2
g(t) k�un (t)k22 +

�0 (t)

2
(g ��un) (t) + 1

2
k�untt (t)k

2
2

=
D
jun (t)jp�1 un (t) ; unt

E



(2.0.32)
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En intégrant(2:0:32) sur (0; t), on arrive à

1

m+ 2




ukt (t)


m+2
m+2

+
1

2
k�un (t)k22 + � (t) (g ��u

n) (t)�
tZ
0

D
jun (t)jp�1 un (t) ; unt

E


dt

+�1

tZ
0

Z



ukt (x; t)h1

�
ukt (x; t)

�
d
ds+ � (t)

�
g0 � run

�
(t) +

tZ
0

Z



ukt (x; t� � (t))h2
�
ukt (x; t� � (t))

�
d
dt

1

2

tZ
0

k�unss (s)k
2
2 ds�

tZ
0

�0 (s)

0@ rZ
0

g (s) ds

1A k�un (s)k22 ds� tZ
0

� (s)

2
g(s) k�un (s)k22 ds

+

tZ
0

�0 (t)

2
(g ��un) (t) dt

=
1

m+ 2




ukt (0)


m+2
m+2

+
1

2
k�un (0)k22

on peut trouver une constante positive C5 indépendante de k telle que Ek (t)� Ek (0)

Ek (t)� Ek (0) � �C3
tZ
0

Z



ukt (x; t)h1

�
ukt (x; t)

�
d
dt� C4

tZ
0

Z



ukt (x; t� � (t))h2
�
ukt (x; t� � (t))

�
d
dt

�
tZ
0

�0 (t)

0@ tZ
0

g (s) ds

1A


�uk (t)


2
2
dt+

tZ
0

�0 (s)

2
(g ��u) (s) ds�

� �C3
tZ
0

Z



ukt (x; t)h1

�
ukt (x; t)

�
d
dt� C4

tZ
0

Z



ukt (x; t� � (t))h2
�
ukt (x; t� � (t))

�

��
0 (t)

2

tZ
0

g(s)



�uk (s)


2

2
ds+

tZ
0

� (t)
�
g0 ��uk

�
(t) dt (2.0.33)

où

Ek (t) =
1

m+ 2




ukt (t)


m+2
m+2

+
1

2




�uk (t)


2
2
+
1

2

0@1� � (t) tZ
0

g (s) ds

1A


ukt (t)


2
2
� 1
p




ukt (t)


p
p

+� (t)
�
g ��uk

�
(t) + � (t) � (t)

Z



1Z
0

H
��
zk (x; k; t)

��
dkdx (2.0.34)
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Soit f(un(t)) = jun(t)jp�1un(t), en appliquant les inégalités de Young, pour obtenir, for all

" > 0

������
tZ
0

hf(un(s)); un(s)i
 ds

������ � 1

"

tZ
0

kf (un (t))k22 ds+ "
tZ
0

kuns (t)k
2
2 ds (2.0.35)

Après avoir dérivé(2:0:34), inséré(2:0:35) dans (2:0:33) et pris " su¢ samment petit, on

obtient

Ek (t) + C3

tZ
0

Z



ukt (x; t)h1

�
ukt (x; t)

�
d
dt+ C4

tZ
0

Z



ukt (x; t� � (t))h2
�
ukt (x; t� � (t))

�
d
dt

� Ek (0) � C5

C5 est une constante positive ne dépendant que de ku0 (t)kH2
0
,ku1 (t)kH1

0
,

we obtain the �rst estimate:

Ek (t) +

tZ
0

Z



ukt (x; t)h1

�
ukt (x; t)

�
d
dt+

tZ
0

Z



ukt (x; t� � (t))h2
�
ukt (x; t� � (t))

�
d
dt

�



ukt (t)


m+2

m+2
+



r2uk (t)


2

2
+
1

2

0@1� � (t) tZ
0

g (s) ds

1A


ukt (t)


2
2
�



ukt (t)


p

p

+� (t)
�
g � r2uk

�
(t) + � (t) � (t)

Z



1Z
0

H
��
zk (x; k; t)

��
dkdx

+

tZ
0

Z



ukt (x; t)h1

�
ukt (x; t)

�
d
dt+

tZ
0

Z



ukt (x; t� � (t))h2
�
ukt (x; t� � (t))

�
d
dt

� C2 (2.0.36)

C2 est une constante positive ne dépendant que de ku0 (t)kH2
0
,ku1 (t)kH1

0
;

Ces estimations impliquent que la solution
�
uk; zk

�
existe globalement dans [0;+1).
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Estimer(2:0:36) donne que

uk is bounded in L1loc
�
(0;+1) ;H2

0

�
ukt is bounded in L1loc

�
(0;+1) ;H1

0

�
H
��
zk (x; k; t)

��
is bounded in L1loc

�
(0;+1) ;L1 (
� (0; 1))

�
ukt (x; t)h1

�
ukt (x; t)

�
is bounded in L1 (
� (0; T ))

ukt (x; t� � (t))h2
�
ukt (x; t� � (t))

�
is bounded in L1 (
� (0; T ))

jun (t)jp�1 un (t) is bounded in ju (t)jp�1 u (t)

Second estimate. Comme ([8]; [6]; [5]). Remplacer wj par ��xwj dans(2:0:27), multiplier

le résultat par cn;j (t), additionner sur j de 1 à n, implique

Z


jun (t)jp�1 un (t)�xunt dx�

Z


junt j

m untt�xu
n
t dx

=

Z


run�xunt dx+

Z


runt (x; t)�xunt dx+

Z


� (t)

tZ
0

g (t� s)run (s) ds�xunt dx

+�1

Z


h1 (u

n
t (x; t))�xu

n
t dx+ �2

Z


h2 (u

n
t (x; t� �(t)))�xunt dx (2.0.37)

et

1

2

d

dt

�
k�run (t)k22 + k�xu

n
t (t)k

2
2 �

1

p
kut (t)kpp

�
�
Z


junt j

m untt�xu
n
t dx

�� (t)
tZ
0

g (t� s)
Z


�run (s)�runt (s) dxds� �1

Z


jrxunt j

2 h01 (u
n
t (x; t))rxunt dx

��2
�
1� � 0 (t)

� Z


rxunt unt (x; t� �(t))h02 (unt (x; t� �(t))) dx

= 0 (2.0.38)

mène à
1

2

d

dt

�
� (t) krzn (t)k22

�
+
1

2

d

d�
krzn (t)k22 = 0 (2.0.39)
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En combinant (2:0:37) et (2:0:38) ensemble, les rendements

1

2

d

dt

24k�xut (t)k22;
 + k�ru (t)k22 � � (t) tZ
0

g (t� s) ds
Z


�run (s)�runt (s) dxds

35
+

Z


jun (t)jp�1 un (t)�xunt dx�

Z


junt j

m untt�xu
n
t dx

+�1

Z


jrxunt j

2 h01 (u
n
t (x; t))rxunt dx+ �2

�
1� � 0 (t)

� Z


rxunt unt (x; t� �(t))h02 (unt (x; t� �(t))) dx

= 0 (2.0.40)

En utilisant la formule de Green, on a

d

dt

Z


junt j

m jrxunt j
2 dx = (m+ 1)

Z


junt j

m unttrxunt dx�
Z


junt j

m untt�xu
n
t dx

En di¤érenciant(2:0:30) par rapport à t, on obtient

� (t) � (t)

Z



1Z
0

ztz (
; k; t) dkd
 +
� (t)

2

Z



1Z
0

�
1� � 0 (t) k

�� @

@k

�
z2 (
; k; s)

�
ds

�
dkd
 = 0

et

�
� (t) zntt (x; k; t) + �

0 (t) znt (x; k; t) +
@

@k
znt (x; k; t) ; 'j

�



= 0 (2.0.41)

en multipliant(2:0:41) par dn;jt (x; k; t), en sommant sur j de 1 à n, il s�ensuit que

1

2

d

dt

h
� (t) kznt (t)k

2
2

i
+
� 0 (t)

2
kznt (t)k

2
2 +

1

2

d

dk
kznt (t)k

2
2 = 0

1

2

d

dt

24� (t) 1Z
0

kznt (t)k
2
2 dk

35+ � 0 (t)

2

1Z
0

kznt (t)k
2
2 dk +

1

2
kznt (
; 1; t)k

2
2 �

1

2
kuntt (t)k

2
2 = 0 (2.0.42)
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On intègre sur (0; 1) pour trouver que

1

2

d

dt

0@� (t) 1Z
0

krzn (t)k22 d�

1A =
1

2

�
krxunt ((
; 0; t))k

2
2 � krxz

n ((
; 1; t))k22
�

(2.0.43)

nous devons calculer d
dt� (t)

tR
0

g (t� s)run (s) ds, qui peut être dérivé comme

d

dt
� (t)

tZ
0

g (t� s)run (s) ds = �0 (t)

tZ
0

g (t� s)run (s) ds+ � (t) d
dt

0@ tZ
0

g (t� s)run (s) ds

1A
(2.0.44)

1

2

d

dt

2664 k�xu
n
t (t)k

2
2 +

�
1� � (t)

tR
0

g (s) ds

�

r2u (t)

2
2
+ � (t)

�
g � r2u

�
(t)� 1

p kut (t)k
p
p

+� (t)
1R
0

krzn (t)k22 d�+ 2
R

 ju

n
t j
m jrxunt j

2 dx

3775
�� (t)

tZ
0

g (t� s) ds
Z


�run (s)�runt (s) dxds+

1

2
krxzn ((
; 1; t))k22

= (m+ 1)

Z


junt j

m untt�xu
n
t dx� �1

Z


jrxunt j

2 h01 (u
n
t (x; t))rxunt dx� k�unt (t)k

2
2

1

2
k�ru (t)k22

��2
�
1� � 0 (t)

� Z


rxunt unt (x; t� �(t))h02 (unt (x; t� �(t))) dx+

� (t)

2

�
g0 ��un

�
(t)

��
0 (t)

2

tZ
0

g (s) ds k�un (t)k22 (2.0.45)

Nous �xons f (un (t)), en appliquant les inégalités de Young, pour obtenir

����� d

dt
f (un (t)) ; unt

�



���� � 1

4�





 ddtf (un (t))




2
2

+ � kunt (t)k
2
2 (2.0.46)

Considérons f (un (t)) = jun (t)jp�1 un (t) and � (zn (t)) = h2 (z
n (t)). évidemment, en utilisant

l�inégalité de Young,
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les derniers termes de(2:0:45) peuvent être estimés comme suit

tZ
0

D
jun (t)jp�1 un (t) ;�uns

E


ds � 1

4�

tZ
0




r jun (t)jp�1 un (t)


2
2
ds+ �

tZ
0

k�runs (s)k
2
2 ds

et,
tZ
0

Z


ju (s)jp�1 u (s)ut (s) dxds �

tZ
0

jju (s)jjp2M
M�2

kut (s)k 2M
3M�Mp+2(p�1)

ds

et
tZ
0

hh2 (zn (t)) ;�uns i
 ds �
1

4�

tZ
0

krh2 (zn (t))k22 ds+ �
tZ
0

k�runs (s)k
2
2 ds (2.0.47)

�2
�
1� � 0 (t)

� Z


rxuntrxunt (x; t� �(t))h02 (unt (x; t� �(t)))

� � krxunt (x; t� �(t))k
2
2 +

(�2C6 (1� d))2

4�
krxunt (t)k

2
2

� � krxunt (x; t� �(t))k
2
2 +

(�2C6 (1� d))2C7
4�

;8� > 0 (2.0.48)

Aussi (voir [12]), nous avons

(m+ 1)

Z


junt j

mruntt (t) ;rxunt (t) dx � (m+ 1)C
m

m+2
+ 1
2

2 krunttk2

� � krunttk
2
2 +

(m+ 1)2C
2 2m
m+2

+1

7

4�
;8� > 0(2.0.49)

En tenant compte de (2:0:49; 2:0:48) dans(2:0:45) on a,
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1

2

d

dt

2664 k�xu
n
t (t)k

2
2 +

�
1� � (t)

tR
0

g (s) ds

�
k�u (t)k22 + � (t) (g ��u) (t)� 1

p kut (t)k
p
p

+� (t)
1R
0

krzn (t)k22 d�+ 2
R

 ju

n
t j
m jrxunt j

2 dx

3775
�� (t)

tZ
0

g (t� s) ds
Z


�run (s)�runt (s) dxds+

�
1

2
� �
�
krxzn ((
; 1; t))k22

+�1

Z


jrxunt j

2 h01 (u
n
t (x; t))rxunt dx

� � krunttk
2
2 +

� (t)

2

�
g0 ��un

�
(t)� �0 (t)

2

tZ
0

g (s) ds k�un (t)k22 + C (�) (2.0.50)

Multiplier le résultat 2:0:27 par cn;jtt , en sommant sur j de 1 à n, implique

Z


junt j

m unttu
n
ttdx+ krutt (t)k

2
2

= �
Z


r2u2unttdx+

Z


runt (x; t)unttdx+ � (t)

tZ
0

g (t� s)
Z


�un (s)�unttdxds

��1
Z


h1 (u

n
t (x; t))u

n
ttdx� �2

Z


h2 (u

n
t (x; t� �(t)))unttdx+

Z


jun (t)jp�1 un (t)unttdx(2.0.51)

en multipliant 2:0:41 par dn;jt (x; k; t), en sommant sur j de 1 à n, il s�ensuit que

1

2

d

dt

h
� (t) kznt (t)k

2
2

i
+
� 0 (t)

2
kznt (t)k

2
2 +

1

2

d

dk
kznt (t)k

2
2 = 0

et

1

2

d

dt

24� (t) 1Z
0

kznt (t)k
2
2 dk

35+ � 0 (t)

2

1Z
0

kznt (t)k
2
2 dk +

1

2
kznt (
; 1; t)k

2
2 �

1

2
kuntt (t)k

2
2 = 0 (2.0.52)
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On intègre sur (0; 1) à et que

1

2

0@� (t) 1Z
0

kzn (t)k22 d�

1A+ 1
2
kzn ((
; 1; t))k22 =

1

2
krxunt ((
; 0; t))k

2
2 (2.0.53)

Somme 2:0:51 et 2:0:53, on obtient

Z


junt j

m unttu
n
ttdx+ krutt (t)k

2
2 +

1

2

0@� (t) 1Z
0

kzn (t)k22 d�

1A+ 1
2
kzn ((
; 1; t))k22

= �
Z


�ununttdx+

Z


runt (x; t)unttdx+ � (t)

tZ
0

g (t� s)
Z


�un (s)�unttdxds

��1
Z


h1 (u

n
t (x; t))u

n
ttdx� �2

Z


h2 (u

n
t (x; t� �(t)))unttdx+

Z


jun (t)jp�1 un (t)unttdx(2.0.54)

En utilisant l�inégalité de Young, le membre de droite de 2:0:54 peut être estimé comme suit :

Z


�2ununttdx � � krunttk

2
2 +

1

4�
kr�unk22

et

������� (t)
tZ
0

g (t� s) hrun (t) ;runtt (t)i
 ds

������ � c0 kruntt (t)k
2
2 +

� (t)

4�

tZ
0

g (t� s) hrun (t) ;runtt (t)i
 ds

� c0

4�
krunt (t)k

2
2 + c

0�


g00



L1

tZ
0

g
00
(t� s) krun (s)k22 ds(2.0.55)

�������0 (t)
tZ
0

g (t� s) h�un (t) ;runt (t)i
 ds

������ � j� (t)j kruntt (t)k2

tZ
0

g
00
(t� s) krun (s)k22 ds

� c0

4�
kruntt (t)k

2
2 + c

0�


g00



L1

tZ
0

g
00
(t� s) krun (s)k22 ds(2.0.56)
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Par l�inégalité de Young, on obtient

�1

Z


untth1 (u

n
t (x; t)) dx � �

Z


junttj

2 dx+
�21
4�

Z


jh1 (unt (x; t))j

2 dx

� �C2s jjunttjj
2
2 +

�21
4�

Z


jh1 (unt (x; t))j

2 dx

�2

Z


untth2 (z

n
t (x; 1; t)) dx � �C2s jjunttjj

2
2 +

�22
4�

Z


jh2 (znt (x; 1; t))j

2 dx

Ainsi, à partir de 2:0:50 et 2:0:56, on obtient

1

2

d

dt

2664 k�xu
n
t (t)k

2
2 +

�
1� � (t)

tR
0

g (s) ds

�

r2u (t)

2
2
+ � (t)

�
g � r2u

�
(t)� 1

p kut (t)k
p
p

+� (t)
1R
0

krzn (t)k22 d�+ 2
R

 ju

n
t j
m jrxunt j

2 dx

3775
�� (t)

tZ
0

g (t� s) ds
Z


�run (s)�runt (s) dxds+

�
1

2
� �
�
krxzn ((
; 1; t))k22

+�1

Z


jrxunt j

2 h01 (u
n
t (x; t))rxunt dx

� �2
(1 + �)

4�
kr�unk22 +

� (t)

2

�
g0 � r�un

�
(t)� �0 (t)

2

tZ
0

g (s) ds k�un (t)k22 + C2 (�)

+
�21
4�

Z


jh1 (unt (x; t))j

2 dx+
�22
4�

Z


jh2 (znt (x; 1; t))j

2 dx (2.0.57)

39



En choisissant su¢ samment petit tel que 1 0, en intégrant sur (0; t) et en utilisant (2:0:2),

on obtient

k�xunt (t)k
2
2 +

0@1� � (t) tZ
0

g (s) ds

1A k�u (t)k22 + � (t) (g ��u) (t)� 1p kut (t)kpp
+� (t)

1Z
0

krzn (t)k22 d�+ 2
Z


junt j

m jrxunt j
2 dx� � (t)

tZ
0

g (t� s) ds
Z


�run (s)�runt (s) dxds

+

�
1

2
� �
� tZ

0

krxzn ((
; 1; t))k22 + �1

tZ
0

Z


jrxunt j

2 h01 (u
n
t (x; t))rxunt dx

� �2
(1 + �)

4�

tZ
0

kr�unk22 +
� (t)

2

�
g0 � r�un

�
(t)� �0 (t)

2

tZ
0

g (s) ds k�un (t)k22 + C2 (�)

+
�21
4�

tZ
0

Z


jh1 (unt (x; t))j

2 dx+
�22
4�

tZ
0

Z


jh2 (znt (x; 1; t))j

2 dx (2.0.58)

Z


jh1 (unt (x; t))j

2 dx �
Z
unt �"

jh1 (unt (x; t))j
2 dx+

Z
unt <"

jh1 (unt (x; t))j
2 dx

�
Z
unt �"

unt h1 (u
n
t (x; t)) dx+

Z


H�1 (unt h1 (u

n
t (x; t))) dx

�
Z
unt �"

unt h1 (u
n
t (x; t)) dx+ cH

�1
�Z



unt h1 (u

n
t (x; t)) dx

�
�

Z
unt �"

unt h1 (u
n
t (x; t)) dx+ c

0H�1 (1) + c00
Z


unt h1 (u

n
t (x; t)) dx

� C8H
�1 (1) + C9

Z


unt h1 (u

n
t (x; t)) dx

� C8H
�1 (1) + c

�
�E0

�
(2.0.59)

et Z


jh2 (znt (x; 1; t))j

2 dx � c0
Z


znt h2 (z

n
t (x; 1; t)) dx � c

�
�E0

�
(2.0.60)
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En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

k�xunt (t)k
2
2;
 + k�ru

n (t)k22 +
tZ
0

kruntt (t)k
2
2;
 + � (t) (g ��u) (t)

+

1Z
0

kzn (x; �; t)k22 d�+
1Z
0

krxzn (x; �; t)k22 d�

� C10 (2.0.61)

On observe que l�estimation(2:0:59) et (2:0:61) qu�il existe une sous-suite
�
uk
	
de fung et

une fonction u et passe à la limite lorsque k !1,

uk ! u faibleme étoile nt dans L1
�
(0; T ) ;H4 (
) \H2

0 (
)
�

(2.0.62)

ukt ! u faiblement étoile dans L1
�
(0; T ) ;H2

0 (
)
�

(2.0.63)

uktt ! utt faiblement étoile dans L2
�
(0; T ) ;H1

0 (
)
�

(2.0.64)

zk ! z faiblement étoile dans L1
�
(0; T ) ;H1

0

�

� L2 (0; 1)

��
(2.0.65)

zkt ! zt faiblement étoile dans L1
�
(0; T ) ;L2 (
� (0; 1))

�
(2.0.66)

De la première estimation(2:0:59) et du lemme 2.1, on déduit

kjunt j
m unttk

2
L2(
�(0;T );L2(
)) �

TZ
0

kjunt j
m unttk

2(m+1)
2(m+1) dt �

�
Csp
�

�2(m+1) TZ
0

k�unt k
2(m+1)
2 dt

�
�
Csp
�

�2(m+1)
C
2(m+1)
3 T

D�autre part, en utilisant l�encastrement

L1 ((0; T ) ;X) ,! L2 ((0; T ) ;X)

du théorème d�Aubin-Lions, (voir ), on déduit qu�il existe une sous-suite
�
uk
	
de fung telle que
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ukt ! ut fortement dans L2
�
(0; T ) ;L2 (
)

�
(2.0.67)

ce qui implique

ukt ! ut fortement presque partout dans 
� (0; T ) (2.0.68)

D�où

���ukt ���m ukt ! jutjm ut fortement presque partout dans 
� (0; T ) (2.0.69)

en utilisant (2:0:67; 2:0:69) et Lions Lemma, nous dérivons

���ukt ���m ukt ! jutjm ut faiblement dans L2
�
(0; T ) ;L2 (
)

�
(2.0.70)

et

zk ! z fortement dans L2
�
(0; T ) ;L2 (
)

�
(2.0.71)

ce qui implique

zk ! z fortement presque partout dans 
� (0; T ) (2.0.72)

Lemme 2.0.5 (voir [6]) Pour tout T > 0,

h1(ut);h2(z(x; 1; t)) 2 L1 (
� (0; T ))

et,

kh1(ut)kL1(
�(0;T )) � K; kh2(z(x; 1; t))kL1(
�(0;T )) � K;

où K est une constante indépendante de t.

h1(u
n
t )! h1(ut) dans L1 (
� (0; T )) ; h2(zn(x; 1; t))! h2(z(x; 1; t)) dans L1 (
� (0; T ))
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De même, nous avons

h1(u
n
t ) ! h1(ut) dans L1 (
� (0; T )) ; (2.0.73)

h2(z
n(x; 1; t)) ! h2(z(x; 1; t)) dans L1 (
� (0; T )) (2.0.74)

D�où

h1(u
n
t ) ! h1(ut) faiblement dans L2 (
� (0; T )) ;

h2(z
n(x; 1; t)) ! h2(z(x; 1; t)) faiblement dans L2 (
� (0; T ))

Ceci termine la preuve.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique

Dans ce chapitre, on étudie la stabilité des vibrations de la �exion et élastique d�une plaque

mince.

Notre probléme est d étudier le comportement asymptotique de la solution (déterminer sa

limite). Si la limite de l�énergie est nulle, donner une estimation de la vitesse de sa décroissance

vers zéro. Tout dépend des hypothéses sur le terme d amortissement.

Il y a divers types de stabilité uniforme. Dans notre cas, on s intéresse la stabilité , c�est

dire

E (t) � Ch (t) ; pour tout t � 0;

où C; sont des constantes strictement positives dépendant uniquement des données.

On démontre dans cette mémoire que le système (2:0:13) est uniformément stable sous

des hypothéses convenables sur les données. Notre résultat principal dans ce paragraphe est

l�estimation de la décroissance de l énergie vers zéro quand t! +1.

Pour prouver les taux de décroissance de l�énergie au problème correspondant, nous dé�nis-

sons la fonction perturbée suivante :

L (t) =M 0E (t) + � (t) (3.0.1)

où

� (t) = � (t) J (t) = � (t) ("1 (t) + "2� (t) + "3' (t)) (3.0.2)
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et

 (t) = � (t)

Z



1Z
0

e�2��(t)H (z (x; �; t)) d�dx

� (t) =
1

m+ 1

Z


jutjm utudx+

Z


ru:rutd


' (t) =

Z



�
�ut �

1

m+ 1
jutjm ut

� tZ
0

g (t� s) (u (t)� u (s)) dsdx (3.0.3)

où M , "1 and "2 are suitable positive constants to be determined later.

Théorème 3.0.7 Soit (u0; u1; f0) 2 H0

(
) � L2(
) \ L4(
) � L2(
 � (0; 1))Supposons que

(H1) - (H1), et (2:0:15) soient véri�és. Alors il existe des constantes strictement positives C0,

� et t1 telles que la solution de(1:2:1) satisfait

E (t) � C0H
�1 (w0 + w1t) (3.0.4)

Lemme 3.0.6 Soit (u; z) être une solution du problème (2:0:13) , alors il existe deux constantes

positives "1; "2 telles que

�1E (t) � L (t) � �2E (t) (3.0.5)

pour M 0 su¢ samment grand

Lemme 3.0.7 Soit J la fonctionnelle dé�nie dans(3:0:3), alors J véri�e

j� (t)j � C10E (t)

où C10 sont des constantes positives.

Preuve.
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On a

j (t)j �

������e�2��(t)
Z



1Z
0

H (z (x; �; t)) d�dx

������
� c� (t)

Z



1Z
0

H (z (x; �; t)) d�dx

� cE (t)

j (t)j � cE (t) (3.0.6)

Grâce aux inégalités de Cauchy�Schwarz, Young et Sobolev�Poincaré utilisant le fait que

kruk2;
 � B kruk2, on a

j� (t)j � 1

m+ 1
kutkm+2m+2 +

(m+ 1)�1

m+ 2
kukm+2m+2 +

1

2
kruk22 +

1

2
krutk22

� 1

m+ 1
kutkm+2m+2 +

(m+ 1)�1

m+ 2

�
Csp
�1

�m+2
k�ukm+22 +

1

2�1
k�uk22 +

1

2
krutk22

� 1

m+ 1
kutkm+2m+2 +

 
(m+ 1)�1

m+ 2

�
Csp
�1

�m+2�2E (0)
1� �

�m=2
+

1

2�1

!
k�uk22 +

1

2
krutk22

� �0 kutkm+2m+2 + �1 k�uk
2
2 +

1

2
krutk22

j� (t)j � �0 kutkm+2m+2 + �1 k�uk
2
2 +

1

2
krutk22 (3.0.7)

et

j' (t)j � �00 kutk
m+2
m+2 + �

0
1 (g ��u) (t) +

1

2
krutk22 (3.0.8)

j' (t)j � 1

m+ 2
kutkm+2m+2 +

1

2
krutk22

+

 
(m+ 1)�1

m+ 2
�m+1

�
Csp
�1

�m+2�4E (0)
1� �

�m=2
+

�

2�1

!
k�uk22

� �00 kutk
m+2
m+2 + �

0
1 (g ��u) (t) +

1

2
krutk22
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Cela donne, en utilisant le fait que � (t) � � (0)

��L (t)�M 0E (t)
�� = j� (t) J (t)j � � (0) jJ (t)j � "1� (t) j (t)j+ "2� (t) j� (t)j+ j' (t)j

� "1� (0)

�
E (t) +

�
"1� (t) �0 + �

0
0

�
kutkm+2m+2 +

1

2
(1 + "1� (t)) krutk22

+�1 k�uk22 + �
0
1 (g ��u) (t) + krutk

2
2

� C11E (t) + C12E (t) � C13E (t)

et �
M 0 � C10

�
E (t) � L (t) �

�
M 0 + C10

�
E (t) (3.0.9)

où , C10 = max (C11; C12; C13) et C12 = "�(0)! ,C13 = "�(0)4! . Ainsi, à partir de la dé�nition de

E (t) et en choisissant M 0 su¢ samment grand, on peut facilement trouver (3:0:5) :

où �1 =M 0 � C10 ,�2 =M 0 + C10.

Ces termine la preuve.

Lemme 3.0.8 Soit L(t) être les fonctions dé�nies dans (3:0:1), alors L(t) satisfait

d

dt
L (t) � �C1E (t) + C2 kh1 (ut)k22 ;8t � 0 (3.0.10)

Preuve. En prenant la dérivée de (3:0:1), on a

d

dt
L (t) =M 0 d

dt
E (t) + "�0 (t) ( (t) + � (t) + ' (t)) + "� (t)

d

dt
( (t) + � (t) + ' (t)) (3.0.11)

Lemme 3.0.9 Soit  ; �; ' être les fonctions dé�nies dans (3:0:3), satisfait

d

dt
 (t) � �2 (t)� �1

Z


z (x; 1; t)h2 (z (x; 1; t)) dx+ �2

Z


u (x; t)h1 (u (x; t)) dx(3.0.12)

d

dt
� (t) � 1

m+ 1
kutkm+2m+2 + �1 krutk

2
2 � k�uk

2
2 + �2 (g ��u) (t)

+
�1
4�

Z


ju (
; t)j2 d
 + �2

4�

Z


jz (
; 1; t)j2 d
 + kutkpp (3.0.13)

d

dt
' (t) � kutk22 � kruk

2
2 + kutk

p
p + � (t) (g ��u:�u) (t)

��1
Z



utud
 � �2
Z



z (
; 1; t)ud
 (3.0.14)
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où �1 = 1�d
�1
e�2�1 ; �2 =

1
�0
; �1 =

�
1� � � � � �C2s

�1
(�1 + �2)

�
; �2 =

�(0)�
4 sont des constantes

positives.

Preuve. Utiliser les problèmes(2:0:10) et (2:0:13) , on a

zt (x; k; t) = � (1�� 0(t))
�(t) zk (x; k; t)

d

dt
 (t) =

d

dt

0@Z



1Z
0

e�2��(t)H (z (x; �; t)) d�dx

1A
=

Z



1Z
0

�
�2�� 0 (t)

�
e�2��(t)H (z (x; �; t)) d�dx+

Z



1Z
0

e��2�(t)
d

dt
H (z (x; �; t)) d�dx

=

Z



1Z
0

�
�2�� 0 (t)

�
e�2��(t)H (z (x; �; t)) d�dx

� 1

� (t)

Z



1Z
0

��
1� � 0 (t)

�
�
� �� @

@�
+ 2� (t)

��
e�2��(t)H (z (x; �; t))

�
+

�
d�dx

= �
�
2�� 0 (t)

�
 (t)� 1

� (t)

Z



2664 e�2��(t)H (z (x; �; t)) (1� � 0 (t) �) dx
1

c
0

+� 0 (t)
1R
0

e���(t)H (z (x; �; t)) d�

3775 dx� 2 �1� � 0 (t) �� (t)

=

�
�
�
2�� 0 (t)

�
� � 0 (t)

� (t)
� 2

�
1� � 0 (t) �

��
 (t)� (1� �

0 (t))

� (t)
e�2�(t)

Z


z (x; 1; t)h2 (z (x; 1; t)) dx

+
1

� (t)

Z


u (x; t)h1 (u (x; t)) dx

= �
�
� 0 (t)

� (t)
+ 2

�
 (t)� (1� �

0 (t))

� (t)
e�2�(t)

Z


z (x; 1; t)h2 (z (x; 1; t)) dx

+
1

� (t)

Z


u (x; t)h1 (u (x; t)) dx

� �2 (t)� �1
Z


z (x; 1; t)h2 (z (x; 1; t)) dx+ �2

Z


u (x; t)h1 (u (x; t)) dx

L�inégalité de Young produit

Z



uh1 (ut) d
 �
�C2s
�1

k�utk22 +
1

4�

Z



jh1 (ut)j2 d
 (3.0.15)
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et Z



zh2 (zt) d
 �
�C2s
�1

k�utk22 +
1

4�

Z



jh2 (zt)j2 d
 (3.0.16)

������
Z



utud


������ � C�2

2
kutk22 (3.0.17)

et ������
Z



z (
; 1; t)ud


������ � C�2

2
kutk22 (3.0.18)

où C est une constante positive, exploitant et l�inégalité de trace implique que, 8� > 0 et c > 0

kuk22 � c� kruk22 � c kruk22 (3.0.19)
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Utilisant(3:0:15� 3:0:19) ,

d

dt
� (t) =

1

m+ 1

�Z


(jutjm ut)0 u (t) dx

�
+

1

m+ 1

Z



jutjm+2 dx+
Z



ruttrudx+
Z



rutrutdx

=

Z


jutjm uttu (t) dx+

1

m+ 1
jjutjjm+2 �

Z



�uttudx+ kruk22

=

Z


(jutjm utt ��uttu (t)) dx+

1

m+ 1
jjutjjm+2 + kruk22

=
1

m+ 1
jjutjjm+2 + kruk22 �

Z



0B@ � jujp�1 ut +42u (x; t)� � (t)
tR
0

g (t� s)42u (s) ds

+�1h1 (ut (x; t)) + �2h2 (ut (x; t� �(t)))

1CA dx

=
1

m+ 1
jjutjjm+2 + kruk22 +

0@1� � (t) tZ
0

g (s) ds

1A k�uk22 + kutkpp
+

Z


� (t)

tZ
0

g (t� s) j4u (t)j j4u (s)�4u (t)j ds+ �1
Z


uh1 (ut (x; t)) dx

+�2

Z


uh2 (ut (x; t� �(t))) dx

� 1

m+ 1
jjutjjm+2 + kruk22 +

0@1� � (t) tZ
0

g (s) ds

1A k�uk22 + kutkpp
� 1

m+ 1
kutkm+2m+2 + �1 krutk

2
2 � k�uk

2
2 + �2 (g ��u) (t)

+
�1
4�

Z


ju (
; t)j2 d
 + �2

4�

Z


jz (
; 1; t)j2 d
 + kutkpp (3.0.20)
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Preuve.

d

dt
' (t) =

Z



d

dt

�
�ut �

1

m+ 1
jutjm ut

� tZ
0

g (t� s) (u (t)� u (s)) dsdx

+

Z



�
�ut �

1

m+ 1
jutjm ut

�
d

dt

0@ tZ
0

g (t� s) (u (t)� u (s)) ds

1A dx

= �
Z


(jutjm utt ��utt)

tZ
0

g (t� s) (u (t)� u (s)) dsdx

�
Z



�
�ut �

1

m+ 1
jutjm ut

�0@ tZ
0

g0 (t� s) [(u (t)� u (s)) + (ru (t)�ru (s))] ds

1A dx

= �
Z



0B@ � jujp�1 ut +42u (x; t)� � (t)
tR
0

g (t� s)42u (s) ds

+�1h1 (ut (x; t)) + �2h2 (ut (x; t� �(t)))

1CA tZ
0

g (t� s) (u (t)� u (s)) dsdx

� C12 kruk22 +

0@1� � (t) tZ
0

g (s) ds

1A k�uk22 + kutkpp + (g � 4u) (t) + �g0 � 4u� (t)
+�1 kh1 (z (x; 0; t))k22 + �2 kh2 (z (x; 1; t))k

2
2 (3.0.21)

d

dt
J (t) = "1

d

dt
 (t) + "2

d

dt
� (t) + "3

d

dt
' (t)

ce qui achève la preuve

Lemme 3.0.10 Soit L(t) être les fonctions dé�nies dans (3:0:1), alors L(t) satisfait

d

dt
L (t) � �C1E (t) + C2 kh1 (ut)k22 ;8t � 0 (3.0.22)

Preuve. En prenant la dérivée de (3:0:1), on obtient

d

dt
L (t) =M 0 d

dt
E (t) + "�0 (t) ( (t) + � (t) + ' (t)) + "� (t)

d

dt
( (t) + � (t) + ' (t)) (3.0.23)
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en utilisant les inégalités

�0 (t)

����Z


uutdx

���� � C2s
�1
�0 (t) kruk22 + �

0 (t)�21 kutk
2
2 (3.0.24)

�0 (t)

����Z


uutdx

���� � C2sB
2

�1
�0 (t) kruk22 + �

0 (t)�21 kutk
2
2;
 (3.0.25)

En combinant (3:0:19); (3:0:24); (3:0:25) , nous avons

d

dt
L (t) = �c1M 0 kutk22;
 � c2M

0 kz (
; 1; t)k22;
 +M
0� (t)

2

�
g0 � ru

�
(t) + ��0 (t)�21 kutk

2
2;


�� (t)

�
�21

�
kutk22 + kutk

2
2;


�
� (1� 2n� �1) kruk22 +

� (t)

4
(g � ru) (t) + kukpp

�

+�� (t)
h
�2 kutk22;
 + �3 kz (
; 1; t)k

2
2;
 + kutk

p
p

i
�M 0�

0 (t)

2

tZ
0

g (s) ds kruk22

+��0 (t)

�
C2s
�1
kruk22 +

C2sB
2

�1
kruk22 + �

2
1 kutk

2
2;


�
� � krutk22 (3.0.26)

nous concluons que

d

dt
L (t) � �� (t)

24 �(t)
4 (g � ru) (t) +

�
c1M
�(0)

0 � �3
�
kz (
; 1; t)k22;
 + kuk

p
p

+�21

�
1 + �0(t)

�(t)

��
kutk22 + kutk

2
2;


�
35

��� (t)
��

c1M

� (0)

0
� �2

�
kutk22;
 +

�
(1� 2n� �1)�

�
C2s
�1

�
1 +B2

�
� �

2

�
�0 (t)

� (t)

�
kruk22

�
�� krutk22 (3.0.27)

Consequently, using the de�nition of the energy (2:0:26), for any positive constant M 0, we

obtain:

d

dt
L (t) � �� (t)

��
c1M

� (0)

0
� �2

�
kutk22;
 +

�
c1M

� (0)

0
� �3

�Z


u (x; t� �) dx+

�
��� (t)

��
(1� 2n� �1)�

�
C2s
�1

�
1 +B2

�
� �

2

�
�0 (t)

� (t)

�
kruk22

�
��� (t)

�
M 0� (t)

4
(g � ru) (t) +

�
M 0

2
� �21

�
1 +

�0 (t)

� (t)

���
kutk22 + kutk

2
2;


��
�� (t)

�
M 0

2

�
kutk22 + kutk

2
2;


�
+ kukpp +

M 0� (t)

4
(g � ru) (t)

�
� � krutk22(3.0.28)
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On �xe d�abord n � �1 > 0 tel que 1 � 2n � �1 > 0 puis on prend M 0 > 0 tel que

c1M
�(0)

0��2 > 0, c1M�(0)
0��3 > 0. Puisque lim

t!+1
�0(t)
�(t) = 0, on peut choisir t0 > 0 su¢ samment grand

pour que

�
M 0

2
� �21

�
1 +

�0 (t)

� (t)

��
> 0;

�
(1� 2n� �1)�

�
C2s
�1

�
1 +B2

�
� �

2

�
�0 (t)

� (t)

�
> 0

En utilisant le Sobolev�Poincaré et tracer des inégalités

kuk22 � C kruk22 ; kuk
2
2;
 � C kruk22

Alors (3:0:28) prend la forme

d

dt
L (t) � �M 0� (t) c�E (t)�

�
M 0� � �M 0� (0)C

�
krutk22 (3.0.29)

+�
M 0� (0)

2
� (t) (g � ru) (t) (3.0.30)

puis, en choisissant � assez petit pour que M 0� � �M 0� (0)C > 0

on obtient
d

dt
L (t) � �M 0� (t) c�E (t) + �

M 0� (0)

2
� (t) (g � ru) (t) (3.0.31)

réglage � = M 0�
�2

, C1 = C�, C2 = �M
0�(0)
2 la dernière inégalité devient

d

dt
L (t) � �� (t)C1E (t) + C2� (t) (g � ru) (t) ;8t � 0 (3.0.32)

Multiplier (3:0:32) par � (t) et en utilisant le lemme , on a

d

dt
L (t) � �� (t)C1E (t) + C2� (t) (g � ru) (t)

� �� (t)C1E (t)� C2� (t)
�
g0 � ru

�
(t)

� �� (t)C1E (t) + C2

0@�2 d
dt
E (t)� �0 (t)

tZ
0

g (s) ds kru (t)k22

1A (3.0.33)
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Puisque � est non croissant, d�après la dé�nition de E (t) et l�hypothèse(2:0:2), on a

d

dt
[L (t) + 2C2E (t)] � �� (t)C3E (t) ; for t > t0

comme on a lim
t!+1

2C2l0�0(t)
�l�(t)�(t) = 0, on peut choisir t1 > t0 tel que C3 = C1 +

2C2l0�0(t)
�l�(t)�(t) pour t > t1

Maintenant, soit � (t) =

8<: L (t) + 2C2E (t) si H est linéaire sur [0; "]

H 0 ("0E (t)) [L (t) + cE (t)] + cE (t) si H 0 (0) > 0;H 00 > 0 sur ]0; "]
.

On peut alors véri�er que

�1E (t) � � (t) � �2E (t) (3.0.34)

où �1, �2 sont deux constantes positives, nous arrivons donc à

Z
jutj>"

jh1 (ut)j2 dx � c1

Z
jutj>"

h1 (ut)utdx � cE0 (t)

Z
jutj�"

jh1 (ut)j2 dx � c1

Z
jutj�"

h1 (ut)utdx � cE0 (t)

En rappelant que H 0 (0) > 0;H 00 > 0; E0 � 0 sur ]0; "] et en utilisant (3:0:34), on obtient

� (t) =

8<: L (t) + 2C2E (t) si H est linéaire sur [0; "]

H 0 ("0E (t)) [L (t) + cE (t)] + cE (t) si H 0 (0) > 0;H 00 > 0 sur [0; "]

d

dt
� (t) =

d

dt

�
H 0 ("0E (t)) [L (t) + cE (t)] + cE (t)

�
= "0E

0 (t)H 00 ("0E (t)) [L (t) + cE (t)] +H
0 ("0E (t))

�
L0 (t) + cE0 (t)

�
+ cE0 (t)

� ��1� (t)E (t)H 0 ("0E (t)) + c3H
0 ("0E (t))H

�1 ��c02E0 (t)�+ c3c2E (t)
� ��1� (t)E (t)H 0 ("0E (t)) + c3� (t)E (t)H

0 ("0E (t))� c02� (t)E0 (t) + c3c2E (t)

� �c� (t)E (t)H 0 ("0E (t)) + c3c2E (t)

� �c� (t)L (t)H2 (L (t)) + c3c2E (t)

� �c� (t)H2 (� (t))

� c� (t)H2 (� (t))
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d

dt
� (t) � �c� (t)H2 (E (t)) pour t > 0 (3.0.35)

� (t) est équivalent à E (t). Par le fait que H�1
2 = �H 0 est croissant on obtient

�
d

dt
� (t)

�
H 0 (� (t)) =

d

dt
(H (� (t))) � c� (t) pour t > 0 (3.0.36)

Une simple intégration sur (0; t) donne

H (� (t)) � c

tZ
0

� (t) + H (� (0)) pour t > 0 (3.0.37)

en exploitant le fait que H�1 est décroissant, on en déduit

� (t) � H�1

0@c tZ
0

� (t) + H (� (0))

1A pour t > 0 (3.0.38)

Par conséquent, en utilisant (3:0:34),nous concluons

E (t) � cH�1

0@c tZ
0

� (t) + H (� (0))

1A 8t > t1

La preuve est complète.
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Conclusion

Dans cette mémoire nous avons étudié la stabilité exponentielle de modéle non linéaire de

plaques minces viscoélastiques en présence d�un terme source avec un retad distribué et un

amortissement structurel. Sous des hypothéses raisonnables sur les données initiales (déplace-

ment u0 et vitesse u1; l�historique de la vitesse f0), sur les fonctions de relaxation h1;h2, sur la

fonction de retad distribué �2 et sur le coe¢ cient d�amortissement �2:

Nous avons démontré :

1- l�existence globale d une solution faible du système considéré dans des espaces fonctionels

convenables.

2- la stabilité exponentielle, en utilisant la méthode des multiplicateurs, c�est dire nous avons

démontré l�existence de deux constantes positives C et k, dépendantes uniquement des données

(u0; u1; f0; h1; h2) telle que l�énergie du sytéme véri�e l�estimation

:
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