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Chapitre 1

Introduction et outils

mathématiques

1.1 Plane de mémoire

Le mémoire est composé de trois chapitres :

*Dans le premier chapitre : On rappelle quelques notions d analyse fonctionnelle qui seront
utilisées dans notre travail.

*Dans le deuxieme chapitre : Nous utilisons la méthode de Faedo-Galerkine pour prouver
que la solution faible du systéme considéré existe globalement.

*Dans le troisiéme chapitre : Nous utilisons la méthode de Lyapunov pour prouver que
lorsque la fonction h est relaxée, I’énergie associée & la solution de notre systéme décroit vers
zéro & infi, afin d’étudier le comportement asymptotique de la solution. Le procédé comprend
I’estimation de I’énergie fonctionnelle équivalente.

On définit I’énergie de notre systéme viscoélastique par :

1

B() = — @+ 1V +5 (1= [a()ds | 18w @1~ lutajy
0

1
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pour les résultats de stabilité on utilise la méthode des multiplicateurs basée sur la construction

d une fonction de Lyapunov L(t) équivalente 'énergie E(t) qui vérife

ME(t) < L(t) < ME () (1.1.2)

avec A1; Ao sont deux constantes positives.

*Et & la fin donne une conclusion générale.



1.1.1 Notation

Dans tout ce qui suit, les notations suivantes serons utilisées.
Q : Un ouvert borné de R"™ de frontiére réguliére.
n:= (n1,M9,...,M,) :le vecteur unitaire normal & I" orionté vers l'extérieur de €.
C* () : Espace des fonctions k fois continiment différentiables sur (k entier > 0).
C° () : L’espace des fonctions indéfniment dérivables a support compact.
LP(Q) : Espace de Lebesgue 0 < p < c0.
D'(Q) : Espace des distributions.
Wm’p( ); H™(2) : Espaces de Sobolev, 0 < p < 1; m € N;(H™(Q) := W™2(Q)).
7P(Q); HIY(RY) : L’adhérence de C° (©2) dans W™P(Q) respectivement dans H™ ().
( ) : Espace de Hilbert
Vu = ( IR 8902 . a,p ) le gradient de la fonction wu.
A=3T" g— : Le Laplacien.



1.2 Introduction

1.2.1 L’importance de I’étude

Les systémes dynamiques sont un ensomle de phénomeénes qui se développent dans le temps et
sont liés les uns aux autres de maniére déterministe ou causale. L’étude de la stabilité de ces
phénomeénes est trés importante dans le développement et la découverte des sciences:

Nucléaire : emballement d’un réacteur de fission ou extinction d’un plasma confiné (réacteur
de fusion).

Chimie : emballement d’un réacteur homogene (Bhopal) ou hétérogeéne (torréfaction bois).

Biologie : systémes proies-prédateurs (ressources-consommateurs).

Prévision des ressources halieutiques : sardine contre thon (risque d’extinction d’une espéce
de poisson. La surpéche d’une espéce modifie/rompt 1’équilibre sardine-thon).

Systémes biologiques a évolution rapide : cellule contre virus (plus ou moins de virulent) et
antibiotique contre bactérie (plus ou moins de résistante).

Controle-commande : stabilité de la trajectoire d’une fusée, un satellite, d’un avion, . . .

Meécanique des fluides: instabilités variées

Mécaniques: vibrations (élasticité)

Nous utilisons certaines techniques qui permettent la modélisation de ces systémes en équa-
tions mathématiques qui peuvent étre étudiées et représentées, il est a noter dans les études et
recherches récentes que les équations aux dérivées partielles ont été largement utilisées comme
modeéles mathématiques pour ces phénomeénes en étudiant :

1- Le comportement limite des solutions .

2- La stabilité des solutions par rapport aux conditions initiales.

3- La stabilité des solutions par rapport & des perturbations portant sur I’équation différen-
tielle.

Modéliser I'objet de I’étude dans les problémes de vibrations des structures élastiques, Le
but de la stabilisation est d’amortir les vibrations grace a la rétroaction. Par conséquent, il
comprend le mécanisme de dissipation pour s’assurer que I’énergie de la solution est plus ou

moins rapidement réduite & zéro. Plus précisément, le probléme de stabilité qui nous intéresse



revient a étudier le comportement asymptotique de I’énergie que 'on note lim E(t) , on calcule
t—-+o00

sa limite. Si cette limite est nulle, alors chercher une estimation de sa vitesse décroissante vers

z€ro.

Les phénomeénes de vibration apparaissent dans presque toutes les structures mécaniques.
Plusieurs types de vibrations sont indésirables car ils nuisent au fonctionnement et & la durée
de vie de ces structures. Ils peuvent provoquer des fractures structurelles, des défaillances, de
I'usure et méme des dommages. De plus, ils peuvent présenter un danger pour les utilisateurs. Il
existe de nombreuses excitations dynamiques qui provoquent ces vibrations. Ils proviennent soit
de I'environnement extérieur (sol, atmospheére, eau, contact ou impact avec d’autres ouvrages),
soit d’équipements mobiles internes (machines intégrées a 'ouvrage. .. ). L’élimination voire la
réduction de ces vibrations est un probléme majeur en ingénierie, particuliérement en robotique.

Les systémes retards :

D’un point de vue pratique, notamment en sciences de l'ingénieur, on observe que le
phénomeéne de retard se produit naturellement dans le processus physique. Parmi les princi-
pales sources de retard, on peut citer le temps de réaction des capteurs ou actionneurs, le temps
de transmission des informations, le temps de transmission du matériel ou encore le temps de
mesure. Par conséquent, afin de se rapprocher du processus réel, une meilleure modélisation
réside dans la conception d’un "systéme a retard" dans lequel interviennent des équations dif-
férentielles, et son évolution est différente des systémes ordinaires, et ne dépend pas seulement
de la valeur actuelle instantanée de son variables d’état. ; Font également partie de leurs valeurs
passées. Dans ce cas, il est nécessaire de se remémorer une partie de "I’histoire" du systéme
pour comprendre son évolution, les chercheurs se sont intéressés aux problémes de stabilisation
avec un terme de retard, les phénoménes de retard (en temps) apparaissent dans de nombreuses
applications comme la biologie , mécanique, encore en automatique, un effet de retard peut étre
la cause d’instabilité: un retard arbitrairement petit peut déstabiliser le systéme ou améliorer
la performance du systéme ( voir [1], [15]).

Ainsi les problémes de stabilité des systémes avec des retards sont d’une grande importance.
Pour obtenir la stabilité de ces systémes, nous avons fait des hypothéses que nous définirons

plus tard, pour compenser les effets d’instabilité qui peuvent intervenir.



1.2.2 Types de stabilité :

Il existe différents types de stabilité qui peuvent étre étudiés :
1. La stabilité asymptotique forte qui signi e la décroissance de | énergie des solutions vers
zéro, c’est-a -dire ( voir [8], [6],[5]) :
E (t) — 0 quand t — +o0.

2. La stabilité uniforme, c’est a dire ( voir [10], [16], [9]) :

E(t) < Ch(t) ; pour toutt >0,

ou C est une constante indépendante de t et qui dépend uniquement des données initiales,

h: IR — IR" est une fonction continue décroissante qui satisfait
h(t) — 0 quand t — +o0,

pour des systémes linéaires ou non linéaires, ils ont utilisé la méthode des multiplicateurs et la
construction de fonction de Lyapunov.
On peut distinguer la stabilité uniforme :

I) la décroissance exponentielle de 1’énergie c est la décroissance la plus rapide,

E(t) < Ce %" pour tout t > 0

ou C,(; sont des constantes positives; C' dépend uniquement des données initiales, est le
taux de décroissance de 1’énergie.

1) la décroissance polynomiale de 1 énergie,

C
E(t) < ;5 powr tout ¢ > 0

ou C, B; sont des constantes positives; C' dépend uniquement de t.



I1I) la décroissance logarithmique,

E(t) < ¢ pour tout ¢t > 0

~ log (1 +t)*

ou C, k; sont des constantes positives; C' dépend uniquement de ¢.
Dans ce travail, les différents résultats précédents de stabilité uniforme ont été significative-

ment améliorés.

1.2.3 Le probléme étudié

Dans ce mémoire, on s’intéresse I’étude de ’existence globale d’une solution faible et la stabilité

d’une équation non linéaire de type Petrovsky viscoélastique :

¢
[ug|™ ug (z,t) — Au(z,t) — Aug — o (t) {g (t — s) Aus (s)ds
Fahy (ug (,8)) + poha (ur (2,6 = 7(2))) = [ufP ™ u, in Q% ]0,+o0] (1.2.1)
u(xz,t) =0, on Ty x[0,+o0],u(x,0) =1ug(z),
up (2,0) =ug (x)  in Q, u (z,—t) = fo(z,t)) on Qx[0,1]

o {2 est un domaine régulier et borné de IR, (n > 1) , m > 0, 4y, pt5 sont des nombres
réels positifs, u = u(x,t),t > 0,z € Q, désigne A Popérateur laplacien par rapport a la variable

z,

L équation du probléme (1.2.1) décrit les vibrations de la exion d une plaque mince avec

une densité variable, dépendante de la vitesse, donnée par le terme |us|"™ > 0.

Auy est un terme dispersif .

¢
Jg(t —s) Au(s)ds est un terme mémoire dissipatif ou h(t) est une fonction de relaxation
0

continue et décroissante.

e 7(t) > 7o > 0 représente fonction de retard variant dans le temps,



o (1 hy (ug (z,t)) représente amortissement par frottement localisé linéaire
o Loho (ug (z,t — 7(t))) désigne le terme de retard variable dans le temps

e Les conditions initiales (ug,u1, fo) se voient attribuer des fonctions appartenant a des

espaces appropriés.

1.3 Outils mathématiques

1.3.1 Espace de Banach

Le but de chapitre est de rappeller, sans démonstration, les diffrents outils d analyse que nous

allons utiliser. Pour plus de détails (voir [3], [4]).

Définition 1.3.1 Soit E est un espace de Banach, on note E' son dual, c’est ta dire l’ensemble

des formes linéaires continues sur E.

Notation 1.3.1 Si f € E' et si u € E alors | image f(u) est noté par le crochet de dualité

<f»U>E/><E-'

Définition 1.3.2 L espace dual de noté E" s’appelle le bidual de E:

On munit | espace E' de la norme suivante :

Il =" sup [(f, )]

zeB,[|lz)|<1

et E" son bidual, de la norme

1]l =" sup [(& f)

SB[ fII<1

1.3.2 Topologie faible et Topologie faible étoile

Définition 1.3.3 La topologie faible T (E, E') sur E est la topologie la moins fine sur E rendant

continues toutes les applications

¢f(x): (f,$>,f€E/.
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Proposition 1.3.1 La topologie faible T (E, E') est séparée.

Définition 1.3.4 Soit E un espace de Banach. Une suite (xy,), oy € E converge au sens de la

topologie faible vers x dans E si

¢y (z) =(f.z),f € E"
Proposition 1.3.2 Soit (z,) une suite de E, on a
1. ((zn) = 2 pour 7 (E,E')) <= ({f,2n) — (f,z)) pour f € E'
2. ((z) = z pour 7 (E, E")) = ||z,| est bornée.
3. 8i ((zn) = z pour 7 (E,E') et fo — [ dans E') = ((fn,2n) — (f, 7)) .

Proposition 1.3.3 Lorsque E est de dimension nie, la topologie faible T (E, E') et la topologie
usuelle coincident. En particulier une suite (x,) converge faiblement si est seulement si elle

converge fortement. Ceci n est pas vrai en dimension infinie.
Nous allons passer maintenant la notion de convergence faible *.

Définition 1.3.5 La topologie faible * sur E' désignée par T (E,E') est la topologie la moins

ne rendant continues toutes les applications dé nie sur E' par :
¢y (x) = (f,z),f € E, pourtoutx € E

On note une suite (fy), qui converge vers f pour la topologie faible *7 (E, E') par f, —=* f
Corollaire 1.3.2 Soit E un espace de Banach séparable et soit (f,) une suite bornée dans E'.
Alors il existe une sous-suite extraite (fy,) qui converge pour la topologie faible 7 (E, E’).
Proposition 1.3.4 Soit u € E, On considére la forme :
fu : E' =R

foe (fu)

11



Alors f, € E" et

J : E—E

u = fu

est une isométrie.

Définition 1.3.6 On dit que E est réflexif si J(E) = E”, On identifiera par la suite E avec
E".

Remarque 1 La convergence faible dans E' entra ne la convergence faible * dans E'. La

réciproque est vraie si la espace E est réflexif.
Définition 1.3.7 La topologie faible *7 (E, E") est séparée.
Proposition 1.3.5 Soit (fn) une suite dans E': On a les propriétés suivantes :

1. Sif((fn) = f pour 7(E,E')) = ({f,zn) — (f,x)) pour f € E'alors jjfnjjE" est

bornée.
2. Si fn *f pour la topologie faible *7 (E, E') et si xn | x fortement dans E alors fn (z,)
' f (x) dans R.

Soit E un espace de Banach réflexif et (z,,),cy une suite bornée dans £. Alors il existe une
sous-suite (y, ),y qui converge faiblement dans £.

On dit que E est séparable s’il contient une partie dénombrable dense dans F.

1.3.3 Espaces de Lebesgue L ()

Définition 1.3.8 Soit Q un ouvert de R",n € N* et p > 1, on désigne par LP (Q2) l’espace
vectoriel des (classes de) fonctions u : Q — R mesurables sur Q et telle que |u|’ est intégrable

au sens de Lebesgue sur €);

LP () = {u: Q — R tel que [, |u(z)|P dz < 1} , muni de la norme [ull, = llull o) =

(Jq lu()| dw)% .

12



Si p = +00, on note L! (Q2) I'espace des ( classes de ) fonctions mesurables u : 2 — R sur {2

et essentiellement bornées sur €2 :
L*(Q)={u:Q—Rtelque Ic e R: |u(z)| < ¢ sur Q}
Cet espace est muni de la norme

ulloo = lull oo () = esssug |u(z)| = {inf ¢ tel que |u(x)| < ¢ p.p sur Q}
re

Proposition 1.3.6 Pour tout p € [1,4o00| ,L” () est un espace de Banach.

Définition 1.3.9 L’espace L} () est l’ensemble des fonctions f telles que, pour tout compact

K deQ,onaf/kelLl(Q):
Définition 1.3.10 On note D () lespace des fonctions C* () support compact dans

1. Si p = 2; alors L? () est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
(u, ) 21y = Ju ( x)dr, u,v € L?(Q).

2. L' (Q) n’est pas réflexif.
3. Sil<p< +oo;alors D (Q) est dense dans LP (£2):

4. L’espace L™ (2) n’est ni séparable ni réflexif.
Définition 1.3.11 L> () est le dual de L* (Q) on le note par L> (2) C (L* (Q))/

Par la suite on va donner une caractérisation des convergences faible et faible étoile dans

les espaces L () lorsque 'ouvert  est borné.

1.3.4 Convergence faible et faible étoile dans les espaces L” (£2)

Théoréme 1.3.3 Si f € L' (Q) vérifie

Jof ( de =0 Yo e D(Q) = f=0 p.psurQ.

13



Proposition 1.3.7 Soit (fy), une suite bornée de LP (Q2) pour 1 < p < 400, on peut extraire

de la suite (f,), une sous-suite faiblement convergente i.e

3 fn, € LP(Q),3f € L (2),Y¢p € LT () ’kEToonf"kgﬁdw = [ofodz.

Sil < p < +o0; la topologie faible T (E, E') et la topologie faible *7 (E, E”) sont équivalentes.

Soit (f»),, une suite bornée dans L' (), on peut extraire de la suite (f,),, une sous-suite
qui converge pour la topologie faible etoiel.

Ce résultat est faux dans L' (Q) (car cet espace n est pas réflexif), en revanche on a un
résultat similaire dans L () condition de considérer la topologie * sur cet espace.

Une propriété importante concernant le produit de deux suites convergentes.

Proposition 1.3.8 Soit p € [1;400] et q son conjuqué. Si f, converge fortement vers f dans

LP(Q); et g, converge faiblement vers g dans L9 (Q); alors fngn converge faiblement vers

fg dans L' (Q):.

1.3.5 Espaces de fonctions valeurs vectorielles L? ((0,7), X)

Soient X un espace de Banach,T' > 0.

Définition 1.3.12 Soit X un espace de Banach, 1 < p < 400, les espaces de Lebesgue valeurs

dans X sont des espaces de fonctions mesurables, définis par :

T
LP((0,7),X) = {u 10,7 — X  mesurables telle que [ ||ul/% dt < +oc0,p # —i—oo}
0

munis des normes

=

T
[l 2o 0,7y, x) = (f [Jull% dt) pour 1 < p < +oo
0

et

L*([0,7],X) = {u 110, T[ — X  mesurables telle que sup ess [july < —i—oo}
t€]0,T'|

14



ol

sup ess |Ju|ly = {infc tel que |u(x)| <c p.pt€]0,T[}
t€]0,T|

munis des normes

HUHLOO((O,T),X) = sup ess |ullx
t€]0,T'|

)

On définit C ([0, 7], X) comme 1 espace des fonctions w : [0,7] — X continues.

C ([0,T],X) est dense dans LP ((0,7),X).

On a les propriétés suivantes :

1. si X est de Banach alors L? ((0,7), X) est de Banach pour 1 < p < +o0;

2. si X est séparable alors LP ((0,T"), X) est séparable pour 1 < p < +00;

3. si X est réfiexif alors LP ((0,7"), X)) est réfiexif pour 1 < p < +o0;

4. si X — Y avec injection continue, alors L? ((0,7),X) — LP((0,7),Y); avec injec-
tion continue.

5. si X — Y avec injection compacte, on n a pas forcément L? ((0,7") , X) — LP ((0,7),Y);

avec injection compacte:

1.3.6 Lemme d’Aubin-Lions

Le lemme d Aubin et Lions est un résultat de la théorie des espaces de Banach utilisé pour

I’étude des équations d évolution non linéaires (voir [11]).

Lemme 1.3.1 Soit Xo, X7 et X trois espaces de Banach ot Xg, X1 sont des espaces reflexifs
avec Xog C X C X3 Supposons que l'injection de Xo dans X est compacte et que l'injection de

X dans X1 est continue. Pour 1 <p;q< +1; soit
W= {U €L’ ((OvT) 7X0) /ut S ((OvT) 7X1)}

Alors injection de W dans LP ((0,T"), X)) est compacte.

Lemme 1.3.2 Soient une fonction u et une suite (u") de L1 (]0,T[ x 2); 1 < p < +oo telles

que

”unHLQ(}O,T[XQ) <C

15



et

u" —u  pp.dans )0, T[x Q

Alors

u" — u dans L7 (]0,T[ x Q)

Inégalité de Young : (voir [4])
Pour tout p > 1;p < oo; %+é:1;

aP?  be

ab < —+ —,(a,b) >0
P q
et
2
ab < ea® + ——5—,Y(a,b) >0
(ep)a q
sip=q=2
b2
ab < ea® + E,v(a,b) >0 (1.3.1)

1.3.7 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels particulierement adaptés la résolution des

problémes d équations aux dérivées partielles.

Espaces de Sobolev WP (Q)

Soit 2 un ouvert borné de R” et soit p un nombre réel avec 1 < p < +oc.

Définition 1.3.13 On définit ’espace de Sobolev WL (Q) par :

WP (Q) = {u € LP(Q); telque: g—;ﬁ € LP(Q) pour touti=1,...,n :} .

ol (%L est la dérivée au sens des distributions, muni de la norme
2

1
p P
LP(Q)>

ou
GSUZ'

=1

P — (nuvgp(m >

16



qui en fait un espace de Banach.

Remarque 2 Sip =2, W2 (Q) = H' (Q) muni du produit scalaire

(u, v) gy = (U, V) p2() + ; (u, v) 2(0)
est un espace de Hilbert.

Espaces de Sobolev WP (Q)
Soient un entier m > 2, k € N et p un nombre réel avec 1 < p < 400 .

Définition 1.3.14 L espace de Sobolev W™P (Q) est défini par
WmP (Q) = {u € LP (Q); telque: D*u e LP (Q) , |k| < m}

ou et DFu est la dérivée d’ordre k de u au sens de distributions, muni de la norme

1
P p

S DRy

Ik|<m

”uHWm,P(Q) = , pour 1 S p< “+00.

Lr(Q)

k p
= gag Il g =5

Remarque 3 Sip=2, H™(Q) = W™2(Q) est muni du produit scalaire

(W V) gy = 22 fQDkuDkvd:c, pour tout u;v € H™ (Q)
k|<m

Proposition 1.3.9 Soitm e N et si1 <p <400, on a :
1. WP () est un espace de Banach;
2. si 1 <p<+oo, alors W™P (Q) est séparable et uniformément conveze ;

3. H™(Q) est un espace de Hilbert séparable.

Espace de Sobolev

En géneral D (Q2) n’est pas dense dans WP (). On note alors 'adhérence de D (£2) dans
WP (Q):

17



Notation 1.3.4 Soit Q un ouvert borné de R™ et m € N; alors on not:
Hy" (2) = W5 (2)

H} (Q) est un espace de Hilbert, il désigne 1 adhérence de D () dans H! (Q); muni du

produit scalaire de H! (Q) et de la norme

lull i) = 1Vl 2oy + el 2y -

Théoréme d injectionde Sobolev

Théoréme 1.3.5 Soit 2 un ouvert borné de R™ on a les inclusions suivantes.
1. Si1<p< +oo, WP (Q) C LI(Q) avec injection compacte pour q € [1,p[et linjection
continue pour q € [1,7/]
ot o+ =1
2. Sip=n;Whm(Q) C L1 (Q) avec injection compacte pour q € [1,+0o0]
3. Sip>n, WP (Q)cC? (Q) avec injection compacte.
L injection compacte permet de passer de la convergence faible et la convergence forte comme
suit:
Soit f, une suite convergente faiblement vers f dans WYP (Q): Alors pour une sous-suite
fr, on a:
1. sil <p<mn,alors f, — [ fortement dans L1 (Q) avec 1< q < n"—_’;.
2. sip=mn, alors f, — f fortement dans L1 (Q) avec 1 < q < 400.

3. sip>mn, alors f, — f fortement dans L* (2).

1.3.8 Formules de Green

Soit © un ouvert borné régulier de R".

1. Siue H'(Q), on a la formule de Green suivante :

/ Auvdr = / %vda - / VuVoudz , pour tout v € H' (Q)
Q r on Q
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2. Si u € H?(9Q); on a la formule suivante :

/ (uAv — vAudx) = / (uav - 3u> do , pour tout v € H' ()
Q r

on U@n
3. Si u;v € H*(Q); on a la formule suivante :
0 0 0 0
/ (uA2v — ’UAQUd:B) = / (uAU —v—Au+ Au— — Avu> do
Q r\ on an an on
ol n = (ny,....,n7) est la normale unitaire oriontée vers 1 extérieurs de
1.3.9 Quelques inégalités utiles.
Inégalité de Holder
Soit uu € LP () et v € L (Q); alors uv € L' (Q) et on a
[wv]| 1y < llull ooy 10l Logy -
Si p = g = 2 appelée I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
luvll L1y < Nlull 2o 10l 22 -
Nous introduisons d’abord les espaces de Hilbert suivants :
[ullzo@)y = lully, ull g3y = IVully [ell g2 @)nae () = [1Aull;

Xollullfz@ < HUH;H(%(Q); At llullp2q) < HW%,H&(Q)mW(Q)Q A2 [lull gy < HUHJ%I(}(Q)HH%Q);

avec A\ = /\% + /\%, les constantes Ag, A1, A2, A > 0 représentent les constantes de plongement.
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Chapitre 2

Globale existence

Dans ce chapitre, on démontre un résultat d’existence globale d une solution faible pour une
plaque viscoélastique de type Petrovsky §§ avec des conditions aux bords de Dirichlet, en
utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.

On utilise les espaces de Sobolev H* (Q), H? (Q) et I'espace de Hilbert LP () avec leurs
produits scalaires et normes habituels. Le premier 0 et I'indice t désigneront la différenciation
temporelle et nous désignons par (;) le produit scalaire dans L? (). La constante C;,i € IN

désigne une constante positive générale, qui peut étre différente selon les différentes estimations.

Pour montrer notre résultat d’existence globale on fait les hypothéses suivantes :
Soient les fonctions de relaxation g et o on suppose
(HO) g,0 IR, — IR, sont des fonctions dérivables non croissantes telles que g et dans C?

et o est une fonction C1 satisfaisant
t t
ﬂ’—l—a(t)/g(s)ds>b>0, bo—/g(s)ds<+oo, 4(0) > 0 (2.0.1)
0 0

(H1) 11 existe une fonction dérivable non croissante ¢ : IR™ — IR™ avec
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Ct) > 0, g<—CHgE) 5 B <o V>0  (202)

. N
tl}inooé_(t)o_(t) = 0. (2.0.3)

Pour le terme de retard 7 (t) € C (0,7, et il existe des constantes positives 79, 71,d telles
que

0<7(t)<d<1,0<19<7(t) <71, VI,t >0 (2.0.4)

(H2) Supposons que m satisfait

0<m< 4oo,n=1,2
) (2.0.5)

(H3) hi,IR — IR  est fonction non décroissante de classe C' et Hy, IR — IR est
convexe, croissante et de classe C (IR} ) N C? (I Ri) satisfaisant

H;(0) =0 et Hy est linéaire sur [0,e] ou Hj(0) =0 et HY > 0 sur ]0,¢] tel que

1 (s)] < czfs] if |s| > ¢

, » . (2.0.6)
W (s) < Hy'(sha (s)) if [s| <e

ou Hy 1 designe la fonction inverse de Hj et €; ¢ sont des constantes positives.
(H4) hg, IR — IR est une fonction impaire non décroissante de classe C* (IR) telle qu'il

existe c3; ;a9 >0

(2.0.7)

oo < A=d)

(H6) Notons par la fonction conjuguée de la fonction convexe dérivable H , c’est-a-dire,
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H* (s) = Sup, (st —h(t))

Alors H* est la transformée de Legendre de ¢ , qui est donnée par

H*(s) =5 (K) " (s) — h ((h’)‘1 (5)) if s € (0,1 (r)] (2.0.8)

et satisfait a I'inégalité de Young généralisée

vw < H*(s) + h (w) if v e (0, (r)],w € (0,r] (2.0.9)

Lemme 2.0.3 ([7)),For o,g9,¢ € C* ([0,+00[,IR) , u € H}(Q), on a :

<o<t></g<ts>¢<s>ds><t>,¢t<t>> - ;{goqs (/g ds)¢ } 78yl I
0 0

o’ (t)

t
D (g0 1 - 71 ( o6 ds) (200
0

+ 79 (400) (1) +

et,

o —

t t
(o (5) (g D) 5) . () = 77 ( s ds> I8u@l - [T () 180 @) s
’ ’ (2.0.11)

/ {U ) (g0 du) (5) + T ( o6 ds) Au <s>§} as = 70 (g auy (1)
0

0

+/“,2(8) (/g (s) ds) 1Au (s)]2 ds (2.0.12)



avec . 9
/(/g<ts><¢(t>¢(s>>ds) dz < (1-1)C2 (g0 ) (1
Q 0

t

<go¢><t>=/g<t—s> 16.(6) — 6 ()] ds

0

et

16]2 = / 16 (z, 5| de.
Q

2.0.10 Le probléme équivalent

On utilise une technique present par (voir [13]) qui intéresse par 1’changement de variable et de

fonction :

z(z,k,t) = w (z,t — k7(1))

Il est facile de vérifier la relation
T(t) 2z (z, k,t) + (1= 7' () 2 (2, k,t) =0 in Q x [0,1] x [0, 400]
Par conséquent, le probléme (1.2.1) est équivalent a

[ue]™ uge (x,t) — Au (2, t) — Auy — o (t) {g (t —s) Aus (s)ds

Fprha (g (2,8)) + pohy (ug (z,t — 7(1))) = [ufP™ u, in Q x]0, +oo]
T(t) 2z (2, k,t) + (1 — 7' (t)) 2k (z,k,t) =0 in Q x [0,1] X [0, +00[ (2.0.13)
u(z,t) =0, on Ty x [0,4+00[,u(z,0) =wug (x),u (,0) =uy () inQ,

2 (2,0,t) = ut (x,t)in Q x |0,400[, z(z,k,0) = fo(z,—k7(0)) on Q x [0,1]

2.0.11 la fonction d’énergie du systéme

en sous suit, on vérifier que la fonction d’énergie associée au systéme de viscositélastique (2.0.13)

sa donné dans (2.0.14) et aussi décroissante .
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Maintenant inspiré par [6], [5], On définit 'énergie associée a la solution du systéme 2.0.13

par
t
. 1 m—+2 2 1 2 1 b
B) = ooyl @+ 5 IVa @+ 5 (1= ) [o(ds | 1Vu 0IF - s 0
0
+0o (t) (go Au) (¢ //H (x,k,t))) dkdx (2.0.14)
ou & (t) est positif tel que
(1 —a1) po M
T—do <E(t) < (OQ — uz) (2.0.15)

Cela donne (H5).

Nous avons maintenant l’existence d’une solution globale.

Lemme 2.0.4 Soit 2 < p < @ et max <1 <m < q et (u,2) la solution de (2.0.13) ,

)
’g—1+p
alors la fonctionnelle énergie défini par (2.0.14) satisfait

E'(t) < - / ¢+ (t) hy (ug (z,t)) do + C’g/ﬂut (t) ha (ut (x,t — 7(t))) dx

70 [ots) 1 )1 s = Z 20 3w ()1 + T (g0 B 1) 0,16

0

ot Cy = (g — pgory — § () o) et Co 2 (§(1) (1 —d)on — (1 — a1) pp)

Preuve. Multiplier la premiére et la deuxiéme équation de (2.0.13) par u; , intégrer
la premiére équation par ) et la seconde par ), faQ x,t)dx = fQ x,t)dx en utilisant

I'intégration par partie et la formule de Green, en appliquant(2.0.10) , on obtient
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d . 1 1
— [ lus (8) |5 + 5 IIUt 30— , luz ()1 + 5 1V Ol

e ds) 2w @1~ 2200 18w @1+ T (g0 du) (1)

|
q\
i~
~ 2
=~
O\W

€0 [ [1-7 1,8)) = Ha (2 (1,0,0)] 7 + € (07 () [ [ Ha (a0, 11) dk2p
Q

Q0

peut étre réécrit comme

t

£ {a g0 ) ()~ T [ () s <t>§] = o (1) (¢ 0 D) ()

dt
0

o' (1 ( e ds) 12w - 225w 1au @) + 72 (g0 auw) ) 20.18)
0

Et z (z,k,t) = u (x,t — k7 (t)), 2 (z, k,t) ce qui implique que

()2 (@, k,t) + (L= 7" (£) k) 2k (2, k,t) =0 in Q x [0,1] x [0, +00] (2.0.19)

En multipliant cette équation en (2.0.19) par £ (¢) ha (2 (v, k,t)) et en intégrant le résultat sur

2 x (0,1), on obtient

1 1
é{ztmk‘thg 2 (7, ke, 1)) diedry = — é{(uf Hy (2 (7,1{:3)))>dkdv
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En conséquence,

1 1
;it[{(t)T(t)//Hg((z(x,k,t)))dkdm] — e {//83 (1 () k) Hy (= (:n,k,t)))dk:d:c]
Q0 Q0
1
// 37 k, t ) dkdx
Q0

1
+& () 7 (t) //Hg ((z(z,k,1))) dkdx

Q0

Q
—£H2 ((2 (2,0,t))) dz

IN

(1=7"(®) [Ha ((2 (,1,1))) d
—¢ (1)

1
d [g ()7 (1) / / Hy (2 <w,k,t>>>dkdx] < —£(1) [<1d> / Hy (2 (v, 1,1)) dy / Hy (2 (%O,t))dvl
Q

dt
Q0 Q

En intégrant(2.0.17) sur (0,¢) on arrive a

1 m42 2 1 2
) llug (8) i3 + 5 H t 50— ’ [[ue (O + 5 HV2 ®)]];

M/"ZW (2,1) by (us (x,t))dtdwa/Q{ut(m,t)hQ (s (2, — 7)) dtda

—§(t)/[(1—7’())H2((%Lt))—Hz(Z(%O,t))]varf( //H (7, k. ) dkdry

Q0
- [ (/ ds)Aude/U;”()Aum + [T (g0 a0y
0 0 0
+ [0 goAu
Joo
— E(0)



A partir de la définition de H et en utilisant (2.0.8), on obtient

H* (s) = shy' (s) — H (hg1 (s)),¥s>0 (2.0.20)

D’ou
H* (ho (ug (z,t —7(t)))) = wg(x,t)ho(uy(x,t —7(t))) — H (ug (z,t — 7 (¢)))
< (L —an)ue (@) hy (ue (z, 0 — 7 (1)) (2.0.21)
Par(2.0.9) avec v = ha (u¢ (z,t — 7 (t))) et w = w (z,t)

b / wn (a0, ) o (o (2, — 7 (1)) dly

Q
<y / i (22, ) iy (g (st — 7 (8))) — B Cug (20— 7 (£)))] by + / H (ug (2.1)) dy
Q
< (- an)m o0 (ur (0,) dy (2.0.22)

Q

En utilisant(2.0.7), on obtient

(t) / Hy (2 (1,0,1)) dy < € (1) oz / / w (2, 8) b (g (2, 0)) dbdry (2.0.23)
Q Q0

et,
1-7 ) k<1-4d

t

(1— 7' () Ha (= (1 L0 dy < €(8) (1—7'( //ut . t) o (g (2. — 7 (1)) didry

Q0
t

//ut x,t) ha (ug (x,t — 7 (t))) diiy0.24)
Q

0

¢ (t)

{O\

IN
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we obtain En utilisant (2.0.23,2.0.24,2.0.22), on obtient

“1/97 (z,) by (ue (z, t))dtdm+u2//ut (2,t) ho (ug (z,t — 7)) dtda
ol

Y (
(1= (8)) Hy (2 (7. 1,8)) — Ha (=2 (,0,))] dy + € (1) 7 //H (7. k. £)) dhdy

Q0

< (m—moa—€)a2) [ [ty G (o.0) deds
0
+E#)1—d)or — (1 —ag)py) /Q {ut (x,t) ho (ut (x,t — 7)) dtdx (2.0.25)
(1 — dOtl)

T(I—q) s

En combinant (2.0.18), (2.0.19), (2.0.25) et (2.0.15) ensemble, nous obtenons

t

E() - E(0) < —le/ut (2,1) ha (g (2, t))d*ydt—Cb//ut (2.t — 7 (£)) ha (us (2, £ — 7 (£))) drdt

0
+ [ (g o) @t~ [0 ( 96 ds) @+ [T a0 )R
0 0 0 0
—“'2“) / g(s) | Au (s)|2 ds + / “/2(3) (g 0 Au) (s) ds (2.0.26)
0 0

Apres avoir dérivé, nous obtenons le résultat souhaité(2.0.16). m

2.0.12 Existence globale

Dans cette section, nous utilisons ’approximation de Faedo-Galerkin, la méthode de compacité

et le théoréme du point fixe. Nous utilisons la méthode de Faedo—Galerkin pour construire la
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solution approximative (1.2.1), que nous établissons dans cette section, est la suivante :

Théoréme 2.0.6 Soit ug € H*(Q) N HE (Q), w1 € HF(Q),fo € HE (Q,H?(0,1)) )) satis-
faire la condition de compatibilité fo(.,0) = uy.. Supposons que (H1)-(H6) tiennent. Alors
(1.2.1)admet une solution faible

u € L ([0, +00); H* () N HE (2)) ,ur € L= ([0, +00); H (), uee € L? ([0, +00); Hy ()

Preuve. Soit T' > 0 , espace V = V,,on définit aussi pour 1 < j < n, la suite qu(:c,n)
comme suit ¢;(z,0) = w;(z),I'espace V,, engendré par 'ensemble {wn,n € IN} est une base de
H?(Q) N H? (Do(£2)), on définit aussi pour 1 < j < n, la suite ¢,(z,n) comme suit ¢;(z,0) =
wj(z). On peut alors étendre ¢;(z,0) par ¢;(z,n) sur L3(2 x [0,1]) et noter Vn I'espace
engendré par {¢q,...0,,},(n = 1,2,3,...). On construit la suite (uy (t), 2,(t)) (n = 1,2,3,...)
bornée dans 'espace séparable (ou réflexif) , alors admet une faible sous-suite convergente *
ug (), zx(t)) (Alors le probléeme (1.2.1) admet une unique solution faible) donc par le théoréme

de compacité d’Aubin, admet une forte convergente (u (t), z(t)) .

On construit des solutions approchées (vy,(t), zn(t)) (n =1,2,3,...) sous la forme

Zc ’] t)w;, 2" (t) = Zdn’j (t) ¢j (z,n)

j=1
ou (u"(t),z"(t)) est la solution du probléme approché suivant correspondant a (1.2.1). En

utilisant la formule de Green, on en déduit que (u"(t), 2" (t)) vérifie le systéme d’EDO suivant :

(Juf [" uty wj) g + (Au, Awj) g — (Augy (2,1) , Awj) — o (¢) /9 (t =) (Au" (s) , Awj)g ds
0
i (ha (uf (1)), wi)g + g (he (uf (2,8 = 7(1))) s wj)q

- <\un )P (1) ,wj> (2.0.27)

Q

pour j = 1,...,n. Plus précisement

"(0) = zn:c"’j (0) wj, 2 Zz I ( 0) ¢; (z,n) (2.0.28)
j=1
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ou u" (0) = <u0,wj> yup (0) = <u1,wj> ,j=1,...,n.

évidemment,

u" (0) — u® dans H* (Q) N HZ () ,u} (0) — u! dans Hj () as n — oo. (2.0.29)

(7 (t) 2 (2, k,t) + (1= 7' () 2 (z,k,t)) ; =0 (2.0.30)

2" (0) — fo dans Hg (Q;H?[0,1]); (2.0.31)

En vertu de la théorie des équations différentielles ordinaires, le systéme(2.0.27 — 2.0.31) a
une unique solution locale qui est étendue & un intervalle maximal [0, 7,[ (avec T,, < T) par
le lemme de Zorn puisque les termes non linéaires dans (2.0.27) sont localement continus de
Lipschitz. Notons que u" (t) est de classe C2.
Dans ’étape suivante, nous obtenons des estimations a priori pour la solution du systéme(2.0.27 — 2.0.31),
afin qu’il puisse étre étendu au-dela de [0, 7),[ & obtenir une solution définie pour tout ¢ > 0, en
utilisant un argument de compacité standard pour la procédure de limitation.
Premiére estimation : Comme les suites ulg; u’f et zé“ convergent et d’apres (2.0.16) , on
obtient facilement
En savoir plus sur ce texte sourceVous devez indiquer le texte source pour obtenir des

informations supplémentaires

¥ [mlﬂ [t @] + 5 haw @1+ 0 0) (g 0 A <t>]

i [ Gy (k) o [ ot =7 @) (= (0)) o+ T (g 0 80) 0
Q Q

t

—o'0)  [otsras | 18w @13 + T2 g0 3w @18 + T3 (9.0 20 (6 + 5 180 (0]
0
- <\u”(t)|p_1u”(t),u?>ﬂ (2.0.32)
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En intégrant(2.0.32) sur (0,t), on arrive a

sl e 1A @ o @ o sy @) - [l OF @), de
0

t

—I—,ul//ut (z,t) hy (ut (z, t))d'yds—l—a (¢' o Vu™) +// (z,t —7( xt—T(t)))d'ydt
t
0

0
|, (5) 3 s - /a<>(/ ds) 8w @) ds = [T50g(s) 180 (5) 3 s

+2

- [ @) + 3 18w O3

on peut trouver une constante positive Cs indépendante de & telle que E* (t) — E* (0)

E*(t)— E*(0) < —Cg//utxthl uta:t drydt — C’4//Utwt 7 ( hg uta:t T()))d")/dt

—/a’(t) (/( ds) HAU H dt+/al2(8)(goAu)()ds—

0
t t
Cg//uf:cthl utxt drydt — C’4//fot 7 ( h2 utxt T()))
0 Q
t

t

0'2(75) / ) At s H ds + / o (1) (o o uF) () di (2.0.33)
0
EF(t) = m1+2H ‘mz ;H ( {g ds) 0] Huf (t)HZ
+o (1) goAu //H (z, k, t dk:dx (2.0.34)
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Soit f(u"(t)) = |u™(t)[P~1u™(t), en appliquant les inégalités de Young, pour obtenir, for all

e>0

t
/ (™ (s)), u / I (™ ()2 ds + ¢ / lu? ()12 ds (2.0.35)
0

Aprés avoir dérivé(2.0.34), inséré(2.0.35) dans (2.0.33) et pris ¢ suffisamment petit, on
obtient

() + Cg//Uf (z,t) hy (uf (x,t)) drydt + C4//Uf (z,t —7(t)) h (uf (z,t—7 (t))) drydt
0 Q 0 Q

< EF(0)<Cs

C'5 est une constante positive ne dépendant que de ||ug (t)||H§ |Jug (t)||H3,

we obtain the first estimate:

t

/uég (z,t) h1 ut xt d'ydtJr//u x, t—71(t hg( (z ,th(t)))dvdt

t
s
0

Q 0
< ol o3 (1-00 o) [ of,- [ of;
0
+o (t) (g o v%k) //H (z, k t))) dkdz
+//uf (x,t) hy (ut (:L‘,t)) drydt + //ut x,t —7(t)) he (uftC (x,t—71 (t))) drydt
< 020 " oo (2.0.36)

C est une constante positive ne dépendant que de |lug (t)||H§ g (t)||H3 ,

Ces estimations impliquent que la solution (uk , zk) existe globalement dans [0; +00).
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Estimer(2.0.36) donne que

u* is bounded in L{2, ((0,400) ; HF)

uf  is bounded in L2, ((0, +00) ;H&)

H ((zk (z, k,t))) is bounded in Lf3, ((0,400); L' (2 x (0,1)))
uf (z,t) hy (ul’tC (w,t)) is bounded in L' (Q x (0,T))

ul (z,t — 7 (t)) he (uf (x,t—T (t))) is bounded in L' (Q x (0,T))

lu™ ()P u” (t) is bounded in |u (£)[P  u (2)

Second estimate. Comme ([8], [6], [5]). Remplacer w; par —Ajw; dans(2.0.27), multiplier

le résultat par ¢™/ (t), additionner sur j de 1 & n, implique

/|u"(t)|7"_1 0 xutdaz—/ lug | upy Apuy da
Q

t

/ Vu" Ayuydr + / Vuy (x,t) Aguyde + / o (t) /g (t —s) Vu" (s) dsAzuide
Q Q

Q
0
—G—,ul/ hy (uy (m,t))Amu?dx—k,uQ/ ho (uy (z,t —7(t))) Ayuyde (2.0.37)
Q Q
et
5z |1AVY" (O3 + | Aguy (¢ Hz—*Hut( I !ut! ug Aguy di
t
/g (t—s) /AVu ) AVuy (s d;nds—,ul/ Vol |? B (uf (2,1)) Veulde
0
i (1= 0) [ Vougud (o, = r(0) B (6] (0.t = 7(0) do
= 0 (2.0.38)
mene a
1d .
33 (TOIV=" @) + 52 192" @)1 = 0 (2:0.39)
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En combinant (2.0.37) et (2.0.38) ensemble, les rendements

| Az uy (t)||§Q + |AVu (8)]|5 = o (1) /g (t—s)ds /Q AVU" (s) AVuy (s) dzds
0

+ / lu™ ()P~ u™ (8) AguPda — / lup |™ up, Apuy de
Q Q

-ﬂnA]va%ﬁm (0, )) Vo + pp (1 — 7/ (¢ L/V?wut ot — (1)) Wy (! (£ — 7(1))) da
=0 (2.0.40)

ld
2dt

En utilisant la formule de Green, on a

d
/MWWwWM=W+D/WW%%%Mj/Wm%Aww
dt Jq Q Q

En différenciant(2.0.30) par rapport & ¢, on obtient

1 1
//ztz v, k. t) dkdy + E;t// 1—7'( (88]{( (v, k, s))ds)dkdvz()
0 0

et

<T (t) 2y (z, ko t) + 7' (t) 27 (2, Ky ) + 8ak: (x,k,t) ,(pj>9 =0 (2.0.41)

en multipliant(2.0.41) par d?’j (z,k,t), en sommant sur j de 1 & n, il s’ensuit que

T o 0l + 5 e @I =0

So ol o] +

1

1d n 7' (t

51 |7 [ s @I k| + T
0

1
) [ yon 1, 1, .,
2 ()13 dk + 5 = (v, L3 - 5 i (B3 =0 (2.0.42)
0
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On integre sur (0;1) pour trouver que

m( / V2" ( 2dp> 5 (192 (L 0.0)IE~ Va2 (o L)) (20.43)

t
nous devons calculer %a (t) { g (t —s) Vu™(s)ds, qui peut étre dérivé comme

/g (t—s)Vu" )ds:a’(t)/g(t—s)Vu"(s)ds—Fa(t);t (/g(ts)Vu”(s)ds)

0 0

Lo [ 1 @+ (1= 0 Jo e ) [Pu ) 400 (00 70) (0= o O

2 dt L m n
+7 <t>£ V2" (8)]5dp + 2 [ |up ™ [Vaup|* do

t
1
t) /g (t—s) ds/ AVU" (s) AVuy (s) dxds—i—iHsz" ((fy,l,t))Hg
0 Q
= (m+1) /Q ™ ufy A — iy /Q Ve P R (uf (e, 0) Ve — || (1)]2 5 1AV (1)3

—pg (1 =7 / Vaupuy (z,t — 7(t)) hby (uf (z,t — 7(¢))) dz + Uét) (9" o Au™) (¢)

t

U't

2(/9 ) ds || A ()2 (2.0.45)
0

Nous fixons f (u" (t)), en appliquant les inégalités de Young, pour obtenir

(G o)

Considérons f (u™ (t)) = |u™ (t)[P~1 u™ (t) and ¢ (2™ (t)) = ho (2" (t)). évidemment, en utilisant

" (1)) + Aul ()3 (2.0.46)

< 3 s

I'inégalité de Young,
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les derniers termes de(2.0.45) peuvent étre estimés comme suit

t

t t
[ wp @, a0) as < o [V @F e o ds+ 6 [ 1av )1 ds
0 0

0
et,
t t
p—1 p
[ r@r s ) dods < [ @ e (9] s
0 0
et
t t
/ (ha (2" (1)), Au™)q ds</||Vh2 ())\|§d5+e/\|Awg(s)H§d$ (2.0.47)
0 0
(1= ) | VeV (ot = r(O) I (af (ot = 7(0)
n p2C —d ? n
< oIVt o)1 + 2L L= v, o)
1—d))?
< U||quf(x,t—7'(t))||§+('u206(4n V"G vy >0 (2.0.48)

Aussi (voir [12]), nous avons

(m+1) /Q Vg (£) Ve () de < (m+ 1) O [V,

2m 41
(m+1 C’ mt2
0| VuL||? + >477 ¥ > (2.0.49)

IA

En tenant compte de (2.0.49,2.0.48) dans(2.0.45) on a,
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Lo [ 1A @1+ (1= o) fa(6)ds) 18I +0 () 00 80) ()~ } L O
9 It 1
2 0 IV Ol dp +2 fo " 1V da

t) /g (t—s)ds /Q AVU" (s) AVuy (s) dxds + (; — 77) V2" ((v, 1,t))||g

0

—l—,ul/ |V u?| By (u} (z,t)) Viupdz

< v+ 7 (g o aur) (1 - 710

5 [ 9(s)ds]lAu” ()l +C (n) (2.0.50)

o —

Multiplier le résultat 2.0.27 par cg’j , en sommant sur j de 1 & n, implique

‘LWW%%M+Ww@ﬁ
t

/ V2uPul dx +/ Vuy (z,t) ugde + o (t /g (t— s)/ Au™ (s) Auyydxds
Q
0

—mémwmwwﬁw—wémwmw—mmwm+éWWW*WMW@>

en multipliant 2.0.41 par d?’j (z,k,t), en sommant sur j de 1 & n, il s’ensuit que

Lo ] + T g @+ L @13 =0
et
1
%% {T(t)/ 2 (1 )Qdk] LT / ||2dk+ 127 (1,1, )2 — & 5 Ity @3 = 0 (2.0.52)
0 0
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On integre sur (0;1) a et que
1 | 1 1
5 ( @ [ 1" @1 dp) 5 2 (O L DIE = 5 19 (0, 0,3 (2.053)
0

Somme 2.0.51 et 2.0.53, on obtient

/ ™ i + [V (D)% + ( / 2 ( 2dp)+z (3, 1,0))]2
t

/ Au"ugdx —l—/ Vuy (z,t) ujde + o (t /g (t— s)/ Au" (s) Augdzds
Q
0

cin [ ) e =y [ e (af (ot = () o+ [ " OF o (f200)
Q Q Q
En utilisant I'inégalité de Young, le membre de droite de 2.0.54 peut étre estimé comme suit :

1
/Q Ao < 0|Vl + 4 VA3

et

t

7 (1) 905 (V0 (). Vi Dhas] < ¢Vl 01 + T2 [ =) (9 (0, 9 () s
0 0
< SAVa @R+ eld | [ 9 190 (b
0
o (6 [0t —5) 3 ).Vl Dhds| < IOV Ol [ (=) IV () s
0 0
<

/
S Va1 + el [ - o) 1va @058y

0
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Par I'inégalité de Young, on obtient

IN

77/ ul | da + /|h1 (z, 1)) d

1
nC2 [lup |2 + 1/|h1 P (o, 1)) do

i [ it (2.0) do

IN

[ it G 1,00 o <02 IR + 2 [ 1o G 1 ) o

Ainsi, a partir de 2.0.50 et 2.0.56, on obtient

IN

L HAxu?(t)II§+<1—0t)Zg )as ) |72 >H§+o<t>(gov%)(t)—,%uut(t)uz

2dt L
{ V2" ( ||2 dp+2 fQ |U Vauy ‘ dx

t) /g (t—s)ds /Q AVY" (s) AVuy (s) dzds + <; — 77) V22" ((7, 1, t))||g

0
+,u1/ |qut| Ry (uy (x,t)) Vypupda

o (1
2

g(s)ds | Au™ (1)[|5 + Ca (1)

o —

el vau+ 2 (¢ o vau) () -

/|h1 (2, )% dar + 12 /mz (2. 1,6)) da (2.0.57)
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En choisissant suffisamment petit tel que 1 0, en intégrant sur (0;¢) et en utilisant (2.0.2),

on obtient

1A (1)]3 + (1 —o () /g (s) dS) 1Au ()15 + 0 (1) (g 0 Au) (t) - ]19 [lue ()15
0

t

1
t)/||Vz” (t)||§dp+2/ ™ Vol dz — o (¢ )/g(t—s)ds/AVu" () AVl (5) dads
Q Q

0

<—77> / V22" ((r, 1,02 + 11y / / Va2, (0 (2, 0)) Vg da

t
1+ n t O',t
o gl n/”m B+ 2 g o vaur) - T2 g9y asjau @)1 + o o
0

2

//hl ul (z, 1)) do + //]hz 20 (2,1,1))? da (2.0.58)

>
—
—~
I
+3
—~
s
<~
=
T
I
8
N

/n> |h1 (uf (:IJ,t))‘2dl'+/ |hy (u? (z, t))| da

up<e

IN

/ ughy (uy (z,t)) de + / H! (uyhy (uy (z,t))) de
uy >e Q

IN

/ ulthy (ul (z,t)) de + cH ™ </ uphy (ug (z,t)) dac)
ur>e Q

IN

/ uthy (uf (x,t)) de + H™ (1) + c/// uyhy (ug (z,t)) do
up >e Q

IN

CoHL (1) +09/Q Mhy (0 (1)) da
CsH™' (1) +c(—F) (2.0.59)

A

et
/ By (21 (2,1, )" da < c'/ Phy (0 (2, 1,0)) da < ¢ (—E) (2.0.60)
Q Q
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En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient
1Az ()50 + IAVU" (#)]5 + / IVug; (D50 + 0 (8) (90 Au) (2)

1 1
+ [ @ ldo+ [ 192" o0l do
0 0

< Cio (2.0.61)

On observe que I'estimation(2.0.59) et (2.0.61) qu'il existe une sous-suite {u*} de {u"} et

une fonction u et passe a la limite lorsque k — oo,

u* — u faibleme étoile nt dans L™ ((0,T); H* (Q) N H§ () (2.0.62)
uf — u faiblement étoile dans L ((0,T) HZ Q) (2.0.63)

uF, — wuy faiblement étoile dans L2 ((0,T); Hg () (2.0.64)

2¥ — 2 faiblement étoile dans L™ ((0,7); H} (2 x L?(0,1))) (2.0.65)

zf — 2 faiblement étoile dans L ((0,7T)); L* (2 x (0,1))) (2.0.66)

De la premiére estimation(2.0.59) et du lemme 2.1, on déduit

2(m+1)
nym, n n 2m 1) np2(m+1)
R / a3 e < (5% / TN
( Cs >2(m+1) 02(m+1)T
< 3
VA

D’autre part, en utilisant ’encastrement
L ((0,7); X) = L*((0,7);X)

du théoréeme d’Aubin-Lions, (voir ), on déduit qu’il existe une sous-suite {u*} de {u"} telle que
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uf — u; fortement dans L? ((0,T);L*(Q))

ce qui implique
u,]f — u; fortement presque partout dans Q x (0,7
D’ou
‘uf‘m uf — |ug)™ uy fortement presque partout dans Q x (0,7
en utilisant (2.0.67,2.0.69) et Lions Lemma, nous dérivons

‘uf)muf — |ug|™ uy faiblement dans L* ((0,7);L*(Q))

et
2k — 2 fortement dans L2 ((0,T); L* ()

ce qui implique
2F — 2 fortement presque partout dans € x (0,7)
Lemme 2.0.5 (voir [6]) Pour tout T > 0,

ha(ut); ho(z(z; 158)) € L' (2 x (0,T))

et,

11 (ue)ll L2 ox o,y < Ko Ihe(2(231:8) | 1ox 0,y < K

ol K est une constante indépendante de t.

(2.0.67)

(2.0.68)

(2.0.69)

(2.0.70)

(2.0.71)

(2.0.72)

hi(ult) — hi(ug) dans L' (Q x (0,T)), ha(2"(z;1;t)) — ha(z(x;1;t)) dans L' (Q x (0,7))
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De méme, nous avons

hi(u?) — hi(us) dans L'(Qx (0,7)), (2.0.73)

ho(2"(x;1;t)) —  ho(z(z;1;t)) dans L'(Q x (0,7)) (2.0.74)

D’ou

hi(u?) — hi(u;)  faiblement dans L*(Q x (0,7)),

ho(2"(x;1;t)) —  ho(z(x;1;t)) faiblement dans L2 (Q x (0,7T))

Ceci termine la preuve. m
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Chapitre 3

Comportement asymptotique

Dans ce chapitre, on étudie la stabilité des vibrations de la flexion et élastique d’une plaque
mince.

Notre probléme est d étudier le comportement asymptotique de la solution (déterminer sa
limite). Sila limite de ’énergie est nulle, donner une estimation de la vitesse de sa décroissance
vers zéro. Tout dépend des hypothéses sur le terme d amortissement.

Il y a divers types de stabilité uniforme. Dans notre cas, on s intéresse la stabilité , c’est
dire

E(t) < Ch(t) ; pour toutt >0,

ou C; sont des constantes strictement positives dépendant uniquement des données.

On démontre dans cette mémoire que le systéme (2.0.13) est uniformément stable sous
des hypothéses convenables sur les données. Notre résultat principal dans ce paragraphe est
I’estimation de la décroissance de | énergie vers zéro quand ¢ — +oc.

Pour prouver les taux de décroissance de ’énergie au probléme correspondant, nous définis-

sons la fonction perturbée suivante :

L(t)=ME(t)+ x(t) (3.0.1)

ou

X () =0 (t)J(t) =0 (t) (e1t) (£) + €20 () + e3¢ (¢)) (3.0.2)
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et

1
vt) = £ [ [ OH (w0 1) dpda
0

1 m
o) = WH-l/Q‘Ut’ utudx—i—/QVu.Vutd'y

o(t) = /Q <Aut—m1+1|ut|mut> ]g(t—s) (u(t) — u(s)) dsdz (3.0.3)
0

ou M, €1 and e9 are suitable positive constants to be determined later.

Théoréme 3.0.7 Soit (u®,ul, fo) € HY(Q) x L*(Q) N LY(Q) x L*(Q x (0,1))Supposons que
(H1) - (H1), et (2.0.15) soient vérifiés. Alors il existe des constantes strictement positives Cy,
0 et ty telles que la solution de(1.2.1) satisfait

E (t) < C()I{_1 (ZU() + wlt) (3.0.4)

Lemme 3.0.6 Soit (u, z) étre une solution du probléme (2.0.13) , alors il existe deux constantes
positives €1, telles que

ME (1) < L(t) < E(t) (3.0.5)
pour M’ suffisamment grand

Lemme 3.0.7 Soit J la fonctionnelle définie dans(3.0.3), alors J vérifie
X ()] < CioE (t)

ot C1g sont des constantes positives.

Preuve.
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1

W) < [e2® H (z (z,p,t)) dpdx
by
1

< ) | [HE@n0)d

0

IN

cE (1)

[ ()] < cE (1) (3.0.6)

Grace aux inégalités de Cauchy—Schwarz, Young et Sobolev—Poincaré utilisant le fait que

Vullpq < B[Vully, on a

1 m+2 (m—i_l)il
1 Nl + =5

-1

1 HU ||m+2 + (m+ 1) Cs

m1 MR g o \ U

. m+1)7"" [ Co \"2 (2B (0)\™? 1 1
utumi§+<( () (R o ) 1aug + 5 17wl

[0l

IN

1 1
2 2 2
lull s + 5 IVulls + 5 11 Vuell;

IN

e +2, 1 2 1 2
m
) AU ol + 5 Tl

IN

1
ml m+2 \VA 1-3 21

1
2 2 2
0o [luel7s + 01 [ Aull; + 5 [ Vuell;

IN

m 1
(& (O < do lluellin 3 + 0 | Aull3 + 5 Vel (3.0.7)

et

m 1
o (1) < 8 luellints + 01 (9 0 Au) (£) + 5 | Vel (3.0.8)

1 42 1 2
@l <= 5 uellm + 5 Va2

(m+1)" G\ (4B )\, B )
+< mrz 0 (ﬁ) (1—5) o 1Al

m 1 2
B el + 61 (9.0 Auw) (8) + 5 [ Ve 3

IN
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Cela donne, en utilisant le fait que o (t) < o (0)

L) = MEW)] = |o@)J®)| <o 0)]] (0] <ero )y ()] +e20 (1) ¢ ()] + o (1)

5105(0) (t) + (e10 (£) 60 + 6p) [Jue|nt3 + = L 5 (1+e10 (1)) 1V 2

+81 | Aull; + 87 (g 0 Aw) (8) + [ Vae 3

IN

IN

CnE (t)+ Ci2E (t) < Ci3E (t)
et
(M'—Ci0) E(t) < L(t) < (M'+Cho) E () (3.0.9)

ou , C1p = max (C11,Ci2,C13) et C1g = 6=+ (0) Ci3=¢ 4( ) Ainsi, a partir de la définition de
E (t) et en choisissant M’ suffisamment grand, on peut facilement trouver (3.0.5).
ol A\ = M’ — Cig , A2 = M' + Chp.

Ces termine la preuve. m

Lemme 3.0.8 Soit L(t) étre les fonctions définies dans (3.0.1), alors L(t) satisfait

d

2L () <—CLE () + Ca [lhn ()35t > 0 (3.0.10)

Preuve. En prenant la dérivée de (3.0.1), on a
d d

GL0) = M B () + oo’ (1) (6 (1) 6 (6) 40 (0) +e0 (1) 5 (0 (1) +6() + (1) (30.11)

Lemme 3.0.9 Soit 1, ¢, ¢ étre les fonctions définies dans (3.0.3), satisfait

%¢(t) < —2¢(t)—91/ﬂz(m,1,t)h2 (z(x,l,t))dm—i—ﬁg/ﬂu@,t) hi (u(z,t)) d3.0.12)

d 1 .
2@ < Hutllmig + 11 [Vl = | Aull3 +n2 (9 0 Au) (¢)

/ P+ 52 [ 20 dr+ fly (30.13)
d
7P = luell3 = IVull3 + lluellh + o (£) (g % Au.Au) (¢)
—,ul/utud’y — u2/z (v, 1,t) udry (3.0.14)
Q Q
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o 01 = 17;1%*271,02 = %:771 = (1 —B—-n— 1= (ul + Ho )) Mo = @ sont des constantes

positives.

Preuve. Utiliser les problémes(2.0.10) et (2.0.13) , on a

2t (.’B, kvt) = _%Zk (.’L’, kat)

d
%¢(t) = o (// 2T H (2 (x, p,t) dpdx)
1
d
= / / (=207 (1)) e "W H (2 (2, p, 1)) dpda + /Q / e*’ﬁf(”@H (z (2, p,t)) dpdz
0

_ / / —9pr' (1)) e 2" O H (2 (, p, 1)) dpda

TL)/QZ (1-7@)p) _(gp +2r(t )> (e‘sz(t)H(z (z, p, t))) +] dpdz

[ 2O (= (2, 1)) (1 — 7 () p) de
— @ ) v~ : O lde—2(1-7 (W) p) v (1)
" (1) [ " OH (= (. p.8) dp

- o5y

1

- o[z (=7 () —ary
(0 (0
1

s /Q w(z,t) by (u(z,t)) da

—Zw(t)—el/ﬂz(:n,l,t)hg (z(x,l,t))dx+92/u(x,t) b (u (2, ) d

Q

(1-7(t) o—27(t)

217 (0)0)] w0 - g

/ z(z,1,t) hoy (2 (z,1,t)) dz
Q

+2] Y (t) /Qz(a:,l,t)hg (z(z,1,t))dz
(

IN

L’inégalité de Young produit

/uh1 (u)dy < 155 < w3+ /]hl )| dvy (3.0.15)
Q
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et

et

h d <77CS2 A2+ - h 24
zhg (2¢) dy < (| Augly + |ha (2¢)|” dy
A1 4n
Q

Q

072
Juudr| < -
Q

Cc2 9
Z('%Lt)UdPY < 2 HutHQ
Q

(3.0.16)

(3.0.17)

(3.0.18)

ou C est une constante positive, exploitant et I'inégalité de trace implique que, Ve > 0 et ¢ > 0

2 2 2
HUH2 < ce ||VU”2 <c ||VU”2
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Utilisant(3.0.15 — 3.0.19) ,

d 1 1
%gb(t) = </ (|ut|mut)/u(t)da:> +mH/|ut|m+2dx+/vuttvudx+/vutvutdx
Q
Q Q Q

1
™ v 0 do 2l [ Suguda + [Vl
Q

1

2 2
el + [V

= / (|ut’m U — Augu (t)) dx +
Q

t
1 . — |l g + A2 (x,t) — o (8) [g(t—s) A2u(s)ds
= Il vl - [ o &
+prha (ue (2,1)) + pohe (ug (2,t — (1))
t
1 m
= gl | Va3 + (1o(t) /g (s)ds) 1Aul[3 + [Jue
0

t

/ /g (t—s)|Au( )||Au(s)—Au(t)|ds+u1/Quh1 (u¢ (x,t)) de

0

iy /Q whs (ug (2,1 — 7(1))) da

t
1 m
— [l ™ 4 |Vl + (1 o) g <s>ds) Al + el
0

2 2 2
el s + ma Vuelly = [Aully + 5 (g 0 Au) ()

IN

IN

m-+1
H1 2 Ha 2
— )| d = 1,8)|°d p .0.2
+4n/QU(% )l 7+477/Q|Z(7’ O dy + (el (3.0.20)
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Preuve.

%(p(t) _ /Qc‘llt <Aut _ m1+1 \ut]mut> Zg (t— 5) (u(t) — u(s)) dsdo
a

+prha (ue (2,8)) + pohs (us (2,8 = 7(1)))

< Cuz|Vull + (1 —o(t) /g (s) dS) 1Aull3 + [luellp + (g 0 Au) (8) + (9" 0 D) (1)
0
g th (Z ($7 0775))”3 + pg ||h2 (Z (1‘, 17”)”3 (3'0'21)
ST =er g (1) + 20 (1) e o (1)

ce qui achéve la preuve m

Lemme 3.0.10 Soit L(t) étre les fonctions définies dans (3.0.1), alors L(t) satisfait

%L (t) < —CLE (t) + Ca ||hy (ug)]|3;Vt >0 (3.0.22)

Preuve. En prenant la dérivée de (3.0.1), on obtient

d

SL) = M B () + o0’ (1) (6 (1) 6 (6) + 0 (0) 420 (1) 5 (W) +6() + (1) (30.23)

o1



en utilisant les inégalités

2

o' (t) /uutd$ < CTSJ' ) | Vull3 + o’ (t) 2 ||ul3 (3.0.24)
Q 1
! 05232 ! 2 / 2 2
o (t) || wwdr| < ar (@) [[Vullz + 0" (t) o [[uellz0 (3.0.25)
Q

En combinant (3.0.19), (3.0.24), (3.0.25) , nous avons

d o (t)
L) = —aM fulde— e 2 (10130 + M 70 (¢ 0 V) (1) + e’ () 0F el

U(t)<

o (1) [a% (luel3 + luell3.) = (1= 20— my) [9ll3 + T2 (9.0 V) (2) + [l

t
o (t
teo (2) [ (10l + ] = M3 [ 5)ds vl
0

2

C2

c?
teo' (1) [al 1Vl + S )2 + 2 ||ut||m} 5 V2 (3.0.26)

nous concluons que

()(goVu)(t)+( ()

a(t) . 2 ullP
dig < 60—@)[ : )z (01,1 0 + [l

v (1428 (el + el

e ([ (28 ) Bl (= 20— m) = (S (0489 - ) 2 o]
=6 || V|3 (3.0.27)

Consequently, using the definition of the energy (2.0.26), for any positive constant M’, we

obtain:

GL0 < —o@[(240 - m) lule+ (25 ) [ uwi—r)as]
—eo ( [(1—271—771) <§12 1+ B?) )U/ f;)IIVullg]
—er () [M2 D (o vy )+ (B -t (14 22 ) (bl + )]

[1‘24 (el + uel) + T+ 227 (g v >} — 8| Vul(3.0.28)

eo (1)
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On fixe d’abord n — n; > 0 tel que 1 — 2n —n; > 0 puis on prend M’ > 0 tel que

M/ M’ : . oa'(t)
31(0) — 1y > 07?(70) —mn3 > 0. Puisque tl1+moo F0
pour que

<J\;[/—a% <1+ :g;)) >0, <(1—2n—171) _ <Zf (1+ B?) —g>

En utilisant le Sobolev—Poincaré et tracer des inégalités
2 2 2 2
lully < ClIVully, [lulyq < ClIVully

Alors (3.0.28) prend la forme

%L (t) < —M'o(t)ceE (t)— (M's —eM'o (0) C) | V|2
+eM ‘; ) ;) (g0 vu) @)

puis, en choisissant e assez petit pour que M'6 —eM'o (0)C > 0

on obtient

d , M's (0)
%L (t) < —M'o(t)ceE (t) + € 5

o (t)(go Vu)(t)
réglage 0 = ]K[—;E ,C1=00,Cy = ew la derniére inégalité devient

%L (£) < =0 (£) CLE (£) + Cao (£) (g0 Vau) (1) ,¥¢ > 0

Multiplier (3.0.32) par 7 (¢) et en utilisant le lemme , on a

% L) < —o(t)CLE (t)+ Cao (t) (g0 Vu) (t)
< —o(t)CLE (t) — Coo (t) (¢' 0 Vu) (1)
S d

dt

53

t
e CEW+C | 2L B0~ o 1) / g (s) ds ||V ()2
0

= 0, on peut choisir £y > 0 suffisamment grand

(3.0.29)

(3.0.30)

(3.0.31)

(3.0.32)

(3.0.33)



Puisque 7 est non croissant, d’aprés la définition de E (¢) et ’hypothese(2.0.2), on a

CIL() +202B (1)) < —0 () GE (1), for t >ty

= 0, on peut choisir t; > ty tel que C3 = Cy + 2,\?;72(1?)00,((;)) pour t > t1

comme on a lim 252ko’()

L (t) 4+ 2C2FE (t) si H est linéaire sur [0, ]

Maintenant, soit x (t) = {
H' (e0E (1)) [L (t) + cE (t)] + cE (t) si H' (0) > 0, H" > 0 sur ]0,¢]

On peut alors vérifier que

01E (1) < x () < 0oE (1) (3.0.34)

ol 01, 0> sont deux constantes positives, nous arrivons donc a

/| | hy (uy))? dz < 01/ hy (uy) ugdx < cE' (t)
Ut | >€

[ut|>e

/| e () da < cl/ ha (ug) wedas < cE' (1)
ut|<e

|ut|§£

En rappelant que H’' (0) > 0, H” > 0, E’ < 0 sur ]0, ] et en utilisant (3.0.34), on obtient
(0 L (t) + 2C2E (t) si H est linéaire sur [0, €]
X _=
H'(e0E () [L(t) +cE (t)] +cE(t) st H (0) >0,H"” > 0 sur [0,¢]

d d

X = - (H' (0B (1)) [L (t) + cE ()] + cE (1))
= eoFE (t)H" (c0E (t))[L (t) 4 cE ()] + H' (0E (1)) (L' (t) + cE' (t)] + cE' (¢)
< —mC () E () H (0B (1) + e3H' (0B (1) H™ (—E' (1)) + c3¢2E (t)
< —mG () E(t) H (e0E (1) + e3¢ (t) E () H' (e0E (t)) — c5¢ (¢) E (t) + cse2E (2)
< —cC(t)E(t) H (e0E (1)) + c3c2E (t)
< —cC(t)L(t) Hy (L (t)) + c3coE (1)
< —cC(t) Ha (x (1))
> c((t) Hy (x (£))
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%X (t) < —cC(t)H2(E(t)) pour t>0 (3.0.35)

x (t) est équivalent a E (t). Par le fait que H, ' = —H' est croissant on obtient

(G®) H ) = (@) 2 ) pour >0 (3.0.36)

Une simple intégration sur (0,¢) donne

t

H(x(t)) > C/g“ (t)+ H(x(0)) pour t>0 (3.0.37)
0

en exploitant le fait que H~! est décroissant, on en déduit

-1 (c/g (t)+ H(x (0))> pour ¢ >0 (3.0.38)
0

Par conséquent, en utilisant (3.0.34),nous concluons

B (1) < cH- (/g )+ H(x ))) —

La preuve est compléte. m
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Conclusion =

Dans cette mémoire nous avons étudié la stabilité exponentielle de modéle non linéaire de
plaques minces viscoélastiques en présence d’'un terme source avec un retad distribué et un
amortissement structurel. Sous des hypothéses raisonnables sur les données initiales (déplace-
ment ug et vitesse up; I'historique de la vitesse fp), sur les fonctions de relaxation hq; ha, sur la
fonction de retad distribué pq et sur le coefficient d’amortissement piy:

Nous avons démontré :

1- Pexistence globale d une solution faible du systéme considéré dans des espaces fonctionels
convenables.

2- la stabilité exponentielle, en utilisant la méthode des multiplicateurs, c’est dire nous avons
démontré 'existence de deux constantes positives C' et k, dépendantes uniquement des données

(uo,u1, fo, h1, h2) telle que I’énergie du sytéme vérifie I’estimation
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Résumeé

Dans cet article, nous considérons une équation de Petrovsky viscoélastique non
linéaire dans un terme de retard variable dans le temps non linéaire & domaine borné
dans la rétroaction interne faiblement non linéaire :

1| ™ g (2, 1) + A2u(w, ) — Ay — o (t) [i g(t — 5)A%uss(s)ds
+pah (w2, 1)) + pahe (u(z,t — 7(2))) = [uf'~tu
Nous prouvons l'existence de solutions globales dans des espaces de Sobolev adaptés en
utilisant la méthode énergétique combinée & la méthode Faedo-Galarkin sous condition
du poids du terme retard dans la rétroaction et du poids du terme sans délai. De plus,
nous étudions les estimations générales de stabilité en utilisant certaines propriétés des
fonctions convexes. Dans des conditions appropriées sur mi et M2, nous prouvons le

comportement asymptotique en utilisant une fonctionnelle de Lyapunov appropriée.

Mots clés : équation de plaque; Terme viscoélastique ; Décroissance d’énergie, re-
tard variable non linéaire dans le temps.
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Abstract

In this paper, we consider a nonlinear viscoelastic Petrovsky equation in a bounded

domain nonlinear time varying delay term in the weakly nonlinear internal feedback :

|| ™ g (2, ) + A2u(x, t) — Aug — o (t) [y g(t — s)A%uss(s)ds
+pahy (w(@, 1)) + pahe (u(z, t — 7(t))) = [uf~tu
We prove the existence of global solutions in adapted Sobolev spaces using the energetic
method combined with the Faedo-Galarkin method under condition of the weight of
the delay term in the feedback and the weight of the term without delay. In addition,
we study general estimates of stability using some properties of convex functions. Un-
der appropriate conditions on mi and M2, we prove the asymptotic behavior using an

appropriate Lyapunov functional.

Keywords : plate equation; Viscoelastic term; Decrease in energy, variable delay
not linear in time.
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