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Introduction

Introduction:

La physique des trés hautes énergies nécessite une description cohérente des quatres
forces Fondamentales. La géométrie non commutative et 1’algebre déformé représente
un cadre mathématique prometteur qui a déja permis d’unifier la relativité générale et
le modéle standard, L’étude des théories quantiques sur des algébres déformeés est une
premiére étape de I’unification. Celles-ci ne sont pas simplement obtenues en
réécrivant les théories quantiques sur des algébres déformés.

Ces dernieres années, plusieurs problemes ont été étudiés dans le cadre de la
mécanique quantique en présence d’une longueur minimale : le spectre d’énergie de
I’atome d’hydrogéne dans 1’espace des coordonnées par plusieurs chercheurs [1-5], et
dans I’espace des impulsions a été étudié par [1,6]. L’ oscillateur harmonique a une et a
plusieurs dimensions a été résolu exactement [1,7], et par la méthode perturbations [1,
2,8].

Dans la littérature,il existe plusieurs théories introduisant le concept delongueur

minimale, notamment les théories avec un principe d’incertitude généralisé (GUP)de
la forme (AX)(AP) = Z(l + B{P?)),nous allons suivre I’approche de GUP pour

introduire le concept de longueur minimale(longueur élémentaire).

L’introduction de cette longueur élémentaire est équivalente a une incertitude
supplémentaire sur la mesure de la position, de sorte que I’incertitude minimale ne
peut jamais étre nulle. De ce fait, plusieurs études proposent des petites corrections sur
la relation de commutation entre I’opérateur de position et 1I’opérateur d’impulsion [9,
10, 11]. L’étude des implications de ces déformations de I’algebre de Heisenberg en
mécanique quantique non relativiste, a été un sujet de grande importance ces derniéres
années. Par conséquent, une mécanigque quantique découlant de cette algebre déformé
pourrait constituer une théorie effective a basse énergie des particules non ponctuelles
telles que les quasi-particules dans les solides et les hadrons en physique nucléaire [7,
9,1].

Et d’une autre part en physique il existe traditionnellement deux approches.1).

L’approche théorique et D’approche expérimentale. L’approche numérique est
généralement considéré comme un complément & 1’approche théorique et parfois
comme un pont entre 1’approche théorique et I’approche expérimentale. Aujourd’hui
nous pouvons méme considérer 1’approche numérique comme une troisiéme voie en

physique indépendante des deux autres approches [12].
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La resolution numérique de 1’équation de Schrodinger reste un probléme trés
important intervenant dans de nombreux calculs de physique. Cette équation trouve
plusieurs méthodes de résolution comme la méthode de la DFT (Density Functional
Theory) [13], QMC (Quantum Monte Carlo) [14], DVR (Discret Variable
Représentation)[15], la théorie des perturbation [16], la méthode variationnelle de Ritz
[17] , la méthode de différence finie, etc. Généralement ces méthodes sont limitées
[18].

Dans les deux cas, on trouve la le point de départ de la quantification de ces champs,
qui donne naissance au concept de phonon pour les vibrations du solide et de photon
dans le cas du champ électromagnétique. L’oscillateur harmonique est une brique
essentielle dans la construction de la physique quantique [19].

Dans ce sens, 1’usage le plus important des ordinateurs en physique est simulation. Les
simulations sont naturellement adaptées pour les probléemes non-linéaires qui ne
peuvent pas généralement étre résolu par des méthodes analytiques. Le point de départ
d’une simulation numérique est un modéle idéalisé d’un systéme physique d’intérét.
Nous voulons vérifier si le comportement de ce modele est cohérent avec 1’observation

expérimentale ou la prévision théorique.

Nous spécifions un algorithme pour la réalisation du modeéle sur un ordinateur.
L’exécution de I’algorithme sur un ordinateur est une simulation. Les simulations sont
donc des expériences virtuelles [12].

L’objectif de notre travail est I'utilisation de la méthode de différence finie et comme
un exemple d’étude on a choisie 1’oscillateur harmonique unidimensionnel et la
résolution analytique de I’équation de Schrodinger avec un potentielle harmonique en
présence d’une longueur minimale toujours dans le cas des systemes
unidimensionnels. Nous avons utilisé le logiciel matlab pour le traitement numérique.
Ce mémoire est composé de deux parties principales :

La premiere partie concerne le cas de 1’étude analytique, qui contient deux chapitres.
Dans le premier chapitre, nous présenterons 1’oscillateur harmonique unidimensionnel.
Nous verrons comment en utilisant une méthode analytique pour trouver la fonction
d’onde et le spectre d’énergie. Et on a expose aussi d’opérateurs de création et de
destruction, adjoints I’un de I’autre. Et vérifiant une relation de commutation.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons les notions élémentaires mécaniques

quantiques avec un principe d’incertitude généralisé impliquant I’existence d’une

2
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longueur élémentaire. Nous présenterons le formalisme nécessaire développé
essentiellement par Kempff et ses collaborateurs.

La deuxieme partie est réservée a la méthode de différence finie.
Elle est scindée en deux chapitres. Dans lequatriéme chapitre, nous présentons les
notions élémentaires de la méthode différence finie et son application a la résolution
d'équations différentielles.

Enfin dans le quatriémechapitre, est réservé al’utilisation de la méthode différence
finie avec un programme écrit dans le matlab, nous présentons les résultats
numériques et des graphes concerne le spectre et la fonction d’onde de 1’oscillateur
harmonique dans le cas ordinaire et le cas de L’oscillateur harmonique basée sur un
GUP.



Chapitre I: L’oscillateur
harmonique
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Chapitre I: L’oscillateur harmonique

Les oscillations harmoniques sont des phénomenes tres importants aussi bien en
physique classique qu’en physique quantique ; classiquement, pour un systeme en
équilibre stable de petits déplacements par rapport a cette position d’équilibre vont

3

engendrer des “’forces de rappels ©° qui tendent a rétablir 1’équilibre. En premiére
approximation ces forces peuvent étre prises comme proportionnelles au déplacement

et ceci caracterise un mouvement harmonique [1].

1.1 Hamiltonien de I’oscillateur harmonique:

Nous allons utiliser ici, une méthode différente de celles relatives a la résolution de
I’équation de Schrédinger correspondant au potentiel harmonique, celle-Ci est basée
sur la notion d’opérateur.

La procédure qui va étre décrite est due a Dirac et utilise systématiquement le fait que

le Hamiltonien de 1’oscillateur harmonique dont I’expression [1,2] :

H=2 4L mwx? (1.1)
m 2

Le Hamiltonien de 1’oscillateur harmoniqueest quadratique en x et p et peut méme

recevoir une forme plus symétrique en définissant de nouveaux opérateurs

hermétiques X et Pest quadratique en x et p et peut méme recevoir une forme plus

symétrique en définissant de nouveaux opérateurs hermétiques X et P sans dimension
[1,2]:

X= %x (1.2)
~ P
P=|— (1.3)

qui nous permettent d’écrire :
H = howH (1.4)
Avec : A=-(%%+ P?) (1.5)

La relation de commutation fondamentale [x , p] =ihl revét maintenant la forme

suivante :
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[X+P]=

1 mw ih
mh h

S

ou': [X,P] =i (1.6)

|.2 Opérateurs de création et d’annihilation a* , a@

La résolution du probleme aux valeurs propres est simplifiée en introduisant les

opérateurs non hermétiques suivants [1,2] :

a= L (24P
a—ﬁ(X+lP) (1.7)
A~ 1 S .

a+=5(X—lP) (18)

Les relations inverses s’écrivent :

A~ 1 ~ ~
X = 5 (a*+ +a (1.9
p-Ltia-a) (110)

Avec X et P étant hermétiques, @+ est I’adjoint de @ , cependant a* et @ ne sont pas

des opérateurs hermétiques a cause du facteur i devantP.

1.30pérateur nombre N

A

On appellera le produit des opérateurs a* et a_opérateur nombre, produit qui est lui

méme hermétique, on a :

D’ou: N=-(R2+P2+1) (1.11)

En comparant cette expression avec 1’équation (2.4), on peut écrire [’hamiltonien
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harmonique sous la forme :

A=rno+3) (1.12)

Ce résultat devrait déja nous donner une meilleure intuition de la signification de
I’opérateur nombreN, comme nous le verrons, il s’agit du nombre d’excitations dans le
systeme.

1.4 Le spectre de N.

Comme H est hermétique, N I’est aussi. De plus, les vecteurs propres de H sont aussi
vecteurs propres de N et inversement, en fait, nous chercherons par la suite non pas les

vecteurs propres et valeurs propres de H, mais ceux de N .
En utilisant 1’identité suivante [1,2] :
[AB,C]=A[B,C]+[A,C]B (1.13)

On obtient :

[N,a*] =[a*a,a*] =a*[a,a*] +[a*,a*]a=a" (1.15)
[N,a]la*a,a] = a*[a,a] + [a*,ala = —a (1.16)
En résume :

ata=N , [N,a]=-a

aat=N+1, |[N,a*]=a" (1.17)

|.5Propriétés des valeurs propres de I’opérateur N

1. soit |v) un vecteur propre deN , supposé de norme finie [1,2]:

Nlv) = v|v) (1.18)
En utilisant (1.17) il vient :

Nalv) = ([N,a] + aN)|v) = (v — Dalv)

Ce qui se lit : Nalv) = (v — 1)(a|v) (1.19)
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Et montre que le vecteur a@|v) est aussi vecteur propre de N mais cette fois avec la
valeur propre (v -1), a condition bien sur que ce vecteur ne soit pas le vecteur nul. La

norme carrée de ce vecteur est :

(alv),alv)) = (vla*alv) = (v|N|v) = v(v|v) (1.20)
Comme la norme carrée de tout vecteur est positive ou nulle, on en déduit que v= 0.

Toutes les valeurs propres de 1’opérateur N sont donc des nombres réels positifs ou

nuls.

2. maintenant, on peut recommencer ces opérations et considérer :
Na*|v) = ([N, a2] + a®N)|v) =([N, a]a + &[N, a])|v) + a*N|v)
= (—a% —a?)|v) + a*N|v) =(v — 2)a*|v)(1.21)

Ce qui montre que le vecteur a%|v) est propre de N avec la valeur propre (v -2) ; par
application répétée de a , on peut ainsi mettre en évidence une suite de vecteurs
propres de N ayant les valeurs propres v, v -1, v -2, etc., cette suite ne peut étre
infinie , puisque 1’on vient de montrer que les valeurs propres de N sont toutes
positives ou nulles, si v n’était pas un entier, on finirait par construire un état propre de
N avec une valeur propre strictement négative ;il faut donc que ,tot ou tard , la
différence (v — un entier) soit nulle, ce qui montre que v est lui-méme un entier positif

ou nul, alors la séquence de vecteurs se termine avec :

Nalv)+ (v—=v)a’|lv) =0 (1.22)
3. Revenant a (2.19) pour la plus petite valeur propre v = 0(état fondamental), on a :
Ndlv = 0) = (0 — 1)alv) © N(a|0)) = —(aloy) (1.23)

Mais comme N ne peut avoir de valeur propre négative, ceci n’est possible que si a|0)
est vecteur nul aj0) =0 (souvent appeler dans ce contexte: état vide, ou plus
simplement|vide)). D’une fagon générale, I’opérateur a engendré, a partir de |v) , le
vecteur propre de N ayant le valeur propre (v — 1) réduite d’une unité parrapport a la

premiére : en quelque sorte, @ annihile une excitation et passe d’un état a 1’état

immédiatement inférieur en énergie.
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Comme on ne peut pas détruire ce qui n’existe pas, d agissant sur 1’état |vide) (le
fondamentale) donne zéro.

|.6Le spectre de H

Le spectre de N est constitué des entiers non négatives, on en conclut que les valeurs

propres de H sont données par [1,2]:

En = (n+)hw (1.24)
Remarque :

HIv) = Ey[v) = (n + Dho|v) (1.25)
Alors ;

H(@l)) = (n—2) hw(@lv)) (1.26)
H@ vy = (n+3) w(@*v) (1.27)

A~

Par action de @ , on passe a un vecteur propre associé a la valeur propre

~

immédiatement inférieure, et inversement en ce qui concerne a* un opérateur de
création.La méme procédure peut étre effectué¢ a partir de I’autre relation (2.15) on a

ainsi :

Nat|v) = ([N, a*]+atN)v) =at|v)+ atv= (v+ 1)a*|v) (1.28)

Le vecteur a*|v) est donc propre de N avec la valeur propre (v +1), sa norme est :

(a*|v),a*|v)) = (vlaa*|v) = (vla*ta + 1|v) = (v|N + 1|v) (1.29)
=@w+1 =)

Cette égalité n’est jamais nulle puisque V = 0. Par application répétée de a™, on peut
ainsi engendrer une suite infinie de vecteurs propres de N correspondant aux valeurs
propres v +1;v +2; etc.....; Popérateura* fait passer d’un état |v) a D’état
immédiatement supérieur |v + 1) ; il crée une excitation supplémentaire , par ailleurs,

il est clair que le spectre de N n’est pas limité vers le haut.

Au total, le spectre de N est constitué de tous les entiers positifs ou nuls, on notera

9
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désormais v = 0 pour appeler ce fait et on désignera par |v) un vecteur propre

normalisé de N.

Les deux opérateursdet a*respectivement, annihile et crée une excitation ; pour cette
raison, ils sont respectivement appelés opérateur d’annihilation et opérateur de
création, 1’'un crée, ’autre annihile un quantum d’excitation : on peut imaginer que,
dans un contexte a préciser, ces operateurs créent ou annihilent des particules, la
notion de particule étant alors identifiée avec celle de quantum ¢élémentaire (d’un

champ).

L’opérateur N lui, compte le nombre d’excitation (nombre de quanta, i.e., nombre de
particule) il est pour cette raison naturellement appelé opérateur ‘nombre de particule’,
compte tenu I’expression de H , il résulte que A a bien pour les valeurs propres
d’énergies 7w = (n + %) .

|.7Systémes quantiques simple

Un modele trés satisfaisant pour un systéme quantique constitué de deux particules
pres de leur position d’équilibre caractérisé par une distance mutuelle x,[3] (voir le
potentiel en traits pointillés de la figure 1.7(b)).

La figurel.7(a) représente schématiquement la forme du potentiel harmonique a une
Dimension

V (x) V(x) i}

V

0 X
(a)

Figure 1.7 (a) Figure 1.7 (b)
Figure 1.7 : (a) Potentiel d’un oscillateur harmonique a une dimension : x peut
prendre des valeurs dans I’intervalle—co < x < +o0.
(b) Un potentiel quelconque possédant un minimum en x = x,,,peut étre approché par

un simple potentiel harmonique prés de ce minimum.

10
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Pour x = x,,, ’énergie potentielle est minimum si

v (x) _
e mx =0 (1.30)
Et
2V (x) _

o2 gy =k>0 (1.31)

correspondant au développement en série de Taylor autour de x = x,,, ¢’est-a-dire :

v 19%V(x)
Vix) =V(xy) + — (x —x,) +

- )2
0xlyey 2 dx? (= 2%m)" +

_xm

Classiquement une particule dans un potentiel harmonique est toujours liée i.e.
confinée dans une région limitée de 1’espace, ainsi pour une énergie E (arbitraire mais
fixée) la particule est confinée dans la région de I’espace ou E.En mécanique
quantique une particule dont I’amplitude de probabilité est solution de 1’équation de

Schrodinger sera également dans un état lié [1,2].

11
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1.8 Les solutions dans la configuration {x}
Dans la représentation des coordonnées, 1’"equation de Schrédinger

prend alors la forme simplifiée [3,4]

=2+ (29202} 9,0 = 2 en(0) (1.32)

Ou ¢, (x) et &, sont respectivement les fonctions propres et valeurs propres de cette

équation

Les solutions de cette équation est faite dans deux configurations : la configuration

{x} et la configuration {p}.

Or, I’opérateur différentiel du premier membre a comme dimension I’inverse du carré
d’une longueur. Il doit évidemment en étre de méme du second opérateur ; par suite,

Xo = (%)% (1.33)

est une longueur fondamentale de ce systéme quantique dont I’interprétation physique

apparaitra ultérieurement.

L’introduction de la variable sans dimension

q== (1.34)

X0

La solution de I’oscillateur harmonique permettra ultérieurement d’aborder I’ "etude du
mouvement interne de systemes matériels réels : molécules, cristaux, noyaux
atomiques. Le cas le plus simple est sans doute celui d’une molécule diatomique : X

sera alors la distance de deux atomes et m leur masse réduite.

Conduit alors a la forme réduite de I’"equation

32¢,
Tt (e~ 4 (@) = 0 (1.35)
Avec
A, = % (1.36)

12
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Afin d’obtenir une solution acceptable de cette équation différentielle, nous allons
proceder comme suite : nous chercherons d’abord une solution asymptotique ¢,(q)
valable pour g — 400 Or, pour des valeurs de g? suffisamment grandes, 1>’ equation

devient

2,
T~ pa() = 0 (L37)

Dont la solution vaut

2 qZ

q _
¢.,(q) =Aez + Be 2z
La théorie quantique impose A= 0 pour que la solution soit a carré intégrable.

Il est donc naturel de chercher une solution de la forme

2

@n(q) = Ce2 Hy(q) (1.38)

Ou H,,(q) est une fonction deq. En substituant (1.38) dans I’"equation (1.35) nous

voyons que cette nouvelle fonction doit satisfaire a I’ ‘equation différentielle

%H, H,
i = 2q TR0+ (A~ DHL(g) = 0 (1.39)

Cette équation est celle des polyndmes d’Hermite si
A, —1=2n (1.40)

Montrons maintenant que 4, = 2n + 1 correspond effectivement au spectre des

énergies discrétes de 1’oscillateur harmonique.

La relation (1.40) conduit donc directement a la condition de quantification de

I’énergie de ’oscillateur

Ou encore
£, = ha(n +3) (1.41)

et les fonctions d’onde associées

13
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2

@n(q) = €2 Hy(q) (1.42)

Ici H,(q) sont les polyndmes dits d’Hermite, d’ordre n (n : 0, 1, 2, - - - ), qui

obéissent a 1’équation différentielle
Hy(q) —2q-Hy(q) +2nH,(q) = 0 (1.43)

Ces polyndmes peuvent également €tre obtenus a 1’aide de la relation
2 e \2 . n
G(s,q) = €T 5" =30 (Hyo(@) = (1.44)

Ou G(s,q) est la fonction génératrice des polyndmes d’Hermite. En effet, nous

verifions sans difficulté que le développement de Taylor autour de s = 0 fournit

n

d
H,(q) = 757 [G(s,q)] »

amn  _ .2

Hy(q) = (—1)"e” j e (1.45)

n

En se servant de la fonction génératrice G(s,q) des polynomes d’Hermite, on peut

montrer que

(@ @0a(@) = [ 03(@) pa(@)dq = 8,4 (1.46)

Avec

Pu(@) = |5i=ed Ho(q) (1.47)

et dans I’espace des coordonnées

1 &2, x
Pn(X) = |Gmme® ™ Ha() (1.48)
1.9 Les solutions dans la configuration {p }

Pour la configuration {x}, en a utilisé le principe de correspondance suivant[4] :

.9 P d
E - lha x = Xenfinetp, - —ha (1.49)

Dans la phase {p}, le principe de correspondance exige que
14
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Y
p =D, x|—>—1h$

Dans la representation des phases{p}, I’ "equation de Schrddinger prend alors la forme

simplifiée
p—2+1mw2x2 Y(p) = En¢p(p)
om 2 p nY (P
Soit
—W*mw? 92 p? _z
— 3p T 7 Y(p) = Exp(p)
Posons que
9 = |- . (p) = x(8
= o=l =~ et(p) = x(0)
Alors

02 62
{W + G — T}X(e) =0

Cette équation est semblable a celle de la configuration {x} . Donc, La solution de

cette équation s’écrites par:

__p* 1
() = Cpe Tty | |——p

1
Enzha)(n—l—E)

La condition de normalisation est donnée par

2 _ M __1
Cp = s avec Ap —

15
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Chapitre 11 L’oscillateur harmonique basé sur un GUP

Chapitre 11 : L’oscillateur harmonique basé sur un GUP

11.1 Principe d’incertitude généralisé (GUP)

Pour montrer comment incorporer la notion de la longueur minimale L,,, en mécanique
quantique, nous allons suivre I’approche du principe d’incertitude généralisé. Dans ce
contexte, on postule que lorsque I’on augmente arbitrairement 1’impulsion p de la

particule, le vecteur d’onde k ne doit pas dépasser une certaine valeur maximale de

1 . T N ,
I’ordre de = En conséquence, on aura des déviations par rapport a la dépendance

m

linéaire, (p = hE) lorsque p approche l’échelleli.

m

Ceci s’interpréte physiquement par le fait que les particules ne peuvent pas posséder
des longueurs d’onde arbitrairement petites et que des échelles de distances

arbitrairement petites ne peuvent plus étre explorées.

On suppose une relation p = f (k) entrepetk. Cette fonction doit étre impaire, du fait

de la parité et la fonction inverse doit approcher asymptotiqguement une valeur de

I’ordre zi lorsque p tend vers I’infini. Plusieurs formes de la fonction f peuvent étre
m

trouvées par exemple on prend le choix
p = = tan(lyk) 2.1)
En utilisant le développement :

y3

tan(y) =y + 3t

au deuxieme ordre enl,,, p s’écrit :
2
p=h(k+2k3 + - (2.2)

Supposant que le commutateur entre X et P garde la forme standard, c’est-a-dire

[X,P] = in, et utilisant la relation générale :
o ] _ ;04
(X, A(R)] =i, (2.3)

on obtient la relation de commutation définissant I’algebre de Heisenberg modifiée :

17
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5 A .
[%,P(K)] = l% (2.4)
La relation (2.2) donne :

)

=1+ 12,k% + ) (2.5)

et puisque on a:

ZR2~ 0 4 o(1%) (2.6)
On trouve :
[X,P(O)] = in(1 + (2P + - 2.7)

En introduisant un parameétrep, relié a la longueur minimale par :

(*)? avec L, = hy/F (2.8)
On aboutit a la relation de commutation suivante :
[X,P] =in (1 +BP%+ ) (2.9)

En mécanique quantique, la relation de commutation est reliée directement a la

relation d’in certitude a travers la formule :

(A4)(AB) = |{[4, B)))| (2.10)
Ce qui donne :
AxX)(@P) = 3|0 (2.11)

Au premier ordre du parameétref, la relation d’incertitude modifiée aura la forme

suivante :
(AX)(AP) = 2 (1 + (P?)) (2.12)
En utilisant la définition de ’écart quadratique moyen (AP)? = (P?) — (P)? on peut

écrire :

18
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(AX)(AP) = 2{1 + B(AP)? +) (2.13)
Avec
y = B(P)? (2.14)

La relation d’incertitude (1.13) implique une incertitude minimale non nulle sur la
position; elle a été étudiée rigoureusement par Kempf et ses collaborateurs. Dans la
section qui suit, nous allons nous baser essentiellement, pour présenter le formalisme

de la mécanique quantique découlant de cette algébre modifiee.

I1.2Représentation dans ’espace des impulsions

Considérons I’algébre de Heisenberg associative générée par les opérateurs X et P
satisfaisant a la relation de commutation (1.9). Comme on a vu, la relation
d’incertitude correspondante est (1.13). Pour un (AX) fixe, 'inégalité (1.13) est
satisfaite dans I’intervalle [AP_,AP,], telle que :

200)(AP); 1ty

B8 — = (AP} (2.15)

Ce qui donne

ax / AXya _ 1ty

La plus petite valeur de AX est celle qui correspond & une racine double, c.-a-d., AP_ =
AP, soit :

(AX)o = h/B/1 +¥(2.17)

La valeur minimale(AX),in, corresponday =0

(AX)min = h\/ﬁ (2.18)

Dans I’espace des impulsions, ou X et Pagissent sur les fonctionsy(p) = (ply), ces
opérateurs peuvent étre considéres comme des fonctions des anciens opérateurs X et P
satisfaisant la relation de commutation canonique :[X,p] = ih, alors on peut trouver
une représentation de X et P qui vérifie la relation de commutation modifiée (2.9). la

réalisation la plus simple s’écrit

19
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X=QQ+ppHR,P=p (2.19)
Ouona:

pY(p) = pyY(p) (2.20)
£ (p) = ih 9 (p) (2.21)
Alors

£ =in(1+ ﬁpz):—pﬁ =5 (2.22)

Il est facile de s’assurer que cette réalisation vérifie bien la relation de commutation
(2.9).

11.2.1Produit scalaire et relation de fermeture

La condition la plus importante que doit satisfaire la représentation(2.22), est la
préservation de la symétrie des opérateurs X et P, pour que leurs valeurs propres soient
réelles. Du moment que n’est pas modifié, alors sa symétrie est évidente; il n’en est

pas le cas pour I’opérateurX.
En effet, la condition de symétrie s’écrit :

(WIR)le) = Wl (Rlp) (2.23)

Cette condition n’est pas satisfaite par rapport au produit scalaire ordinaire :

Wlp) = [ dpy* (o) (2.24)

Pour que I’opérateur soit symétrique, il faut modifier le produit scalaire de la fagon

suivante :

Wlpy=[T7-2

—00 1+Bp2

v (p)o(p) (2.25)

1

est nécessaire pour €éliminer le facteur correspondant de 1’opérateurX.
1+Bp?

Le facteur

La modification du produit scalaire implique une nouvelle relation de fermeture; celle-

ci devient :

20
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[ (plp) =1 (2.26)

—® 1+fp?

En insérant cette derniere relation dans le produit scalaire de deux vecteurs propres de

I’opérateur impulsion, on obtient :

il +o d
") = g

(r"lpXplp" (2.27)
On en déduit, immédiatement, la nouvelle relation d’orthonormalisation :

(plp) = 1+ Bp*)s( —p) (2.28)

11.2.2Fonctions propres de ’opérateur de position
Dans I’espace des impulsions, le probléme des valeurs propres de 1’opérateur X

s’écrit :

. ]

ih(1+ fp?) 35 V2 (P) = xih: () (2.29)
Ou ¥, (p) = (plx), |x) étant un vecteur propre de X ayant une localisation infinie

((A)? )|x> = O), donc il ne représente pas un étant physique car la relation d’incertitude

généralisée ne permet pas I’existence de tel état. Les fonctions ¥, (p)

Seront considérées alors comme des « fonctions propres formelles » de 1’opérateur de

position.

La solution de I’équation (2.22) est donnée par la formule suivante :

Y, (p) = cexp(—i ﬁﬁarctan \/Ep) ,
(2.30)

C est une constante de normalisation, elle se calcule en utilisant la relation (2.19) ;

On obtient :
« (Fo dp cc*'m
1 = —
cc* [ vy i
JB

avec C= . Alors, les fonctions propres normalisées de I’opérateur de position ont

la forme :
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wx(p)—fexp(—lwarctanfp) (2.30)

En utilisant les relations (2.21) et (2.30), on peut montrer que la nouvelle relation de

fermeture satisfaite par les vecteurs formels |x) a la forme suivante :

znff dx |x)(x| =1 (2.31)

Calculons maintenant le produit scalaire entre deux formels |x) et |x') :

()= [ e )

\/_ f 1+ﬂ 2exp %arctan\/ﬁp]

21

n(x x")

Sm(z;;\/— ) (2.32)

11.2.3 Exemple pertinent : L’oscillateur harmonique

Nous voudrions maintenant appliquer le formalisme développé jusqu’a présent au cas
intéressant d’un oscillateur linéaire de nocivité, en déduisant a la fois le spectre
énergétique et I’expression des fonctions propres correspondantes. La comparaison

avec le cas limitatif § = 0 Ce sera particuliérement intéressant.

De I’expression pour le Hamiltonien :

2 2

H=Z 4+ mw?L (2 .33)
2m 2

Et la représentation pour x et p dans I’espace p rapporté dans la section (2.33) nous

obtenons la forme suivante pour I’équation de 1’état stationnaire de Schrodinger :

La ou nous avons défini :

a?y@) , _2Bp_dp(®) 1 2.2 _

ar T Tapr ap T g€ NP 1Y(P) =0 (2.34)
_ 2E | 2 1

T mmeez T (mhw)? (2.35)

et E est I’énergie.
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L’équation habituelle de Schrodinger (8 = 0)pour 1’oscillateur harmonique linéaire
n’a qu’une ularité a I’infini, qui n’est cependant pas de type fuchsien[1,8]. Dans ce
cas,la procédure est bien connue la solution a été écrire commele produit d’un facteur
gaussien décroissant et d’une nouvelle fonction satisfaisant une équation, conduisant a
des polynomes d’Hermite, ou le quadratique n?p2est annulée dans I’équation
différentielle si le facteur gaussien est correctement choisi. D’équation  (2.34) nous
voyons que I’introduction d’une valeur finie pour 8 change complétement la structure
de singularité dans le plan complexe. Trois points singuliers sont maintenant présents :
le point habituel a I’infini p = ii\/ﬁ ainsi quetous les coefficients sont réguliers pour
les termes au premier dérivé puisque se comporte seulement comme un simple péle au
voisinage de chaque singularité, celui en face de la fonction elle-méme ne contient que
des pdles doubles. Qualitativement, la présence d’une longueur minimale adoucit le
comportement de 1’équation de 1’onde a trés grand moment, transformant le point a

I’infini en une singularité fuchsienne.

La solution de 1’équation (2.34) est donné en termes de fonctions hypergeomet, qui
peut toujours étre exprimé en termes de la série ric hypergeomet Gauss, jusqu’a
quelques acteurs f simples. Pour trouver la solution explicite n, il est utile d’introduire,
comme d’habitude, une nouvelle variable {en termes de laquelle les pdles sont décalés

vers les valeurs de référence 0, 1 etoo :
1 .
(=1vilfy (2.36)

L’équation (2.34) se lit alors comme suit :

a2P(Q) | 20-1 dp)  q+r(1-20)° _
a2z {(G-1) & 72({-1)2 () =0 (2.37)
avec :
€ . n?
q-= E , r = E (238)

dont la solution est représentée par le symbole de Riemann :

0 1 oo
p(al B1 71 ;€> (2 .39)
a, P V2

23



Chapitre 11 L’oscillateur harmonique basé sur un GUP

D’un calcul simple on obtient, pour la racine «;, B; et y;

o =—Jqg+r ; ay=q+r (2.40)
p1 = —W , B2 = \/m

Y1 =§(1—\/W) ;Y2 =%(1+\/W)

La solution (2.5) est simplement liée a la solution de I’équation Gauss hyper
géométriqueF (a, b, c, z), pour laquelle une des racines pour les deux singularités a

distance finie est zéro
0 1 oo 0 1 o0
P(“1 Br "1 ;§>=§“1(1—§)ﬁ1p< 0 0 a ;Z) (2.41)
a, Pz V2 1-¢c ¢c—a—-b b
={"(1 - P F(ab;c;Q)

Avec

a=y1—a1—ﬁl=%(1—\/16r)—2\/q+r (2.42)

1
bzyz—al—ﬁl=§(1+\/16r)—2\/q+r

c=1-2\/q+r
On obtient donc finalement, en termes de variable de moment réel p, la forme générale
pour la solution de 1’équation (2.34) :

1 1 .
lp(p) c>cW'F(CL; b; C;E+ l@p) (2.43)

Puisque nous savons que pour 8 = 0 les fonctions propres sont simplement le produit
d’un facteur gaussien avec des polynomes Hermite, nous cherchons maintenant les
solutions pour B # 0 dans les cas ou les parametres hypergéométriques F(a, b, c, z) se
réduisent & un polynéme. On sait que cela se produit lorsque a ou b est un entier

négatif :

a=-n= q+r=%(n+%)—im (2.44)
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b=-n=fqg+r=:(n+3)+VI+16r (2.45)

Dans les deux cas F(a,b,c,z) devient un polyndme de degré n. Cependant, si nous
choisissons a = 0, la fonction d’onde n’aura pas le comportement correct a ’infini et,
en particulier, n’appartiendra pas au domaine dep? . A partir de ’équation (2.45) on a
en fait

ol e L VB (WITT6T-1)/2
Y(p) « T F(=n;b;c;5+ i~-p)~p (2.46)
qui diverge. D’ou la condition b = n donne le spectre énergétique et les fonctions

propres correspondantes. Dans ce casq + r > 0 pour n’importe quel n et pour grand p

la fonction d’onde se comporte comme

\/_p)"p (W1+16r+1)/2 (247)

Y(p) « - F(a; TlC—+l

1
(1+Bp2)VI*T

Il en est de méme pour la mesure dp/(1+ Bp?). Elle appartient également a la
domine de p? , car elle est immédiatement vérifiée. Notez que,pour toutn fixe,la
valeur de r plus grand(c.-a-d. la valeur de B plus petite),la décroissance rapide ver le
zéro de la fonction d’onde est a I’infini. En partie dans la limite tends vers 0 , en
utilisant (2.45) on récupére le comportement gaussien habituel des fonctions

d’oscillation harmonique

1 n?p?
'[13—>0 (1+ﬁp2)\/m ( ) (2 48)

Par conséquent, a chague nombre quantique n correspond la fonction propre

L PR SR/
V() (1+pp2)Va+T Fan; =n; cp; 2 ti 2 p) (2.49)
1 1 1
Avec[q+ 1, =2 (n+2) +IVI+16r; @, = —n — VI + 167 (2.50)

ch=1-2\/q+mr,

Pour le spectre énergétique, nous obtenons de (2.45) et (2.38) :

Enzhw(n+§)<ﬁ_+ /1+ >+thn (2.51)
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Notez que le spectre habituel est récupéré dans la limite § — 0 (ou r — %); pour
Finit B, les niveaux d’énergie dépendent également du carré du nombre quantiquen, et

asymptotiquement, pour grandn, ils grandissent comme n2.
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Chapitre 111 : Méthode des différences finies
I11.1 Philosophie générale d’approximation :
Remplacer le probleme initial par un autre plus facile a résoudre et dont la solution est

proche en un sens a la solution du probléme initial.

Dans le cas des problemes aux limites, le probléme initial, posé dans un espace de
dimension infinie et impossible a traiter par ordinateur, est remplacé par un probléme
qui lui est en un sens proche, mais posé dans un espace de dimension finie et

susceptible d’étre résolu par ordinateur :

Equation Systéme
différentielle + Méthodedesdifférencesfinies d'équations
Conditions aux linéaires
limites ou

initiales AX =D

AvecA une matrice N x Ndont les coefficients peuvent dépendre (dans les problémes

nonlinéaires) du vecteur inconnu X ; le vecteur b est connu.

I11.2Geénéralisations de méthode des différences finies:
La méthode des différences finies (MDF) pour résolution des problemes aux limites
remplace chaque dérivée dans 1’équation différentielle par une approximation

appropriée en terme de rapport aux différences. Pour plus détails voir [1,2,3]

Les quotients aux différences et le pas h sont choisis pour avoir une erreur de

troncature d’un ordre donnée.

Toutefois, h ne peut étre choisi trop petit a cause des instabilités dans 1’approximation

des dérivées.

Le principe des differences finies est de remplacer les dérivées par des rapports aux
différences provenant de 1’utilisation de la formule de Taylor dans laquelle on néglige

le reste.

Commengons par choisir un entier N — 1 et divisons l’intervalle [a, b] en (N + 1)

sous-intervalles dont les extrémités sont les points su maillage
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x;=a+ih  telquei=01,..,N+1lavech=—.
N+1

Le pas h est choisi constant pour faciliter 1’utilisation des algorithmes servant a
résoudre les systémes linéaires qui résultent de 1’approximation et qui résultent de

I’approximation et qui font intervenir une matriceN X N.

111.3 Application :
Soit le probleme modéle du second ordre :
{—u"(X) =f(x), x€]01]
u(0) =0,u(1) =0

La méthode des différences finies appliquée au probléme modéle exige que l’on
remplace la dérivée secondeu"(x;) par rapport aux différences en chacun des points
intérieursx;, pouri =0,1,...,N + 1. En utilisant un développement de Taylor au
pointx;, on peut voir que si u est de classe C* sur [0,1], on a I’approximation :

2
W) = o i) = 2uCe) + uCei)] ~ U@, € €ty Xl

12
qui est dite formule de différences centrées u"(x;).
Négligeons le terme contenant ¢; dans la formule précédente et notons u; une
approximation de u au point x;.
Tenant compte des conditions aux limites, nous obtenons la méthode des différences

finies suivante

Uy =0,uy41 =0

~Ujyr + 2u; — Uy = RP*f(xy), i=1,..,N

Vue le terme négligé, I’erreur de troncature est ici d’ordreO(h?). Le schéma
numérique précédent peut étre écrit sous la forme matricielle suivante.
ApUp, = by,

Ou:

A est la matrice N x Ntridiagonale symétrique données par :
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2 -1 0 0 0
[—1 2 -1 0 0 ]
A = tridiag(—1,2,-1) = i 0 . _;1 . 2 ;0 O; i
l 0 0 O 2 —1J

0 0 O -1 2

et U,et by, les vecteurs de RV,

Un-1
Uy

f(x1)
_ f(xz) _
b, = h?| :

\ﬂxfm) |

et

fQxew)
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Chapitre IV : Schéma numeérique pour I’oscillateur harmonique
IVV.1 Schéma numérique pour un probléme aux limites
Dans ce chapitre, on va présenter une approximation du probléme par ‘MDF’ dans le

cas simple

Soit le probléme aux limites linéaires du second ordre :

{l/)"(x) = fY(x), x € [a,b]
Y(a) = a,(b) = B

Pour approcher la solution de ce probléeme par la méthode des différences finies, nous
commengons comme ci-dessus par diviser I’intervalle[a,b] en (N + 1) sous-

intervalles égaux (pour simplifier).

Cela donne les points

x; =a+ih, aveci =0.1,...,N+1 ou h=—
N+1

Aux point intérieurs,x;, pour i = 1,2, ..., N,I’équation différentielle a approcher est :
Y (x) = fx)p (i)
Supposons que x € [x;_1, X;41]

En développant ¥ suivant un polyndme de Taylor d’ordre trois autour du point x; et

évalué aux points x;,etx;_; ,nous obtenons
Y(xis1) = Y(x; + h)
) hZ ., h3 . h4
=P(x) + hp (x;) + 71P (x) + gllf (x) + ﬁ’l’@)(f;)
tel que ;" dans Jx;, x;41 [ et
Y(xi—1) =P(x; — h)
) hZ ., h3 y h4
=P(x) —hyp () + Y (x;) — glll (x;) + ﬁlp@)(gf)
tel que g; dans]x;_q, x;[.

En sommant ces relations, nous obtenons :
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" h*
Drian) + W0rios) = 290 + 1 () + 2 [ e + ()]

Ce qui donne pour ¥ " (x;) :

h2
P'(x) = —[ Ceiva) = 2900 + P (-] — o7 [p® (&) + PP ()]

Approximation de "’

Le théoréme des valeurs intermédiaires permet d’écrire 1’expression simplifiée

') = 5 [P i) — 200 + i)l - S @ (e
& €]xi—1, Xi41]

Dit formule de différences centrées poury”(x;).

Approximation de 3’

Une formule de différences centrées pour y'(x;) est obtenue de la méme maniére :

Y (xl) = i[ Y(xip1) —P(x-)] = _lp (771) Mi €1xi—1, xi41[

L’utilisation des formules de différences centrées dans 1’équation conduit a la

relation :

Y(xip1) — 29(x) + P (xi-q)
hz

= [ (x) — —[ Pp® (el

En négligeant dans la relation précédente les termes contenant les dérivées de ¢ aux
points inconnus n;et ¢; et tenant compte des conditions aux limites ¥ (a) = aety(b) =
B, nous obtenons la méthode aux différences finies suivantes avec une erreur de

troncature d’ordre 0(h?) :

Yo =a Py =p.

En pose

P(Xir1) = Y W) = Plxiog) = Pig
et
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fx) = fi
Cette equation sera utilisée sous la forme :
~Pip1 + 20 =P — RPfih; = 0
Alors
Y1+ - PP — Y1 =0
i=123...N—-1
avec

Yo =9P(xo) =¢(a) =a
Uni1 = Plays) = 9(b) =B

}données

Que I’on peut écrire sous la forme d’un systéme linéaire avec une matrice N X N tri

diagonale :
2 + h2f; -1 0 0 0
-1 2 + h?f, -1 0 0
a=| O -1 2+h%f 00
0 0 O - -1
0 0 O -1 2+ h%fy.
et
(v} (o)
Y2 0
¢h= 'b=
ll}N—l 0
Y
en résume,

AYp =D

La diagonale principale deA = (a;;)"est formée des éléments

a;; = 2+ hzf(xi)i = 1,2, ,N
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Sous la diagonale principale, on a
a1 =-1, i=2,..,N
Et au-dessus de cette diagonale on a les éléments
ai1=-1, i=2.,N-1

Tous les autres éléments de A sont nulles.

V.2 Simulation numérique de ‘MDF’ utilisant Matlab :

Ona:

Les entrées :

Yo = exp(—x * x),

[a,b] = [-2,+2],
N = 200.
Les sorties :
Ey, Ep Es
Désigner : et
Ey, Ep Es
Titre :

L’¢tat stationnaire d’oscillateur harmonique

‘Stationary states of harmonicocsillator’.
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Chapitre 1V

Schéma numérique pour ’oscillateur harmonique

IV.2.10rganigramme :

Début

N, [a ,b]=[-2,2]
o = exp(—x * x)

Lire DX, X

aplus=2=%5(X — DX)

Y, = aplus. Y,
Y, = aplus.y,
Y3 = aplus.y,

Calculer

psil=(aplus) *psi0';
psil=psil-mean (psil) ;
psil=(psil./max (psil));
psiZ2=aplus*psil;
psiZ2=psiZ-mean (psiZ2) ;
psi2=psi2./max (psi2);
psi3=aplus*psi?2;
psi3=psi3-mean (psi3);
psi3=psi3./max (psi3);

psiO=psiO-mean (psiO) ;
psiO=psi0./max (psi0) ;
V=0.5*x.*x;
V=V./max (V) ;
V=100.*V;

AfficherEy, E,, E3, V
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Chapitre IV Schéma numérique pour I’oscillateur harmonique

IV.2.2Programme écriture par
Matlab Organigramme :

N=200;% no of grid points
x=linspace(-2,2,N); % x-coordinate

[

psil=exp (-x.*x); % ground state wavefunction

neg one=-1.*ones (N, 1);

pos_one=1l.*ones(N,1);

X=spdiags (x,N,N) ;

DX=0.5.* (spdiags ([neg onepos one ],[-1 1] ,N,N));
aplus=2."(-0.5) .* (X-DX); %

%-—-- Using the raisingoperator to findexcited states—-------

o)

psil=(aplus) *psiO'; % first excited state
psil=psil-mean(psil); % normalizing
psil=(psil./max(psil));

psi2=aplus*psil;% second excited state
psi2=psi2-mean (psi2);

psi2=psi2./max (psi2);

psi3=aplus*psi2; % thirdexcited state
psi3=psi3-mean (psi3);

p313 psi3./max (psi3);

F—————= rescaling the wavefunction for visualizationpurpose-

psiO=psiO-mean (psi0) ;
psiO=psiO./max (psi0) ;

psil=psil+3;

psi2=psi2+7;

Psi3=psi3+12;

V=0.5*x.*x;% parabolicoscillatorpotential
V=V./max (V) ;

V=100.*V;

figure (1)
plot(x,psi0, 'b', 'linewidth', 2)
text (0, 1.5,'E O0','fontsize',14)
axis([-2 2 0 15])

holdon

plot(x,psil, 'b', 'linewidth', 2)

line([ -2 2], [3 3],'color','k',"'Linestyle','-.")
text (- 3.5,'E_ 1", 'fontSize',14)

plot(x,p512 'b', 'linewidth', 2)

line([- 2 21, [7 71,'color','k','Linestyle','-.")
text (0.5, 7.5,'E 2','fontSize',14)

plot(x,psi3, 'b', 'linewidth', 2)

line([-2 2], [12 12],'color','k','Linestyle',"'=.")
text (0, 12.5,'E 3','fontSize', 14)

plot(x,V,'r', " "linewidth',2)

h=gca;
get (h, 'FontSize')
set (h, '"FontSize',14)
xlabel ('X', 'fontSize',14);
ylabel ("\psi', 'fontSize', 14);

title('Stationary States of Harmonic Oscillator', 'fontsize',

fh = flgure(l)
t(f 'color', 'white');
t(g ca, 'ytick', [1);

$——--forming the raisingoperator -----———--—--—--"——"-"——————————

14)
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Chapitre IV Schéma numérique pour I’oscillateur harmonique

holdoff
g e ENd= === m g

IVV.2.3Reésultat apres compilation :

Apres écrire un programme par matlab pour résoudre ce probléeme par la méthode des
différences finies on obtient la solution donné sous la figure suivant :

Stationary States of Harmonic Oscillator

-2 -1 0 1 2

-Le graphe rouge représenté 1’énergie potentielle kx?
-Les graphes bleus représenté les fonctions d’onde
-les niveaux des énergies {E,, E1, E5, E3} représenté par les lignes discret ,avec

n=20123..
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Conclusion

Conclusion :

Dans ce travail, Nous avons présenté dans ce mémoire, une contribution importante a
I’approche de la résolution de 1’équation de Schrodinger avec des potentiels
harmonique par la méthode de méthode de différence finie,dans le cadre de la
mécanique quantique ordinaire et la mécanique quantique non relativiste basée sur un
principe d’incertitude généralisé, impliquant I’existence d’une longueur élémentaire.
Tous d’aborde nous avons donné un apercu général sur quelques méthodes utilisées en
mécanique quantique pour la résolution du probléme relatif aux potentiel
harmoniques. Puis nous présentons les outils fondamentaux du formalisme de la
mécanique quantique non relativiste basée sur un principe d’incertitude généralisé,
nous avons résolu analytiquement 1’équation de Schrodinger pour le cas de
’oscillateur harmonique unidimensionnel en présence des longueurs minimales dans
I’espace des impulsions. On remarque que la présence de la longueur minimale
conduit a une dépendance quadratique du spectre d’énergie en fonction du nombre
quantique n .et pour r = coufs = 0 nous trouvons le spectre d’énergie du cas
ordinaire.

Le travail de notre mémoire est concerné a la résolution de 1’équation de
Schrodinger par la méthode des différences finies ‘MDF’ on a testé le
programme élaboré pour différents cas, en écrit le programme par logiciel MATLAB,
particule sous 1’effet d’un potentiel d’oscillateur harmonique ordinaire et déformée par
I’existence d’une longueur ¢lémentaire.

Les  résultats  obtenus  sont  satisfaisants car  une  comparaison
avec les solutions exactes montre un tres bon accord avec les résultats

numériques.
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Résumé
Nous présentons les outils fondamentaux du formalisme de la
mécanique quantique non relativiste basée sur un principe d’incertitude
généralisé, et I'utilisation de la méthode de différence finie pour étudier
I’oscillateur harmonique unidimensionnel généralise par la présence d’une
longueur élémentaire, nous présentons comment on peut résoudre
analytiqguement 1’équation de Schrédinger avec un potentielle harmonique en
présence d’une longueur minimale toujours dans le cas des systemes
unidimensionnels. Nous avons utilisé le logiciel matlab pour le traitement
numérique.

Mots clés :Oscillateur harmonique ,méthode des différences finies, le principe
d’incertitude généralisé.

ABSTRACT

We present the fundamental tools of the formalism of nonrelativistic quantum
mechanics based on a generalized uncertainty principle, and the use of the
finite difference method to study the one-dimensional harmonic oscillator

generalized by the presence of an elementary length, we let us present how we

can analytically solve the Schrodinger equation with a harmonic potential in
the presence of a minimum length, still in the case of one-dimensional systems.
We used matlab software for digital processing.

Keywords: the harmonic oscillator , finite difference method , the generalized
uncertainty principle.
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