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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons présenté une étude pour I'identification numérique d’un pa-
rameétre pour un probléme elliptique sous forme divergence en dimension deux avec conditions
aux limites de Dirichlet-Neumann. Le probléme inverse est étudié dans un cadre d’un pro-
bléme d’optimisation avec contraintes ol les contraintes est un ensemble convexe et fermé, et
la fonction objective est donnée par la fonction de moindres carrés non linéaire. Ce probléme
d’optimisation admet au mois une solution et la régularisation est nécessaire pour 1'unicité
de la solution. Enfin, nous avons utilis¢ la méthode du gradient projeté pour résoudre le
probléme d’optimisation régularisé.

Mots-Clés : FEléments finis, Logiciel FreeFem, Méthode du gradient projeté, Moindres
carrés non linéaire, régularisation.
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Introduction générale

Un probléme inverse est une situation dans laquelle on tente de déterminer les paramétres
d’un modéle & partir de mesures expérimentales.
En mathématiques, un probléme inverse a la forme d’une équation

F(r)=y (1)

Ou y représente les mesures effectuées, = représente les valeurs des parameétres du phénomeéne
et F' est un opérateur linéaire ou non linéaire qui représente la relation entre les mesures et
les parameétres du modeéle.

Les problémes inverses généralement sont des problémes mal posés car si I'on cherche a
résoudre 'équation (1)) ; cela nécessite I'inversion de I'opérateur F. Cette opération n’est pas
forcément évidente d’un point de vue numérique. Et d’aprés Hadamard [7] un probléme est
bien posé s’il vérifie les trois conditions suivantes :

15 La solution existe ;
15 Elle est unique;
1 Elle dépend continument des données.

Donc, si 'une des trois conditions n’est pas satisfaite, on dit que le probléme est mal posé.
La résolution du probléme inverse passe en général par une étape initiale de modélisation
du phénomeéne, dite probléme direct. Cette résolution peut se faire par simulation numérique
ou de facon analytique.
Dans ce mémoire, nous avons centré notre travail sur le probléme elliptique sous forme
divergence en dimension deux suivant :

—div (aVu) = f dans €, (2a)
u=0 sur Iy, (2b)
aVun =g sur Iy. (2¢)

otl Q est un ouvert borné de R? a frontiére I' = I'; U 'y avec mes (I'y) > 0, n le vecteur
normal extérieur de I'y, est la condition de Dirichlet homogeéne et est la condition
de Neumann. Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, nous allons commencer par donner un rappels sur des outils
mathématiques utilisées dans ce mémoire, comme les espaces de Hilbert et leurs propriétés,
les opérateurs linéaires continus et les propriétés les plus importantes dans les espaces de
Hilbert ainsi que quelques résultats indispensables d’analyse convexe et d’optimisation.

Dans la deuxiéme chapitre, nous avons étudie le probléme (2a])-(2d) qui consiste a trouver
u avec a, f et g sont connues. Nous obtenons la formulation variationnelle du probléme.
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Ensuite, nous démontrons par le théoréme de Lax-Milgram que la formulation variationnelle
admet une solution unique. En utilisant I'approximation interne, nous dérivons un systéme
d’équations linéaires a matrice symétrique, définie positive. Nous avons démontré un résultat
de convergence. Finalement, avec le logiciel FreeFem, nous avons résolu le probléme approché
par des exemples numériques.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a 1’étude le probléme — pour identifier
le paramétre a avec f, g et u sont données. Dans ce cas, nous avons étudie un probléme
inverse qui ne peut pas étre résolu directement en manipulant le probléme aux limites (2al)-
(2¢). Donc, on considére un opérateur implicite F' qui associé¢ le paramétre a, la solution
F (a) = u du probléme direct. Nous avons démontré que cet opérateur est de classe C2. Nous
avons utilisé la méthode de moindres carrés non linéaire pour résoudre le probléme inverse.
Malheureusement, ce probléme admet plusieurs solutions. Avec la régularisation de fonction
de moindre carrés, nous avons démontré I'unicité d’une solution régularisée. Nous employons
la méthode du gradient projeté pour résoudre le probléme de moindres carrés régularisé.

Finalement, ce mémoire se termine par une conclusion et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Rappels sur des outils mathématiques



1.1. ESPACE NORME 2

1.1 Espace normé

Définition 1.1. (Norme) Soit E un espace vectoriel sur R on appelle norme sur E, est on
la note ||.|| toute application ||.|| : E — R vérifiant les axiomes suivantes :

L |z >0et ||z =0<=2=0,
2. || Az]| = [A|||x]|, pour tout z € E et A € K,
3. [z +yll <=l + llyll, pour tout z,y € E.

Le couple (E, ||.||) s appelle espace vectorielle normé.

Exemple 1.1. On peut définir sur 'espace réel R™ les normes usuelles suivantes : pour tout
vecteur x = (1, Ta, ...... , T)-

|l = mas |z

lzll, = ZW
i=0
1
n p
]|, = (Z ‘:L‘i’p> pour p > 1
i=0

Les couples (B, [|..) s(B" [[Il,) » (R".]l.|,) , sont des espaces normés.

Définition 1.2. (Suite de Cauchy. ) Soit £/ un espace vectoriel normé une suite (z,), oy de
E est de cauchy si et seulement si :

Ve >0,IN e N\Vn,m > N ||z, — o, < e

Définition 1.3. (Espace complet) Soit £ un espace vectoriel normé on dit que F est complet
si tout suite de Cauchy dans F est convergente dans E.

Définition 1.4. (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace normé complet.

Exemple 1.2. . La droite réelle constitue un espace de Banach.

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.5. (Produit scalaire) Soit E un espace vectoriel sur le corps K, un produit
scalaire sur E est une application ¢ : E x F — K telle que pour tout z,xy, 29,y € E et
AeKona:

o(x,x) = 0et p(r,z) =0<= z=0.
olz,y) = oly, o).
p(x1+ 22,y) = p(x1,9) + @(22,7).
p(Az,y) = Ap(, y)-

yu;oowe

M. Louassef Identification numérique d’un parameétre



1.2, ESPACE DE HILBERT 3

On dit que le couple (F, < .,.>) est un espace préhilbertien si E est un espace vectoriel
et < .,. > est un produit scalaire. Si 'espace E est de dimension finie on appelle (£, < .,. >)
espace Euclidien. La proposition suivante fait le lien entre les espaces préhilbertiens et les
espaces normeés.

Proposition 1.1. Soit (F,< .,. >) un espace préhilbertien ; alors l’expression.

|zl = v<z,2>

Définie une norme sur E.On dira que ||.|| est la norme associée au produit scalaire < .,. >.

Définition 1.6. (L’espace L?*(2)). l'espace L?(Q) est I'ensemble de toutes des fonctions a
carré sommable. Soient u et v deux fonctions deL?(€2), on définit le produit scalaire dans
L*(Q), par la relation

Et dont la norme et donnée par.

1@ = ( / (@) da)’

Définition 1.7. (Espace de Hilbert) On appelle espace Hilbertien ou espace de Hilbert un
espace préhilbertien complet.

Exemple 1.3. R” muni du produit scalaire Euclidien défini par :
Vo = (21,22, .0y Tn), Yy = (Y1, Y2, -y Yn) € R
<z, y>=1xy
= T1Y1 + ToYo + ... + TpYn

Lemme 1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz) Soit E un espace pré hilbertien sur le corps K,
Ve,y € F on a:

[, 9)] < ()% (y,9)% (1.1)
Démonstration. 1L’inégalité est trivialement satisfaite si (z,y) = 0.Supposons donc que
(x,y) # 0. Alors on pose :z = x — Ay telle que(z,y) = 0.
(z,y) = (2 + Ay,y) = (z,9) + A (y,9)
(z,y)
(y.y)

=My, y) => A=

par conséquent on a :

=(z+ Ay, z + \y)

= (2,2) + |\ (y,y)

> My, y)

_ Lyl
(v,y

[z, 9) | < (2, 9)2 (2,9)
De plus on a 'égalité si (z,z) = 0. O

(, x)

~

)

N= ~——
<

N
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1.2, ESPACE DE HILBERT 4

Lemme 1.2. (Inégalité de Minkowski) Soit E un espace préhilbertien et Vx,y € E alors on
a:

(& +y,x+y) <V(,z) + V(Y ). (1.2)

Démonstration. On a .

(z+y,x+y) = (z,2) + 2Re(z,y) + (y,9)
<Az,z) +(y,y) + 2y, )|

On applique 'inégalité [I.Ipn obtient :
2
(x+y,x+y) < ( (x,z) + ) )

D’ou

Vizt+y,z+y) <V x)+ V().
0

Lemme 1.3. (Loi de parallélogramme) La norme induite par un produit scalaire satisfait
[’égalité .

Iz +yll* + [z =yl = 2(|=]* + [[y[*)- (1.3)
Démonstration. Nous avons

le+yllP+llz—yl> =@ +yz+y) +(x—y,z—y)
= (v, 2) + (v, y) + (v, 2) + (y,9) + (v,2) — (v,9) — (y,2) + (4, 9)
=2(J|lz + ylI?> + llz — yI1?).
0

Définition 1.8. (Orthogonalité) Soit H un espace de Hilbert deux vecteurs z,y € H sont
orthogonaux si (z,y) = 0 on note par : Ly L’orthogonal d’un sous espace vectoriel fermé F’
est :

t={reH/{(x,y)=0 VycF}.
F* s’appelle le complément orthogonal de F.

Remarque 1.1. La relation d’orthogonalité possédé les propriétés suivantes :
1. zly = yla.
2. 0LaVe € H.
3. zlx =2 =0.
4. rzlr; et VAe K=zl " Az

M. Louassef Identification numérique d’un parameétre



1.2, ESPACE DE HILBERT 5

Théoréme 1.1. Soz'_tF un ensemble non vide d’un espace de Hilbert et soit F la fermeture
de F s’il existe x € F tel que v 1L F alors x = 0.

Démonstration. Soit x € F = 3(x,)pen C F tel que z, — x

Donc (z,,z) = 0Vn € N

Alors : (z,, x) % lz|?=0=2=0 O
Tr—r+00

Théoréme 1.2. Si F' un ensemble non vide de H alors :
Fr={v,x € HetzlF}
Est un sous espace fermé de H.
Démonstration. On aF+ #£ 0 car 0 € F VA, \y € F, Vy1, 42 € K, Vy € FAlors :
AMT A+ Aoz, y) = A (@1, Y) + A2 (22, ) = 0.

Donc A\iz1 + Aoxs € F: et F- est un sous espace de H
D’autre part on a
Vg € Ft = 3 (2),en C F* tel que z,, — x.Alors.

(wo,y) = lim (Tn,y) =0 VyeF

Donc zy € F* est un sous espace vectorielle fermé. O

Corollaire 1.1. Soit Fy espace fermé de H et soit x € H alors il existe un élément yy € I
telle que :

x—xolLFiet ||x—wol < ||z —vy|] Vyé€F.
On appelle cet élément la projection orthogonale de x sur Fy et l'on note par : yo = Pr, ().

Théoréme 1.3. (Décomposition orthogonale) Si Fy est un sous espace fermé de H, alors
tout x € H se décompose d’une maniere unique :

r=y+zouz€FyecF.
Démonstration. L’existence d’une telle décomposition vient du fait que.
x=pr+ (I —p)

oll p est la projection orthogonal de H sur F} supposons,z =y + z,y € Fy, 2z € Fi-.
Alors

pr=py+pz=y
Ft
I-pr=U-py+{I—-pz==z

cette décomposition est donc unique. O

M. Louassef Identification numérique d’un parameétre



1.3. OPERATEURS LINEAIRES 6

Corollaire 1.2. Si F' un sous espace fermé de H , on a le propriété suivante :
FN\F*+ ={0} de plus F = F ® F* c’est a dire H admel une décomposition orthogonale.

Démonstration. Siz =pr+ ([ —x)z € Iy ® F}-

Alors (z,px) = (z,(I — p)x)

Ce qui entraine que (z,pz + (I — p)z) = (z,z) = ||z]|* = 0 donc z = 0

D’aprés le théoréme de décomposition orthogonale on a H = Fy & Fi-. O

1.3 Opérateurs linéaires

Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert.

Définition 1.9. . L’application.

T H1—>H2
x—y="T(x).

S’appelle opérateur linéaire si elle vérifie :
Vo, 20 € Hi, Va,B8 R T(axy + Prg) = aT (1) + ST (xs).

Dy désigne le domaine de définition de 'opérateur 7. On définit la norme de 'opérateur T’
par :

Tx
7 = sup 10l
28 Tl

x #0.

Si Hy = R on appelle T forme linéaire.

Définition 1.10. . Un opérateur 1" est borné, si il existe un réel M > 0 tel que :
Ve € Hy, |Tally, < M lelly,

Définition 1.11. . Un opérateur T est continu de H; dans Hs, si elle vérifier :

3k >0,Vr € Hy, || Ty, < K|z g, -
Théoréme 1.4. Lopérateur T est continu si et seulement si il est borné.

Proposition 1.2. Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert et soit T un opérateur linéaire
de Hi dans Hy,il existe une opérateur unique T de Hy dans H, tell que :

Ve e Hi,Yy € Hy ona,(Tz,y) = (x,T"y).

Est appelé 'adjoint de Uopérateur T'. Si Uopérateur T continue et borné l'opérateur T™ [’est
ausst on a :

||T||£(H1,H2) = ||T*||L(H27H1)‘

st Hy = Hy on appelle T auto-adjoint.

M. Louassef Identification numérique d’un parameétre



1.3. OPERATEURS LINEAIRES 7

Définition 1.12. (Noyau et Image de T )
— Le noyau de 'operateur T est un sous espace de H; définie par :
KerT ={x € H;,Tx = 0};
— L’image de T est le sous espace de Hy définie par :
ImT ={y € Hy,3x € Hy; Tx = y}.

Proposition 1.3. si T une application linéaire continue de H espace de Hilbert dans
lui-méme H réel alors.

ker (T) = [ImT)".
Démonstration.

Tx =o0
s (Tx,yy =0y e H
< (x,Tyy =0Vy € H

]

Définition 1.13. (Dual d’un espace de Hilbert) On appelle H' dual topologique de H c’est-
a-dire I'espace vectoriel des formes linéaires continues sur H.

Théoréme 1.5. (représentation de Riesz) Pour toute forme linéaire continue T sur H il
existe unique y € H tel que :

Ve e HT(z) = (y,x)

Démonstration. . Soit T une forme linéaire continue sur H. on note F = kerT. c’est un
sous-espace fermé puisque T est continue .
Existence : on distingue 2 cas :

1) Si F* =o.

Alorsona: F=(FY)T'=H , T=0ety=0.

2) si L £ 0.

Alors on prend u € F* de norme 1. on a T'(u) # 0 et pour z € H on a :

x — %u € kerT = F le produit scalaire <u, xr — %u> = 0, ce qui donne.

Ve e H,T(z) = T(x)(u, u)
= T'(u)(u,x)

= (yv l’)
En prenant y = T'(u)u.
Unicité : soient y1,y2 € H , tel que pour tout
reH ’ <y1,ZL’> = T([L’) - <y2,$>
alors en prenant x = y; — yo on obtient, (y; — Y2, 1 — y2) = 0 d’ou y; = ys . [

Définition 1.14. ( forme bilinéaire ) Soit a : H x H — R. On dit que a forme bilinéaire si
elle est linéaire en chacune de ses variables .

M. Louassef Identification numérique d’un parameétre



1.3. OPERATEURS LINEAIRES 8

Définition 1.15. Soita : H x H — R forme bilinéaire on dit que .
1. a est continue sur H x H g’il existe § > 0 tel que .

V(z,y) € H*, |a(z,y)| < Bllzlly 1yl -

2. a coercive (ou elliptique)

S'il 3a > 0,Vx 3 H, |a(z,z)| > o] .

Théoréme 1.6. (Laz-Milgram) Soit H un espace de Hilbert réel L(.) est une forme linéaire
continue sur H,a(.,.) est une forme bilinéaire continue coercive sur H.Alors la formulation
variationnelle suivante :

trouver uw € H
telle que (1.4)
a(u,v) = L(v) Vv e H.

Admet une unique solution.De plus cette solution dépend continument de la forme linéaire L.

Démonstration. On a a(.,.) est une forme bilinéaire continue sur H d’aprés le théoréme de
Riesz [L.5]: JA(w) € H tel que :
a(w,v) = (A(w),v) Vv € H.
La bilinéarité de a(w,v) = la linéarité de w — A(w)
car soit wy,wy € H,Va, f € K,
on a.
(a(awy + Pws),v) = alaw; + fws,v)

= aa(wi, v) + fa(ws, v)

= a(A(wy,v)) + B (A(ws,v))
Donc w — A(w) est linéaire.
On pose v = A(w) d’aprés la continuité de a(w,v) on va montrer.

1A@w)[I” = a(w, A(w))
< B llwl[ | A(w)]
= [|A(w)]| < Bl

Donc A — A(w) est continue.
Une autre application de théoréme de Ries7L.5 alors :

3f € H tel que |flly = |l et
L(v) = (f,v)Vv € H.

Donc le probléme variationnelle(l.4) < a trouver v € H tel que : A(u) = f.

On va montrer que A est bijectif (ce qui implique I'existence et 'unicité de u).

M. Louassef Identification numérique d’un parameétre



1.3. OPERATEURS LINEAIRES 9

1. A est injectif : D’aprés la coercibilité de a(w,v) on a :

a|[wl* < a(w, w)
= (A(w), w)
< [|Aw] flw]-

Ce qui donne
allw|| < [[Aw],w e H.
Soit wy; = wsq tel que.

Awy) = A(ws)
— A(w; — wy) = O(car A est linéaire ).

Donc

alwy — ws < [A(wy —ws)|
=0 = w = ws.
2. A est surjectif :il suffit de montrer que ImA est un sous espace fermé .
Donc H = ImA @ ImA~*,on va montrer ImA+ =0

Soit v € ImAL = VA(w) € ImA (A(w),v) =0 = a(w,u) =0
on pose w = v.D’aprés la coercibilité de a on a :

allv]]* < a(v,v) =0=v=0.

Donc A est surjectif.

3. A7l est continue : « |jw|| < ||Aw| on pose w = A7'(v) = A~lest continue. Donc la
solution u dépend continument de f.

]

Définition 1.16. (Opérateur monotone) Soit 7' : H — H une opérateur.

1. On dit que T est monotone si
Vo,o' € H(Tx —Tx',x — 2"y >0

2. On dit que T est strictement monotone .

Vo, o' € H, etw # 2/ Vy,y € H(Te — T2/, x —2') >0

3. On dit que T fortement monotone de module o > 0 si

Vo, o' € HVy,y' € H (Tx — T,z — ') > oz — 2/|)°

M. Louassef Identification numérique d’un parameétre



1.4. ANALYSE CONVEXE ET OPTIMISATION 10

1.4 Analyse convexe et optimisation

Définition 1.17. ( Ensemble convexe). Un ensemble S et dite convexe si.
Ve,ye S,;V0 € [0,1]: 0z +(1—-0) xye S

Exemple 1.4. .

1. les intervalles de R sont des sous ensembles convexe .

2. Dans un espace vectoriel normé réel toute boule ( ouvert ou fermé) est convexe.

Définition 1.18. (Fonction convexe)
On dit q’une fonction F' définie sur un ensemble convexe non vide S € H et a valeur dans
R est :

1. Convexe sur S si est seulement si :

FOu+ (1 —0)v) <O0F(u)+ (1 —0)F(v),Vu,v € S,V8 € [0,1]
2. Strictement convexe sur S si est seulement si :
FOu+ (1 -0)v) <O0F(u)+ (1 —-0)F(v),u # v,6 €]0,1].
3. Fortement convexe si est seulement si :

(%

Je > Otel que P(0u+ (1= 0)v) <OF(u) + (1= 0)F(v) = 5 (1= 0)0 u— v||*,v8 € [0,1].
On dit aussi dans ce cas Flest o convexe.

Définition 1.19. (Minimum local) On dit que w est un minimum local de F sur S si est
seulement si :

uweSetd>0,YveS |v—ul|<d= F(v) > F(u).
On dit que u est un minimum global de F' sur S si est seulement si :

ue Set F(v)> F(u),Yv e S.

Proposition 1.4. St F' est une fonction convexe sur un ensemble convexe S ,tout point de
manimum local de F' sur S est un minimum global ,si de plus F est strictement convexe ,alors
il existe au plus un minimum .
Si S un convere fermé et ' est une fonction o convere sur S .Alors il existe un unique
minimum u de F sur S,et on :

i — ol < g (F(v) — F(u)], Vv € S.
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Définition 1.20. (Différentiabilité au sens de Fréchet) On dit que la fonction F' définie sur
un voisinage de u € H a valeur dans R est différentiable au sens de Frechet en u s’il existe
une forme linéaire continue sur H,L € H tel que.

F(u+w) = F(u) + L(w) 4+ o(w), avec 3}1{11)0% =0

(1.5)

On appel L la différentielle de F en u et on note L = F'(u).
On peut préciser la relation ([1.5) en identifiant H et son dual H' grasse au théoréme de
représentation de Riesz [L.5]En effet ,il existe un unique p € H tel que (p,w) = L(w),donc

(1.5) devient
lo(w)]

F(u+v)=F(u)+ (p,w) + o(w), avec lim ——— =0

w=oo [l

Définition 1.21. (Différentiabilité au sens faible) On dit que F' définie sur un voisinage de
u € H a valeur dans R est différentiable au sens de Gateaux en u 8’il existe L € H' tel que.

Vw € H, lim F(u+ dw) — F(u))
d—0+ )

= L(w) (1.6)

Proposition 1.5. Soit F' une fonction différentiable de H dans R,les assertions suivantes
sont équivalentes :

F' est conveze sur H
F(v) > F(u) 4+ (F'(u),v — u) ,Yu,v € H (1.7)
(F'(u) — F'(v),u —v) > 0,Yu,v € H

Et pour a > 0 les assertions suivantes sont équivalentes :
F est a convere sur H
F(v) = F(u) + (F'(w),v = w) + 5 o = ul| ,\Vu,v € H (1.8)
(F'(u) — F'(v),u—v) > allu—o|*,Yu,v € H

Définition 1.22. (La dérivée seconde) Soit F' une fonction de H dans R .On dit que F
est deux fois différentiable en uw € H si F' est différentiable dans un voisinage de u et sa
différentielle F est différentiable en u.On note F” la différentielle de F en u qui vérifie

. |O(w

F'(u+w)=F+ F"(u)v + O(w), avec lim [OGw)l _ 0

w=0|wl]
Définition 1.23. (Probléme d’optimisation) Un probléme d’optimisation du type sui-
vant :"trouver le minimum d’une fonction sans ou avec contrainte(s)".D’un point de vue
mathématique,le probléme se formule de la facon suivante :

e probléme sans contrainte :

min F(z),

e probléme avec contrainte :

min F'(x)

veES
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1.4.1 Condition d’optimalité

Théoréme 1.7. (Inéquation d’Euler,cas convere) Soit u € S un sos-ensemble de H
convexe.On suppose que F' est différentiable en u ,si w est un point de minimum local de
F sur S alors.

(F'(u),v—u) >0,Yv e S (1.9)
Siu € S vérifie (1.9)et si F' est conveze ,alors u est un minimum global de F sur S.
Démonstration. Pour v € S et h €]0,1],u + h(v —u) € S,et donc :

Fu+h(v—u))—F(u)

>0 1.10

. > (1.10)

On en déduit(l.9) en faisant tendre h vers 0 La deuxiéme assertion du théoréme découle
immeédiatement de ([1.7) O

Remarque 1.2. I'inéquation d’Euler ([1.9) .II s’agit d’une condition nécessaire d’optimalité
qui devient nécessaire et suffisante si F' est convexe.Dans deux cas importants,(1.9) se réduit
simplement & I’équation d’Euler F'(u) =0

1. Si S = H,v — u décrit tout H lorsque v décrit H et donc ([1.9)) entraine F”(u) = 0

2. Si u est intérieur a S,la méme conclusion s’impose

Proposition 1.6. On suppose que S = H et que F' est deux fois différentiable en u .St u est
un point de minimum local de F,alors

F'(u)=0 et F"(u) > 0,YVw € H (1.11)
Réciproquement, st pour tout v dans un voisinage de u
F'(u) et F"(v)(w,w) > 0,Yw € H, (1.12)
Alors u est un minimum local de F.

Théoréme 1.8. (théoréme de projection) soit F' un sous ensemble fermé, convezxe et non vide
d’un espace de Hilbert réel H,(la norme étant noté ||.||). Alors, pour tout h € H il existe un
unique x € F' lel que :

Ih = 2|y = d(z, F) = inf [|h — ]| (1.13)
Te
Ce point x noté x = prx est appelé projection de x sur F. Est caractérisé par l'inégalité :
Vye F,(h—z,y—x) <0 (1.14)

Démonstration. e Existence :soit d la distance de d & F': d = inf,cp ||z — A
Soit (xy,),>1 une suite de points de F' : telle que

d, = inf ||h — z,]|
rn€F
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Et d, =% 4= inf ||h— ]
xe

Pour montrer ’existence on va montrer que z,, est une suite de Cauchy converge. En utilisons

'égalité de parallélogramme(1.3)).
17 = 2) + (h = ) I* + [[(h = @) = (B = z)I* = 2(1h = z* + |7 = 2] *)

2 2
Tp — T

2

Tp + T
2

A(|| A ) = 2(dy, +dy,)

Par hypothése F' convexe donc 22t € F et on a aussi Hh — WF%H >0

Tn — Tm
2

1
< (@) -

par passage a la limite quand n,m — 400
on obtient ||z, — x| < 0=z, — = € Fpuisque F fermé

Donc il existe x € F telle que d = d = inf,ep ||h — 2]

e Unicité : posons z1, zy vérifier (1.13) et d’aprés I'égalité de parallélogramme (|1.3)
Vh € H, ||(h —a1) + (h =" + [[(h = 1) = (h = @) |* = 2(||h = &1 ||* + |7 = 22]*)

T+ o 2
2

2
X1 — T2

4( 5

h — ) = 2(d® + d?)

on a Hh— WQF—“H > donc
H.]fl —$2H <0 = X1 = I

e reste & montrer I'équivalence entre (1.13) et ((1.14).
Soit x € F vérifier ([1.13)) et soit y € F on a :F convexe donc

(1—-0)z+ 0y € FVO € [0, 1]

Et donc
|h =zl <||h —[(1 - 0)x +0y][| Vh € H
& b=zl <[|h -l —20(h — 2,y — x) + 6 ||y — ||’
& 2h-z,y—2)<0|y—a|”
Si 8 — 0 on obtient

1 —==[[lly — =[]l <0

]
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Lemme 1.4. L’opérateur de projection sur un ensemble conveze satisfait les propriétés sui-
vants :

1. (x — Psz, Psx —y) > 0,Vx € H,Vy € S.
2. ||z = yl* > ||z — Psz||* + |ly — Psz||*,Vz € H,y € S.
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2.1 Position du probléme

Soit  un ouvert borné de R? et I' = I'; U 'y sa frontiére régulier avec mes (T'y) > 0.
On considére le probléme elliptique sous forme divergence avec conditions aux limites de
Dirichlet-Neumann suivant : trouve u : {2 — R telle que

—div (aVu) = f dans €, (2.1a)
u=0 sur Ty, (2.1b)
aVun =g sur [y. (2.1c)

Ou f e L*(Q), g € L*(T'y) sont des fonction données, n est le vecteur normal extérieur a
I'y et a € A est une fonction telle que, A est une ensemble fermé convexe donnée par :

A:={a e L*(Q) /Jar,as >0: a3 <a(zr) <ay, Vre}.

Remarque 2.1. L’équation est une généralisation de ’équation de Laplace. Par
exemple, ’équation de Laplace permet de modéliser le probléme stationnaire de diffusion
de la chaleur dans un matériau homogéne isotrope.

Dans le cas d’un matériau isotrope (aucune direction de I’espace ne joue un role privilégié)
et non homogéne, ’équation s’écrit

—div (AVu) = f

oll A une matrice diagonale d’ordre d. Par exemple, en dimension 2, A est de la forme
a 0
=5 0)

—div (AVu) = —dw (CZVU) =f

Alors, on a :

ol a est une fonction strictement positive.

2.2 Formulation variationnelle

Soit 'espace de Sobolev H'(Q) défini par :
H'(Q) = {u e L*(Q) : Vu e (L*(2))*}.

Proposition 2.1. L’espace H' () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(U, V) i) = / (uv + Vu.Vu)dx
Q

On notera || - || g1 (q) la norme associée donnée par :

9 9 1/2
ll sy = [ Nulaqay + IVulaey| -
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Démonstration. Soit (u,) une suite de Cauchy dans H' (). Alors, (u,) est une suite de
Cauchy dans L? () qui est complet. De méme 0,u, et d,u, sont des suites de Cauchy dans
L? () donc les suites (uy,), Oyu, et O,u, sont convergentes. Soient u, v et w leur limites
respectives. En prenant ¢ € D (Q) et par intégration par parties, on a :

(Optin, @) = = (un, 020) et (Oyun, ¢) = — (un, 9y9) .
Par passage a la limite quand n — 400, on obtient :
v=20,u et w=Jyu.
Donc, u € H' () et u, — u dans H' (Q). O
Nous introduisons l’espace V' défini par :
V={ue H(Q): ulr,=0}. (2.2)

Proposition 2.2. L’espace V est un sous espace vectoriel fermé de H' (Q). De plus, l'appli-
cation suivante :
ur— [[Vul 2q)

est une norme sur V équivalente a la norme ||uHH1(Q).
Démonstration. On considére I'application linéaire p : H' () — H' (Q) définie par
p(v) = Yr,-

L’application ¢ est I'application de trace donc continue sur H' (Q), Alors ker (p) = V est
un sous espace fermé de H' (Q2). De plus, avec I'inégalité de Poincaré, on a :

lull z20) < Cp IVull 2, Cp > 0. (2.3)
Ainsi, nous avons :
2 2 2
lull 720y + [ Vullzz) < (Cp +1) IVl -

Alors, on a :

IVl 20 < llullgq) < /G5 + LIVUll 2

d’ou I'équivalence des normes. O]

En multipliant I’équation (2.1al) par une fonction v € V' et on intégre le résultat sur €,
on obtient :

—/de'v (aVu) de:/vqu:. (2.4)

Q

On pose ¢ = —aVu et pour tout v € V, nous avons :

div (qu) = vdiv (q) + q - Vv. (2.5)
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De (22.1Db)), la formule de Gauss est donnée par :

/de'v (qu) dx :/ qu - ndz. (2.6)

'y
En utilisant (2.4), (2.5) et (2.6, nous obtenons la formulation variationnelle du probléme
(2.1a)-(2.1c) par : trouver u € V tel que

T (a,u,v) = L(v), pour tout v € V. (2.7)

OuT:AxV xV — R est une forme trilinéaire donnée par :
T(a,u,v) = / aVu.Vvdz, Ya € A,Yu,v € V.
et L :V — R est une forme linéairthelle que
L(v) = / fvdx+/ gudx, Yv € V.
Q Ty

Pour étudier 'existence et 1'unicité de la solution du probléme variationnel ({2.7)), nous avons
la proposition suivante :

Proposition 2.3. Pour tout a € A, Le probléme variationnel (2.7) admet une solution
unique u € V.

Démonstration. Montrons que les hypothéses du Théoréme|[I.6|de Lax-Milgram sont vérifiées.

1. Pour la continuité de la forme linéaire L, nous avons :

L(v)] < / el d + / 9] o] d.

En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz(|1.1]), on obtient :

s (L) (Lrwr) s ([ wer) () wwe)”

< N2 10l 2y + 19l 2y 10l 2y -
De (2.3) et d’aprés le théoréme de trace, on obtient :
[L(v)| < MJvlly o M = Cp || fll 2y + ¢ llgll 2y - (2.8)
Alors, L (+) est continue sur V.

2. Pour la continuité de la forme trilinéaire 7', en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz
et Proposition [2.2] nous avons :

T (a,u,v)| = /aVqudx
Q

< / la| [Vl [Vo| dz
Q

<supla (@)] [ [Vul[Vo] da
Q

e

s ([ f) ([ o)

< “aHLOO(Q) [[wlly o]l -

(2.9)

Donec, T est continue.
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3. Pour la coercivité de la forme trilinéaire T, en utilisant I'inégalité de Poincaré (2.3)), on
obtient :

T(a,u,v) = / a|Vul’ dr > infa(x)/ \Vu|? da
Q xeQ) Q

(2.10)
2 . .
> allully, otta= 1 infa(z).
Alors, T est coercive. Dot le probléme (2.7) admet une unique solution. n

2.3 Approximation interne du probléme

L’approximation interne consiste a considérer une suite V}, de sous-espaces fermés de V'
de dimension finie. définis pare

Vi ={ue H(Q) : ulr,= 0}
Alors, on s’intéresse au probléme approché : trouver u;, € Vj, telle que
T (a,up,vp) = L(vg), Yo, € Vj. (2.11)
ota€A:

Proposition 2.4.
Le probléme approché (2.11)) admet une solution unique.

Démonstration. . L’existence et 1'unicité de la solution de (2.11)) découle du théoréme de
Lax-Milgram. O]

Soit {¢1, da, ..., ¢n} une base de Vj,. Alors, il existe u?, ..., u% € R tels que la solution
up, € Vj, de ‘) s’écrit

N
h
up = g Ui Pj.
=1

Pour que I'égalité T (a,up,vy) = L (vy) ait lieu pour tout v, € Vj, il faut et il suffit qu’elle
ait lieu pour tous les vecteurs de base ¢1,...,¢y. En utilisant la bilinéarité de T (a, -, -), le

probléme (2.11)) s’écrit alors
Trouver uf, ... uf% € R tels que
N
Zj,z’:l U?T (a,;,0:i) = L(¢s).

En posant Uy := (u?, e ,uffV)T € RY, on obtient que le probléme (2.11)) est équivalent au
probléme matriciel

KU, = by,.
ot Kj € My (R) et b, € RY sont définis par

Ky = (T'(a,95,01)hi<ijen et bn= L(d)1icn- (2.12)
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Proposition 2.5. La matrice K, définie par (2.12)) est définie positive. En particulier, K}
est inversible et donc le systéme KU, = by, admet une solution unique U, € RY.

Démonstration. Par définition, T (a, -, -) est symétrique donc K, est une matrice symétrique.
d’autre part, soit £ € V},, € = (&1, . .. ,fN)T. On pose

E=&d1+...+Eindn € Vi

Puisque T (a, -, ) est coercive, on a :

al ~ o~ ~112
Kb €= 3 T (000066 = 3 T (0600 6:0) = T (a.6.€) 2 alfd]|
i,j=1 4,j=1
donc K, est définie positive. O

2.3.1 Convergence de la méthode

Il reste & montrer que la solution u;, € V}, de (2.11)) est bien une approximation de u. Pour
cela, on utilise le résultat suivant :

Lemme 2.1. (lemme de Céa) Soit w € V la solution de (2.7) et up € Vi la solution de

(2.10), alors on a

M
_ < inf llu—
= unll < = inf flu =l

Démonstration. D’apres et -, on a :
T(a,u,v) = L(v) Yv eV,
T(CL, Up, Uh) = L(’Uh> Yo, € V.

Puisque V}, C V. Donc, pour tout wy, € Vj, on a :
T(a, U — Up, wh) =0

posons wy, = v, —up € Vi

T(a,u— up, vy —up) =0

T(a,u — up,vp —u—+u—up) =0

T(a,u —up,u—up) =—T(a,u — up, v, — u)
T(a,u— up,u—up) =T(a,u — up,u—vp)

De la continuité et la coerciveté de 7', on a :
alu—unl|* < M Ju—up| flu = vnll & allu—upll < M |lu— o

donc, on a :
M
_ < inf _
Ju— ol < = inf flu =l

ce qui donne le résultat. O
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Théoréme 2.1. (Théoreme de convergence, voir [2]). On suppose qu’il existe un sous-espace
W de v dense dans V' tel qu’il existe une application linéaire ry, : W — V), vérifiant

Yv e W, ;115% v —=rpofl,, =0 (2.13)

L’application r, est appelée opérateur d’interpolation de W sur Vj,. Alors, la solution up, € Vj,
de (2.11) converge vers la solution u € v de (2.7)), au sens ot on a

}lg%HU_UhHV = 0. (2.14)
Démonstration. Soit ee > 0. Puisque W est dense dans V, il existe v € W tel que
lu—vfly <e.

De plus, lexistence de 'opérateur d’interpolation vérifiant (2.13]) entraine qu’il existe hy > 0
tel que h < hy alors on a :
v —rpovl, <e.

Puisque rpv, € Vj,, on a d’aprés Lemme [2.1] :

|lu—uplly, < — inf ||lu—uvply, < — ||lu—"rpv]|
V= v €V V= v
< —flu=vlly +—I[lv—rnvlly < =M €,

« «Q o

ce qui donne le résultat. O

2.4 Reésolution numérique par FreeFem

// maillage structuré du domaine

int n=20;

int m=20;

mesh Thl = square(n,m, [x,y]1);

plot (Thl,wait=1);

// Maillage non structuré du domaine

border a(t=0,1){x=t;y=0; label=1;};

border b(t=0,1){x=1;y=t;label=2;};

border c(t=0,1){x=1-t;y=1;1label=3;};

border d(t=0,1){x=0;y=1-t;label=4;};

//plot (a(1)+b(2)+c(3)+d(4) ,wait=1);

mesh Th2=buildmesh (a(10)+b(10)+c(10)+d(10));
//plot (Th2,wait=1);

// Espace d’approximation

fespace Vh (Th1,P1);

Vh u,v;

func f=-2%x-2%y-2¥x*y~2-2*y*x"2-4*x"3-4*y~3;
func g=-(1+y~2)*(1+x~2+y~2);
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func k=1+x"2+y~2;

// Probléme variationnel

problem pbdirect(u,v,solver=Cholesky)=int2d(Th1l) (k*dx (u)*dx(v)+ k*dy(u)*dy(v))
-int2d(Th1) (f*v)-int1d(Thi1,1) (gxv)
+on(2,3,4,u=0);

// Résoudre le probléme

pbdirect;

// Affichage

plot(u,wait=1);

Exemple 2.1.

Q est un carré [0,1]°
a(z,y) =1+ 2%+
f(z,y) = =22 — 2y — 229 — 2ya® — 4a® — 49,
g(z,y) = —(1+y*)(L+2” +y?).

.09 7
0,200
0,400
0,700
0,500
Y 0500
o.«100
0,300
0,200

0,480

o.og -

o.ucng o.4ogazoo  oI0n  d4dog 0500 D600 0700 0 0.d00 ool J.ag

FIGURE 2.1 — Domaine carré
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199
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0.300

0.799

0.500
0.500

y .59
0.400
9.300

0.200

0.200 Log

0.500 9.500 0.799 0.300

o.0000 009y 02y 0300 0400
Z

FIGURE 2.2 — Solution en 2D

-0.500
-0.500

-0.700
-0.300
-0.900

-Lo9

FIGURE 2.3 — Solution en 3D

Exemple 2.2.

Q un quart d’un disque de centre (0,0) et de rayon 1
a(w,y)=1+2z"+y%
f(z,y) = =2z — 2y — 2zy® — 2ya° — 4a® — 4y°,
g(z,y) = -2+ 2> +y*)(1 + 2> +¢°).
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FIGURE 2.4 — Un quart d’un disque
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FI1GURE 2.5 — Solution en 2D
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FIGURE 2.6 — Solution en 3D
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Dans ce chapitre, on s’intéresse a l'identification numérique de paramétre a solution du
probléme suivant :

—div (aVu) = f dans(, (3.1a)
u=0 surly, (3.1b)
aVun =g sur ['y. (3.1c)

ou f € L*(Q), g € L*(T'y) sont données et u une solution du probléme direct (2.1a))-(2.1¢)).
n le vecteur normal extérieur & I'y.
Nous définissons 'opérateur F': A — V par :

F(a) = u ou u est 'unique solution du probléme (2.7).
Nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.1. . L'opérateur F' est borné sur A c’est a dire

M
fuly = I1F @y < 2.
ot M et « sont des constantes données par (2.8) et (2.10) respectivement.

Démonstration. En remplacant dans (2.7) v par u et avec (2.8)) et (2.10]), on obtient :
2
o lull?. < T(a,u,u) < |L(u)] < M [lul,.

Donc, on a :
[ully, = 1F (a)ll,, < M/

L’opérateur F' est de Lipschitz et la proposition suivante démontré cette propriété.

Proposition 3.1. L’opérateur F' est de Lipschitz sur A c’est a dire pour tout a,b € A, on
a:

1F(a) = F®)lly < klla—bllpwiq) otk =M/a®.
Démonstration. Soient a,b € A. Posons u = F(a),w = F(b). De (2.7), on a :
T(a,u,v) = L(v) Yv eV,
{T(b,w,v) =L(v) YveV.
On pose v = u — w dans (3.2)), on obtient :
T(a,u,u —w) =T(b,w,u—w)<T(a,u,u—w)=T0b—-aw,u—w)+T(a,w,u—w)

(3.2)

e T(a,u,u —w) —T(a,w,u—w)=T(b—a,w,u—w)

< T(a,u—w,u—w)=-T(a—bw,u—w)
En utilisant la continuité T (2.8]) et la coercivité de T (2.10)), on obtient :

2

allu —wlly, < [jb— aHLoo(Q) Jwlly lu = wlly .
Avec Lemme [3.1] on obtient :
1F (a) = F (b)|| < klla = bll oo 00 k= M/a.
[
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3.1 Différentiabilité

Pour étudier la différentiabilité de 'opérateur F', on va montrer une égalité essentielle.
Donc, si a un élément appartient a 'intérieur de A, on choisi da € A tel que a + da € A. On
pose dw = F(a + da) — F(a), nous avons :

T(a,u,v) = L(v) YveV
T(a+ da,u+ dw,v)=L{w) YveV

Dongc, on a :

T(a+ da,u+ dw,v) —T(a,u,v) =0 < T(a,u+ dw,v) + T(da,u + dw,v) — T(a,u,v) =0
& T(a,u,v) + T(a,dw,v) + T(da,u + dw,v)
—T(a,u,v) =0
< T(a,ow,v) +T(da,u,v) + T'(da, dw,v) = 0.

Donc, on a :
T(a+ da,dw,v) = =T (da,u,v) (3.3)

Théoréme 3.1. (voir [3, p. 262 ]). Pour chaque a a lintérieure de A, F est différentiable
en a et ou = DF(a)da est l'unique solution de l’équation variationnelle.

T(a,0u,v) = =T(da,u,v), pour tout v € V. (3.4)

De plus, on a :
M
IDF(a)oally, < =5 lI0a] o) -

Démonstration. 1'équation variationnelle (3.4) admet une unique solution grace a la théo-
réme de Lax-Milgram. Avec la différence entre (3.3) et(3.4), on obtient :

T(a+ da,éw,v) —T(a,du,v) =0< T(a,dow,v) + T(da,dw,v) — T(a,du,v) =0
& T(a, 0w — du,v) + T(da, dw,v) = 0.

Posons v = dw — du
T(a, 0w — du, ow — ou) = =T (da, dw, dw — Ju)
En utilisant (2.9)) et (2.10), on trouve :

B
low = dully < —ll0al o (q) low]]y

Avec Proposition ona:

M ) ||0w — dul| M
Jow — duly < 2 gy & De 2 < My o

) ||5a||Loo(Q)
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Dongc, on a :

6w =sul, . IF(e+60) — Fla) — dull,

_ —0.
8allzoo ()0 [[0all pooqy 98l po0 () =0 19all < (0

Donc, l'opérateur F' est différentiable en a.
Reste & montrer que du borné. En remplagant dans (3.4)) v par du, on obtient :
T(a,ou,ou) = =T (da, F(a),du).
D’apres (2.9)) et (2.10)), nous avons :

1
loully < —l19all gy [1£(a@)lly -

Grace Lemme [3.1] on a :

M
|Df(a)dally, < o2 ”5aHLm(Q) :
D’ou le résultat. [

Pour étudier la dérivée seconde de F, on procéde de la méme maniére que la dérivée
premiére. Donc, pour a un élément de I'intérieur de A et soient daq, das € A tels que a + day
et a + das restent dans 'intérieur de A. En utilisant (3.4), on obtient :

T (a + 0ay, DF(a + day)daz,v) = =T (daz, F(a + day),v) Vv e V.
Donc, pour tout v € V on a :
T (a + d0ay, DF(a + 6ay)das — DF(a)dag,v) = =T (daz, F(a + day),v)
— T (a+ day, DF(a)daz, v)
= —T (bay, F(a+ day) — F(a) — DF(a)day,v)
— T (dag, F(a) + DF(a)day,v)
— T (a+ day, DF(a)daz, v)
= —T (day, F(a + day) — F(a) — DF(a)day,v)
— T (das, F(a),v) — T (daz, DF(a)day,v)
— T (a,DF(a)day,v) — T (day, DF(a)day,v) .

Grace (3.4), nous avons :
T (a, DF(a)das,v) = =T (das, F(a),v). (3.5)
On remplace (3.5) dans 1'égalité précédente, on obtient :

T (a + day, DF(a + day)das — DF(a)daq,v) = =T (dag, F(a + day) — F(a) — DF(a)day, v)
— T (das, DF(a)day,v) — T (day, DF (a)day,v) .
(3.6)

Pour la dérivée seconde de F', nous avons le théoréme suivant :
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Théoréme 3.2. (voir [5, p. 263 | ). Pour chaque a appartient a Uintérieur de A. F est
deuz fois différentiable en a, et 6*u = D?F(a)(day,das), est Uunique solulion de I'équation
variationnelle suivante :

T (a,6%u,v) = =T (das, DF (a)dar,v) — T (a1, DF (a)das,v) (3.7)

De plus, pour tout v eV on a :

M
|D*F () (as,ba2)|, < =5 (1601) i) + 100

Démonstration. Avec les hypothéses (2.8)-(2.10) et d’aprés le théoréme de Lax-Milgram,
I'équation variationnelle (3.7) admet une unique solution.

En soustrayant de (3.5)), on obtient :
T (a+ bay, DF(a + 6a1)das — DF(a)das,v) — T (a, D*F(a) (6a1, 6as) , v)
= —T (day, F(a+ day) — F(a) — DF(a)day,v).

donc, on a :
T (a, DF (a+ bay) daz — DF (a)day — D*F(a)(day, das), v)
= —T (bay, F (a+ day) — F(a) — DF(a)day,v) (3.8)
— T (6ay, DF (a + day) day — DF(a)das,v) .

On pose

6*u = DF (a + 6ay) 6ay — DF(a)das,
et choisissons
v = 6%u — D*u(bay, Say),

done, (3.8) devienne :

T (a, 6*u — D*u (day, 0ay) , 6*u — D*u (day, 5a2)) =-T (5@1, 6%u, 6%*u — D*u(day, 5a2))
— T (6az, F (a + dar) — F(a) — DF(a)day, 6*u — D*u(day, das)) .

En utilisant (2.9), (2.10) et Théoreme [3.1] on obtient I'inégalité suivante :
2 2 M 2 1 2 3.9
H5 u—D U(fsala(s@z)Hv < ot Héfhum(g) ”5a1“L°°(Q) + a ”(SalHLOO(Q) H5 “Hv (3.9)

D’autre part, en remplacant dans (3.5) v = 6% , on obtient :

T (a + daq, 6%u, 62u) =-T (5a2, DF (a)day, 52u) -T (5@1, DF(a)das, 52u)
— T (das, F (a4 6ar) — F(a) — DF(a)da, 6°u) .

En utilisant (2.9)) et (2.10), on trouve :

M 1 ,
6%, < e (2 19a1]] oo (@) 10a2l oo 0 + = ll0a2] o H(Salﬂm(n)) : (3.10)
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De (3.9)) et (3.10]), on obtient :
162w — D*u (daq, das) ||y,

Hfsal”Loo(Q) ”(SCLQHLOO(Q)

<%(3||5a1|| w01 + 18017 >—>
< L>2(0,1) L) 50 5as]| 0

Alors, F est deux fois différentiable au point a.

On pose dans (3.7) v = D*F (a) (day, das) et en utilisant (2.9)), (2.10) et Théoréme

on obtient :
1
|D2F (a) (e, 6a)]|, < - (IDF(@daslly [1601ll (e + | DF @zl 160210 )

M
< =5 (l6a1 ] + 60 ey )

3.2 Méthode de Moindres carrés non linéaire

Soit z € V une mesure de la solution u du probléme direct (2.7). On va chercher une
valeur de paramétre a € A solution de

F(a) = z. (3.11)

ou l'opérateur F' est défini implicitement. Il est non linéaire. Donc, nous utilisons la méthode
de moindres carrés non linéaire et nous remplagons ((3.11) par un probléme d’optimisation
avec contrainte suivant :

ac A

{minJ(a) (3.12)

ot J : A — R une fonctionnelle donnée par :
1 1
J(@) = 5 IF(a) - I}, = 5T (a, F(a) = 2, F(a) - 2). (313)

Pour Dexistence de la solution du probléme de minimisation avec contrainte (3.12), nous
avons la proposition suivante :

Proposition 3.2. Le probleme de minimisation avec contrainte (3.12) admet au moins une
solution.

Démonstration. Grace Théoréme Théoréme [3.2] la fonctionnelle J est deux fois différen-
tiable, et la dérive de J est donnée par :

DJ(a)da = %T(&a, F(a) —z,F(a) —z) = T(a,aF(a) — z, F(a) — z)

De (B.3), on a :
T(a, DF(a)da, F(a) — z) = =T(da, F(a), F(a) — 2).
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Donc,
DJ(a)da = %T(éa, F(a)—z,F(a) — z) — T(da, F(a), F(a) — 2)

= JT(60, F(a) + 2 F(a) ~ 2)
Et la dérivée seconde de J est donnée par :
D?J(a)(6a,da) = —%T(&L, DF(a)da, F(a) — z) — %T(&L, F(a)+ z,DF(a)da)
= —T(da, F(a), DF(a)da)
=T(a,DF(a)da, DF(a)da)
En utilisant (2.10)), on obtient :
D?*J(a)(da,da) > a ||DF(a)5aH%/ > 0.
D’ou J est convexe, donc le probléme admet au moins une solution. O

Pour étudier 'unicité de la solution du probléme (3.12)), on va étudier un probléme régu-
larisé.

3.3 Probléme régularisé

On considére le probléme régularisé suivant :
{Zneni (@) (3.14)
ot J. est une fonctionnelle donnée par :
J.(a) = J (a) + % IValZei . €> 0. (3.15)
Proposition 3.3. Le probleme régularisé admet une solution unique.
Démonstration. il suffit de montrer que F' est strictement convexe. Soit a € A et on pose
Re(a) = 5 |Vall oy = T (La,a).
La dérivée seconde de J. est donnée par :
D?J. (a) (8a,da) = D*J (a) (6a,6a) + D*R, (a) (§a,da) pour tout da € A.
Nous avons :
DR, (a)da = €T (1,0a,a) pour tout da € A.
Et la dérivée seconde de R, est :
D*R(a)(0a,da) = €T(1,da,0a) > ae||dal|”.
Donc, on a :
D?*J.(a)(0a,6a) > a||[DF(a)dal}, + ae||dall} > ae||dall? . (3.16)
Le fonctionnel J, fortement convexe donc le probléme admet une unique solution. [
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3.3.1 Discrétisation par éléments finis

Soit A, la discrétisation de A telle que A, = ANVj,. Le probléme discret est défini par :

MinJ,
{ () 1)
a € Ah
ot J. est donnée par (3.15]). ‘ '
Soit ap = 377 @iy, up = 377 wigi et 2, =37 i
Je(ah) = J(ah) + Re(ah)
= / a|Vuy, — 2| dx + E/ \Vay|” dz
Q 2 Ja
k=m n p m
= Z ag (Z(uz — ZZ)(U,] — Z])> / Qbk;qbqu]dfﬂ + § Z aka]’ / gbkgb]d:v
k=1 i Q2 k.j Q2
= (u—2)"K(a) (u—z)+ gAT[?A
3.3.2 Meéthode du gradient projeté
Nous avons la proposition suivante :
Proposition 3.4. Pour tout p > 0, nous avons :
a® est un minimum de (3.17) < a* = Py, (0" — pVJ.(a")) (3.18)
Démonstration. Soit p > 0
a*est un minimumde(3.17) < (VJ.(a*),a" —a) <0, Va € 4,
< (pVd(a®),a" —a) <0, Vae€ Ay
& (a* — (a" — pVJ(a")),a" —a) <0, Vac€ A,
& a* = Py, (0" —pVJ(a"))
O
Lemme 3.2. La fonctionnelle J,. est
1. fortement convexe c’est a dire
(J(a) = J/(b),a—b) > ]la— b (3.19)
2. et lipschitzienne c’est a dire
Ii(a) = Ji)|| < Lfla—b]| Vabe A (3.20)
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Démonstration. 1. Soit a,b € AN V,.D’aprés théoréeme d’accroissement finie on a.

J'(b) = J'(a) = (a—b)J"(a)

< (J'(a) = J'(b),a — by = {(a —b)J"(a),a — b)
& (J'(a) = J'(b),a — b) > asela—b|”
s (J'(a) = J(b),a—b) >1]la—0b|]> avec | =ae

2. Soit a,be ANV, on a

J'(b) = J'(a) = (a = b).J"(a)
& (J'(a) — J'(b),a —b) = {(a —b)J"(a),a — b)

Et on a

J"(a)(da,da) = T'(a, DF(a)da, DF(a)da)

Si on pose da = b — a et T continue donc

(J'(a) = J'(b),a = b) < B|DF(a)[* b - al®
[(J'(a) = J'(b),a —

b )
Ib—a < B||DF(a)|]*[Ib — af

DF(a) continue sur un ensemble fermé donc DF(a) bornée donc
17°(b) = J'(a)|| < Bk |[b—all (3.21)
Et on a aussi de la méme méthode
[1Re(b) — Re(a)]| < €B[b—al (3.22)
De et on a
|JL(b) — Jl(a)|| < L||b—a avecL = e + SK
O

En utilisant Pégalité (3.14) alors la solution du probléme (3.10) est un point fixe de
Papplication g qui donnée par

g(a*) = PAﬂVh(a* - pvje(a*)
une idée naturelle pour approcher numériquement ce point fixe est de construire une suite

(a*) € A, définie par :

a’ un élément donné de A, et
(3.23)

aftt = Py, (af — pVje(a®), p>0.

Pour la convergence de la suite (3.23), nous avons le théoréme suivant :
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Théoréme 3.3. ( théoréme de convergence). Sile pas p est choisi tel que 0 < p < %l le
procédé de projection (3.23) converge vers une solution de ((3.14))

Démonstration. Nous pouvons prouver la convergence de la méthode du gradient de projeté
a laide de contraction . Soient (a*)une suite dans ANV}, et

a"tt = Py, (ak — pVJE(ak))
a* = Pany, (a* — pVJc(a"))

Et on a
| Parw;, (b) — Panyy, (@) < [[b— a]
Donc
||ak+1 — o’ = HPAth (ak — pVJe(ak)) — Pany, (@™ — pVJg(a*))||2

< H (ak — pVJe(ak)) — (a* — pVJe(a*))H2
|1 + p* ||V Je(a") = VJe(a¥) g 2p(a* — a,VJ(a*) — VJ(a*))

En utilisant les in égalités (3.19) et (3.20)), on trouve :

HakJrl _G*HQ <(1 —2lp—|—L2p2) Hak g

=l ~a

2

et par récurrence, on obtient :

*

oy =/1—2lp+ L2p2. (3.24)

o — o] < 4 Ja" ~ a

On remarque que

Alors, on a :

P —— 0= a" —— a*.
k——+o0 k——+o0

3.3.3 Algorithme

Nous avons I’algorithme suivant qui permet de résoudre numériquement le probléme d’op-

timisation régularisé (3.17)).
21

Etape 0 : Soient a’, e >0et 0 < p < +5 données.
Etape 1 : Calculer V.J (a")
Etape 2 : Calculer o#t! = Py, (ak — pVJe(ak))

Etape 3 : Test d’arrét, si Hak“ — a"“” < € alors a**! est la solution. Sinon aller a 1'étape 1
avec k =k + 1.
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Conclusion générale

dans ce mémoire est I'étude numérique pour estimer un paramétre d’un probléme ellip-
tique sous forme divergence en dimension deux. Ce travail consiste a résoudre numériquement
deux problémes suivants :

v’ Probléme elliptique sous forme divergence comme un probléme direct : nous avons
démontré que ce probléme est bien posé par le théoréme de Lax-Milgram. Avec le
logiciel FreeFem, nous avons résolu ce probléme par un exemple numérique.

v Probléme inverse : nous avons utilisé la méthode de moindres carrés non linéaire et la
méthode du gradient projeté.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

i Méthodes de type extra-gradient pour identifier numériquement le paramétre a pour
un probléme elliptique sous forme divergence suivant :

—div (aVu) = f dans €,
u=0 sur Iy,

aVun =g sur ['y.

1= [dentification numérique d’un paramétre a pour un probléme de la chaleur dans un
milieu non homogéne :

% —div (aVu (z,t)) = f, dans Q, t > 0.

u=20, surly, t>0
aVu-n=g, surl'y, t>0
u(x,0) =ug (z), dans Q.

1 Jdentification numérique d’'un paramétre a pour un probléme des ondes dans milieu
non homogéne :
0*u _
2 div (aVu (z,t)) = f, dans Q, t > 0.
u=0, surly t>0
aVu-n=g, surl'y, t>0
u(x,0) =ug (z), dans €,
ou

e (,0) = wvo (z), dans Q.
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