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• Dr. Tahar Bendouma, M.Maicha mohamed El Habib, M. Chellama Laradj et M. Rahmoune
Abdelaziz.

• M. Bellaouar Slimane, M. Ouled Naoui Slimane, M. Attia Nehar, Mlle. Belabacci Ahlem
membres de l’équipe de l’optimisation dans Laboratoire LIM avec lesquels j’ai travaillé étroitement
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P�l�

­d� ¨� ®m`ts� A§w� A§r\� A�Ðwm� T§r�K�� Ynbl� TOO�m�� �y�Kt�� Ty��Ð Ynb�� ��m�
.¨RA§r�� �q�t�� ¤ Ty`ybW�� �A�l�� T��A`� ¤ �ymO� ��� ­rybk�� �A�Ayb�� T��A`� 	lWt� �¯A��
�� d§d`�� ­r�@m�� £@¡ ¨� �¤Ant� ,¨qybWt�� ¤ ©r\n�� �yb�A��� �y�  E�wt�� �yq�� ��� ��
­ w�wm�� ­w�f�� �� d��� T§A�� .T§r�K�� Tynbl� Tbsn�A� �y�Kt�� Ty��Ð Ynbl� T§r\n�� 	��w���
T��A`m� ­r�@m�� £@¡ ¨� �wq� �wF .�AqybWt�� ¨� ¢�¯Am`tF� ¤ ©r\n�� �Ðwmn�� �@¡ �y�
Ty��Ð Tynbl� T·�Ak� Tyn� r�}�  A�§¯ �y�d§d� �yty�EC�w� ��rt�� ¨� ��mt� Y�¤¯� :�yty�AkJ�
Tm\tn� ­CAb� Y�� �y�Kt�� Ty��Ð Tynb�� �§w�� ¨� ��mtt� Ty�A��� Ty�AkJ¯� A�� .��b�� ��� �y�Kt��
T�wm�� EA��� ¤ �ymOt� Anm� £CAV� ¨� ¤ .¨qybW� ��AV ¤Ð w¡ An�A�Amt¡¯ ¨�A��� ¢�w�� .T·�Ak�
��CAb`l� T�AR³A� �y�Kt�� Ty��Ð Ynb�� ¤ T§r�K�� Ynbl� ¨�EC�w��� �ynOt�� Yl� dmt`� ��¤ �

.Tm\tnm��

¨�EC�w��� ��AW�� ©Ð ,�¤±� �Amt¡±� ¨� .�yFAF� �§Cw�� P� ��b�� �@¡ ¨� An�Amt¡�
��b�� ��� �y�Kt�� Ty��Ð Tynbl� T·�Ak� Tyn� r�}�  A�§� Am¡ �yty�AkJ� T��A`m� Anm� ,©r\n��
 A�§� P�§ Amy� .Tm\tn� ��CAb`� Ty�r��� �F®s�A� T}A� Tynb� �y�Kt�� Ty��Ð Tynb� �§w�� ¤
­r\� Yl� dnts� Y�¤¯� : �y�d§d� �ytq§rV ��rt�A� Anm� ,�y�Kt�� Ty��Ð Tynbl� T·�Ak� Tyn� r�}�
ry�O� ¤ �ys�� Tylm� �§rst� �A�Ayb�� P¶AO� �®�tFA� �ms§ �@¡ .�y�Kt�� Ty��Ð Tynbl� Ty�Ay�

.T§r�K�� Ynbl� Tbsn�A� �y�Kt�� Ty��Ð Ynb��
�F®s�A� T}A� Tynb� �y�Kt�� Ty��Ð Tynb�� �§w�t� Anm� dq� ,Ty�A��� Tq§rWl� Tbsn�A� A��
Ynb�A� T}A��� Ah�ry\� ���w§ ­d§d��� Tynbl� Tyn� r�}�  A�§�  � �Ab��� �wqnF �y� .T§z�r��
Ty��Ð Tynb� �§w�t� T}A� �¶�rV ��®� �ym`t� Anm� dq� ,Ty�A��� Ty�AkJ³A� �l`t§ Amy� .T§r�K��
Tlm� �� ¤  A�§� ¨� ��mt� �¶�rW�� £@¡ .Tm\tn� ��CAb`� Ty�r��� �F®s�A� T}A� Tynb� �y�Kt��
.Tm\tnm�� ��CAb`l� ��Akt�� �whf� �ry�� ¤ ­z�r� ��CAs� Tlm� �� ¤  A�§� ¤ Ty�hn� �¯ A`�

Tynq� dmt`§ Ty��r� ��¤ � �¤dn} EA��� ¤ �ymOt� �l`tm�� ¨�A��� �AhF³� P�§ Amy� A��
Y�� T�AR� Tlm`tsm�� Ynb�� �� Tyn� �k� ¨�r¡ �sls� �§r`t� Anm� dq� ¨�EC�w��� �ynOt��
¤ �ytF¤Cdm�� �yty�AkJ²� Tbsn�A� ��Ð A�z��� ¤ TF�Cd�� ��� �ynOtl� Tymtnm�� �Ay�EC�w���
T}A� Tyn� Y�� �y�Kt�� Ty��Ð Tynb�� �§w�� ¤ �y�Kt�� Ty��Ð Tynbl� T·�Ak� Tyn� r�}�  A�§� Am¡

.Tm\tn� ��CAb`� Ty�r��� �F®s�A�

�ynOt�� .¨�As��� dyq`t�� .Ty�hn� ­CAb� .�y�Kt�� Ty��Ð Tyn� .T§r�J Tyn� :Ty�¯d�� �Amlk��
.Ty��r� ��¤ � .¨�EC�w���



iv

Résumé

Les automates d’arbres constituent un outil théorique puissant utilisé dans plusieurs domaines, exi-
geant la manipulation de grosses masses de données. Ces derniers incluent la modélisation XML,
le traitement des langages naturels et la vérification formelle. Afin de réduire l’écart entre cet outil
théorique et son utilisation dans la pratique, nous traitons dans cette thèse différents aspects algorith-
miques liés à une manipulation efficace des automates d’arbres.

Nous nous somme focalisé sur deux aspects. Dans le premier, d’ordre algorithmique, nous avons
traités deux problèmes majeurs : la minimisation et la transformation d’un automate en une expres-
sion rationnelle équivalente. Le second aspect concerne la conception et l’implémentation d’une boite
à outils.

Concernant la minimisation d’automates d’arbres, deux techniques ont été proposées afin d’améliorer
la complexité temporelle et spatiale. Ces deux techniques sont considérées comme des méta-méthodes
vu qu’elles peuvent être personnalisées selon le type de l’automate traité ainsi que la variante de mini-
misation. La première approche consiste à déployer une représentation utilisant la structure de graphe
liée à l’automate en question. Ainsi, des propriétés liées aux graphes sont appliquées pour accélérer
le processus de minimisation. La seconde approche transforme l’automate d’arbre en un automate de
mots dont la minimisation coı̈ncide avec celle de l’automate d’arbres.

Concernant le problème de transformation d’automates d’arbres en expressions rationnelles, très peu
étudié dans la littérature, nous proposons trois variantes représentant des généralisations de tech-
niques analogues à celles des automates de mots. Elles se basent respectivement sur la formulation et
la résolution d’un système d’équations rationnelles, d’un système d’étiquetage de chemins d’états et
sur la notion d’intégration d’expressions rationnelles.

Quant au deuxième aspect, nous avons conçu une nouvelle boite à outils à base de taxonomies. Cette
boite à outils se veut ouverte, extensible et facile à utiliser. Pour cette raison, nous nous sommes
basés sur une hiérarchie de structures de données afin de répondre aux exigences des utilisateurs.
Une hiérarchie d’algorithmes basés sur les taxonomies est aussi définie. En plus, nous avons décrit
l’implémentation de deux taxonomies d’algorithmes visées par notre étude qui sont la minimisation
d’automates d’arbres et la transformation d’un automate d’arbres en expression rationnelle.

Mots Clés : Automates d’arbres, Expressions rationnelles, Minimisation, Complexité, Boite à ou-
tils, Classification d’algorithmes.



v

Abstract

Tree automata are powerful theoretical tool used in many fields requiring big data analysis. Among
those are, for example, XML modeling, natural language processing and model checking. We deal in
this thesis with different algorithmic aspects of tree automata manipulation in order to reduce the gap
between this theoretical tool and its use in practice.

We are interested in two sides. In the first one, we have treated two main problems : tree automata
minimization and the transformation of tree automata into an equivalent rational expression. The
second side is to design and implement a taxonomy-based toolkit for trees, tree automata and rational
expressions treatment.

Concerning minimization, we proposed two techniques making possible the improvement of time
and space complexities. Indeed, these two techniques can be seen as meta-methods given that they
can be customized according the tree automata type as well as to the targeted minimization variant.
The first proposal is achieved by transforming the tree automaton into a bipartite graph. Thereby,
graph properties can be deployed on tree automata in order to accelerate the minimization process.
The second one transforms the tree automaton to be minimized into a string one. The minimization
is done then through the two new structures.

Regarding the problem of the transformation of tree automata into rational expressions, we propo-
sed three variants which are basically generalizations of analogous techniques on strings. These the
proposals are based respectively on formulation and resolution of rational equations system, labeling
system and rational expression integration notion.

The second contribution deals with implementation of a new taxonomy-based toolkit. Therefore, we
used a hierarchy of data structures and for algorithms belonging to a given taxonomy. We imple-
ment two taxonomies about the problems discussed by this dissertation, namely minimization and
transformation of tree automata into equivalent rational expressions.

Keywords : Tree automata, Rational expressions, Minimization, Complexity, Algorithm Taxo-
nomy, Tree Automata Toolkit.
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.1 Code D pour la génération aléatoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
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Introduction générale

DUrant les dernières années, les chercheurs et les industriels se sont penchés vers la théorie des
langages d’arbres et des automates d’arbres afin de solutionner des problèmes complexes.

Cette nouvelle tendance se matérialise dans plusieurs domaines tel que la modélisation XML [ZL03,
Chi99], le traitement du langage naturel [Tom06], la vérification formelle et l’analyse des pro-
grammes. Conçu pour la première fois dans les années soixante [Don68], ce formalisme avait pour
but de donner une généralisation de la théorie des langages pour les arbres, faiblement utilisés, aux
domaines concrets. En effet, la seule application majeure était la vérification des circuits intégrés.

Durant les années 70, beaucoup de résultats théoriques concernant les automates d’arbres ont été
établis. Mais un écart entre cette théorie en développement et la pratique a commencé à se manifester.
En particulier, la complexité croissante des solutions données vis-à-vis du problème de “décidabilité”
et l’incohérence entre ses résultats et les ressources matérielles de l’époque. Petit à petit, cette théorie
a repris sa place dans la pratique. Le retour considérable vers la structure arborescente a suscité de
rediscuter, améliorer et appliquer ce genre d’outils formels qui sont les automates d’arbres.

Problématique

Notre vision à travers cette étude est de bénéficier d’un fondement théorique puissant dans le but de
concevoir une algorithmique plus efficace pour les grandes masses de données (Big Data). En effet,
une des questions sur laquelle beaucoup d’effort de recherche se focalise est le traitement des grande
masse de donnée arborescentes tel que les entrepôts de données XML, architectures de médiation,
explosion de la masse des index d’arbres et leurs traitement efficace surtout sur le Web. Par ailleurs,
la théorie des langages d’arbres inclut beaucoup de sous domaines : les grammaires d’arbres pour
la génération d’arbres, les expressions d’arbres pour dénoter les langages rationnels, les automates
d’arbres pour reconnaı̂tre les langages réguliers, les langages d’arbres hors contexte et les automates
à piles, etc. L’objectif de cette thèse est de développer une algorithmique efficace des automates
d’arbres afin de construire un prototype destiné aux développeurs d’applications. Une tendance vers
l’algorithmique déterministe est alors envisagée. Pour cette raison, nous nous focalisons sur les au-
tomates d’arbres déterministes qui sont plus efficaces dans la pratique. Cette classe d’automates est
régulière vu sa capacité à reconnaı̂tre un grand nombre d’arbre voir une infinité d’arbres (si cette
masse suit un motif précis). Nous nous intéressons aussi à l’étude des expressions rationnelles car
c’est le moyen par excellence pour représenter un motif (pattern) d’un ensemble d’arbres réguliers
(comme les DTD et les XMLs schémas). En outre, il est prouvé que les automates d’arbres et les
expressions rationnelles sont équivalents vis-à-vis des langages réguliers et rationnels.

1
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Automates d’arbres Les automates d’arbres sont une généralisation des automates de mots. Ils
sont parfaitement adaptés pour la modélisation des structures de données arborescentes (pages Web,
XML, vérification des programmes, récursivité) et sont de plus en plus utilisés comme modèles en
traitement automatique des langages naturels. Les défis posés par l’analyse de grandes masses de
données, en extraction automatique en particulier, ont suscité de nouveaux travaux sur l’inférence
grammaticale de ces automates. Les langages réguliers de mots et les automates finis qui les recon-
naissent sont des outils formels de base pour traiter les séquences de données.

Afin de prendre en compte l’incertitude des données, on peut associer à chaque mot une probabilité ;
le langage est alors dit stochastique. Plus généralement on peut associer à chaque mot un élément
pris dans un semi-anneau : nous avons alors une série rationnelle. Cette dimension ajoutée permet
aux automates d’arbres de reconnaı̂tre des séries rationnelles. Les automates ainsi définis sont dits à
multiplicité.

Les opérations sur les automates d’arbres, avec ou sans multiplicités, sont ainsi couramment utilisées
dans les applications relevant de l’ingénierie du Web, de l’ingénierie des documents digitaux, ou
encore du traitement automatique des langages naturels. Dans chacun de ces trois domaines d’ap-
plication, l’explosion du volume de données à traiter a suscité de nouveaux défis concernant des
problèmes comme l’extraction automatique de connaissances, ou encore la classification. Dans le cas
des mots, il existe une algorithmique efficace des automates et des automates à multiplicités, et de
nombreuses boı̂tes à outils sont disponibles. Citons par exemple les compilateurs XFST et WFSC
(Xerox), ou la bibliothèque OpenFst [RAJ09], qui a contribué aux progrès réalisés en traitement au-
tomatique des langages naturels. La situation est loin d’être aussi favorable en ce qui concerne les
arbres et en particulier les arbres à multiplicités. Des structures de données spécifiques doivent être
conçues en particulier pour éviter les risques d’explosion combinatoire. Des choix restent à faire (au-
tomate ascendant / automate descendant par exemple), de nombreux algorithmes restent à écrire ou
à consolider.

Expressions rationnelles Une expression rationnelle d’arbres appelés aussi motifs d’arbres est
aussi une généralisation de celle sur les mots. Elle est une chaı̂ne de caractère incluant des opérateurs
fondamentaux permettant de décrire -selon une syntaxe précise- un ensemble d’arbres ou bien un
langage d’arbres dit rationnel. De la même façon, les langages rationnels d’arbres permettent de
manipuler les structures arborescentes de données telles que les pages Web. Nous considérons des
séries rationnelles d’arbres en associant à chaque arbre un élément pris dans un semi anneau. Lorsque
les multiplicités sont des probabilités, la série est dite stochastique.

Contributions

Dans ce contexte, nous avons apporté principalement trois contributions liées aux automates d’arbres.
Les deux premières contributions -qui constituent la partie majeure de ce mémoire- sont d’ordre algo-
rithmique. La troisième -qui est un résultat direct de l’étude algorithmique de la première contribution-
est une conception et une implémentation d’une boite à outils manipulant les arbres, les automates
d’arbres, les expressions rationnelles ainsi que les liens qui existent entre les deux structures.
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Nous nous intéressons en premier lieu dans cette thèse à la minimisation d’automates d’arbres. En
effet, montrer qu’une structure compacte et finie, reconnaissant une infinité d’arbres, est la plus petite
serait une chose très intéressante dans le traitement des grandes masses de données. Effectivement, la
minimisation touche deux aspects : le premier, le plus connu, est la minimisation du nombre d’états
et le deuxième est la réduction du nombre de transitions.

En effet, toutes les techniques de minimisation d’automates d’arbres de référence sont largement
inspirées de leurs analogues sur les mots qui sont étudiées pour la première fois par Huffman et
Moore [Moo56]. Le meilleur algorithme connu est celui de Hopcroft [Hop71]. La complexité donnée
est linéarithmique.

Concernant les automates d’arbres, une panoplie de travaux existe. Ils sont basés sur le type de
l’automate traité et sur la base de l’algorithme de minimisation. La Figure 1 résume les travaux
faits sur la minimisation. Nous classons les techniques existantes comme suit :

• Minimisation des automates non-rangés : ce type d’automate permet à un type de nœud d’ar-
borescence d’avoir un nombre variable de fils. Nous distinguons deux familles d’algorithmes :

• Minimisation d’automates à haie : automates opérant sur des transitions sous la forme de
motifs qui sont dénotés sous forme d’expressions rationnelles de mots (voir Raeymaekers
et Bruynooghe [RB04], Cristau et al. [CLT05]).

• Minimisation d’automates à pas : automates d’arbres qui sont composés d’automates
élémentaires de mots. Ces derniers sont utilisés pour identifier les sous arbres d’un nœud
donné. (Carme et al. [CNT04]).

• Minimisation d’automates rangés : des automates ayant un nombre fixe de fils pour chaque
type de nœuds dans l’arborescence. C’est le type d’automates le plus discuté dans la littérature.
Nous classons ses méthodes selon la nature de l’automate produit en deux classes :

1. Méthodes exactes : toute méthode de minimisation produisant l’automate minimal unique.
Nous citons par exemple les travaux de Brainerd [Bra67], Arbib et Give’on [AG68] et
Gécseg et al. [GS80].

2. Méthodes approchées : cette classe contient deux types de méthodes :la première s’intéresse
aux techniques produisant un automate qui est plus compacte que l’automate à minimi-
ser mais qui n’est pas nécessairement le minimal. Quant à la deuxième, elle regroupe les
techniques qui minimisent un automate mais sans donner des garanties pour que le lan-
gage de ce dernier soit exactement le même avec celui de départ. Par exemple, Cleophas
et al. [CKSW09] propose un algorithme qui construit un automate avec moins d’états qui
reconnaı̂t le même langage avec l’automate en question, mais qui n’est pas forcement
l’automate minimal. Par contre, Jez et Maletti [JM12] construisent un automate qui est
plus petit que l’automate minimal mais le langage de ce dernier diffère légèrement de
celui de l’automate en question.

Nous contribuons dans la conception de deux techniques afin de minimiser un automate d’arbres
déterministe. En effet, les deux techniques proposées peuvent être vues comme des méta-méthodes
pour les techniques de minimisation. Le résultat de ces propositions peut être appliqué et adapté pour
produire des algorithmes exacts ou bien approchés.

En effet, la première méthode, dite directe (Minimisation via graphe associé dans la Figure 1), trans-
forme l’automate en un graphe biparti. Nous montrons qu’à partir de ce graphe, on peut extraire
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FIGURE 1: Classification des techniques de minimisation

beaucoup de propriétés importantes et ainsi réduire le temps de calcul. Nous montrons que l’utili-
sation de cette structure produit un algorithme exact linéarithmique et un algorithme approché de
l’ordre cubique.

La deuxième technique consiste à bénéficier de l’algorithmique présente dans la littérature afin de la
minimisation de mots pour minimiser un automate d’arbres. L’idée consiste à définir un automate de
mots à partir de l’automate d’arbres à minimiser. Ensuite, le nouvel automate est minimisé en utilisant
une des méthodes définies sur les mots sachant que la minimisation sur les mots est considérée comme
étant “bien étudiée”. La dernière étape est la déduction directe de l’automate d’arbre minimal à partir
de l’automate de mots associé (voir Figure 2). Notons que l’automate résultat est pseudo minimal si
la technique utilisée est approchée. Par ailleurs, nous prouvons que malgré le passage par une étape
intermédiaire, cette technique donne les meilleures complexités pour la minimisation exacte ou bien
la minimisation approchée.

Le deuxième volet abordé par notre étude est le passage depuis les automates d’arbres vers les ex-
pressions rationnelles. La Figure 3 résume les travaux existants dans la littérature selon les concepts
déployés. Dans notre contribution, nous nous focalisons sur le développement de la branche présentée
en pointillé dans la Figure 3.

En effet, les techniques existantes pour la conversion d’une expression rationnelle vers les auto-
mates d’arbres sont toutes des généralisations de leurs analogues sur les mots. Premièrement, Kuske
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FIGURE 2: Minimisation d’un automate d’arbres moyennant un automate de mots
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FIGURE 3: Expression rationnelle d’arbres (ERA)↔ Automate d’arbre (AA)

et Meinecke [KM11] ont généralisé la notion de dérivées partielles pour les arbres. Un automate
d’équations est alors proposé. Ensuite, Laugerotte et al. [LSZ13] ont travaillé sur la généralisation
de l’automate de positions pour les arbres. Enfin, Belabbaci [Bel14] a proposé un automate pour
la recherche de motifs d’arbres basé sur la généralisation de l’automate de Thompson. Néanmoins,
la technique de résolution de système d’équations (basé sur le lemme d’Arden [Con61]), le système
d’étiquetage (connu aussi sous le nom de l’Algorithme de Mcnaughton-Yamada [MY60]) et la notion
d’intégration d’expressions rationnelles n’ont pas été bien discutées pour le passage d’un automate
d’arbres vers une expression rationnelle. Nous montrons que ces techniques sont envisageables. En-
suite, nous concevons un algorithme qui transforme un automate d’arbres en expression rationnelle.
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La dernière contribution est le développement d’une boite à outils orientée applications dont l’intérêt
est de favoriser le développement de nombreux projets de recherche. Plus précisément, nous avons
considéré les étapes suivantes :

• Analyse des besoins dans les principaux domaines applicatifs.

• Sélection des briques de base.

• Choix des structures de données les plus pertinentes.

• Mise au point d’algorithmes de base. Prototypage.

• Conception des algorithmes de calcul : conversions, opérations, réduction, minimisation. Pro-
totypage.

• Optimisation des complexités.

Plan de la thèse

Omit cette introduction, ce mémoire de thèse est organisé en six chapitres. Le premier chapitre
présente les définitions de notions et notations utiles pour la compréhension des arbres, langages
d’arbres et expressions rationnelles qui dénotent la classe des langages réguliers. Le deuxième cha-
pitre est dédié à l’introduction les automates d’arbres. Les différentes notions théoriques liées sont
présentées. Nous entamons la minimisation des automates d’arbres dans le troisième chapitre. Le
quatrième chapitre est réservé à notre première contribution qui se résume en une proposition de
deux approches pour améliorer la complexité du processus de minimisation. Le cinquième chapitre
traite la relation entre les automates d’arbres et les expressions rationnelles. Dans le dernier chapitre,
nous présentons une description générale de l’outil développé pour la manipulation des automates
d’arbres et des expressions rationnelles. Finalement, nous présentons nos conclusions et perspectives
de recherche dans la conclusion.



Chapitre 1

Généralités sur les arbres

LA technologie de l’information (information Technology ou IT) est devenue le centre du développement
de l’humanité au vingt et unième siècle. Pour les gouvernements, les entreprises, la société et

les individus, l’information est devenue primordiale pour la vie de notre civilisation. L’arrivée de
nouvelles technologies tel que le le cloud computing nécessite des avancées technologiques dans
le stockage (mémoire et structures de données), le traitement (super calculateurs, indexation, pa-
rallélisme) et la transmission (équipements de télécommunication, bande passante). L’information
quant à elle est de plus en plus complexe. L’avènement de technologies d’agrégation et de fusion
de données hétérogènes comme les ontologies et plus généralement les architectures de médiation et
l’avancée des systèmes décisionnels en vue de travailler avec des données hétérogènes a changé la
vision envers les structures de données.

Étant donnée une structure naturelle, l’arbre qui est une structure de données classique et ancienne
dans l’algorithmique est largement utilisé dans le monde de l’IT. La structure arborescente permet
de stocker une donnée d’une manière naturelle, équilibrée en mémoire, favorisant un temps d’accès
raisonnable.

Comme premier exemple classique de l’usage des arbres, nous considérons les systèmes d’exploita-
tion. En effet, ils organisent leurs systèmes de fichiers dans des structures arborescente (voir Figure
1.1)

Un deuxième exemple plus significatif est l’utilisation de XML (eXtended Markup Language). Un
document XML est présenté sous une forme arborescente (Voir Figure 1.2).

La structure arborescente est une structure fondamentale en algorithmique [Cor02]. Elle n’est pas
utilisée seulement (B-arbres par exemple [Bay71]) pour représenter les données mais aussi pour
accélérer les temps de calcul, optimiser la recherche d’information (algorithme Branch and Bound [LD60]),
trouver des heuristiques etc.

1.1 Notions et définitions sur les arbres

Dans cette section, nous allons introduire les notions et les définitions nécessaires pour la bonne
compréhension du reste du mémoire.
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FIGURE 1.1: Arborescence de fichiers Windows

FIGURE 1.2: Arborescence dans un document XML
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Omit nos propres définitions, la plupart des notions, notations et définitions présentées dans ce cha-
pitre sont principalement compilées à partir du document de référence “tata” [CDG+07]. D’autres
référence sont aussi utilisées comme [Cle08, Mal09, K.S10, Pun09].

1.1.1 Alphabet, mots et langages

Afin de faire l’analogie avec la théorie des langages, nous commençons par rappeler quelques notions
basiques mais nécessaire pour normaliser les formalismes [K.S10, Pun09].

Un alphabet est un ensemble fini de symboles. Un symbole est appelé “lettre”.
Un mot est une suite finie (éventuellement vide) de lettres.
Le mot vide est noté par convention ε.
L’étoile de Kleene Σ∗ (resp. Σ+) est l’ensemble de tous les mots (resp. l’ensemble de tous les
mots non-vides) qu’on peut construire à partir de l’alphabet Σ. En effet, l’étoile de Kleene peut
être construite comme suit :

• ε ∈ Σ∗ est un symbole spécial appelé le mot vide,

• Σ ⊂ Σ∗,

• si u, v ∈ Σ∗ alors uv, vu ∈ Σ∗.

La longueur d’un mot u notée |u| est égale au nombre total des lettres de u. Par conséquent, | | est
une application deN→ Σ∗ qui est définie par induction comme suit :

• |ε| = 0,

• ∀a ∈ σ, |a| = 1,

• Soient u, v ∈ Σ∗ alors |uv| = |u|+ |v|.

L’opération de concaténation de deux mots u, v ∈ Σ∗ produit un nouveau mot uv constitué par la
juxtaposition de lettres de u et de lettres de v. Nous avons alors |uv| = |u|+ |v|. La concaténation est
une opération interne de Σ∗ ; elle est associative, mais pas commutative (sauf dans le cas dégénéré
où Σ ne contient qu’un seul symbole). ε est l’élément neutre pour la concaténation : uε = εu = u.
Si u se factorise sous la forme u = xy, alors on écrira y = x−1u.
La position Posu d’un nombre entier i ∈ N est une application N → Σ qui retourne le symbole se
trouvant à la i−éme position d’un mot u. Un langage est un sous ensemble de Σ∗ pour un alphabet
Σ donné. Un langage peut être fini ou infini.

Exemple 1.1. Soit Σ = {a, b, c, d}. Alors :

• Σ∗ = {ε, a, b, c, ab, ba, ac, ca, abc, acb, . . .}, soit l’ensemble de tous les mots composés de
lettres de Σ.

• {ε, a, b, c, d}, {a, ab, abc, abcd} sont deux langages finis.

• {a, aa, aaa, aaaa, . . .} est un langage infini qui contient tous les mots composés à partir de la
lettre a.

• |ε| = 0, |abcd| = |aaaa| = 4

• Posabcd(2) = b
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1.1.2 Arbres rangés et non-rangés

Les arbres se distinguent par la nature des nœuds qui les composent. Nous définissons dans cette
partie les différentes formes d’arbres présentes dans la littérature.

Définition 1.1. (Arbre non rangé) Soit un alphabet Σ, l’ensemble de tous les arbres non-rangés NΣ

est défini comme suit :
Σ ⊂ NΣ et ∀f ∈ Σ, t1, . . . , tn ∈ NΣ, n ∈ N : f(t1, . . . , tn) ∈ NΣ.

Néanmoins, la définition d’un rang (degré) pour un arbre nécessite l’extension de l’alphabet qui le
compose.

Définition 1.2. (Alphabet rangé) Un alphabet Σ est dit rangé ou gradué s’il existe une application
rang : Σ→ N qui associe à chaque symbole de Σ un rang (une arité) . Le rang de f ∈ Σ sera noté
f̂ ). La relation de Σ2 définie par rang est appelée signature. Le rang maximal de Σ noté r̂ (à ne pas
confondre avec le rang d’un symbole r) est :

r̂ = max
f∈Σ

f̂

Σp, p ∈ N est l’ensemble de tous les symboles qui ont exactement p fils :

Σp = {f ∈ Σ | f̂ = p}

Les symboles ayant le rang 0, 1, 2, . . . , p sont respectivement des constantes (feuilles), des symboles
unaires, symboles binaires,. . . , symboles p-aires.

Exemple 1.2. Soit Σ = {f, g, a, b} un alphabet. La signature {(f, 2), (g, 1), (a, 0), (b, 0)} définit le
rang sur Σ. Nous avons :

• f̂ = 2, ĝ = 1, â = b̂ = 0.

• r̂ = 2.

Dans la littérature, nous trouvons diverses notations pour indiquer le rang d’un symbole donné :
certains utilisent un indice sur un symbole p-aire f qui est son rang (fp). D’autres écrivent respecti-
vement f, f(), . . . , f(, . . . , ) p fois pour indiquer une constante, un symbole unaire, . . . , un symbole
p-aire respectivement. Dans ce mémoire, nous optons pour la seconde écriture.

Définition 1.3. (Arbre rangé) Soit Σ un alphabet rangé. L’ensemble des arbres rangés TΣ définis sur
l’alphabet rangé (Σ, rang) est le plus petit ensemble défini par :

1. Σ0 ⊆ TΣ,

2. Si p ≥ 1, f ∈ Σp, t1, . . . , tp ∈ TΣ alors f(t1, . . . , tp) ∈ TΣ.

TΣ est l’analogue de Σ∗ dans les mots.

Nous définissons des fonctions générales liées aux arbres rangés. Ces mêmes fonctions peuvent être
généralisées aux arbres non-rangés. Soit Σ un alphabet rangé et t = f(t1, . . . , tf̂ ) un arbre rangé.

• La racine de t estR(t) = f
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• La taille ‖t‖ est définie comme suit :

‖t‖ =

 1 si f̂ = 0

1 +
∑f̂

i=1 ‖ti‖ sinon

La taille d’un arbre est le nombre de ses éléments.

• La profondeur de t notée P(t) est définie comme suit :

P(t) =

 1 si f̂ = 0

1 + maxi=1,...,f̂ (P(t)) sinon

La profondeur d’un arbre est égale à longueur de la branche ayant la taille maximale.

• L’ensemble des sous arbres St(t) est défini par : St(t) = {t} ∪
⋃f̂
k=1 St(tk).

Exemple 1.3. Soit Σ = {f(, ), g(), a, b} un alphabet rangé d’arbres contenant deux constantes a, b,
un symbole unaire g et un symbole binaire f .

L’ensemble de tous les arbres construits à partir de Σ est TΣ = {a, b, g(a), g(b), g(g(a)), g(g(b)),

f(a, a), f(a, b), f(b, a), f(b, b), f(g(a), a), f(g(a), b, . . .}

Soit l’arbre suivant t = f(g(a), f(a, f(g(b), b))). La représentation graphique de t est schématisée
par la Figure 1.3 :
Nous avons :

f

g

a

f

a f

g

b

b

FIGURE 1.3: Représentation graphique de l’arbre t = f(g(a), f(a, f(g(b), b)))

• R(t) = f

• ‖t‖ = 1 + ‖g(a)‖+ ‖f(a, f(g(b), b))‖ = 1 + 1 + ‖a‖+ 1 + ‖a‖+ ‖f(g(b), b)‖ = 9,

• P(t) = 1 + max(P(g(a)),P(f(a, f(g(b), b)))) = 5.

• St(t) = {t, g(a), a, f(a, f(g(b), b)), f(g(b), b), g(b), b}.

Nous remarquons que les arbres ainsi définis sont ordonnés. Par conséquent, cette définition peut être
généralisée et des arbres non ordonnés peuvent être ainsi définis. Le couple (A,m) avec m : A→ N
est appelé Multi-ensemble où A est un ensemble quelconque appelé support et m une application de
A vers l’ensemble des entiers naturels. Un multi-ensemble est noté en utilisant les accolades doubles
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{||} où chaque élément est répété est répété autant de fois que son image par m. Grâce à la notion de
multi-ensembles, nous pouvons définir les arbres non ordonnés.

Définition 1.4. Soit Σ un alphabet fini. L’ensemble des arbres non-ordonnés MΣ est le plus petit
ensemble défini par :

1. (f, {||}) ∈MΣ pour tout f ∈ Σ0

2. ∀t ⊆MΣ,m, f ∈ Σ : (f, t) ∈MΣ.

On peut définir une application entre les arbres ordonnés et non-ordonnés :

Définition 1.5. Soit Σ un alphabet quelconque. Nous définissons l’application α : TΣ →MΣ qui re-
lie chaque arbre ordonné à un arbre non-ordonné tel que pour un arbre t ∈ TΣ nous avons :∀f(t1, . . . , tn) ∈
St(t), t1, . . . , tn ∈ TΣ : (f, {|t1, . . . , tn|}) ∈ α(t).

Exemple 1.4. Prenant l’arbre illustré par la Figure 1.3. Cet arbre est vu comme un arbre non-
ordonné si nous supposons que la permutation de ses branches est permise. L’arbre s’écrit formelle-
ment comme suit :

(f, {‖(g, {‖(a, {‖})|}), (f, {‖(a, {‖}), (f, {‖(g, {‖(b, {‖})|}), (b, {‖})|})|})|})

1.1.3 Étiquetage d’arbres

L’étiquetage est l’opération qui consiste à associer à chaque nœud de l’arbre un identifiant unique.
Ce dernier doit permettre de retrouver la position du nœud qui lui est associé dans l’arbre. Dans ce
qui suit, nous introduisons un étiquetage hiérarchisé appelé domaine d’arbres.

Vu comme une généralisation de la notion des positions dans les mots, l’étiquetage de l’arbre n’est
pas une application versN car l’arborescence suit une hiérarchie bien connue contrairement aux mots
qui ne sont qu’une suite de symboles vue comme un tableau qui peut être indexé par des entiers.

Pour étiqueter un arbre, nous définissons une construction hiérarchisée dans N appelée Domaine
d’arbres.

Définition 1.6. Un domaine d’arbres D ⊆ N∗ satisfait :

1. Soit u = u′v ∈ D tel que v, u′ ∈ N∗ alors u′ ∈ D

2. Si uj ∈ D tel que j ∈ N alors pour tout i ∈ {1 . . . , n}, ui ∈ D

Il nécessaire d’utiliser la notation (u, v) au lieu de uv pour décrire la concaténation des entier. Ceci
permet de distinguer entre la concaténation de 12 avec 1 et de 1 avec 21.

Exemple 1.5. 1. L’ensemble D = {0, 1, (0, 0), (0, 1)} est un domaine d’arbre

2. L’ensemble D′ = {0, (0, 0), (1, 1)} n’est pas un domaine d’arbre ((1, 1) ∈ D′ mais 1 6∈ D′.

Grâce aux domaines d’arbres, nous définissons l’étiquetage d’un arbre.

Définition 1.7. Un arbre t ∈ TΣ est étiqueté par un domaine d’arbres D en définissant une applica-
tion Post : D ∪ {ε} → TΣ tel que :
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(i) Post(ε) = t,

(ii) Si t′ = f(s1, . . . , si−1, s, si+1, . . . , sf̂ ) ∈ St(t) et Post(d) = t′, d ∈ D alors Post(d(i− 1)) =

s.

Ensuite, Dt est construit comme suit :

Dt = {(f, d) | ∃t′ ∈ St(t) : Post(d) = t′ etR(t′) = f}

La fonction définie récursivement Cons : Dt → TΣ reconstitue à partir d’un étiquetage Dt l’arbre
correspondant t comme suit : Cons(Dt) = f(Cons(Dt1), . . . , Cons(Dtf̂ )) tel que (f, ε) ∈ Dt) et
Dti = {(g, j) | (g, ij) ∈ Dt}

Le rôle de cette fonction est exactement l’inverse du rôle de Pos.

Nous rappelons que ε est l’élément neutre de la concaténation de mots.

D’après la définition 1.7 Pos est une injection de D dans Σ. La deuxième propriété exige que les
positions d’un arbre ne puissent pas dépasser le rang maximal de l’alphabet.

Exemple 1.6. Nous allons étiqueter, grâce à Pos, l’arbre t = f(g(a), f(a, f(g(b), b)))

1. Post(ε) = t,

2. Post(0) = g(a) (0 est vu comme ε),

3. Post(1) = f(a, f(g(b), b)) (Post(2) n’existe pas car f̂ = 2).

4. etc.

Enfin, nous aurons l’arbre étiqueté présenté par Figure 1.4.

Dt = {(f, ε), (g, 0), (a, 0.0), (f, 1), (a, 1.0), (f, 1.1), (g, 1.1.0), (b, 1.1.0.0), (b, 1.1.1)}

f(ε)

g(0)

a(0.0)

f(1)

a(1.0) f(1.1)

g(1.1.0)

b(1.1.0.0)

b(1.1.1)

FIGURE 1.4: Exemple d’arbre étiqueté

Théorème 1. Chaque arbre rangé possède un étiquetage unique.

Démonstration. La preuve se fait par induction sur la construction de l’étiquetage. Soit t ∈ TΣ un
arbre rangé. La position de t est égale toujours à ε. Soit d ∈ D tel que Pos(d) = f(s1, . . . , sr̂) ∈
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St(t) alors par définition nous avons Post(di) = si, i = 1 . . . , r̂. Comme d est unique (hypothèse
d’induction) alors la position des racines des sous arbres si, i = 1 . . . , r̂ sont uniques.

La notion d’étiquetage et son unicité permettent de représenter la topologie d’un arbre donné d’une
façon unique. Cet étiquetage peut être utilisé dans plusieurs traitements comme l’indexation des
arbres, l’isomorphisme d’arbres, le parcours, etc.

Étiquetage des sous arbres L’étiquetage d’un sous arbre peut être directement déduit à partir de
l’arbre original en supprimant simplement la position de la racine du sous arbres des positions de ses
nœuds. Soit t ∈ TΣ un arbre rangé et s ∈ St(t) alors l’étiquetageDs de s se calcule via Poss comme
suit :

• Poss(ε) = s

• Poss(i) = Post(di) tel que Post(d) = s.

1.2 Opérations sur les arbres

Il existe plusieurs opérations utiles pour les arbres. Deux parmi elles ont déjà été citées. Il s’agit de
l’opérationR qui retourne le symbole de la racine d’un arbre et St qui retourne l’ensemble des sous
arbres. Dans cette section, nous allons présenter d’autres opérations très intéressantes : substitution,
concaténation, homomorphisme et isomorphisme.

1.2.1 La substitution

La substitution peut être vue comme un remplacement d’un sous arbre d’un arbre cible par un autre
arbre donné. Selon [Cle08], il en existe trois types de substitutions.

Définition 1.8. (Substitution d’une seule occurrence d’un sous arbre) Soit s, t ∈ TΣ. t[ d← s] dénote
l’arbre dans lequel l’arbre u = Post(d) est remplacé par s.

Définition 1.9. (Substitution de toutes les occurrences d’un sous arbres) Soient s, t ∈ TΣ. t[u ← s]

dénote l’arbre dans lequel toutes les occurrences de l’arbre u sont remplacées par l’arbre s. Cette
substitution est définie comme suit :

• u[u← s] = s,

• t[u← s] = t si s 6∈ St(t),

• f(t1, . . . , tf̂ )[u← s] = f(t1[u← s], . . . , tf̂ [u← s]).

1.2.1.1 Substitution élémentaire

Dans le contexte de notre étude, nous définissons une substitution spéciale (notée⇐) :

Définition 1.10. Un arbre u ∈ t(r ⇐ s) est obtenu en remplaçant une seule occurrence du symbole
r par l’arbre s.
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Example 1.1. Soit t = f(a, g(b, a)) un arbre. t(a ← g(b)) = f(g(b), g(b, g(b))) mais t(a ⇐
g(b)) = {f(g(b), g(b, a)), f(a, g(b, g(b)))}. Comme le montre cet exemple, cette substitution produit
un ensemble.

1.2.1.2 Concaténation d’arbres

Étant un cas spécial de la substitution, la concaténation d’arbres est une opération très utilisée car
elle participe dans la définition d’une classe de régularité pour les arbres [Eng75]. Il s’agit d’une
substitution ou l’arbre à substituer est une constante.

Définition 1.11. (Concaténation d’arbres) Soit s, t ∈ TΣ. t.cs dénote l’arbre où toutes les occur-
rences de c ∈ Σ0 sont remplacées par l’arbre s.

• c.cs = s,

• d.cs = d si d 6= c,

• f(t1, . . . , tf̂ ).cs = f(t1.cs, . . . , tf̂ .cs).

La concaténation est une loi de composition interne dans TΣ satisfaisant :

• Elle n’est pas commutative : t.cu 6= u.ct,

• Elle est associative : s.c(t.cu) = (s.ct).cu,

• L’élément neutre de .c est c.

1.2.2 L’homomorphisme

L’homomorphisme est une application entre deux ensembles qui permet de respecter une structure
bien définie. Concernant les arbres, l’homomorphisme permet de comparer la structure de deux arbres
et tester une éventuelle équivalence entre eux. Un exemple type de l’homomorphisme est la transfor-
mation d’un arbre n-aire en un arbre binaire.

Définition 1.12. Soit TΣ, TΣ′ les ensembles des arbres rangés définis respectivement sur Σ et Σ′ et
X un ensemble de constantes (feuilles) disjoint de Σ et Σ′. L’homomorphisme d’arbres φ est une
application φ : TΣ → TΣ′ définie comme suit.

• φ(f) = tf si f ∈ Σ0 (avec tf ∈ Σ′),

• φ(f(t1, . . . , tf̂ )) = tf [x1 ← φ(t1)] . . . [xf̂ ]← φ(tf̂ )] sinon (avec tf ∈ TΣ′∪X ) .

Nous remarquons que tf n’est pas dans TΣ′ mais ceci ne fausse pas la définition car tf [x1 ←
φ(t1)] . . . [xf̂ ]← φ(tf̂ )] ∈ TΣ′ .

Exemple 1.7. Soit Σ = {f(, , ), a, b} et Σ′ = {g(, ), a, b}. Nous définissons l’homomorphisme sui-
vant (voir Figure 1.5).

• φ(f(t1, t2, t3) = g(φ(t1), g(φ(t2), φ(t3))).

• φ(a) = a, φ(b) = b.
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Soit t = f(a, f(b, b, b), a) ∈ TΣ.

φ(t) = g(φ(a), g(φ(f(b, b, b)), φ(a)))

= g(a, g(g(φ(b), g(φ(b), φ(b)))), a)

= g(a, g(g(b, g(b, b)), a))

t

f

a f

b b b

a

φ(t)

g

a g

g

b g

b b

a

FIGURE 1.5: Exemple de l’homomorphisme d’arbres

1.2.3 L’isomorphisme

L’isomorphisme consiste en une application qui permet de préserver la topologie de l’arbre. Autre-
ment dit si un nœud est en relation avec un autre nœud (père, fils à la position i) alors leurs images le
sont aussi. Néanmoins, l’isomorphisme d’arbres est étudié comme un sous problème d’isomorphisme
de graphes où un arbre est vu comme un graphe connexe et sans cycles [Ull76]. En effet, la notion de
rang n’existe pas dans ce contexte.

Ici, nous définissons l’isomorphisme d’arbre respectant le rang des nœuds comme suit.

Définition 1.13. Soit TΣ, TΣ′ les ensembles des arbres rangés définis respectivement sur Σ et Σ′.
L’isomorphisme d’arbres φ est une application φ : TΣ → T ′Σ définie comme suit.

• φ(f) = f ′ si f ∈ Σ0 avec f ′ ∈ Σ′0,

• φ(f(t1, . . . , tf̂ )) = f ′(φ(t1), . . . φ(tf̂ ) tel que f ′ ∈ Σ′
f̂
.

Une remarque très importante présentée dans le théorème suivant est que deux arbres sont isomorphes
si et seulement si l’un peut être obtenu en renommant les nœuds de l’autre. En d’autres termes si et
seulement si leurs étiquetage est le même

Théorème 2. Soit t ∈ TΣ, t
′ ∈ TΣ′ deux arbres rangés. t et t′ sont isomorphes par φ si et seulement

si (f, d) ∈ Dt ⇔ (φ(f), d) ∈ Dt′ .
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1.3 Langages d’arbres

La notion de langages d’arbres est très utile dans le traitement des grandes masses d’informations
car elle donne la possibilité de décrire/reconnaı̂tre des familles d’arbres qui ont des caractéristiques
spécifiques. Dans cette section, nous nous intéressons aux fondements formels des langages d’arbres.

Définition 1.14. Soit TΣ l’ensemble des arbres rangés définis sur Σ. Un langage d’arbres L est un
sous-ensemble de TΣ. (L ⊂ TΣ).

Vue que les langages d’arbres sont des ensembles, on peut utiliser les opérations usuelles tel que
l’union de deux langages d’arbres K et L (K ∪ L), l’intersection (K ∩ L), le complément C(L). . .

En raison de simplicité, nous définissons quelques notations nécessaires pour la lecture du reste du
mémoire.

1.3.1 Opérations sur les langages d’arbres

Les mêmes opérations de substitution sur les arbres peuvent être étendues sur les langages d’arbres

Définition 1.15. Soit, f ∈ Σn, L, L1, . . . , Ln ∈ TΣ.

• f(L1, . . . , Ln) = {f(t1, . . . , tn) | ti ∈ Li, i = 1, n} (forêt de langages),

• L[
d← s] = {t[ d← s] | t ∈ L}(Substitution d’une seule occurrence d’un sous arbre dans un

langage),

• L[u←s] = {t[u←s] | t ∈ L} (substitution d’un arbre dans un langage),

• L1.cL2 = {t1.ct2 | t1 ∈ L1, t2 ∈ L2} (concaténation de deux langages ou produit-c).

Le produit-c est aussi connu sous le nom de out-inside (OI) substitution [ES77]. Nous rappelons
quelques propriétés algébriques liées à cette notion (voir [ES77, Esi10, BN98]).

Comme dans le cas des mots, le produit-c est distributif sur l’union :

Lemme 1.1. Soient L1, L2 et L3 trois langages d’arbres à travers Σ. Soit c un symbole dans Σ0.
Alors :

(L1 ∪ L2) ·c L3 = (L1 ·c L3) ∪ (L2 ·c L3)

Démonstration. Soit t un arbre dans TΣ. Alors :

t ∈ (L1 ∪ L2) ·c L3 ⇔ ∃u ∈ L1 ∪ L2,∃v ∈ L3, t = u ·c v
⇔ (∃u ∈ L1, ∃v ∈ L3, t = u ·c v) ∨ (∃u ∈ L2, ∃v ∈ L3, t = u ·c v)

⇔ t ∈ (L1 ·c L3) ∪ (L2 ·c L3)

Une autre propriété commune est l’associativité.
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Lemme 1.2. Soient t et t′ deux arbres dans TΣ. Soit L un langage d’arbres à travers Σ et soit c un
symbole dans Σ0. Alors :

t ·c (t′ ·c L) = (t ·c t′) ·c L

Démonstration. Par induction sur la structure de t.

1. t = c. Alors t ·c (t′ ·c L) = t′ ·c L = (t ·c t′) ·c L.

2. t ∈ Σ0 \ {c}. Alors t ·c (t′ ·c L) = t = (t ·c t′) ·c L.

3. t = f(t1, . . . , tn) avec n > 0. Alors :

f(t1, . . . , tn) ·c (t′ ·c L) = f(t1 ·c (t′ ·c L), . . . , tn ·c (t′ ·c L))

= f((t1 ·c t′) ·c L, . . . , (tn ·c t′) ·c L) (Hypothèse d’induction)

= f(t1 ·c t′, . . . , tn ·c t′) ·c L
= (f(t1, . . . , tn) ·c t′) ·c L

Corollaire 1.1. Soient L, L′ et L′′ trois langages à travers Σ, c ∈ Σ0. Alors :

L ·c (L′ ·c L′′) = (L ·c L′) ·c L′′

Ainsi, nous pouvons conclure que le produit-c est compatible avec l’inclusion.

Lemme 1.3. Soit t un arbre à travers Σ, et L,L′ deux langages de TΣ tel que L ⊂ L′. Alors :

t ·c L ⊂ t ·c L′

Par conséquent :

Corollaire 1.2. Soient L, L′ ⊂ L′′ trois langages TΣ et c ∈ Σ0. Alors :

L ·c L′ ⊂ L ·c L′′

Une nouvelle propriété qui diffère du cas des mots est présentée dans le lemme suivant.

Lemme 1.4. Soient t1, t2 et t3 trois arbres de TΣ. Soient a et b deux symboles distincts dans Σ0 tel
que a n’apparaı̂t pas dans t3. Alors :

(t1 ·a t2) ·b t3 = (t1 ·b t3) ·a (t2 ·b t3)

Démonstration. Par induction sur t1.

1. Si t1 = a, alors

(t1 ·a t2) ·b t3 = t2 ·b t3 = (t1 ·b t3) ·a (t2 ·b t3)
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2. Si t1 = b, alors

(t1 ·a t2) ·b t3 = t3 = (t1 ·b t3) ·a (t2 ·b t3)

3. Si t1 = c ∈ Σ0 \ {a, b}, alors

(t1 ·a t2) ·b t3 = t1 = (t1 ·b t3) ·a (t2 ·b t3)

4. Si t1 = f(u1, . . . , un) avec n > 0, Alors

(t1 ·a t2) ·b t3 = (f(u1 ·a t2, . . . , un ·a t2)) ·b t3
= f((u1 ·a t2) ·b t3, . . . , (un ·a t2) ·b t3)

= f((u1 ·b t3) ·a (t2 ·b t3), . . . , (un ·b t3) ·a (t2 ·b t3)) (Hypothése d’induction)

= f(u1 ·b t3, . . . , un ·b t3) ·a (t2 ·b t3)

= (f(u1, . . . , un) ·b t3) ·a (t2 ·b t3)

1.3.2 La fermeture de Kleene

L’une des notions les plus importantes dans la théorie des langages formels est la fermeture (étoile)
de Kleene [HU79]. Cette notion a été définie sur les langages formels de mots pour la première fois
par Kleene [Kle56] et puis généralisée aux arbres [GS97].

Avant de définir la fermeture de Kleene, nous présentons la notion d’exponentiation des langages
d’arbres.

Définition 1.16. L’exponentiation d’un langage d’arbres L est une séquence d’itérations successives
du produit ·c définies comme suit.

L0,c = {c} (1.1)

Ln+1,c = Ln,c ∪ L ·c Ln,c (1.2)

Nous définissons la fermeture de Kleene comme suit :

Définition 1.17.

L∗c =
∞⋃
i=0

Li,c (1.3)

L+c = L∗c − {c} (1.4)

Exemple 1.8. Soit L = {f(a, b)} alors

• L0,a = {a},

• L1,a = {a} ∪ {f(a, b)}.a{a} = {f(a, b), a},

• L2,a = {f(f(a, b), b), f(a, b), a}.
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• . . .

Nous aurons L∗a = {f(f(a, b)), f(a, b), a, . . .}.

Nous remarquons que contrairement au cas de mots, les produits peuvent commuter avec la fermeture
dans certains cas :

Lemme 1.5. Soient L1 et L2 deux langages dans TΣ. Soient a et b deux symboles distincts dans Σ0

tel que L2 ⊂ TΣ\{a}. Alors :

L∗a1 ·b L2 = (L1 ·b L2)∗a

Démonstration. Nous prouvons par récurrence que pour un entier n, Ln,a1 ·b L2 = (L1 ·b L2)n,a.

1. Si n = 0, alors, en se référant à l’Équation (1.1)) :

L0,a
1 ·b L2 = {a} = (L1 ·b L2)0,a

2. Si n > 0, Alors, suivant l’Équation (1.2)) :

Ln+1,a
1 ·b L2 = (Ln,a1 ·a L1 ∪ Ln,a1 ) ·b L2

= (Ln,a1 ·a L1) ·b L2 ∪ (Ln,a1 ) ·b L2 (Lemme 1.1)

= ((Ln,a1 ·b L2) ·a (L1 ·b L2)) ∪ (Ln,a1 ) ·b L2

= ((L1 ·b L2)n,a ·a (L1 ·b L2)) ∪ (L1 ·b L2)n,a (Hypothese d’induction)

= (L1 ·b L2)n+1,a

Par conséquent, L∗a1 ·b L2 = (L1 ·b L2)∗a .

1.4 Les expressions rationnelles d’arbres

Une autre façon de représenter les langages d’arbres est d’utiliser les expressions régulières ou ra-
tionnelles (ER). En effet, ce type d’expressions est utilisé, comme dans le cas des mots, pour décrire
une famille de langages dite rationnelle. Dans ce qui suit, nous rappelons les expressions rationnelles
sur les mots.

Une expression rationnelle (ER) est une suite de caractères qui ont pour rôle de dénoter ou décrire un
langage régulier fini ou infini. On peut définir par induction une ER sur un alphabet Σ comme suit :

Définition 1.18.

• 0 est une ER qui dénote le langage vide ∅,
• 1 est une ER qui dénote le mot vide {ε},
• a ∈ Σ est une ER qui dénote le langage {a} ,

• Si E et F sont deux ER alors E + F et E.F sont des ER qui dénotent respectivement les
langages LE ∪ LF et LELF (LE et LF sont les langages qui dénotent les ER E et F respec-
tivement),
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• Si E est une ER alors E∗ l’est aussi.

Nous définissons en premier lieu l’ensemble des langages rationnels d’arbres définis sur un alphabet
donné.

Définition 1.19. (langage rationnel). Rat(Σ) est le plus petit ensemble de parties de TΣ qui contient
les parties finies de TΣ et qui est fermé pour l’union, la concaténation et la fermeture de Kleene.

Définition 1.20. Une Expression Rationnelle d’Arbres (ERA)E à travers un alphabet Σ est un terme
défini par induction comme suit :

E = 0 (1.5)

E = f(E1, . . . , En) (1.6)

E = E1 + E2 (1.7)

E = E1 ·c E2 (1.8)

E = E∗c1 (1.9)

avec f ∈ Σn, c ∈ Σ0 et Ei est une ERA pour i = 1 . . . n.

Afin d’extraire la sémantique d’une ERA (le langage dénoté par une ERA) nous introduisons la
définition suivante :

Définition 1.21. La sémantique d’une ERAE est le langage d’arbres [[E]] défini par induction comme
suit :

[[0]] = ∅ (1.10)

[[a]] = {a} (1.11)

[[E1 + E2]] = [[E1]] ∪ [[E2]] (1.12)

[[E1.cE2]] = [[E1]].c[[E2]] (1.13)

[[E∗c]] = [[E]]∗c (1.14)

[[f(E1, . . . , En)]] = {f(s1, . . . , sn) | s1 ∈ [[E1]], . . . , sn ∈ [[En]]} (1.15)

où f ∈ Σn, c ∈ Σ0 et Ei est une ERA pour i = 1 . . . n.

On dit que deux ERA E et F sont équivalentes (E ≡ F ) si et seulement si [[E]] = [[F ]].

Quelques propriétés usuelles sont résumées dans le lemme suivant.
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Lemme 1.6. Soient E1, E2, E3 Trois ERA à travers Σ. Soit c ∈ Σ0. Alors nous avons :

E1 + E1 ≡ E1 (1.16)

E1 + 0 ≡ E1 (Element neutre +) (1.17)

E1 + E2 ≡ E2 + E1 (Commutativité de +) (1.18)

(E1 + E2).cE3 ≡ E1.cE3 + E2.cE3 (distributivité à droite) (1.19)

E1.cE
∗c
1 ≡ E∗c1 .cE1 ≡ E∗c1 (1.20)

E∗c1 + E1 ≡ E∗c1 (1.21)

si c /∈ [[E1]] alors E1.cE2 ≡ E1 (1.22)

Chaque propriété sous la forme F ≡ G pour deux ERA F et G peut être facilement démontrée en
prouvant que JF K = JGK.

1.5 Arbres et multiplicités

Il est très utile d’ajouter des Multiplicités (poids) aux arbres. Les séries d’arbres sont le forma-
lisme le plus général pour représenter cette notion. Premièrement, nous rappelons la notion de semi-
anneau [Mal05] :

Soit K un ensemble quelconque. Un semi anneau est une structure Φ = (K,⊕,⊗, 0, 1) tel que :

• (K,⊕, 0) est un monoı̈de commutatif

• (K,⊗, 1) est un monoı̈de

• ⊗ est distributive sur ⊕ :

∀i, j, k ∈ K, i⊗ (j ⊕ k) = (i⊗ j)⊕ (i⊗ k) et (i⊕ j)⊗ k = (i⊗ k)⊕ (j ⊗ k)

• 0 est un élément absorbant pour ⊗ : ∀k ∈ K, k ⊗ 0 = 0⊗ k = 0

Le semi anneau est dit commutatif si le monoı̈de (K,⊗, 1) est commutatif.

On utilise souvent
∑

i∈N ai (resp. Πi∈Nai ) pour dénoter la somme (resp. le produit) des familles
d’objets (ai)i∈Nai où ai ∈ K, i ∈ N.

1.5.1 Séries d’arbres

Soit S un ensemble quelconque. Une série formelle est une application ϕ : S → K. Une série
formelle peut s’écrire comme suit ∑

s∈S
ϕ(s)⊗ s

Le support de la série formelle ϕ est : supp(ϕ) = {s ∈ S | ϕ(s) 6= 0}. Les séries avec un support
non-nul sont aussi appelées polynômes.

En effet, les séries d’arbres sont considérées comme des séries formelles opérant sur des arbres :
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Définition 1.22. Soit Φ = (K,⊕,⊗, 0, 1) un semi anneau défini sur un ensemble quelconque K.
Soit TΣ l’ensemble des arbres à travers un alphabet Σ. Une série d’arbres est une série formelle
ϕ : T → K où T ⊆ TΣ. L’ensemble de toutes les séries d’arbres est noté K〈〈T 〉〉.

1.5.2 Expression rationnelles avec multiplicité

Nous pouvons définir la famille des langages rationnels à multiplicité pour une série d’arbres K〈〈T 〉〉.
En effet, Rat(Σ,K) est le plus petit ensemble de parties de K〈〈T 〉〉 qui contient les parties finies de
K〈〈T 〉〉 et qui est fermé pour l’union, la concaténation et la fermeture de Kleene.

Définition 1.23. Soit Σ un alphabet. Soit Φ = (K,⊕,⊗, 0, 1) un semi anneau. L’ensemble des
expressions rationnelles de séries d’arbres (ERSA) à travers (Σ,K) est défini par induction comme
suit.

E = 0 (1.23)

E = f(E1, . . . , En) (1.24)

E = E1 + E2 (1.25)

E = E1 ·c E2 (1.26)

E = E∗c1 (1.27)

E = kE1 (1.28)

avec f ∈ Σn, c ∈ Σ0, k ∈ K et Ei est une ERA pour i = 1 . . . n.

Il est clair que la sémantique d’une ERSA donne des série d’arbres comme langages de sortie, mais
avant de définir la sémantique, nous définissons une fonction élémentaire topf∈Σ.

Définition 1.24. Soit Σ un alphabet quelconque. Soit Φ = (K,⊕,⊗, 0, 1) un semi anneau. La top-
concaténation avec f ∈ Σ est une application topf : K〈〈TΣ〉〉f̂ → K〈〈TΣ〉〉 tel que pour chaque
ϕ1, . . . , ϕf̂ ∈ K〈〈TΣ〉〉 et t ∈ TΣ, si t = f(s1, . . . , sf̂ ), s1, . . . , sf̂ ∈ TΣ alors :

topf (ϕ1(t), . . . , ϕf̂ (t)) = ϕ1(s1)⊗ . . .⊗ ϕf̂sf̂

La sémantique d’une ERSA est définie par induction comme suit :

Définition 1.25. avec f ∈ Σ, c ∈ Σ0, n = f̂ et k ∈ K.

1.6 Conclusion

Nous avons résumé dans ce chapitre les différentes notions et notations formelles liées à notre
étude. Premièrement, nous avons présenté les définitions formelles d’un arbre, langage d’arbres et
les différentes opérations qui leurs sont associées. L’ensemble de ces concepts est utile tout au long
du mémoire. La définition des séries d’arbres sert à ajouter la dimension multiplicité aux langages,
automates ainsi qu’aux expressions rationnelles d’arbres. La partie liée aux ERA sera utilisée dans
Chapitre 5. Dans le prochain chapitre, nous définissons les différents types d’automates d’arbres et
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nous nous focalisons sur un type particulier : les automates d’arbres rangés déterministes ascendants
-objets de notre étude- et nous introduisons les différents formalismes et algorithmes liées.



Chapitre 2

Automates d’arbres rangés

COmme dans le cas des mots, un automate d’arbres est un type de Machine à états qui effectue la
lecture des arbres au lieu de mots. Bien qu’ils soient considérés comme une généralisation des

automates de mots, plusieurs différences existent. A titre d’exemple, la notion de successeur dans les
mots est remplacée par la relation père-fils. Ainsi dans les automates d’arbres rangés, on ajoute la
position du fils dans l’arborescence. Un autre exemple est l’absence de la notion de miroir dans les
arbres.

Par conséquent, on peut tirer deux types d’automates d’arbres selon le sens de lecture : les automates
d’arbres ascendants, et les automates d’arbres descendants.

Dans ce chapitre, nous introduisons les automates d’arbres à états finis qui sont des représentations
compactes pour reconnaı̂tre des ensembles d’arbres pouvant être infini.

Avant la présentation des automates d’arbres descendants, nous nous intéressons à la version as-
cendante. Puisque nous allons montrer que la version descendante est moins performante que son
homologue ascendant [CDG+07].

2.1 Automates d’arbres rangés à états finis ascendants

Le type ascendant pour les automates d’arbres rangés à états finis est le type plus utilisé dans la
littérature. En effet, le processus de lecture (bas vers le haut) est plus naturel. De plus, la classe de
langages reconnus par les automates ascendants est bien définie (régularité) [CDG+07].

Définition 2.1. Un automate d’arbres rangés à états finis ascendant AAFA à travers un alphabet
rangé Σ est le quadruplet A = (Q,Σ, Qf ,∆) où :

1. Q est un ensemble de symboles appelés états,

2. Qf ⊆ Q est un ensemble d’états finaux,

3. L’ensemble finis de transitions :∆ ⊆
⋃
n≥0 Σn ×Qn+1, n ∈ N.

Un AAFA n’a pas d’états initiaux. En effet, le calcul des arbres se fait à partir de ses feuilles.

25
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qa

qg

a

a

1

2

g

FIGURE 2.1: Exemple d’AAFA

Définition 2.2. (Taille de l’automate) Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFA. La taille d’une transition
ρ = (f, q1, . . . , qn), f ∈ Σ, q1, . . . , qn ∈ Q est |ρ| = n + 1. On peut définir la taille d’un automate
à partir des tailles de ses transitions.

|A| =
∑
ρ∈∆

|ρ|

La taille d’un automate peut être majorée par :

|A| < (r̂ + 1)× |∆|

où r̂ est le rang maximum de l’alphabet Σ.

Représentation graphique

Un automate est représenté comme un graphe orienté étiqueté. Les états sont des ronds à l’intérieur
desquels on porte le nom de l’état. Une transition (f, q1, . . . , qn, q) est représentée par des flèches
qui partent de chaque état de départ qi et pointe sur un nœud spécial étiqueté f . Chaque flèche est
étiquetée par la position i de l’état dans la transition. Une autre flèche part du nœud f et pointe sur
l’état d’arrivée q. Un état final est marqué par un double rond.

Exemple 2.1. Soit l’automate d’arbres suivant.

A = ({qa, qg}, {a, g(, )}, {qg}, {(a, qa), (a, qg), (g, qa, qg, qg)}). La taille de cet automate est :

|A| = |(a, qa)|+ |(a, qg)|+ |(g, qa, qg)| = 2 + 2 + 3 = 7

La Figure 2.1 illustre la représentation graphique de l’automate A.

Définition 2.3. (Automate complet) On dit qu’un AAFA A = (Q,Σ, Qf ,∆) est complet si et seule-
ment si :

∀f ∈ Σn, 1 ≤ n ≤ r̂, q1, . . . , qn ∈ Q : ∃q ∈ Q : (f, q1, . . . , qn, q) ∈ ∆) (2.1)

On peut définir des opérations sur les transitions (ou bien tout élément de Σ×Qn avec n ∈ N) :
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Définition 2.4. (Arguments, occurrences d’un état)

• Γ(q) = {(f, q1, . . . , q, . . . , qn) | (f, q1, . . . , q, . . . , qn, q
′) ∈ ∆} dénote l’ensemble des argu-

ments extraits depuis les transitions dans lesquels q apparaı̂t mais pas en dernière position.

• occq((f, q1, . . . , qn)) = {i | qi = q} dénote l’ensemble des positions d’un état q dans l’argu-
ment (f, q1, . . . , qn).

La première opération sur les AAF est la reconnaissance d’un ou de plusieurs arbres. En effet, un
automate d’arbre est conçu pour lire des arbres et donc décider s’ils sont reconnaissables ou pas.

Définition 2.5. La fonction de sortie δ : TΣ → 2Q d’un AAF A = (Q,Σ, Qf ,∆) est définie pour un
arbre t = f(t1, . . . , tn) comme :

δ(t) = {q | ∃(f, q1, . . . , qn, q) ∈ ∆ et qi ∈ δ(ti) pour i = 1, . . . , n} (2.2)

La fonction de sortie peut être utilisée sur des arbres de TΣ∪{Q} (en supposant que les états sont des
constantes). Évidemment, si t = f(q1, . . . , qn) ∈ TΣ∪{Q} alors δ(t) = q s’il existe une transition
(f, q1, . . . , qn, q) ∈ ∆.

On dit qu’un arbre t est reconnu par un automate A = (Q,Σ, Qf ,∆) si et seulement si

δ(t) ∩Qf 6= ∅

Par conséquent, nous définissons le langage accepté (reconnu) par un AAFA :

Définition 2.6. Le langage accepté par un AAFA A noté L(A) est l’ensemble de tous les arbres
acceptés par ce dernier.

Pour l’Exemple 2.1, l’ensemble d’arguments où qg figure est Γ(qg) = {(g, qg)}.
Pour l’argument (g, qg), occqg((g, qg)) = {1}

L’arbre t = g(a, g(a, a)) est reconnu par l’automate A (voir les étapes dans Figure 2.2), mais l’arbre
t′ = g(g(a, a), g(a, a)) ne l’est pas (voir les étapes dans Figure 2.3 ).
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g

a g

a a

g

qa g

qa qg

(1) l’arbre t (2) on utilise a→ qa et a→ qg

g

qa qg qg

(3) on utilise g(qa, qg)→ qg (4) qg ∈ Qf t est reconnu

FIGURE 2.2: Reconnaissance d’un arbre par l’AAFA A de l’Exemple 2.1

g

g

a a

g

a a

g

g

qa qg

g

qa qg

(1) l’arbre t (2) on utilise a→ qa et a→ qg

g

qg qg Blocage

(3) on utilise g(qa, qg)→ qg (4) Aucune transition ne peut être appliquée

FIGURE 2.3: Arbre non reconnu par un AAFA

2.1.1 Langages reconnaissables

Exactement comme pour les langages sur les mots, les automates d’arbres définissent une nouvelle
classe de langages appelés langages reconnaissables. Cette classe est d’une extrême importance car
elle permet de reconnaı̂tre un ensemble fini ou infini d’arbres par une structure compacte et finie qui
est l’automate d’arbre.

Maintenant, nous définissons ce que c’est qu’un langage reconnaissable.

Définition 2.7. Un langage L ∈ TΣ est reconnaissable si et seulement s’il existe un AAFA A =

(Q,Σ, Qf ,∆) tel que L = L(A).

L’ensemble des langages reconnaissables à travers un alphabet rangé Σ est noté Rec(Σ).
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De la même manière, nous définissions les langages liées aux états. En effet, nous distinguons deux
types : les langages acceptés et les langages résiduels. Nous utilisons l’automate A = (Q,Σ, Qf ,∆)

dans les définitions suivantes.

Définition 2.8. Un langage accepté (bas) L(q) d’un état q ∈ Q est L(q) = {t ∈ TΣ | δ(t) = q}.

Un langage résiduel (haut) L↑(q) d’un état q ∈ Q est obtenu comme suit :

ζ(q) =
⋃

s∈L↓(q)

t(s⇐ q)

L↑(q) = {t(q ← �) | t ∈ ζ(q), δ(t) ∈ Qf}

où � 6∈ Σ est un symbol spécial.

Prenons l’automate présenté dans la Figure 2.1.

Nous avons :

• L(A) = {g(a, a), g(a, g(a, a)), g(a, g(a, g(a, a))), . . .}

• L(qa) = L(qg) = {a}

• L↑(qa) = {g(�, a), g(a, g(a,�)), g(�, g(a, a)), . . .}

En se basant sur les langages acceptés et résiduels d’états, nous définissons l’opération de réduction
d’automate.

Automate réduit

Nous allons montrer que dans un automate d’arbres, il est possible que certains états qu’on va ap-
peler inutiles ne participent pas dans le processus la reconnaissance et peuvent donc être retirés de
l’automate en question [CDG+07].

Définition 2.9. (État accessible) on dit qu’un état q est accessible si et seulement si L(q) 6= ∅.

Définition 2.10. (État co-accessible) on dit qu’un état q est co-accessible si et seulement si t ∈
TΣ∪{q} tel que q ∈ St(t) et δ(t) ∈ Qf .

Définition 2.11. (État inutile) On dit qu’un état est inutile s’il n’est pas accessible ou co-accessible.

Par conséquent :

Définition 2.12. Un AAFA est dit réduit si aucun de ses états n’est inutile.

Proposition 2.1. Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFA, Q̇ ⊆ Q l’ensemble des états inutiles et ∆̇ l’en-
semble des transitions où un état inutile figure. Alors l’AAFA réduit (AAFAR)Ar = (Q− Q̇,Σ, Qf ∩
Q̇,∆− ∆̇) reconnaı̂t exactement L(A).

La preuve est évidente. Juste il faut vérifier qu’un arbre qui appartient au langage reconnu par l’au-
tomate n’a pas besoin des états Q̇ et des transitions ∆̇ pour sa reconnaissance.
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Algorithme de réduction La fonction Réduire permet en un temps O(|A|) de calculer l’automate
réduit d’un AAFA A.

L’algorithme crée deux ensembles Acc et Coa pour les états accessibles et co-accessibles. Acc
contient tous les états qu’on peut atteindre depuis une feuille (une transition de la forme (a, qa)).
Quand à Coa, elle regroupe tous les états qui ont un chemin vers un état final.

1: Fonction REDUIRE(Un AAFA A = (Q,Σ, Qf ,∆))
2: Acc← ∅ . Acc : les états accessibles
3: Coa← Qf . Coa : les états co-accessibles
4: répéter
5: si ∃q ∈ Q, f ∈ Σn, q1, . . . , qn ∈ Acc, (f, q1, . . . , qn, q) ∈ ∆ alors
6: Acc← Acc ∪ {q}
7: Fin si
8: jusqu’a Aucun état ne peut être ajouté à Acc
9: répéter

10: si ∃q ∈ Coa, f ∈ Σn, q1, . . . , qn ∈ Q, (f, q1, . . . , qn, q) ∈ ∆ alors
11: Coa← Coa ∪ {q1, . . . , qn}
12: Fin si
13: jusqu’a Aucun état ne peut être ajouté à Coa
14: Qr ← Coa ∪Acc
15: Qrf ← (Qf ∩ (Coa ∪Acc))
16: ∆r ← {(fq1, . . . , qn, q) | q, q1, . . . , qn ∈ Coa ∪Acc}
17: return AAFAD Ar = (Qr,Σ, Qrf ,∆

r)

18: Fin Fonction

Exemple 2.2. Soit l’automate d’arbres A = ({qa, qg, q1, q2}, {a, b, g(, ), f()}, {qg},
{(a, qa), (a, qg), (g, qa, qg), (b, q2), (f, q1, qg)}) (voir Figure 2.4). Nous remarquons que l’état q1

n’est pas accessible car L(q1) = ∅. De plus, l’état q2 qui est accessible (L(q2) = {b}) n’est pas
co-accessible car L↑(q2) = ∅.

qaq2

qgq1

a
b

1

f

a

1

2

g

FIGURE 2.4: Automate avec états inutiles {q1, q2}
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2.1.2 Quelques opérations sur les automates

Dans cette partie, nous étudions la propriété de fermeture de l’ensemble Rec(Σ) à travers un al-
phabet rangé Σ pour des opérations usuelles mais d’une grande importance pour la manipulation
(représentation, traitement) des grandes masses de données.

2.1.2.1 L’union

L’union a pour but de trouver un AAFA qui permet de reconnaı̂tre l’union de deux langages recon-
naissables.

Théorème 3. Rec(Σ) est fermé pour l’union.

Démonstration. La preuve est évidente : Soient L1, L2 deux langages reconnaissables par deux
AAFA A1 = (Q1,Σ, Q

1
f ,∆1),A2 = (Q2,Σ, Q

2
f ,∆2) respectivement. Alors l’automate A =

(Q1 ∪Q2,Σ, Q
1
f ∪Q2

f ,∆1 ∪∆2) reconnaı̂t L1 ∪ L2.

Cette preuve fournit une construction naturelle de l’automate de l’union.

2.1.2.2 Le complément

L’opération de complétion peut s’appliquer sur les automates d’arbres. Il est à noter que cette notion
est différente de la notion de l’automate complet.

L’automate Complément de A, noté A, est :

A = (Q,Σ, Q−Qf ,∆)

Par conséquent, l’automate complément reconnaı̂t le langage complément de L(A) dans TΣ.

Corollaire 2.1. Rec(Σ) est fermé pour la complétion.

2.1.2.3 L’intersection

Avec le même principe, on peut construire l’automate qui reconnaı̂t l’intersection de deux langages
reconnaissables. En effet, la classe des langages reconnaissables est aussi fermée pour l’intersection :

L1 ∩ L2 = L1 ∪ L2

Théorème 4. Rec(Σ) est fermée pour l’intersection.

Démonstration. On peut construire l’automate d’intersection comme suit : Soit A1 =

(Q1,Σ, Qf1,∆1) et A2 = (Q2,Σ, Qf2,∆2) deux AAFA, alors l’automate de composition est
A = (Q1 ×Q2,Σ, Qf1 ×Qf2,∆1 ×∆2). Il reconnaı̂t le langage L(A)1 ∩ L(A)2.
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2.1.2.4 Équivalence d’automates

On peut dire que deux AAFA sont équivalents s’ils reconnaissent le même langage. Mais le problème
qui se pose est de savoir si deux AAFA sont équivalents sachant qu’un langage reconnaissable peut
être infini. Car l’acceptation de toutes les instances d’un ensemble infini ne peut pas être vérifiée.

Théorème 5. Le problème d’équivalence de deux AAFA est décidable.

Démonstration. En se basant sur les opérations définies sur les langages reconnaissables, on peut
décider si deux automates A1 = (Q1,Σ, Q

1
f ,∆1),A2 = (Q2,Σ, Q

2
f ,∆2) sont équivalents comme

suit.

1. On calcule le complément du premier AAFA A1

2. On calcule l’automate d’intersection A1 ∩ A2

3. Si l’automate d’intersection est vide alors L(A1) = TΣ − L1 = TΣ − L2 : les deux automates
sont équivalents.

2.1.2.5 Lemme de l’étoile

Le lemme de l’étoile, dit aussi de pompage, est la propriété principale pour les langages reconnais-
sables de mots et d’arbres. Il permet de montrer l’aspect de régularité de ses langages.

Avant d’introduire le lemme, nous définissons quelques notations.

Définition 2.13. Un arbre t ∈ TΣ∪{�} lié à la constante � 6∈ Σ0 est un arbre dans lequel la feuille
� figure une seule fois dans t :

∃d ∈ D,∀d′ 6= d ∈ D : Post(d) = � et Post(d′) 6= �

Définition 2.14. (Concaténation n-aire) Soit t ∈ TΣ, (t.c)
n = t.c

n fois︷︸︸︷. . . .ct.

Maintenant, nous annonçons le lemme de l’étoile (pompage) [CDG+07] :

Lemme 2.1. Soit L ∈ Rec(Σ) un langage reconnaissable. Alors, il existe une constante k ∈ N qui
satisfait : pour tout t ∈ L tel que P(t) > k, il existe un arbre t′ ∈ TΣ, deux arbres u, v ∈ TΣ∪{�}
liées à � tel que t = u.�(v.�t

′) et ∀n ∈ N, u.�((v.�)n.�t
′) ∈ L

Exemple 2.3. En prenant le même exemple illustré dans Figure 2.1. Nous remarquons que
le cycle présenté en rouge dans Figure 2.5 permet de “pomper” des arbres de la forme
g(a, g(a, (. . .)) . . .) où chaque arbre pompé contient une branche g2g2g . . . g2a. Suivant le lemme
de l’étoile, nous avons t = g(a, g(a, a)) = g(a, qg).qg(g(a, qg).qga) ∈ L(A) et tout arbre
t′ = g(a, qg).qg(g(a, qg).qg)

n.qga) ∈ L(A) pour tout n.
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FIGURE 2.5: Pompage d’un arbre à l’aide d’un AADA

2.1.3 Déterminisation

Dans un automate déterministe, une seule transition est utilisée dans la progression de la recon-
naissance d’un arbre et aucune ambiguı̈té n’est rencontrée. On doit commencer à partir de l’unique
état pour chaque symbole de Σ0, et lorsqu’on lit un nouveau symbole avec un ensemble d’états en
entrée, il n’y a qu’une seule transition que l’on peut emprunter. En effet, tout langage reconnais-
sable possède un automate ascendant déterministe qui le reconnaı̂t. Malheureusement, l’algorithme
de déterminisation connu possède une complexité polynomiale pire-cas [CDG+07].

On peut grâce à la déterminisation supprimer l’ambiguı̈té présente dans un AAFA, car dans ce dernier,
on peut trouver plusieurs manières de calculer un arbre.

Automate déterministe Un automate est dit déterministe si la reconnaissance de tout arbre se fait
en utilisant exactement le même nombre d’états que sa taille.

Définition 2.15. Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFA. On dit que A est déterministe (AAFAD)
si et seulement s’il existe deux transitions (f, q1, . . . , qn, q), (f, q1, . . . , qn, q

′) ∈ ∆ où f ∈
Σn, q1, . . . , qn, q, q

′ ∈ Q alors q = q′

La fonction de sortie δ peut être redéfinie sur Q au lieu de 2Q : δ : TΣ → Q.

Exemple 2.4. Soient les deux AAFA A = {{q0, q1, q}, {a, g()}, {q0}, {(a, q0), (g, q0, q1),

(g, q1, q0), (g, q, q0), (g, q, q1)}} et B = {{qa, qg, qf}, {a, g(), f(, )}, {qf}, {(a, qa),
(g, qa, qg), (g, qg, qg), (f, qg, qg, qf )}}.

L’automateA n’est pas déterministe à cause de la présence des deux transitions (g, q, q0) et (g, q, q1).
Par contre, l’automate B est déterministe.

Algorithme de déterminisation

Nous présentons l’existence d’un automate déterministe suivant le Théorème 6.

Théorème 6. Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFA, alors il existe un AAFAD qui reconnait L(A).
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Démonstration. La preuve du théorème se fait en construisant un algorithme de déterminisation d’un
automate.

SoitA = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFA. Nous définissons sa version déterministeAd = (Qd,Σ, Qdf ,∆d)

comme suit. Qd ⊆ 2Q. Les transitions ∆d sont construites à partir de ∆ comme suit :

(f, r1, . . . , rf̂ ) ∈ ∆d ⇔ r = {q ∈ Q | ∃q1 ∈ r1, . . . , qf̂ ∈ rf̂ , (f, q1, . . . , qf̂ ) ∈ ∆}

Et Qdf = {r | ∃r ∩Qf 6= ∅} son ensemble d’états finaux.

On peut vérifier que L(Ad) = L(A) en vérifiant la double inclusion L(Ad) ⊆ L(A) et L(A) =

L(Ad).

Corollaire 2.2. Le langage accepté de tout état d’un AAFAD est unique.

Nous pouvons facilement prouver ce corollaire en utilisant directement la définition 2.15.

Maintenant, nous présentons un algorithme polynomial pour déterminiser un automate
donné [CDG+07].

1: Fonction DÉTERMINISER(Un AAFA A = (Q,Σ, Qf ,∆))
2: Qd ← ∅
3: ∆d ← ∅
4: répéter
5: pour tout (f, q1, . . . , qf̂+1) ∈ ∆ faire
6: pour tout q ∈ q1, . . . , qf̂ faire
7: tempi = {r | qi ∈ r}
8: Fin pour
9: si ∀tempi, tempi 6= ∅ alors

10: Ajouter (f, r1, . . . , rf̂+1) à Qd tel que ri ∈ tempi
11: Fin si
12: Fin pour
13: jusqu’a Aucune transition ne peut être ajoutée
14: Qd ← {(f, r1, . . . , r, . . . , rf̂+1) ∈ ∆d}
15: Qdf ← {r | r ∩Qf 6= ∅}
16: retourner AAFAD Ad = (Qd,Σ, Qdf ,∆d)

17: Fin Fonction

Exemple 2.5. Prenons le même exemple que l’Exemple 2.1. En appliquant la fonction de
déterminisation, les étapes sont :

1. Ajouter (a, r1), r1 = {qa, qg} (a est une feuille et δ(a) = {qa, qg}),

2. Ajouter (g, r1, r1, r2), r2 = {qg} à ∆d (qa, qg ∈ r1 et δ(g, qa, qg) = {qg}),

3. Ajouter (g, r1, r2, r2) à ∆d,

4. Ajouter r1, r2 a Qdf .
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Le résultat de la déterminisation est montré dans la Figure 2.6.

qa

qg

a

a

1

2g

r1

r2

a1

2

g

1

2g

Automate original non déterministe version déterministe

FIGURE 2.6: Déterminisation d’un AAFA

Nous notons que l’algorithme de déterminisation est polynomial en temps et en mémoire. Un cas de
figure est présenté dans l’exemple suivant :

Exemple 2.6. Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFA où Q = {q, q1, . . . , qn+1},Σ = {a, f(), g()} et

∆ = {(a, q), (g, q, q), (f, q, q), (f, q, q1)}
∪ {(g, qi, qi+1) | 1 ≤ i ≤ n}
∪ {(f, qi, qi+1) | 1 ≤ i ≤ n}

La determinisation de cet automate mène à un automate déterministe avec 2n+1 états.

2.2 Autres types d’automates d’arbres

Dans cette section, nous présentons d’autres types d’automates d’arbres à savoir les automates des-
cendants, les automates d’arbres non-rangés, les automates à haie et les automates avec multiplicités.

2.2.1 Automates d’arbres rangés à états finis descendants

Définition 2.16. Un automate d’arbres rangés à états finis descendant (AAFD) à travers un alphabet
rangé Σ est un quadruplet D = (Q,Σ, Qi,∆) tel que :

1. Q est un ensemble de symboles appelés états,

2. Qi ⊆ Q est un ensemble d’états initiaux,

3. ∆ ⊆ Q× ∪n≥0Σn ×Qn est l’ensemble des transitions.
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Nous définissons la fonction de transition δ comme suit : δ : Q × TΣ → TΣ définie pour t =

f(t1, . . . , tn) comme :

δ(q, t) = {f(δ(q1, t1), . . . , δ(qn, tn)) | ∃(q, f, q1, . . . , qn) ∈ ∆} (2.3)

Un arbre t est dit reconnu par un l’AAFD D si ∃q ∈ Qi | δ(q, t) = t.

Certaines références [CDG+07] utilisent le formalisme des systèmes de règles de réécriture. ∆ est
alors définie comme suit :

q → f(q1, . . . , qn) tel que f ∈ Σn, q1, . . . , qn ∈ Q

Exemple 2.7. Soit l’automate suivant :

D = ({qf , qg, qa}, {f(, ), g(), a}, {qf}, {(qf , f, qg, qg), (qg, g, qa), (qa, a)}) un AAFD et un arbre
t = f(g(a), g(a)). Nous avons :

δ(qf , t) = f(δ(qg, g(a)), δ(qg, g(a))) nous avons (qf , f, qg, qg) ∈ ∆

= f(g(δ(qa, a)), g(δ(qa, a))) nous avons (qg, g, qa) ∈ ∆

= f(g(a), g(a)) = t

Alors t est reconnu par D.

Le problème des automates descendants réside dans leurs versions déterministes. Un AAFD est
déterministe si et seulement si :

1. |Qi| = 1

2. ∀q ∈ Q, |{(q, f, q1, . . . , qn) | q1, qn ∈ Q, f ∈ Σn}| ≤ 1

En effet, la version déterministe d’un AAFD non déterministe n’existe pas toujours. Nous présentons
un exemple de référence (voir [CDG+07]).

Exemple 2.8. Soient t = f(a, b) et t′ = f(b, a) deux arbres définis sur Σ = {f(, ), a, b}. L’au-
tomate non déterministe D = ({qf , qa, qb},Σ, {qf}, {(qf , f, qa, qb), (qf , f, qb, qa), (qa, a), (qb, b)})
reconnaı̂t t, t′.

Maintenant supposons que D′ est un automate déterministe qui reconnaı̂t t, t′. Par définition, nous
avons un seul état initial qi alors |δ(qi, t)| = δ(qi, t

′)| = 1. Supposons qu’il existe q′, q′′ tel que
δ(qi, t) = f(δ(q′, a), δ(q′′, b)). Pour reconnaı̂tre t′ il faut que (q′, a) ∈ ∆. Mais comme D est
déterministe alors il faut que (q′, b) ∈ ∆. Ceci est considéré comme une contradiction.

Remarque 2.2. Notons que les automates ascendants sont plus performants que leurs analogues des-
cendants car la version déterministe peut être déduite (en un temps polynomial).

2.2.2 Automates d’arbres non rangés

La théorie avancée de XML fait appel à plusieurs domaines de la recherche d’informations (RI),
des bases de données et des langages formels [Via01, LNG06]. Les documents XMLs peuvent être
représentés par des arbres, donc reconnus par des automates d’arbres.
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<?xml version="1.0"?>
<annuaire>

<personne>
<nom>HAWKING</nom>
<prenom>Stephen</prenom>

</personne>
<personne>

<nom>REEVES</nom>
<prenom>Hubert</prenom>

</personne>
<personne>

<nom>EINSTEN</nom>
<prenom>Albert</prenom>

</personne>
</annuaire>

FIGURE 2.7: Exemple de document XML

Les automates d’arbres rangés, malgré leur puissance, ne cadrent pas une bonne modélisation des
documents XMLs. En effet, le rang exige que chaque symbole de l’alphabet ait un nombre fixe de
fils, chose qui n’est pas garantie dans tous les cas dans les documents XMLs. L’exemple suivant
illustre ce problème.

Exemple 2.9. Soit le document XML suivant (Figure 2.7).

Nous remarquons que le nœud comporte trois entrées du type “personne”. Néanmoins l’ajout d’une
nouvelle personne à l’annuaire exige la prise en compte du nombre variable des nœuds fils que peut
avoir le nœud “annuaire”.

La première solution à ce problème est de refaire les définitions des automates rangés en modifiant
l’alphabet. Cette fois ci, l’alphabet ne possède pas de rang et tout symbole peut apparaı̂tre comme
feuille, racine ou arbre intermédiaire.

Définition 2.17. Un AAFA non-rangé (ou bien à arité arbitraire)N est un tupleN = (Q,Σ, Qf ,∆)

où Q est un ensemble d’états, Σ est un ensemble de symboles (libre du rang), Qf ⊆ Q est un
ensemble d’états finaux et ∆ ⊂

⋃∞
n=1 Σ×Qn est un ensemble de transitions.

La différence entre cette définition et la définition des automates rangés réside dans les transitions.
Une transition dans un automate non rangé n’exige aucune restriction sur les symboles de l’alphabet
utilisé. Quant aux transitions des automates rangés, un symbole figure dans une transition si son rang
est égale à la longueur de la transition moins un.

Néanmoins, les automates non rangés ont plus de représentativité vis-à-vis des automates rangés.

Théorème 7. Un langage reconnaissable par un AAFA non rangé est reconnaissable par un AAFA
rangé.

Démonstration. Soit N = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFA non rangé. Soit Σ′ =
⋃
f∈Σ,i≥0 fi un alphabet

rangé tel que ∀fi ∈ Σ′, f̂i = i. Nous définissons l’automate rangé A = (Q,Σ′, Qf ,∆
′) tel que

(fn, q1, . . . , qn+1) appartient à ∆′ si et seulement si (f, q1, . . . , qn) ∈ ∆.

Nous définissons sur TΣ une fonction Ψ : TΣ → TΣ′ tel que Ψ(f(t1, . . . , tn)) =

fn(Ψ(t1), . . . ,Ψ(tn)). Alors, il est clair que s’il existe un arbre t ∈ TΣ où t ∈ L(N ) : Ψ(t) ∈
L(A).



Automates d’arbres rangés 38

Exemple 2.10. Soit N = ({qa, qb}, {a, b}, {q2}, {(a, qa), (b, qb), (a, qa, qa, qb)}) alors l’automate
rangé reconnaissant Ψ(L(N )) est :

A = ({qa, qb}, {a0, a2, b0}, {q2}, {(a0, qa), (b0, qb), (a2, qa, qa, qb)})

En effet, cette transformation consiste à affecter à chaque symbole un coefficient qui correspond à la
longueur de la transition où il apparaı̂t. Si le même symbole apparaı̂t deux fois dans deux transitions
de longueurs différentes, il est transformé en deux nouveaux symboles dont le rang est unique pour
chacun. De ce fait, toute l’algorithmique des automates rangés peut être appliquée aux automates non
rangés ainsi définis.

2.2.3 Automates à haie

Une autre classe d’automates d’arbres non rangés est définie afin de permettre une représentation
plus efficace pour les automates d’arbres. Cette classe s’inspire de celle des DTDs. Les automates
de Brüggemann-Klein et al. [BKMW01] qui sont connus sous le nom d’“automates à haie”(Hedge
Automata en anglais). Ce type d’automates permet de manipuler les transitions comme étant des
“langages de mots”. Cependant, cette nouvelle classe rencontre des problèmes de modélisation et
d’efficacité.

Définition 2.18. Un automate d’arbres à haie (AAH)H est le tupleH = (Q,Σ, Qf ,∆) où :

1. Q est un ensemble d’états,

2. Σ est un alphabet non rangé,

3. Qf ⊆ Q est un ensemble d’états finaux,

4. ∆ ⊂ Σ× Rat(Q)×Q est un ensemble fini de transitions (Rat(Q) est l’ensemble des expres-
sions rationnelles (ER) de mots à travers Q).

Nous définissons la fonction de sortie δ : TΣ → 2Q qui reconnaı̂t un arbre t = f(t1, . . . , tn) comme
suit :

δ(t) = {q | ∃(f,E, q) ∈ ∆ et δ(ti) ∈ [[E]] pour i = 1, . . . , n} (2.4)

Selon la terminologie des règles de réécriture, on peut écrire ∆ sous la forme d’un système de tran-
sitions de la forme a(EQ)→ q pour dénoter une transition (a,EQ, q).

Exemple 2.11. SoitH = (Q,Σ, Qf ,∆) tel que :

1. Q = {q1, q2},
2. Σ = {a, b},
3. Qf = {q2},
4. ∆ = {(a, 1, q1), (a, q∗1, q2), (b, q1+q2, q2)}. (Nous rappelons que 1 est l’expression rationnelle

qui dénote le mot vide)

L’arbre t = a(b, a(a, a)) n’est pas reconnu car b considéré en tant que constante ne peut être calculé
par aucune transition. Quant à l’arbre t′ = b(b(a)), il peut être reconnu car a comme feuille donne q1

en utilisant la première transition et q2 en utilisant la deuxième, b(q1) donne q2 car dans la deuxième
transition q2 ∈ [[q1 + q2]]. La ré-application de la deuxième transition donne q2 qui est un état final.
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Plusieurs problèmes sont à surmonter pour les automates à haie. Le premier réside dans le fait que
la définition de la fonction d’acceptation doit opérer sur des ER de mots. Ces dernières ne sont pas
faites initialement pour reconnaı̂tre mais pour décrire des langages de mots [HU79]. Le deuxième est
de définir la notion de déterminisme et l’algorithme de déterminisation. Quant au troisième, c’est la
recherche d’un algorithme de minimisation efficace et de prouver son unicité.

Concernant la déterminisation, nous présentons une définition de l’automate à haie
déterministe [CDG+07].

Définition 2.19. Un automate à haie H = (Q,Σ, Qf ,∆) est déterministe si et seulement si pour
toute transition (f,E, q) ∈ ∆, aucune transition de la forme (f,E′, q′) tel que [[E]] ∩ [[E′]] 6= ∅
n’existe dans ∆.

Exemple 2.12. Prenons l’automate défini dans l’exemple 2.11. Nous remarquons qu’il n’est pas
déterministe car [[1]] ∩ [[q∗1]] = {ε} 6= ∅.

Maintenant, pour décider qu’une séquence f, q1, . . . , qn soit réduite en q, il faut que le mot q1 . . . qn
appartienne à une expression E tel que (f,E, q) ∈ ∆. Comme les expressions rationnelles sont
utilisées pour dénoter un langage et non pas pour reconnaı̂tre des mots, la technique adéquate à ce
problème est de créer pour chaque expression présente dans une transition un automate de mots qui
reconnaı̂t sa sémantique.

2.2.4 Automate à multiplicités

La modélisation de la multiplicité dans les arbres présente maintenant un domaine d’application
ouvert comme dans les travaux de Bailly et al. [BDR09] et de Balle et al. [BCLQ14]. Pour cette
raison, les automates d’arbres à multiplicité donnent un outil formel puissant pour manipuler ce type
d’objets [RBC16].

Afin de considérer la dimension “multiplicité” aux AAFA, une fonction poid doit être ajoutée.
De plus, le langage reconnaissable n’est plus un langage d’arbres mais une série d’arbres. Nous
définissons l’automate d’arbres finis ascendant avec multiplicité selon [BDZ15] :

Définition 2.20. Un Automate d’Arbres Finis Ascendant avec Multiplicité (AAFAM) est le tuple
A = (Σ, Q,Φ, η, α) où :

1. Σ est un alphabet rangé quelconque.

2. Q est un ensemble finis de symboles appelés “états”.

3. Φ = (K,⊕,⊗, 0, 1) un semi anneau.

4. η : ∪ni=1Σi ×Qi+1 → K est la fonction poids.

5. α : Q→ K est la fonction des poids finaux.

On peut définir ou ajouter un ensemble de transitions de la même manière que dans les AAFA
généraux : ∆ = ∪r̂i=1Σi×Qi+1. Une transition ρ ∈ ∆ est dite valide si η(ρ) 6= 0. Un état q ∈ Q est
final si α(q) 6= 0. L’automate A est déterministe si pour tout m ≥ 0, ρ ∈ Σm × Qm+1 il existe au
plus un état q ∈ Q tel que η(ρ) 6= 0.
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La fonction de poids peut être vue comme une matrice indexée par des tuples de Q ([HMV09]) :

ηk : Σk → KQk×Q

Si l’image d’un élément f ∈ Σ vaut 0 dans la case q1 . . . qk, q alors la transition (f, q1, . . . , qk, q)

n’existe pas. L’implémentation de cette matrice prend en compte la complétude de l’automate en
question : s’il n’est pas complet, une matrice creuse peut être engendrée.

Pour définir les séries d’arbres reconnaissables, il faut avoir une fonction de reconnaissance d’un
arbre avec multiplicités. La fonction de sortie opère sur des arbres de la forme f(t1, . . . , tf̂ ) en
commençant par traiter les sous arbres t1, . . . , tf̂ (forme récursive). Formellement, la fonction de
sortie est :

δη(f(t1, . . . , tf̂ ))q =
⊕

q1,...,qk∈Qf̂

η(f, q1, . . . , qk̂, q)⊗ δη(t1)q1 ⊗ . . .⊗ δη(tf̂ )qk . (2.5)

Le coefficient d’un arbre t est :
Ct =

⊕
q∈Q

α(q)⊗ δη(t)q

Un arbre est dit reconnaissable si :
Ct 6= 0

2.3 Conclusion

Nous avons présenté les différents aspects généraux des automates d’arbres. En effet, nous avons
donné les définitions d’automates d’arbres rangés, ceux ciblés par notre étude. Nous avons mis
le point sur les opérations élémentaires qui leurs sont associées à savoir la reconnaissance et la
déterminisation. En dernier, nous avons brièvement revu d’autres types d’automates à savoir les au-
tomates non rangés, les automates à haie et ceux augmentés par la multiplicité.

Dans le chapitre suivant, nous nous focalisons sur les automates d’arbres ascendants déterministes.
En effet, le déterminisme est une notion très importante dans la conception de nouveaux algorithmes
efficaces dans la pratique. Nous étudions en particulier l’opération de minimisation afin de générer
une structure la plus compacte possible reconnaissant une infinité d’arbres.



Chapitre 3

État de l’art sur la minimisation

LA minimisation d’automates consiste à réduire la taille d’un automate sans modification de son
langage reconnaissable. Cette opération est largement utilisée dans les automates à mots afin de

trouver une structure aussi compacte que possible tout en gardant la reconnaissabilité [HU79].

Dans la littérature, il existe deux variantes de techniques de minimisation. La première, la plus
connue, est la minimisation du nombre d’états tandis que la deuxième est la réduction du nombre
de transitions.

La minimisation est primordiale car elle permet de réduire en mémoire un automate d’arbres re-
connaissant un langage d’arbres quelconque. Dans ce chapitre, nous allons présenter les différentes
techniques de minimisation d’automate d’arbres. Nous nous focalisons sur la minimisation d’auto-
mates déterministes vu que ce type d’automates est plus utile dans la pratique.

Toutes les techniques de minimisation d’AAFAD de référence [Bra67, AG68, GS80] sont largement
inspirées de leurs analogues sur les mots. Ces dernières étaient étudiées pour la première fois par
Huffman et Moore [Moo56]. Leur algorithme est basé sur la notion de paires d’états distincts. A la
fin de l’algorithme, les états qui ne sont pas distincts sont fusionnés afin de construire l’automate
minimal. Après, Hopcroft [Hop71] a défini un nouvel algorithme qui procède par la minimisation de
tout l’ensemble d’états en utilisant une technique de raffinement. Cette dernière consiste à effectuer
une division successive sur l’ensemble des états jusqu’à arriver à la partition d’états équivalents qui
assure la minimalité de l’automate.

Par analogie, les techniques de minimisation d’AAFAD ont vu le jour. La première généralisation de
la notion de minimisation pour les arbres fût proposée en 1967 par Brainerd [Bra67]. Cet algorithme
est resté la base de plusieurs propositions comme Arbib et Giv’on [AG68], Geseg [GS80]et Comon
et al. [CDG+07].

Nous avons recensé ces propositions sur la Figure 3.1. En effet, nous avons classé ses techniques
hiérarchiquement selon deux critères :

• Nature d’arbres traités : deux familles de techniques existent, la minimisation d’AAFAD rangé
et celle pour les AAFAD non rangés.

41
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Techniques de minimisation
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FIGURE 3.1: Classification des techniques de minimisation

• Nature de l’automate résultant : encore deux classes sont extraites, la première dite exacte
regroupe les techniques produisant l’automate minimal unique. Quant à la seconde dite ap-
prochée, elle assemble les techniques produisant un automate plus compacte mais qui n’est pas
nécessairement l’unique minimal. Cette branche tolère la différence de topologie (différence
des automates eux-mêmes) et aussi la différence de langages acceptés.

Pour prouver l’existence et l’unicité d’un automate minimal équivalent à un AAFAD, il existe une
généralisation du théorème de Myhill-Nerode pour les mots [HU79] aux arbres. Cette généralisation
a été introduite pour la première fois par Kozen [Koz92].

3.1 Théorème de Myhill-Nerode pour les arbres

Avant d’introduire l’énoncé de ce théorème, nous définissons la relation de congruence entre les états
d’un AAFAD.

Définition 3.1. Une relation d’équivalence “≡” définie sur TΣ est une congruence si

∀f ∈ Σn, ui, vi ∈ TΣ, i ∈ {0, . . . , n} : ui ≡ vi ⇒ f(u1, . . . , un) ≡ f(v1, . . . , vn),

La classe d’équivalence d’un arbre t par la congruence ≡ est l’ensemble [t]≡ = {u | t ≡ u}.

L’ensemble quotient de TΣ par ≡ qui est un sous ensemble de 2TΣ est : TΣ/≡ = {[t]≡ | t ∈ TΣ}.

Par conséquent, l’ensemble quotient d’une relation de congruence permet de partitionner l’ensemble
TΣ comme tel.
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On dit que ≡ est une relation d’indice fini si et seulement si :

∃n ∈ N, |TΣ/≡| < n

La congruence des langages≡L d’un langage L ∈ TΣ est définie comme suit :

Définition 3.2. Soit L ⊆ TΣ un langage d’arbres, s, t ∈ L. Alors pour tout arbre u ∈ TΣ∪{x} lié au
symbole x 6∈ Σ0 nous avons :

(s ≡L t)⇔ (u[x← s] ∈ L⇔ u[x← t] ∈ L) (3.1)

La généralisation du théorème de Myhill-Nerode pour les arbres est reportée par le théorème suivant :

Théorème 8. Les déclarations suivantes sont équivalentes :

(i) L est un langage reconnaissable,

(ii) L est l’union d’un ensemble donné de classes d’équivalence d’une congruence à indice fini,

(iii) La relation ≡L est une congruence à indice fini.

Démonstration. (i)→(ii) L est reconnaissable, alors il existe un AAFAD A = (Q,Σ, Qf ,∆) qui
reconnaı̂t L (voir théorème 6). Nous définissons la relation d’équivalence ∼ suivante : t ∼ s

si δ(t) = δ(s). Il est clair que ∼ est une relation d’équivalence (égalité), de plus c’est une
congruence (le déterminisme de l’automate assure la congruence). Enfin, ∼ est d’indice fini
car elle utilise l’ensemble fini des états.

(ii)→(iii) Soit ≡ une congruence à indice fini, r, s ∈ TΣ tel que r ≡ s. Soit u ∈ TΣ∪{x} un arbre
quelconque lié à x. Alors, nous avons u[x ← s] ≡ u[x ← r] (Tous les sous arbres de u sont
équivalents à eux-mêmes et par définition d’une congruence la substitution par r et s reste
équivalente).

Maintenant, soit L l’union de congruences ≡ à indice fini. Nous avons u[x ← s] ∈ L si
u[x ← r] ∈ L. Cela conduit à la définition d’une relation ≡L qui est à indice fini puisque au
maximum le nombre de ses classes d’équivalence égale à la somme des classes d’équivalences
de l’union des congruences qui est finie.

(iii)→(i) Nous construisons un AAFAD qui reconnaı̂t un langage L ∈ TΣ muni d’une relation ≡L à
indice fini. L’automate A = (Q,Σ, Qf ,∆) tel que :

• Q = {[t]≡L |; t ∈ TΣ},

• Qf = {[t]≡L |; t ∈ L},

• ∆ = {(f, [t1]≡L , . . . , [tf̂ ]≡L , [f(t1, . . . , tf̂ )]≡L) | f ∈ Σ, t1, . . . , tf̂ ∈ TΣ}
On peut vérifier par induction sur la définition de l’ensemble de tous des arbres que l’automate
ainsi défini reconnaı̂t L.

Ce théorème constitue le fondement théorique de la minimisation des AAFAD. Non seulement il met
en évidence l’existence d’un automate qui reconnaı̂t un langage reconnaissable mais il permet de
prouver son unicité.
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Définition 3.3. (Équivalence de Nerode) Deux états q et q′ sont équivalents (on note q ' q′) si leurs
langages résiduels sont égaux.

q ' q′ ⇔ L↑(q) = L↑(q′)

Ainsi, deux états sont distincts , s’ils ne sont pas équivalents.

Corollaire 3.1. Un AAFAD est minimal si tous ses états sont distincts.

Démonstration. (⇒) Soient q, q′ deux états équivalents. Soit t ∈ L(A) tel qu’il existe un arbre
s ∈ St(t), δ(s) = q. Nous déduisons alors que t(s← �) ∈ L↑(q) et t(s← #) ∈ L↑(q′) pour
un symbole � 6∈ TΣ. Par conséquent, on peut remplacer chaque occurrence de q′ par q dans ∆

sans affecter le langage reconnu. Cette transformation met à jour le langage accepté L(q) par
q en L(q) ∪ L(q′) .

En effet, cette opération n’affecte pas le langage reconnu par l’AAFAD : soit t ∈ L(A) un
arbre contenant un sous-arbre s ∈ L(q). Nous avons donc donc t(�← s) ∈ L↑(q). Pour cette
raison, nous obtenons un arbre t(�← r) qui satisfait r ∈ L↓(q). Sachant que L↑(q) = L↑(q′),
nous déduisons que t(�← r) reste dans L(A).

(⇐) SoitA = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFAD tel que tous ses états sont distincts etA′ = (Q′,Σ, Q′f ,∆
′)

un deuxième AAFAD tel que |Q| > |Q′|. Si L(A) = L(A′) alors il existe deux états non égaux
q et q′ de Q tel que : ∃ r, s ∈ TΣ : δ(r) = q, δ(s) = q′ et δ′(r) = δ′(s) c.-à-d on peut trouver
des arbres menant au même état dans A′ parce que |Q| > |Q′|. De là, on peut trouver un
arbre t ∈ L(A) de telle sorte que r ∈ St(t). D’ici, on peut conclure que t(s ← r) 6∈ L(A)

(t(s ← �) ∈ L↑p mais t(s ← �) 6∈ L↑q ). Bien que t et t(s ← r) soient dans L(A′). Ainsi,
L(A) 6= L(A′).

Corollaire 3.2. L’automate minimal en nombre d’état qui reconnaı̂t un langage reconnaissable est
unique.

Démonstration. Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFAD, et ' la relation d’équivalence définie sur ses
états. Soit l’AAFAD Amin = (Qmin,Σ, Qf min,∆min) défini comme suit :

1. Qmin =
⋃
q∈Q[q]',

2. Qf min = [qf ], qf ∈ Qf
3. ∆min = {(f, [q1]', . . . , [qn]', [q]') | (f, q1, . . . , qn, q) ∈ ∆}

En se référant au Corollaire 3.1, s’il existe deux états équivalents dans A on peut les fusionner : Soit
q ∈ Q et q = {q′ ∈ Q | q ' q′}. Alors, selon la preuve du corollaire précédant, on peut remplacer
toutes les occurrences de q ∈ q par q′ dans ∆ sans affecter le langage reconnu par l’automate. A
partir de là, q est représenté par [q]'. La réitération de ce processus mènera à un seul automate où
tous ses états sont distincts. Par conséquent, la construction de Amin représente l’AAFAD minimal
unique.
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Exemple 3.1. Soit l’exemple suivant A = (Q,Σ, Qf ,∆) avec :

1. Q = {q1, q2, q3, q4}

2. Σ = {a, b, g(), f(, )}

3. Qf = {q3, q4}

4. ∆ = {(a, q1), (b, q2), (g, q1, q3), (g, q2, q4), (f, q2, q4, q4), (f, q1, q3, q4)}

Nous notons par L1, L2, L3 et L4 les langages acceptés par q1, q2, q3 et q4. Les langages L↑1, L
↑
2, L

↑
3

et L↑4 dénotent les langages résiduels de q1, q2, q3 et q4 respectivement.

Si nous calculons les langages L3 et L4 qui forment le langage reconnaissable (L(A) = L3 ∪ L4)
de A, nous aurons :

L3 = g(L1)

L4 = f(L1, L3) ∪ f(L2, L4) ∪ g(L2)

On peut donc calculer les langages résiduels à partir de ces deux langages en remplaçant les occur-
rences de chaque langage par le symbole � dans les langages finaux L3 et L4. Nous aurons :

L↑1 = f(�, L3) ∪ g(�)

L↑2 = f(�, L4) ∪ g(�)

L↑3 = f(L1,�)

L↑4 = f(L2,�)

Sachant que ∀q, q′ ∈ Q,L↑q 6= L↑q′ ⇔ q 6' q′, nous déduisons que A est déjà minimal.

Exemple 3.2. Reprenant le même exemple précédant mais en ajoutant à ∆ les transitions suivantes :
(f, q1, q4, q4) et (f, q2, q3, q4). Nous aurons :

L↑1 = f(�, L3) ∪ g(�) ∪ f(�, L4)

L↑2 = f(�, L4) ∪ g(�) ∪ f(�, L3)

L↑3 = f(L1,�) ∪ f(L2,�)

L↑4 = f(L2,�) ∪ f(L1,�)

Nous remarquons que L↑1 = L↑2 et L↑3 = L↑4. Donc q1 ' q2 et q3 ' q4. Les états équivalents serons
fusionnés (voir Figure 3.2). L’automate minimal équivalent est A = (Qmin,Σ, Qfmin,∆min) tel
que :

• Qmin = {q1, q2}

• Qfmin = {q2}

• δmin = {(a, q1), (b, q1), (g, q1, q2), (f, q1, q2, q2)}.
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FIGURE 3.2: Minimisation d’AAFA

Congruence avec multiplicités

La congruence de Myhill-Nerode peut être généralisée aux séries d’arbres en prenant en compte la
dimension multiplicité [Mal09, RBC16, KMW15].

D’abord, nous définissons la congruence de Myhill-Nerode sur les séries d’arbres. Soit Σ un alphabet
quelconque, Φ = (K,⊕,⊗, 0, 1) un semi anneau et ϕ : TΣ → K une série d’arbres.

Définition 3.4. Une relation d’équivalence≡ϕ⊆ T 2
Σ est une congruence si ∀f ∈ Σn : ui ≡ϕ vi, 0 ≤

i ≤ n⇒ ∃k ∈ K : ϕ(f(u1, . . . , un)) = k ⊗ ϕ(f(v1, . . . , vn)).

Rappelons que i est un nombre naturel. Le zéro utilisé dans l’inégalité 0 ≤ i ne doit pas être confondu
avec l’élément absorbant du semi anneau Φ.

Maintenant, le théorème de Myhill-Nerode à multiplicité s’annonce comme suit ([Mal09] :

Théorème 9. Les déclarations suivantes sont équivalentes :

(i) ϕ : TΣ → K est une série d’arbres reconnaissable,

(ii) ϕ est l’union d’un ensemble donné de classes d’équivalence d’une congruence a indice fini,

(iii) La relation ≡ϕ est une congruence à indice fini.

3.2 Minimisation standard

La minimisation d’AAFAD fut proposée pour la première fois par Brainerd et al. [Bra67]. Nous
appelons cette technique la minimisation standard car elle est la base de pratiquement toutes les
méthodes exactes de minimisation.
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3.2.1 Algorithme standard

L’algorithme standard se base sur une construction d’automate minimal en utilisant une des propriétés
des relations d’équivalence : Le raffinement successif d’ensembles. En effet, la technique définit une
suite de relations d’équivalences partiellement ordonnées dont chacune est plus fine que l’autre. La
relation d’équivalence qui forme la borne inférieure de cet ordre est bel et bien l’équivalence de
Nerode.

Afin de simplifier l’écriture, nous utilisons ρq:i , où ρ = (f, q1, . . . , qn) pour abréger (f, q1, . . . ,

qi−1, q, qi+1, . . . , qn).

Le raffinement successif des états est réalisé à travers la définition suivante :

Définition 3.5. Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFAD, nous définissons la relation 'i, i ∈ N sur Q.
Soient q, q′ ∈ Q :

• q '0 q
′ si et seulement si (q ∈ Qf ⇔ q′ ∈ Qf )

• q 'i+1 q
′ si et seulement si q 'i q′ et ∀ρ ∈ Σ×Qn : δ(ρq:i) 'i δ(ρq′:i)

Lemme 3.1. Il existe un nombre naturel positif k tel que 'k = '|Q|.

Démonstration. Premièrement, nous prouvons que le nombre k existe tel que ∀l > k,'l = 'k :

Soient k > 0, q, q′ ∈ Q tel que q '0 q
′. Soit k > |Q|, Ici, nous trouvons deux cas : En premier lieu,

vérifier que q 'k q′ revient à vérifier que q 'k−1 q
′. Si ∃r, s ∈ P, ρ ∈ Σ × Qn : r = δ(ρq:i), s =

δ(ρq′:i) et r 6'k sAlors ∀j > k, q 6'j q′. En second lieu, si q et q′ figurent dans un cycle, alors itérer k
fois revient certainement au point de départ car la longueur maximale d’un cycle dans un graphe à Q
nœuds est toujours inférieure à |Q|. Par ailleurs, la vérification mène à deux états dont l’équivalence
est déjà testée. La condition postée est valide. Par conséquent, il existe un nombre k avec lequel 'k
est invariant.

Maintenant, il reste à démontrer que 'k = ' :

Soient q, q′ ∈ Q, q 'k q′, et t ∈ L↑(q). Alors δ(t(q → #)) = δ(t(q′ → #)) car
q 'k q′ implique que si la transition utilisée par δ est (f, q1, . . . , qi−1, q, qi+1, . . . , qn) donc
(f, q1, . . . , qi−1, q

′, qi+1, . . . , q
′
n) existe et qn 'k q′n. La réitération de cette vérification mène à deux

états qf et q′f qui sont tous les deux finaux ('k est invariant). Par conséquent t ∈ L↑(q′). Finalement,
nous déduisons que L↑(q) = L↑(q′) et q ' q′.

L’algorithme 3 permet de calculer l’automate minimal d’un AAFAD donné. Le principe est simple :
premièrement, commencer par fixer la partition grossière P = {Qf , Q−Qf} qui coı̈ncide avec '1.
Cette partition est ensuite raffinée itérativement par des partitions plus fines jusqu’à arriver enfin à
la congruence de Nerode. Néanmoins, Algorithme 3 s’exécute en temps O(|A|2). En effet, cet algo-
rithme n’est pas le code optimal pour réaliser le raffinement successif. Il est à noter qu’une partition
intermédiaire qui n’est pas une congruence de Nerode ne peut pas être utilisée pour construire un
automate partiellement minimal.
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Algorithme 3 Minimisation d’AAFAD

1: Fonction MINIMISATION(AAFAD A = (Q,Σ, Qf ,∆))
2: P0 ← Q . Pi coı̈ncide avec 'i
3: P1 ← {Qf , Q−Qf}
4: répéter . raffiner Pi jusqu’à arriver à '
5: pour tout q, q′ ∈ Pi, ρ ∈ Σ×Qn faire
6: si

(
δ(ρq:i) Pi δ(ρq′:i)

)
alors

7: q Pi+1 q′

8: Fin si
9: Fin pour

10: i← i+ 1
11: jusqu’a (Pi = Pi−1)
12: Qmin ←

⋃
q∈Q[q]

13: ∆min ← {(f, [q1], . . . , [qn]) / (f, q1, . . . , qn) ∈ ∆}
14: Qmin f ← {[q] | q ∈ Qf}
15: retourner Amin = (Qmin,Σ, Qmin f ,∆min)
16: Fin Fonction

3.2.2 Implémentation de Carrasco et al.

Les automates d’arbres souffrent d’un manque accru d’implémentations comparés à leurs homo-
logues automates de mots, qui possèdent d’énormes boites à outils comme OpenFst [RAJ09]. En
effet, mêmes les opérations primitives telles que la composition, la réduction ou bien la minimisation
n’ont pas reçu une attention particulière d’implémentations efficaces.

Carrasco et al. [CH09] ont proposé une implémentation de la version standard de la minimisation
d’automates d’arbres.

En effet, leur technique repose sur deux idées principales : améliorer l’initialisation de l’algorithme
standard et puis définir une technique rapide de recherche d’arguments utiles depuis les transitions
de l’automate en question.

3.2.2.1 Améliorer l’initialisation

Cette idée est simple mais efficace. Il s’agit de remplacer la partition la plus grossière P0 qui coı̈ncide
avec la relation '0 par une partition plus fine utilisant la notion de signature

Définition 3.6. La signature sig(q) d’un état q est définie comme suit :

sig(q) = {(f, k) | ∃(f, q1, . . . , qn) ∈ ∆, qk = q, 1 ≤ k < n} ∪

 {(#, 1)} si q ∈ Qf

∅ sinon

Nous remarquons que si l’automate à minimiser est complet, tous les états finaux (non finaux) ont les
mêmes signatures. Cela est dû à la définition de la complétude qui exige une sortie pour chaque argu-
ment qui utilise une lettre de l’alphabet et un ensemble d’états. Pour cette raison, nous redéfinissons
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la relation 'i (pour un entier i) pour qu’elle soit compatible à la fois avec les automates incomplets,
et les automates complets.

Lemme 3.2. La relation 'n peut être définie comme suit :

1. p '0 q si et seulement si (p ∈ Qf ⇔ q ∈ Qf )

2. p 'j+1 q si et seulement si p 'j q et pour tout ρ ∈ Γ(p), i ∈ occp(ρ) : ρ:ip ∈ Γ(q) et δ(ρ) 'j
δ(ρ:iq)

La preuve du lemme est évidente. Si l’automate n’est pas complet, nous ajoutons l’état puits ⊥ aux
arguments qui n’ont pas de sortie : s’il existe des arguments (f, q1, . . . , qn), f ∈ Σn, q1, . . . , qn ∈
Q tel que δ((f, q1, . . . , qn)) n’est pas définie alors nous ajoutons la transition (f, q1, . . . , qn,⊥) à
∆. En effet, cette solution de complétion de transitions est maintenue par beaucoup de références
bibliographiques telles que [CDF07, CDG+07].

Corollaire 3.3. Soient deux états p, q ∈ Q. Nous avons sig(p) 6= sig(q)⇒ p 6' q.

En utilisant le corollaire précédent, on peut initialiser P0 par :

P0 = {R | ∀q, q′ ∈ R, sig(q) = sig(q′)}

En effet, la signature d’états à un bon impact sur la rapidité du calcul de l’automate minimal. Un bon
nombre d’opérations peut être évité en initialisant la première partition moyennant le concept de sig.

Exemple 3.3. Prenons l’automate illustré par la Figure 3.2. Nous avons :

• sig(q1) = sig(q2) = {(f, 1), (g, 1)}
• sig(q3) = sig(q4) = {(f, 2), (#, 1)}

Nous remarquons que sig(q1) 6= sig(q1). Nous déduisons que q1 6' q3.

3.2.2.2 Accélérer la recherche d’arguments

Dans leur implémentation, Carrasco et al. ont proposé une méthode rapide est efficace pour calculer
les raffinements successifs. En effet, l’instruction 6 de l’Algorithme 3 requière l’accès aux différents
arguments des transitions. Carrasco et al. maintiennent une structure de file d’attente K. Elle garde
la trace de chaque partition calculée Pi pendant l’itération i. Pour cette raison, l’algorithme 4 utilise
une fonction nexti(q), q ∈ Q qui renvoie en retour l’état suivant q dans [q]i où [q]'i . Les auteurs
supposent que les états sont ordonnés au préalable. next[j]i (q) applique nexti(q) j fois.

Afin d’éviter les opérations de recherche inutiles, une propriété importante est utilisée :

Soient p, q ∈ Q tel que p '0 q, alors si p 6'n+1 q alors il existe (f, q1, . . . , p, . . . , qm, r) ∈
Σ × Qm+1 tel que δ(f, q1, . . . , q, . . . , qm) 6'n r. Nous déduisons donc que j > 0 tel que :
δ(f, q1, . . . , next

[j]
n (p), . . . , qm) ≡n r et δ(f, q1, . . . , next

[j+1]
n (p), . . . , qm) 6'n r (on suppose que

r 6= ⊥).

Par conséquent, une transition (f, q1, . . . , qf̂ , q) est comparée seulement avec f̂ transitions de la
forme (f, q1, . . . , nexti(qk), . . . , qf̂ , q). Nous notons que cette propriété est utilisée pour accélérer le
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raffinement des partitions. La complexité pire-cas reste inchangée (quadratique). Néanmoins, les au-
teurs ont montré sur un échantillon de 20000 AAFAD que le temps empirique est meilleur [CDF07].

Malheureusement, cette étude expérimentale ne prouve pas l’efficacité de l’algorithme car l’absence
d’un générateur aléatoire implémenté d’automates d’arbres rend difficile la phase expérimentale. Les
auteurs ont utilisé un ensemble d’arbres comme étant des automates acycliques. Mais vu que la com-
plexité de la minimisation vient de la présence des cycles, les résultats ne sont pas très représentatifs.

1: Fonction MINIMISATION(AAFAD A = (Q,Σ, Qf ,∆))
2: P0 ← {Ck : ∀p, q ∈ Ck : sig(p) = sig(q)} . ∀p ∈ Ck : [p]1 = Ck
3: i← 1

4: Enfiler les premiers états de Ck ∈ P0 dans K
5: tanque K 6= ∅ faire
6: Défiler un élément q depuis K
7: pour tout (f, q1, . . . , qn, q

′) ∈ ∆ tel que q ≡i q′ et pour tout k ≤ n faire
8: si δ(f, q1, . . . , nexti(qk), . . . , qn) 6≡ q′ alors
9: Créer Pi+1 depuis Pi en fragmentant [qk]i en un ensemble de sous-ensembles

[δ(f, q1, . . . , q
′
k, . . . , qn)]i

10: Enfiler le premier état de chaque classe dans K
11: Fin si
12: Fin pour
13: i← i+ 1

14: Fin tanque
15: Qmin ←

⋃
q∈Q[q]

16: ∆min ← {(f, [q1], . . . , [qn]) / (f, q1, . . . , qn) ∈ ∆}
17: Qmin f ← {[q] | q ∈ Qf}
18: retourner Amin = (Qmin,Σ, Qmin f ,∆min)

19: Fin Fonction

3.3 Minimisation incrémentale

Dans le cas des mots, Watson [Wat01] a introduit pour la première fois la notion de minimisation
incrémentale d’automates. Après, Watson et al. [WD03] ont amélioré la première version dont la
complexité était exponentielle. Enfin, Almeida et al. [AMR10] ont présenté l’algorithme le plus ef-
ficace pour la minimisation incrémentale dont la complexité est d’ordre quadratique. Cet algorithme
est basé sur la méthode UNION-FIND [GF64].

Au lieu de démarrer l’algorithme de minimisation avec deux partitions Qf et Q − Qf , Watson et
al. [WD03] ont défini une nouvelle approche de minimisation pour les automates de mots. En effet,
le calcul commence à partir d’une partition de singletons dans laquelle chaque état représente une
classe d’équivalence. Le processus est alors inversé : au lieu d’utiliser le raffinement des partitions,
une étape de fusion de partitions jugée équivalentes est appliquée à chaque itération. L’avantage de
cette approche réside dans la possibilité d’interrompre le processus à tout moment engendrant ainsi un
automate valide (qui reconnaı̂t le même langage et avec un nombre réduit d’états mais pas forcément
minimal). Néanmoins, l’algorithme assure l’atteinte de l’automate minimal au terme du calcul.
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Plus tard, Cleophas et al. [Cle08, CH09] ont généralisé cette approche pour les automates d’arbres
en adaptant la fonction de fusion d’états équivalents aux arbres.

Cette technique peut être d’une extrême importance si les automates à réduire sont volumineux et que
le temps alloué à la minimisation est critique. Ainsi l’application de l’algorithme incrémental permet
d’atteindre un automate avec un nombre d’état réduit en un temps métrisable selon les conditions de
l’utilisateur.

Les auteurs ont proposé la fonction récursive suivante :

Définition 3.7. Soient p, q ∈ Q. Alors

equiv(p, q) =
∧

ρ∈Σ×Qn

(equiv(δ(ρp:i), δ(ρq:i))) ∧ ((p ∈ Qf )⇔ (q ∈ Qf ))

Nous aurons :

Lemme 3.3. Soient p, q deux états, alors :

equiv(p, q)⇔ (p ' q)

Démonstration. En remplaçant ' par '|Q| et en utilisant la définition 3.5 le lemme est vrai.

L’algorithme 5 implémente la fonction récursive equiv. Il utilise une variable globale S pour sau-
vegarder les états susceptible d’être équivalents. A la fin de chaque itération, les états vérifiés sont
retirés de S.

Dans les automates où des cycles sont présents, les appels récursifs peuvent engendrer des boucles
infinies. Pour cette raison, la fonction utilise un paramètre k comme étant un compteur de cycles.
Comme la longueur d’un cycle ne dépasse pas |Q| − 2, le compteur k est initialisé par cette valeur
lors du premier appel de la fonction.

Algorithme 5 Fonction d’équivalence d’états

1: Fonction equiv(p, q, k)
2: si k = 0 alors
3: eq ← ((p ∈ Qf )⇔ (q ∈ Qf ))
4: sinon si {p, q} ∈ S alors
5: eq ← true
6: sinon
7: eq ← ((p ∈ Qf )⇔ (q ∈ Qf ))
8: S ← S ∪ {{p, q}}
9: pour tout ρ ∈ Σ×Qn faire

10: eq ← eq ∧ equiv(δ(ρp:i), δ(ρq:i), k − 1)
11: Fin pour
12: S ← S − {{p, q}}
13:

14: Fin si
15: retourner (eq)
16: Fin Fonction
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Néanmoins, la technique incrémentale pour les mots souffre de sa complexité élevée qui est de l’ordre
de O(|A||Q|−2|Q|2).

3.4 Hyper-minimisation

L’hyper-minimisation est une nouvelle technique présentée par Holzer et al. [HM09] pour les auto-
mates de mots et généralisée après par Jez et al. [JM12] pour les AAFAD. Cette technique trouve
un automate plus petit que la version minimal d’un AAFAD qui accepte un langage similaire avec
des différences finies en termes d’arbres reconnus. L’avantage de cette technique réside dans la taille
réduite de l’automate résultant comparée avec celle de l’automate minimal exacte.

Définition 3.8 (États presque équivalents, états noyaux, états préliminaires).

• Deux états q, q′ ∈ Q sont presque équivalents (q .
= q′) si et seulement si (L↑(q) − L↑(q′)) ∪

(L↑(q′)− L↑(q)) est fini.

• Deux AAFAD A et B sont presque équivalents si et seulement si (L(A) − L(B)) ∪ (L(B) −
L(A)) est fini.

• Un état q est un état noyau ssi (L↑q) est fini. Sinon, q est un état préliminaire.

Dans cette section, nous nous limitons à quelques résultats utilisés dans l’hyper-minimisation, les
preuves sont disponibles dans [JM12].

Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFAD, p, q ∈ Q :

1. Si p .
= q, alors A est l’AAFAD obtenu en fusionnant p et q qui sont presque équivalents.

2. Un AAFAD est hyper-minimal si et seulement si chaque paire des états presque équivalents est
une paire d’états noyaux.

L’algorithme 6 donne une description générale du processus de l’hyper-minimisation.

Premièrement, Algorithme 6 exécute la fonctionminimize(A) afin de retrouver l’automate minimal
de A. Ensuite, les deux ensembles P et K qui représentent respectivement les états préliminaires
et les états noyaux sont définis. Après, l’ensemble des états presque équivalents E est calculé et
mémorisé sous la forme d’un ensemble partitionné. Évidemment, chaque partition contient les états
d’une même classe d’équivalence. Néanmoins, La définition de E n’est pas une tâche facile. Pour
cette raison, au lieu de calculer la différence symétrique entre deux états, le calcul d’un produit
spécifique appelé l’auto-produit A⊗ de l’automate A peut être utile pour la détermination des paires
d’états presque équivalents. L’auto-produit peut être calculé comme suit :

Définition 3.9. Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆). Alors l’auto-produit de A est A⊗ = (P,Σ, Pf ,∆
′) où

P = Q ∪ {⊥} ∪ (Q ∪ {⊥})2

Pf = {〈p, q〉 | p ∈ Qf ou bien q ∈ Qf}
∆′ = ∆ ∪∆c
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Algorithme 6 Hyper minimisation

1: Fonction MAIN(Un AAFAD A = (Q,Σ, Qf ,∆))
2: Amin ← minimize(A)
3: K ← compute kernel(A)
4: E ← Φ{Q} tel que q et q′ son dans la même partition si et seulement si (q, q′) ∈ A⊗ :

L↑(q,q′) est fini. . Φ(Q) est un partitionnement de Q.
5: pour tout e ∈ E faire
6: Pe ← e ∩ P
7: Ke ← e ∩K
8: si Ke 6= ∅ alors
9: pour tout q ∈ Pe faire

10: Fusionner q dans Ke

11: Fin pour
12: sinon
13: pour tout q ∈ Pe faire
14: Fusioner q dans Pe
15: Fin pour
16: Fin si
17: Fin pour
18: Fin Fonction

et pour tout f ∈ Σn, p, q, q1, . . . , qn ∈ P :

(f, q1, . . . , qi−1, 〈p, q〉, qi+1, . . . , qn, 〈δ(f, q1, . . . , qi−1, p, qi+1, . . . , qn, ),

δ(f, q1, . . . , qi−1, q, qi+1, . . . , qn, )〉) ∈ ∆c

Enfin, une fusion des états satisfaisant les propriétés de l’hyper minimisation est effectué.

3.5 Construction incrémentale de l’AAFAD minimal

La construction incrémentale d’un AAFAD est une approche intéressante qui consiste à construire un
automate à partir d’exemples (arbres) positifs. Un exemple concret est la construction d’une structure
compacte et finie pour représenter un grand (voir infini) fichier d’index sous forme arborescente.
En effet, cette technique permet d’ajouter ou de supprimer un mot (arbre) depuis un automate déjà
minimal. En d’autres termes, si A est un automate de mots (resp. un AAFAD) minimal et w un mot
(resp. t un arbre) alors la construction incrémentale consiste a créer un nouvel automate minimal
reconnaissant ainsi L(A) ∪ {w} (resp. L(A) ∪ {t}).

La première version de cette approche pour les automates de mots acycliques a été présentée par
Daciuk et al. [DMWW00] . Ensuite, Carrasco et al. [CF02] ont généralisé l’algorithme pour les
automates e mots cycliques. Enfin, les mêmes auteurs ont proposé une version pour les AAFAD
dans [CDF09].

L’idée naturelle d’une telle construction est de créer premièrement un AAFAD acyclique qui re-
connaı̂t seulement l’arbre t à ajouter. Ensuite, un nouvel automate est créé via l’opération d’union de
l’automate de départ avec l’automate acyclique construit. La dernière étape est donc de minimiser le
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nouvel automate. Néanmoins, à chaque ajout, des opérations sont répétées et d’autres sont inutiles.
En effet, il n’est pas nécessaire de retraiter des paires d’états qui ne sont pas concernées par la re-
connaissance de l’arbre à ajouter. Une autre lacune de cette méthode est la suppression d’un arbre :
la méthode constructive permet l’ajout et la suppression en même temps, chose qui ne peut pas être
faite via cette méthode.

Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFA minimal, t 6∈ L(A) est l’arbre à ajouter. Pour y remédier, une
construction incrémentale suppose que l’automate à augmenter soit déjà minimal. Nous définissons
Cq pour un état q comme étant le nombre de transitions produisant q. La première étape consiste
à essayer de reconnaı̂tre t par A. Si mA(t) ∈ Qf alors A est inchangé. Sinon, les états concernés
par la reconnaissance sont identifiés afin d’effectuer les changements nécessaires. La construction
incrémentale proposée par Carrasco et al. se résume en ce qui suit.

1. pour chaque arbre s ∈ St(t) :

• Si la sortie de δ(s) n’est pas définie alors on peut ajouter sans risque un état n tel que
L↓(n) = s.

• s’il existe un état q ∈ Q tel que δ(s) = q on rencontre deux cas :

(a) si Cq=1 alors aucun changement est effectué.

(b) sinon, (Cq > 1) un état clone n est ajouté à Q et ∆ est modifié en sorte que n ' q.
Les algorithmes 7 et 8 expliquent le fonctionnement du processus d’ajout.

2. Exécuter une minimisation locale touchant juste les états participant dans les étapes
précédentes.

Algorithme 7 Fonction split

1: Fonction split(AAFAD A = (Q,Σ, Qf ,∆), arbre f(s1, . . . , sm), ensemble d’états Θ )
2: pour tout k = 1 . . . jusqu’a m faire
3: A ← split(A,Θ, sk)
4: rk ← δ(sk)
5: Fin pour
6: q ← δ(f, r1, . . . , rm)
7: si Cq 6= 1 alors
8: create(n)
9: Q← Q ∪ {n}

10: si Cq = 0 alors
11: ∆← ∆ ∪ {(f, r1, . . . , rm, n)}
12: sinon
13: A ← Clone(A, q, n)
14: pour tout q, (f, r1, . . . , rm, q) ∈ ∆ faire
15: Replace(∆, (f, r1, . . . , rm, q), (f, r1, . . . , rm, n))
16: Fin pour
17: Fin si
18: Θ← Θ ∪ {r1, . . . , rn}
19: Fin si
20: Fin Fonction
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Algorithme 8 Fonction clone

1: Fonction clone(AAFAD A = (Q,Σ, Qf ,∆), état q, état n)
2: si q ∈ F alors
3: Add(Qf , n)
4: Fin si
5: tanque il existe m > 0, k ≤ m, q1, . . . , qm ∈ Q tel que

(f, q1, . . . , qk−1, q, qk+1, . . . , qm−1, qm) ∈ ∆ faire
6: ∆← ∆ ∪ {(f, q1, . . . , qk−1, n, qk+1, . . . , qm−1, qm)}
7: Fin tanque
8: Fin Fonction

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la notion de minimisation des différents types d’automates
d’arbres. Pour cette raison, nous avons donné une classification des techniques existantes selon le
type de l’automate ou la nature du résultat. Pour ce dernier, la classe exacte regroupe les techniques
qui aboutissent à l’automate minimal unique. La classe approchée quant à elle contient les méthodes
qui produisent un automate avec moins d’états que l’original mais la minimalité ou le respect du
langage reconnu n’est pas garantie.

Dans le prochain chapitre, nous décrivons notre contribution et nous montrons les améliorations que
nous pouvons atteindre vis à vis des techniques existantes.



Chapitre 4

Nouvelles méthodes de minimisation

DAns ce chapitre, nous décrivons notre première contribution. En effet, nous proposons deux
nouvelles méthodes de minimisation d’automates d’arbres. Ces propositions reposent sur deux

projections de l’automate en question. Elles peuvent être vues comme méta-méthodes car elles s’ap-
pliquent aux différentes techniques de minimisation exactes et approchées.

La première vision est une vision graphique. L’automate est vu comme un graphe biparti. Des pro-
priétés sont tirées directement de la théorie des graphes comme le chemin entre deux nœuds, les
niveaux hiérarchiques d’un graphe, les voisins d’un nœud ou bien la notion des graphes fortement
connexes. Ces propriétés sont ensuite appliquées sur différentes techniques de minimisation afin
d’améliorer la complexité de calcul et/ou de stockage.

Notre deuxième méthode consiste premièrement à transformer l’automate à minimiser en un au-
tomate de mots. Ensuite, nous montrons que la version minimale de l’automate de mots associé
coı̈ncide avec l’automate d’arbre minimal.

Cette transformation est bénéfique sur deux plans. Le premier apport consiste à améliorer la com-
plexité de plusieurs techniques comme la minimisation acyclique et incrémentale. Le deuxième
intérêt permet d’éviter la ré-implémentation de toutes les techniques de minimisation et d’utiliser
juste la large gamme d’outils et algorithmes déjà présents et qui ont fait leurs preuves d’efficacité
pour les mots.

Nous avons appelé ces deux méthodes de minimisation d’automates d’arbres méthode directe et
méthode indirecte vu que la deuxième passe par les automates de mots afin de minimiser ceux des
arbres.

Nos deux méthodes sont illustrées dans la classification des techniques de minimisation proposée
dans l’état de l’art (Figure 4.1).

4.1 Méthode directe

Dans cette section, nous proposons une construction d’un graphe spécial et nous introduisons
quelques propriétés importantes afin de retrouver l’automate minimal en un temps linéarithmique.

56
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Techniques de minimisation

Min. Via Graphe associé [GC16, GCNZ12]

Min. via automates de mots [GCZW15]

AAFA rangésAAFA non-rangés

AAFA à pas

Hedge

Méthodes exactesMéthodes approchées

FIGURE 4.1: Classification des techniques de minimisation avec les deux méta-méthodes proposées

Premièrement, nous présentons la structure graphique qui permet de garantir l’accès rapide aux ar-
guments et ainsi vérifier les équivalences en un temps optimisé.

En effet, un AAFA peut être vu comme un graphe “biparti” selon la définition suivante.

Définition 4.1. Le graphe GA = (X, lab,A, γ) associé à l’AAFA A = (Q,Σ, Qf ,∆) est défini
comme suit :

• L’ensemble des Σ-nœuds XΣ est un ensemble assurant une bijection XΣ → ∆.

• X = XΣ ∪Q est l’ensemble des nœuds. Q est l’ensemble des États-nœud (chaque état est un
nœud dans le graphe).

• lab : X → Σ ∪Q est la fonction d’étiquetage des nœuds.

• A ⊆ (XΣ ×Q) ∪ (Q×XΣ) est l’ensemble des arcs.

• γ : A→ N est la fonction des poids.

GA est construit comme suit : avec chaque transition (σ, q1, . . . , qn, q), nous associons l’ensemble
d’arcs {(q, xσ)} ∪ {(xσ, qi) | 0 ≤ i ≤ n}, tel que :

1. lab(xσ) = σ.

2. ∀qi, lab(qi) = qi, lab(q) = q.

3. γ(q, xσ) = 0.

4. γ(xσ, qi) = i, 1 ≤ i ≤ n.

Exemple 4.1. Soit l’automate A = (Q,Σ, Qf ,∆) où

• Q = {q1, q2, q3, q4}
• Σ = {a, b, g(), f(, )}
• Qf = {q3, q4}
• ∆ = {(a, q1), (b, q2), (g, q1, q3), (f, q1, q3, q4), (f, q1, q4, q4), (g, q2, q4), (f, q2, q3, q4),

(f, q2, q4, q4)}
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f1 f2

f3

q1

q4

g1 q3

g2 q2
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FIGURE 4.2: Graphe associé à l’automate de l’Exemple 4.1

L’ensemble des Σ nœuds est XΣ = {a, b, g1, g2, f1, f2, f3, f4}. En effet, le numéro utilisé en expo-
sant nous permet de distinguer deux transitions ayant le même symbole de Σ.

L’ensemble des arcs A = {(a, q1), (b, q2), (q3, g
1), (g1, q1), (q4, f

1), (f1, q1), (f1, q3),

(q4, f
2), (f2, q1), (f2, q4), (q4, f

3), (f3, q2), (f3, q3), (q4, f
4), (f4, q2), (f4, q4), (q4, g

2), (g2, q2)}.

Comme exemple de la fonction d’étiquetage et de poids, nous avons :

• lab(f1) = lab(f2) = lab(f3) = lab(f4) = f, lab(g1) = lab(g2) = g, lab(a) = a, lab(b) =

b.

• γ(q4, f
2) = 0 mais γ(f2, q4) = 2.

Rappelons qu’à chaque transition, un nouveau Σ-nœud est utilisé. Nous avons donc |XΣ| = |∆|. En
effet, les Σ-nœuds sont étiquetés avec le premier élément de la transition avec laquelle l’ensemble
d’arcs associé est construit. Par conséquent, deux Σ-nœuds peuvent avoir la même étiquette.

En effet, ce graphe est composé de sommets et d’arcs orientés. L’ensemble des sommets inclue un
sommet spécial étiqueté λ qui sert de point d’entrée au graphe. Les sommets étiquetés Σ (Σ-nœuds)
représentent les premiers symboles des transitions. Quant aux sommets étiquetés Q, ils représentent
les occurrences des états dans les transitions.

L’algorithme 9 donne le processus de construction du graphe associé à un AAFAD A. La fonction
CREATE(node u, élément e ∈ Q ∪ Σ, Intégrer i) crée un sommet ve étiqueté e et un arc (u, ve)

tel que γ((u, ve)) = i. Il est à noter que cet algorithme parcourt chaque transition une seule fois. Par
conséquent, la complexité est linéaire.

La Figure 4.2 illustre le graphe associé à l’automate présenté dans l’Exemple 4.1.
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Algorithme 9 Construction du graphe associé

1: Créer un sommet source λ
2: pour tout qf ∈ Qf faire
3: create(λ, qf , 0)
4: Treat← Treat ∪ vqf ;Marked← ∅
5: Fin pour
6: répéter
7: pour tout v ∈ Treat faire
8: pour tout τ = f(q1, . . . , qn) ∈ Flab(v) faire
9: CREATE(v, f, 0)

10: pour r = q1 to qn faire
11: si qi 6∈Marked alors
12: create(v, qi, i)
13: Marked←Marked ∪ {qi}
14: sinon
15: create(v, qi, 0)
16: Fin si
17: Temp← Temp ∪ qi
18: Fin pour
19: Fin pour
20: Fin pour
21: Treat← Temp
22: Temp← ∅
23: jusqu’a Tous les états sont traités

4.1.1 Initialisation efficace

Deux cas triviaux peuvent se manifester lors de la minimisation. En effet, on peut rencontrer seule-
ment une classe d’équivalence, si tous les états finaux partagent le même langage résiduel. Par
ailleurs, le nombre des classes d’équivalence peut atteindre au maximum le nombre d’états, si l’au-
tomate en question est déjà minimal.

Néanmoins, ce nombre de classes peut être majoré au début du processus de minimisation afin de
permettre une amélioration du temps de calcul. Nous introduisons quelques propriétés nécessaires
mais pas suffisantes afin de décider si deux états sont susceptibles d’être équivalents.

Rappelons que la signature, définie précédemment, détecte la similarité des occurrences d’états dans
l’ensemble des transitions. Nous proposons une vérification de similarité “verticale” basé sur ce qu’on
va appeler niveaux des états.

Définition 4.2. (Chemin d’états) L’ensemble des chemins pour un état q ∈ Q, dénoté q̂, est l’en-
semble de toutes les séquences finies q1, . . . , qn, q tel que q1 ∈ Qf , q2, . . . , qn ∈ Q, n ≤ |Q| et pour
chaque (qi−1, qi) il existe un Σ-nœud x tel que (qi−1, x), (x, qi) ∈ A.

En d’autres termes, seuls les arcs avec un poids non nul sont considérés dans le calcul des chemins
entre l’état en question et un état final.

Définition 4.3. Soit q ∈ Q un état. Alors le niveau de q est L(q) = mins∈q̂ ‖s‖. ‖s‖ est la longueur
du chemin s.
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Nous avons :

Lemme 4.1. L’ensemble des niveaux d’états pour un AAFAD peut être calculé en un temps linéaire

Évidemment, l’ensemble des niveaux d’états peut être calculé “à la volée” en exécutant un parcours
en largeur à partir du nœud λ du graphe associé.

Par conséquent, la propriété suivante est vraie.

Lemme 4.2. Soient p, q ∈ Q. Alors, p ' q ⇒ (sig(p) = sig(q) ∧ L(p) = L(q)).

Démonstration. Pour démontrer ce lemme, il suffit de prouver que L(p) 6= L(q) ⇒ p 6' q (voir
[CDF07] pour les signatures).

Soient p, q ∈ Q.

Supposons que L(p) 6= L(q). Alors, le chemin minimal entre p et un état final diffère du chemin
minimal entre q et un autre état final. Nous trouvons t1 ∈ L↑p, t2 ∈ L↑q tel qu’il existe deux branches
d’arbres pris respectivement de t1 et de t2 avec différentes longueur. Nous concluons que L↑p 6= L↑q
et donc p 6' q.

Exemple 4.2. Prenons l’automate illustré par Figure 4.2. Nous avons :

• q̂1 = {(q3, q1), (q4, q3, q1), (q4, q4, q1), (q4; q4, q3, q1), (q4, q2, q3, q1)}

• L(q1) = 2

• De la même manière, nous avons L(q3) = L(q4) = 1 et L(q2) = 2

• En tenant en compte que q1 ' q2 et q3 ' q4 nous remarquons que les niveaux des états
équivalents sont égaux.

4.1.2 Application à la minimisation standard

Moyennant le graphe ainsi défini, on peut voir que les propriétés de la relation de Myhill-Nerode
peuvent être facilement extraites et vérifiés [GC16].

Nous définissons quelques propriétés afin de simplifier la prédiction de l’équivalence entre états.

Définition 4.4. Soit q ∈ Q un état tel que (x, q) ∈ A. Alors, l’ensemble des voisins de q par rapport
à x ∈ XΣ est Nx(q) = {(p, γ(x, p)) | (x, p) ∈ A, p 6= q}.

Nous avons :

Proposition 4.1. Soient p, q ∈ Q. Alors, p ' q ⇒
(
∀x ∈ XΣ, ∃y ∈ XΣ : lab(x) = lab(y) ∧

Nx(p) = Ny(q)
)
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Démonstration. Soient p, q ∈ Q tel que ∃x, y ∈ XΣ : lab(x) = lab(y) ∧ Nx(p) 6= Ny(q). Alors,
en utilisant Définition 4.4 : il existe (p′, γ(x, p′)) dans Nx(p) qui ne figure pas dans Ny(q). Par
conséquent, la transition (lab(x), q1, . . . , qn) ∈ ∆ tel que p, qγ(x,p′) ∈ q1 . . . , qn ne satisfait pas
l’équivalence de Myhill-Nerode.

En raison de simplification, Nous mettons p .
= q ⇔ ∀x ∈ XΣ, ∃y ∈ XΣ : lab(x) = lab(y) ∧

Nx(p) = Ny(q).

Exemple 4.3. En se référant à l’automate présenté par Figure 4.2.

Nf1(q1) = {(q3, 2)}, Nf2(q1) = {(q4, 2)}, Ng1(q1) = ∅
Nf3(q2) = {(q3, 2)}, Nf3(q4) = {(q4, 2)}, Ng2(q2) = ∅

Nous concluons que q1
.
= q3.

4.1.2.1 Un algorithme linéarithmique

Dans cette partie, nous adaptons la stratégie de “l’analyse de la plus petite partition” invoquée par
Hopcroft dans le cas des mots ([Hop71]) aux arbres. Effectivement, cette stratégie résout effica-
cement le problème de raffinement des partitions. Elle consiste à utiliser un diviseur de partitions
suivant un critère bien défini. Ce diviseur assure que deux états présents dans deux nouvelles parti-
tions sont nécessairement non équivalents. L’étape suivante est de choisir la plus petite partition pour
la prochaine itération. Le processus s’arrête quand un point fixe est atteint.

Nous définissons la notion de prédécesseur et de successeur d’un nœud :

Définition 4.5. Soit x ∈ XΣ, alors le prédécesseur pred(x) de x est pred(x) = q tel que (q, x) ∈ A.
L’ensemble des successeurs succ(x) de x est succ(x) = {(q, γ(x, q)) | (x, q) ∈ A}.

Nous rappelons que le prédécesseur d’un nœud représente la sortie d’une seule transition. En d’autres
termes, ce prédécesseur est unique (déterminisme).

Nous décrivons maintenant l’algorithme standard (Algorithme 10).

A chaque symbole σ ∈ Σ est associé un ensemble de Σ-nœud dénoté Fσ = {x | lab(x) = σ}.

La fonction initialize() partitionne l’ensemble des états en se référant au Lemme 4.2. La fonction
smallest() retourne la partition la plus petite dans l’ensemble donné comme paramètre. L’algorithme
utilise des couples de P : 2Q ×XΣ utilisées par la fonction reset .

Nous annonçons la complexité linéarithmique par le théorème suivant :

Théorème 10. Algorithme 10 minimise un AAFA A = (Q,Σ, Qf ,∆) en O(|A| log(|Q|))

Démonstration. Ce résultat peut être vérifié suivant les même étapes cités dans [Hop71]. Chaque
paire (p, y) appartient à au plus log n paires P qui entrent dans T . En effet, chaque bloc P qui
entre dans T provient d’une coupure d’une partie en choisissant la plus petite des deux. Pour chaque
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Algorithme 10 Minimisation linéarithmique

1: P ← initialize(Q)
2: S ← smallest(P )
3: Treat← ∅
4: pour tout σ ∈ Σ faire
5: Treat← Treat ∪ {(S, σ)}
6: Fin pour
7: tanque Treat 6= ∅ faire
8: let T = (S, σ) ∈ Treat
9: Treat = Treat− T

10: pour tout p ∈ P and σ ∈ Σ faire
11: let h ∈ p
12: pour i = 1..Arity(σ) faire
13: p1 ← {q | ∃x ∈ Fσ : Nx(q) = succ(x)− (q, i) ∧ pred(x) ∈ S}
14: p2 ← P − p1

15: Fin pour
16: si ∃y ∈ XΣ : (p, y) ∈ T alors
17: replace (p, y) by (p1, y), (p2, y) in T
18: sinon
19: T ← T ∪ smallest(p1, p2)
20: Fin si
21: reset(P )
22: Fin pour
23: Fin tanque

paire (p, y) de P , lorsque P sort de T , on examine (et traite en temps constant) l’origine des flèches
d’étiquette y arrivant sur p. La complexité globale est donc logn fois la somme pour tous les états p
du nombre de flèches arrivant sur p. La complexité à atteindre est doncO(|Q| log(|Q|)). Néanmoins,
la propriété ∃x ∈ Fσ : Nx(q) = succ(x) − (q, i) ∧ pred(x) ∈ S influe sur la complexité générale.
En effet, vu le rang maximum de l’alphabet et la taille de XΣ = |∆|, la complexité générale peut
atteindre O((r̂|∆|+ |Q|) log(|Q|)) = O(|A| log(|Q|)).

4.1.3 Application à la minimisation incrémentale

Afin de donner une bonne implémentation à la fonction récursive ainsi qu’à l’algorithme global de
minimisation incrémentale, nous allons présenter dans cette section une implémentation basée sur
la traçabilité des équivalences calculées. Chaque vérification est donc enregistrée afin d’éviter la
répétition et donc améliorer le temps de calcul [GCNZ12].

4.1.3.1 États équivalents et états dissimilaires

La réduction des calcul lors du processus de minimisation est un problème qui à été massivement
étudié pour les automates de mots (voir [Wat93, GVVL15]). En effet, une des techniques proposées
est l’utilisation d’un ensemble particulier D présentant la notion de‘dissemblance. Cette notion n’est
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rien que le regroupement des états jugés non équivalents. Néanmoins, cet ensemble peut être gour-
mand en mémoire et en temps d’accès et de calcul. Il est clair que la relation 6' est n’est ni une
relation d’équivalence ni une relation d’ordre (absence de transitivité).

Pour cette raison, nous adaptons cette notion et nous ajoutons une autre dimension afin de permettre
quelques réductions en temps et espace.

Nous définissons deux ensembles particuliers I pour les états équivalents et D pour les états dissem-
blables. Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFA et GA = (X, lab,A, γ) son graphe associé.

I(p) = {q ∈ Q | p ' q} ∪ {p}
D(p) = {q ∈ Q | p 6' q}

Donc, on peut intuitivement déduire les propriétés suivantes :

Lemme 4.3. Soient p, q ∈ Q :

(I(p) ∩ I(q) 6= ∅) ⇒ p ' q
(D(p) ∩ I(q) 6= ∅) ⇒ p 6' q

En implémentant les deux ensembles I et D comme des vecteurs de bits, la vérification des deux
propriétés peut se faire en log(|Q|) étapes.

Notons que le lemme 4.2 peut être utilisé pour initialiserD avec les états ayant différentes signatures.

4.1.3.2 Détection des cycles

Par analogie aux travaux sur les automates de mots [Wat01], la méthode incrémentale peut être d’une
extrême utilité pour les AAFA cycliques et acycliques. Une technique de détection de cycles parait
évidente.

Dans ce contexte, nous proposons le lemme suivant qui peut être considéré comme un résultat direct
du lemme de l’étoile.

Lemme 4.4. Soient q ∈ Q et t ∈ L↓(q). Alors si ∃q′ ∈ Q, r ∈ St(t) : t(r ⇐ t) ∈ L↓(q′) alors q
apparaı̂t au moins dans un cycle et L↓(q) à une taille infinie.

Sachant que les automates traités sont déterministes, si un arbre appartenant au langage accepté par
un état quelconque est un sous arbre d’un autre arbre accepté par le même état, alors cet arbre peut
être rencontré plus d’une fois (cycle) dans un même chemin.

Par conséquent, si un AAFA est cyclique, alors il existe des états pour lesquels le calcul de δ est
infini.

Comme un résultat direct de ce lemme :
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Corollaire 4.1. Le grapheGA es cyclique si et seulement s’il existe q ∈ Q tel qu’on peut trouver une
sequence q, q1, . . . , qn, q ∈ q̂, q1, . . . , qn ∈ Q.

Cependant, le nombre de cycles dans un graphe peut augmenter d’une manière exponentielle vis à
vis du nombre des arcs [Joh75]. Heureusement, des algorithmes de référence peuvent naturellement
détecter les nœuds participant dans des cycles. Un algorithme excellent pour cette situation est l’algo-
rithme de détection des composantes fortement connexes pour un graphe. Plusieurs implémentations
existent dans la littérature. Nous utilisons l’algorithme de Tarjan [Tar72] qui peut détecter les com-
posantes fortement connexes en un temps linéaire. Dans notre cas, la détection de ces composants se
fait en O(|Q|+ |A|), le nombre d’arcs et de nœuds dans le graphe associé.

Maintenant, en tenant en compte que le calcul des composantes fortement connexes partitionne l’en-
semble des nœuds du graphe, nous mettons ΠQ(GA) le partitionnement des états de GA en blocs
d’états figurant dans la même composante. π(q) est la composante contenant un état q ∈ Q. Nous
avons :

Lemme 4.5. Soit ρ = (σ, q1, . . . , qn), σ ∈ Σn, q1, . . . , qn ∈ Q. Soient p, q ∈ Q tel que δ(ρp:i) = p′

et δ(ρq:i) = q′. Alors, si p′ ∈ π(p) ∧ q′ 6∈ π(q) donc p 6' q.

Corollaire 4.2. A est acyclique si et seulement si ∀π ∈ ΠQ(GA), |π| = 1.

Évidemment, si aucune composante fortement connexe avec plus d’un état n’existe, chaque compo-
sante contiendra un seul état.

4.1.3.3 Amélioration de l’algorithme incrémental

Maintenant, nous étendons la notion de prédécesseurs aux états :

Définition 4.6. Soit q ∈ Q. L’ensemble des prédécesseurs pred(q) de q est :

pred(q) = {x ∈ XΣ | (p, x) ∈ A}

Toutefois, il est important de noter que l’utilisation des deux ensembles I etD ne permet pas d’éviter
la complexité exponentielle de la minimisation mais seulement de réduire quelques paramètres. Une
autre idée consiste à utiliser des techniques de stockage et de vérifications efficaces afin d’éviter de
refaire plusieurs calculs. Pour cette raison, nous définissons une structure spéciale Tracemémorisant
pour chaque paire d’états inspectée le chemin parcouru ainsi que la profondeur de la récursivité. Dans
l’Algorithme 11, la fonction addNode(P,Q) ajoute la paire d’étatsQ à la paire P comme sous arbre
dans Trace. Nous définissons aussi la fonction subTree(node) afin de regrouper toutes les paires
d’états appartenant au sous arbre node dans Trace.

Trace est utilisée ensuite pour décider si deux états sont équivalents ou bien un nouvel appel à
equiv() doit être invoqué. La fonction update(p, q,B) met à jours les deux ensembles I et D pour
la paire d’états (p, q) suivant le booléen B. Ce booléen est mis à vrai quand p et q sont équivalent et
faux sinon.
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Algorithme 11 Nouvelle fonction d’équivalence

1: Fonction EQUIV(p, q, k)
2: si k = 0 alors
3: eq ← ((p ∈ Qf ) ∧ (q ∈ Qf ))
4: sinon si (I(p) ∩ I(q) 6= ∅)or{p, q} ∈ S alors
5: eq ←true
6: sinon si (D(p) ∩ I(q) 6= ∅) alors
7: eq ←false
8: sinon
9: S ← S ∪ {{p, q}}

10: eq ← ((p ∈ Qf ) ∧ (q ∈ Qf ))
11: pour x ∈ pred(p) faire
12: si ∃y ∈ pred(q), lab(x) = lab(y) ∧Nx(p) = Ny(q) ∧ |pred(p)| = |pred(q)| alors
13: eq ← eq ∧ equiv(pred(x), pred(y), k − 1)
14: Fin si
15: si eq alors
16: update(p, q,false)
17: break; . la boucle s’arrête ici, {pred(x), pred(y)}doit être ajouté à {p, q}

comme sous arbre dans Trace.
18: Fin si
19: addNode({p, q}, {pred(x), pred(y)})
20: Fin pour
21: S ← S − {{p, q}}
22: Fin si
23: return (eq)
24: Fin Fonction

Quand la fonction equiv est appelée, Trace est créée, contenant toutes les paires d’états testées
durant les appels récursifs ultérieurs. Afin d’éviter la réutilisation de ces états, nous introduisons
l’Algorithme 12 opérant sur Trace. Ici, nous rencontrons trois cas :

1. equiv renvoie vrai, alors toutes les paires localisées dans Trace sont équivalentes,

2. equiv renvoie faux (equiv rencontre un break) et la taille de Trace est inférieure à |Q| − 2,
alors tous les sous arbres concernés par le break reçoivent faux. Les paires restantes reçoivent
vrai,

3. equiv renvoie faux et la taille de Trace est exactement |Q| − 2, alors tous les sous arbres
participant dans un cycle et ceux concernés par un break sont mémorisés dans une matrice
spéciale Stack. Les paires restantes reçoivent vrai.

On peut restaurer un chemin parcouru à l’aide de Stack. L’algorithme 13 effectue cette action.

De plus, nous proposons un préordre afin d’optimiser les appels equiv dans l’algorithme principal.

Soient p, q ∈ Q, nous mettons p � q ⇔ L(p) ≤ L(q). Il est évident que ce préordre est total.

Corollaire 4.3. Il existe un état p ∈ Q tel que ∀q ∈ Q : q � p ∧ L(p) ≤ |Q|.

Ici, on peut voir que le niveau d’un état est majoré par |Q|. Cette valeur est la longueur du chemin le
plus long sans répétition qui peut être rencontré dans un graphe.
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Algorithme 12 Traitement de Trace
1: Fonction TREAT(Trace)
2: si 6 ∃node ∈ Trace marked |Q| − 2 alors
3: pour tout p, q ∈ subTree(Trace) faire
4: update(p, q,true)
5: Fin pour
6: sinon
7: pour tout p, q ∈ Subtree(Trace) faire
8: si ∃subTree(p, q) marked |Q| − 2 alors
9: Stack(p, q)← {(N, depth(N)) | N ∈ subTree(p, q)}

10: sinon
11: update(p, q,true)
12: Fin si
13: Fin pour
14: Fin si
15: Fin Fonction

Algorithme 13 Verify stack

1: Fonction CALLSTACK(p, q)
2: pour tout ((q1, q2), k)) ∈ Stack(p, q) faire
3: eq ← eq ∧ equiv(q1, q2, k)
4: Fin pour
5: return eq
6: Fin Fonction

Suivant ce préordre, nous donnons le principe général pour effectuer le processus incrémental :

1. Commencer par tester les états finaux (∀p, q ∈ Q : L(p) = L(q) = 0).

2. A chaque itération, traiter les états qui participent dans des transitions produisant les états
traités dans l’étape précédente. En d’autres termes, quand une itération i est en cours, traiter
tous les états dans l’ensemble {p,L(p) = i}.

L’Algorithme 14 représente la fonction principale. CSCC(GA) est la fonction qui calcule les com-
posants fortement connexes. Concernant la fonction InOut(p, q), elle renvoie un booléen indiquant
si deux états p et q sont équivalents ou non suivant le lemme 4.5.

La fonction principale utilise deux ensembles : V pour les paires d’états vérifiées et R pour les
paires concernées par l’étape suivante. Premièrement, R est initialisé par des couples d’états finaux
Qf (L(q ∈ Qf ) = 0). Ensuite, à chaque itération, des couples de R2 sont vérifiés et stockés dans
V . R est alors mis à jour pour le niveau suivant. Enfin, l’algorithme se termine quand toutes les
possibilités sont traitées (stabilité de V ). Afin d’accélérer l’algorithme et éviter des calculs répétés,
Stack est vérifié à chaque appel de equiv.

Théorème 11. Un AAFAD peut être minimisé utilisant Algorithme 14 en O(r̂(|A|+ |Q|3log(|Q|))).

La fonction principale exécute exactement |Q| × |Q− 1|/2 appels. A chaque appel, une profondeur
maximale de |Q − 2| est assurée. En effet, le calcul des prédécesseurs et des voisins (calcul de .=)
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Algorithme 14 Nouvelle fonction main
1: Fonction MAIN

2: CSCC(GA)
3: S ← ∅
4: pour tout q ∈ Q faire
5: I(q)← q
6: D(q)← ∅
7: Fin pour
8: R← Qf . Le niveau initial est 0
9: V ← ∅

10: V ′ ← ∅
11: répéter
12: T = {(p, p) | p ∈ Q}
13: pour tout (p, q) ∈ R2 − (V ∪ T ) faire
14: Trace← ∅
15: si InOut(p, q) alors
16: update(p, q, false)
17: sinon
18: update(p, q, equiv(p, q, |Q| − 2))
19: Treat(Trace)
20: Fin si
21: Fin pour
22: H ← R
23: V ′ ← V
24: V ← V ∪R2

25: R← {q | ∃q′ ∈ H,n ∈ N, x ∈ XΣ : (x, q′), (q, x) ∈ A} . On a L(q) = L(q′) + 1
26: jusqu’a V = V ′

27: Fin Fonction

peut être fait en amant. Nous rappelons que le calcul de .
= peut être fait en O(r̂|A|) car pour chaque

Σ-nœud, r̂ états au plus peuvent y être liés. De quoi, le test de ces états (Algorithme 11,ligne 12) peut
être fait en un temps constant. En outre, aucune branche n’est recalculée.

Un résultat important est l’application de cette méthode dans le cas acyclique :

Corollaire 4.4. un AAFAD acyclique peut être minimisé en O(|A|log(|Q|)).

En effet, il n’est pas nécessaire d’utiliser Trace, Stack car aucun cycle n’est présent. Seulement, une
version primitive de la fonction equiv est suffisante.

4.2 Méthode indirecte

Notre deuxième approche repose sur le constat démontré que la minimisation d’un AAFAD peut
se faire moyennant la minimisation d’automates de mots. Cette approche est très importante car
elle permet d’utiliser le grand nombre d’outils et de Framework implémentés pour la minimisation
d’automates sur les mots. En effet, les boites à outils pour les arbres souffrent du nombre très réduit
d’algorithmes réellement implémentés comparés à ceux pour les automates de mots [CHM03, CH09].
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En effet, notre approche se base principalement sur trois étapes [GCZW15].

• la construction d’un automate de mots associé à un AAFAD.

• la minimisation de l’automate de mots.

• l’extraction de l’AAFAD minimal depuis son homologue de mots.

Afin de construire l’automate de mots associé à l’AAFAD, nous utilisons quelques propriétés ba-
siques.

Rappelons qu’une idée similaire a été introduite par Abdulla et al. [ABH+09]. Dans le but de mini-
miser un AAFA non déterministe, les auteurs ont calculé des relations de bissimulation à travers des
systèmes de transitions (qui sont une sorte d’automate finis pour les mots).

Ici, nous rappelons la partie qui nous intéresse dans notre approche.

La première astuce est de définir un environnement pour chaque occurrence d’un état quelconque
dans une transition :

Définition 4.7. Un environnement pour un état qi est le tuple((q1, . . . , qi−1, •, qi+1, . . . , qn), f, q)

obtenu en remplaçant l’état qi par un symbole spécial • 6∈ Q. L’ensemble de tous les environnements
est dénoté Env(A).

Les auteurs transforment ainsi l’automate voulu en un système de transitions : TS = (Q•,∆•) pour
calculer une relation d’équivalence comme suit :

− Q• contient un état q• pour chaque q ∈ Q et un état e• pour chaque environnement e ∈ Env(A).

− ∆• est le plus petit ensemble satisfaisant : si (f, q1 . . . , qn, q) ∈ ∆ alors ∆• contient q•i → e•i et
e•i → q• où e•i a la même forme que ((f, q1, . . . , qi−1, •, qi+1, . . . , qn), f, q).

Il est à noter que ce système de transitions peut être vu comme un système de transitions étiqueté si
chaque environnement est vu comme une “étiquette” entre deux états.

Les auteurs ont prouvé qu’à travers cette transformation, le calcul de la relation de bissimulation peut
être fait directement sur le nouveau système de transitions de mots. Par conséquent, ils ont employé
directement l’algorithme de Tarjan-Paige [PT87].

Pour le cas déterministe, cette approche peut s’adapter en employant les résultat de Högberg et
al. [HMM09].

Maintenant, nous procédons à la présentation de notre approche. En effet, la construction de l’auto-
mate de mots associé est faite via trois étapes :

• Calculer un langage de mots dit horizontal à partir des transitions de l’AAFAD à minimiser.

• Construire et puis minimiser un automate acyclique reconnaissant ce langage.

• Extraire les étiquettes qui vont servir d’alphabet pour l’automate de mots associé depuis l’au-
tomate acyclique minimal.

• Construire l’automate de mots associé à l’AAFAD en question. La minimisation de ce dernier
coı̈ncide avec l’automate d’arbre minimal recherché.
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4.2.1 Calcul de l’alphabet pour l’automate de mots

Dans les définitions suivantes, nous associons un langage de mots L∆ qu’on va appeler langage
horizontal à l’ensemble des transitions ∆. Ensuite, nous définissons une relation d’équivalence sur
les états utilisant ce langage.

Définition 4.8 (Langage horizontal). Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFAD. Le langage horizontal de
∆ noté L∆ est défini comme suit :

L∆ =
⋃
ρ∈∆

Lρ (4.1)

Lρ =

n⋃
i=1

qifq1 . . . qi−1 • qi+1 . . . qn (4.2)

où ρ = (f, q1, . . . , qn, q) et • 6∈ Σ0 ∪Q est un symbol spécial.

Maintenant, nous définissons la relation d’équivalence ∼ sur L∆.

Définition 4.9. Soient p, q ∈ Q. On dit que p et q sont susceptibles d’être équivalents (on note p ∼ q),
si et seulement si (p ∈ Qf )⇔ (q ∈ Qf ) et pour tout f ∈ Σ, u, v ∈ Q∗ : pfu • v ∈ L∆ ⇔ qfu • v ∈
L∆.

Proposition 4.2. Pour p, q ∈ Q, on a p ' q ⇒ p ∼ q

Démonstration. Soient p, q ∈ Q où p 6∼ q. Donc, il existe pfq1 . . . qi−1 • qi+1 . . . qn ∈
L∆ mais pfq1 . . . qi−1 • qi+1 . . . qn 6∈ L∆. En utilisant Définition 4.8, nous avons
(f, q1, . . . , qi−1, p, qi+1, . . . , qn, p

′) ∈ ∆ mais aucune transition sous la forme
(f, q1, . . . , qi−1, q, qi+1, . . . , qn, q

′) ne figure parmi les transitions. Ici nous trouvons que
(f, q1, . . . , qi−1, p, qi+1, . . . , qn) ∈ Γ(p) mais (f, q1, . . . , qi−1, p, qi+1, . . . , qn)(p :i q) 6∈ Γ(q)

bien que i ∈ occ(p). Par conséquent p 6' q.

En outre :

Lemme 4.6. La relation d’équivalence ∼ peut être calculée en O(r̂|A|).

Démonstration. Évidemment, la taille de L∆ est r̂|A|. Nous pouvons procéder en définissant un
automate acyclique de mots. Cet automate reconnaı̂t les mots depuis L∆ commençant par l’état en
question. L’assemblage de tous les automates acycliques construits nécessite r̂|A| en temps et en
espace. De plus, l’automate résultant (qu’on appelle AL∆

) peut être minimisé en temps linéaire (cas
pour les automates acycliques de mots [Rev92]) :

L∆
r̂|A|−−→ AL∆

r̂|A|−−→ min(AL∆
)
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L’Algorithme 15 est une implémentation du lemme 4.6. Premièrement, un automate de mots vide
AL∆

est créé. Un automate de mots acyclique Aq est créé pour chaque q ∈ Q lisant des mots de
la forme qfq1 . . . , •, . . . qn ∈ L∆. Ces automates élémentaires peuvent être vus comme des “arbres
des préfixes” représentant L∆. La fonction Add ajoute un automate élémentaire Aq à AL∆

et crée
une transition depuis l’état initial 0 vers l’état initial de Aq. Finalement, Acyc Min minimise d’une
manière acyclique l’automate AL∆

. La complexité globale de cet algorithme est O(|Q| + r̂|A| +
r̂|A|) = O(r̂|A|).

Algorithme 15 Calcul de ∼
1: Fonction SIM COMPUTATION (AAFAD A = (Q,Σ, Qf ,∆))
2: AL∆

= ({0}, Q ∪ Σ, {0}, ∅, ∅)
3: pour tout q ∈ Q faire
4: soit Aq = (∅, Q ∪ Σ, {0}, ∅, ∅)
5: Fin pour
6: pour tout (f, q1, . . . , qn, q) ∈ ∆ faire
7: pour tout qi ∈ q1, . . . , qn faire
8: Add(Aqi , fq1 . . . • . . . qn)
9: Fin pour

10: Fin pour
11: pour tout q ∈ Q faire
12: Assembly(AL∆

, Aq)
13: Fin pour
14: Acyc Min(AL∆

)
15: return(AL∆

)
16: Fin Fonction

Exemple 4.4. Nous considérons l’automate A = (Q,Σ, Qf ,∆) présenté dans la Figure 4.3.

1. Q = {q1, q2, q3, q4, q5}
2. Σ = {a, b, g(), f(, )}
3. Qf = {q3, q4, q5}
4. ∆ = {(a, q1), (b, q2), (g, q1, q3), (g, q2, q4), (f, q2, q4, q4), (f, q1, q3, q4), (f, q1, q4, q4),

(f, q2, q3, q4), (g, q4, q5}
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FIGURE 4.3: Exemple d’un AAFAD
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Le calcul du langage horizontal produit :

L∆ = {a, b, q1g•, q1f • q3, q1f • q4, q2g•, q2f • q4,

q2f • q3, q3fq2•, q3fq1•, q4fq2•, q4fq1•, q4g•, q5}

Un exemple des automates élémentaires créés pour tous les états est illustré par Figure 4.4. Ici,
l’automate associé à l’état q1 est présenté. Cet automate reconnaı̂t g•, f • q3 et f • q4.

Aprés, l’automate minimal du langage L∆ est présenté dans Figure 4.5.
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FIGURE 4.4: L’automate acyclique associé à q1
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FIGURE 4.5: L’automate minimal reconnaissant L∆

Nous associons à chaque état q qui figure dans une transition (f, q1, . . . , qi−1, q, qi+1, . . . qn) la lettre
fq1···qi−1,qi+1···qn afin de produire un alphabet de mots qui servira pour la construction de l’automate
de mots.

Maintenant, après avoir calculé le langage horizontal L∆ et identifier les lettres affectées à chaque
état. Nous procédons par la définition de l’alphabet nécessaire pour la construction de l’automate
de mots ciblé. Néanmoins, certaines lettres ne sont pas utiles pour la minimisation. Pour cette rai-
son, nous filtrons cet ensemble grâce à la définition de l’ensemble des états Q susceptible d’être
équivalents à d’autres états.

Définition 4.10. Soit Q = {q | ∃p 6= q tel que q ∼ p}. Pour chaque état, nous associons l’alphabet
σq défini comme suit :
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σq = {fu,v | qfu • v ∈ L∆}. (4.3)

Proposition 4.3. Soit σ =
⋃
q∈Q

σq l’alphabet associé à Q alors |σ| ≤ |A|

L’automate de mots associé sera défini sur l’alphabet σ. Néanmoins, la représentation des éléments
de σ est toujours sous la forme de chaı̂nes de caractères. Le traitement de ces symboles, qui
nécessite d’éventuelles comparaisons, peut accroı̂tre la complexité globale. Par conséquent, un
système d’étiquetage des éléments de σ permettra d’éviter ce problème. Nous proposons d’étiqueter
chaque symbole de σ par le numéro de l’état figurant comme sa feuille dans l’arbre des préfixes :
Nous définissons le système d’étiquetage comme une application : ϕ : σ → N. Il est clair que cet
étiquetage est unique. La construction et l’exploration d’un arbre de préfixes nécessite O(|A|) (voir
[WD03]).

Corollaire 4.5. σ peut être calculé et étiqueté en O(|A|).

Exemple 4.5. En prenant le même exemple (Figure 4.3), seuls les chemins sortants de q1, q2 sont
considérés vu que Q = {q1, q2}. Donc, nous aurons σ = {gε,ε, fε,q3 , fε,q4}. Comme q1, q2 sont les
seuls états susceptibles d’être équivalents, leurs automates Aq1 et Aq2 sont vus comme des arbres de
préfixes. Depuis Figure 4.4, nous aurons ϕ(gε,ε) = 6, ϕ(fε,q3) = 4, ϕ(fε,q4) = 5.

4.2.2 Construction de l’automate de mots associé

Maintenant, nous définissons l’automate de mots associé à un AAFAD :

Définition 4.11. Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFAD. L’automate de mots associé MA est le tuple
MA = (Q′, σ, {is}, F, δ̂) où Q′ = Q ∪ {is} est l’ensemble des états, σ =

⋃
q∈Q

σq ∪Q est l’alphabet,

{is} est l’état initial, F = Qf est l’ensemble des états finaux et δ̂ : Q′ × σ → Q′ la fonction de
transition définie comme suit.

• pour chaque q dans Q : δ̂(q, a) = q′ où a = fq1···qi−1,qi+1···qn , δ(f, q1, . . . , qi−1, q, qi+1, . . . ,

qn) = q′.

• pour chaque q dans Q : δ̂(is, q) = q.

• pour chaque q dans Q−Q : δ̂(q, q) = q.

Exemple 4.6. A travers le même exemple présenté dans la Figure 4.3, l’automate de mots associé
est présenté dans Figure 4.6. Nous utilisons le système d’étiquetage.
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FIGURE 4.6: L’automate MA associé l’AAFAD de l’Exemple 4.3.

Notons que is, Q et les transitions sortantes de is n’ont aucune importance dans le processus de
minimisation vu que l’automate associé n’est pas utilisé pour reconnaı̂tre des arbres. Leurs utilisation
est dans le but de garder la forme usuelle d’un automate de mots. De plus il est facile de démontrer
que les états appartenant à Q−Q ne sont équivalent à aucun état :∀p ∈ Q, q ∈ Q−Q : p 6∼ q alors
p 6' q.

Nous présentons dans Algorithme 16 un “filtre” qui calcule l’automate associé à un AAFAD. La
fonction Compute Sigma(ADFA) extrait σ depuisADFA et mémorise le résultat dans des arbres
de préfixes. La fonction ϕ est la fonction d’étiquetage de symboles de σ. La fonction ϕ−1 représente
la fonction inverse de ϕ. Enfin, export(DFA) renvoie l’automate associé.

Algorithme 16 Filtre AAFAD vers automate de mots

1: Fonction TTS Filter(AAFAD A = (Q,Σ, Qf ,∆))
2: AL∆

= SIM COMPUTATION(A)
3: σ ← Compute Sigma(AL∆

)
4: Q′ ← Q ∪ {is}
5: δ̂ ← ∅
6: pour q ∈ Q faire
7: δ̂ ← δ̂ ∪ {(is, q)→ q}
8: Fin pour
9: pour tout a ∈ σ : ϕ−1(a) = fq1···qi−1,qi+1···qn , δ(f, q1, . . . , qi−1, q, qi+1, . . . , qn) = q′ faire

10: δ̂ ← δ̂ ∪ {(q, a)← q′}
11: Fin pour
12: MA = (Q′, σ, {is}, Qf , δ̂)
13: export(MA)
14: Fin Fonction

Lemme 4.7. Algorithme 16 calcule l’automate associé à A en O(r̂|A|).
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4.2.3 Application à la minimisation standard

Maintenant, nous montrons que l’automate de mots résultant est déterministe.

Proposition 4.4. L’automate MA associé à l’AAFAD A est déterministe.

Démonstration. Par définition, nous avons pour q ∈ Q′ − Q, a ∈ σ : |δ̂(q, a)| ≤ 1. Soit q ∈ Q et
il existe un symbole fu,v ∈ σ tel que δ̂(q, a) = {q′, q′′} avec q′ 6= q′′. Let u = q1 . . . qi−1 et v =

qi+1 . . . qn. En se référant à la Définition 4.8, nous obtenons (f, q1, . . . , qi−1, q, qi+1, . . . , qn, q
′) ∈

∆ et (f, q1, . . . , qi−1, q, qi+1, . . . , qn, q
′′) ∈ ∆. Ceci est considéré comme contradiction car A est

déterministe.

Dans ce qui suit, l’état is et les transitions sortantes ne sont pas considérés. σ est alors réduit à σ−Q.

Notons par ≈ la congruence de Nerode sur les états de MA :

p ≈ q ⇔

 p ∈ F ⇔ q ∈ F

pour tout a ∈ σ, δ̂(p, a) ≈ δ̂(q, a)
(4.4)

Proposition 4.5. Soient p, q ∈ Q, alors nous avons (p ≈ q)⇔ (p ' q)

Démonstration. Il est clair que l’équivalence de Nerode≈ peut être calculée en utilisant les approxi-
mations successives ≈j suivantes :

p ≈0 q si et seulement si (p ∈ F ⇔ q ∈ F ) (4.5)

p ≈j+1 q si et seulement si p ≈j q et pour tout a ∈ σ, p, q ∈ Q′ : δ̂(p, a) ≈j δ̂(q, a). (4.6)

Comme précédemment mentionné, les états inutiles qui figurent dans l’automate de mots sont
équivalents (leurs langages droits sont vides et donc égaux). Ce qui peut fausser la minimisation.
Pour éviter ce scénario, nous initialisons ≈0 comme suit :

≈0= Q
2 ∪ {(q, q) | q ∈ Q−Q}

Il suffit de montrer que pour tout p, q ∈ Q, j ∈ N : p ≈j q ⇔ p 'j q. Ceci est fait par induction sur
les définitions de 'j et de ≈j . Pour le cas de base, nous avons (j = 0), Qf = F . Pour p, q ∈ Q,
nous avons p ≈0 q ⇔ p '0 q. Supposons maintenant que pour tout p, q ∈ Q, (p ≈k q) ⇔ (p 'k q)
pour un nombre entier k ≥ 0 :

Premièrement, nous montrons le premier sens de l’implication : (p ≈k+1 q)⇒ (p 'k+1 q) :
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Supposons que (p ≈k+1 q). Par approximations successives de ≈ nous avons :

(p ≈k+1 q) ⇔ p ≈k q et pour tout fu,v ∈ σ, δ̂(p, fu,v) ≈k δ̂(q, fu,v) (4.7)

En appliquant l’hypothèse d’induction nous aurons :

(p ≈k+1 q) ⇔ p 'k q et pour tout fu,v ∈ σ, δ̂(p, fu,v) 'k δ̂(q, fu,v) (4.8)

Soit u = q1 · · · qi−1 et v = qi+1 · · · qn. La définition du langage horizontal donne
pfu • v, qfu • v ∈ L∆. Donc, il existe deux états p′ et q′ ∈ Q tel que
(f, q1, . . . , qi−1, p, qi+1, . . . , qn, p

′) et (f, q1, . . . , qi−1, q, qi+1, . . . , qn, q
′) sont dans ∆. Utilisant

Définition 4.11 nous avons : p′ = δ̂(p, fu,v) = δ(f, q1, . . . , qi−1, p, qi+1, . . . , qn) et q′ = δ̂(q, fu,v) =

δ(f, q1, . . . , qi−1, q, qi+1, . . . , qn). Finalement, nous avons (p 'k+1 q).

La démonstration du deuxième sens (p 'k+1 q)⇒ (p ≈k+1 q) se fait avec les mêmes étapes.

On peut vérifier le corollaire suivant :

Corollaire 4.6. Soit p ∈ Q′ −Q, q ∈ Q′, (avec q 6= p) alors p 6≈ q.

Par conséquent, seuls les états de Q sont considérés par le processus de minimisation (On peut faci-
lement montrer que is n’est équivalent à aucun autre état). Utilisant Corollaire 4.5 et [HU79], nous
avons :

Lemme 4.8. Soit A(Q,Σ, Qf ,∆) un AAFAD. Soit MA son automate de mots associé. Alors, MA
peut être minimisé en O(|Q|+ |A| log |Q|) = O(|A| log |Q|).

Par conséquent, en utilisant le lemme 4.6, Corollaire 4.5 et le lemme 4.8 nous aurons :

Théorème 12. Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFAD, A peut être minimisé en O(r̂|A|+ |A| log |Q|).

En terme de complexité, chaque état se connecte avec au plus min(r̂, |∆|) autres états où r̂ est le rang
maximal de Σ. Donc la taille maximale de σ sera min(r̂,|∆|)×|∆|)

2 < |A|. Le gain est donc apprécié.

4.2.4 Application aux autres variantes de minimisation

Dans cette partie, nous montrons que cette approche peut être adaptée aux différentes techniques
de minimisation à savoir la minimisation acyclique, incrémentale ou bien la construction à base
d’exemples.
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4.2.4.1 Application à la minimisation acyclique

Les automates acycliques présentent une structure de données très bénéfique et peut stocker un en-
semble fini d’objets arborescents (même très grand en taille). Un exemple concret est les documents
XML (voir [BLMN15]). La minimisation acyclique a été discutée pour les automates de mots comme
[Wat03, Rev92], il a été prouvé qu’elle peut être réalisée en un temps linéaire. Mais dans le cas des
arbres, aucun algorithme n’a été discuté à notre connaissance. Heureusement, l’automate associé peut
être utilisé pour minimiser un AAFAD acyclique en un temps linéaire aussi.

Le lemme suivant montre la nature de l’automate associé à un AAFAD acyclique.

Lemme 4.9. L’automate de mots associé à un AAFA acyclique l’est aussi.

Par conséquent, la minimisation peut être faite en temps linéaire utilisant des techniques sur les mots
comme : [Rev92, Bub11].

Théorème 13. Un AAFAD acycliqueA = (Q,Σ, Qf ,∆) peut être minimisé utilisantMA = (Q′, σ, {is}, F, δ̂)
en O(r̂|A|).

En effet, la construction de l’automate associé se fait en O(r̂|A|) et la minimisation acyclique pour
les mots est linéaire et coûte O(|A|). De ce fait, nous avons O(r̂|A|+ |A|) = O(r̂|A|).

4.2.4.2 Minimisation incrémentale

Nous avons vu que l’implémentation de la minimisation incrémentale pour les AAFAD présente une
complexité asymptotique d’ordre exponentiel. Néanmoins, le passage à l’automate associé de mots
permet de bénéficier des algorithmes présents. En effet, rappelons que l’algorithme d’Almeida et
al. [AMR10] et celui de Garcia et al. [GVVL15] ont la meilleur complexité asymptotique qui est de
l’ordre quadratique.

Définition 4.12. Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFAD et MA = (Q′, σ, {is}, F, δ̂) son automate
associé. Nous étendons la fonction de transition δ̂ par δ̂′ comme suit : δ̂′(q, a) = δ̂(q, a) où a ∈ σ
et δ̂′(q, ax) = δ̂′(δ̂(q, a), x) avec ax ∈ σ+. Nous définissons le langage à droite pour un état q ∈ Q
comme suit :

−→
L (q) = {x ∈ σ+, δ̂′(q, x) ∈ F}.

Par conséquent :

Lemme 4.10. Soient p, q ∈ Q. Alors, L↑(p) = L↑(q)⇔
−→
L (p) =

−→
L (q).

En utilisant ce résultat, on peut calculer equiv(p, q) dans le nouvel automate MA au lieu de calculer
cette fonction dans l’automate d’arbres.

Le calcul récursif de equiv dans l’automate associé est présenté dans l’équation 4.9.

equiv(p, q) =
∧
a∈σ

(equiv(δ̂(p, a), δ̂(q, a)) ∧ ((p ∈ F )⇔ (q ∈ F )) (4.9)

Maintenant, en utilisant l’algorithme de Garcia et al. [GVVL15], la complexité globale de la minimi-
sation incrémentale est :
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Théorème 14. Un AAFAD A = (Q,Σ, Qf ,∆) peut être minimisé moyennant son automate associé
MA = (Q′, σ, {is}, F, δ̂) en O(r̂|A|+ |A||Q|2) = O(|A||Q|2) .

4.2.4.3 Construction incrémentale d’un AAFAD

Maintenant, nous discutons la possibilité d’utiliser l’automate associé pour effectuer la construction
incrémentale.

Algorithme 17 Nouvelle fonction split

1: Fonction split(AAFAD A = (Q,Σ, Qf ,∆),MA, arbre f(s1, . . . , sm), ensemble d’états Θ )
2: pour tout k = 1 . . . jusqu’a m faire
3: A ← split(A,Θ, sk)
4: rk ← δ(sk)
5: Fin pour
6: q ← δ(f, r1, . . . , rm)
7: si Cq 6= 1 alors
8: create(n)
9: Q← Q ∪ {n}

10: si Cq = 0 alors
11: L∆ ← L∆ ∪ L(f,r1,...,rm) .
12: sinon
13: A ← Clone(A, q, n)
14: pour tout (p, a)→ q ∈ δ̂ faire
15: Replace(δ̂, (p, a)→ q, (p, a)→ n)
16: Fin pour
17: Fin si
18: Θ← Θ ∪ {r1, . . . , rn}
19: Fin si
20: Fin Fonction

Algorithme 18 Nouvelle fonction clone

1: Fonction clone(AAFAD A = (Q,Σ, Qf ,∆),MA, état q, état n)
2: si q ∈ F alors
3: Add(F, n)
4: Fin si
5: tanque il existe m > 0, k ≤ m, q1, . . . , qm ∈ Q tel que (q, fq1...qk−1,qk+1...,qm−1)→ qm ∈ δ̂

faire
6: δ̂ ← δ̂ ∪ {(n, fq1...qk−1,qk+1...,qm−1)→ qm))
7: L∆ ← L∆ ∪ (f, q1, . . . , qk−1, n, qk+1 . . . , qm}
8: Fin tanque
9: Fin Fonction

Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFAD minimal et MA = (Q′, σ, {is}, F, δ̂) son automate associé.
Soit t 6∈ L(A) l’arbre à ajouter. En prenant en compte que MA n’est pas conçu pour reconnaı̂tre des
séquences, il ne peut pas être utilisé pour déterminer les états concernés par les changements. Ceci est
le résultat de la perte de certaines transitions lors de sa construction. Pour cette raison, il est inévitable
de faire l’identification moyennant A. Nous rappelons que la relation ∼ doit être maintenue lors des
changements pour des éventuels ajouts ou suppressions.
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Nous présentons la version adaptée dans Algorithme 17. En effet, les étapes se résument dans ce qui
suit :

Pour chaque sous arbre s ∈ St(t) :

• Si la sortie de δ(s) n’est pas définie alors on peut ajouter sans risque un état n tel que L↓(n) =

s.

• S’il existe un état q ∈ Q tel que δ(s) = q alors nous rencontrons deux cas :

1. si Cq=1 alors, l’automate est inchangé.

2. sinon, (Cq > 1) nous ajoutons un état clone n (voir Algorithme 18) dans MA comme
suit : ajouter nq1 . . . qi−1 • qi+1 . . . qn à L∆ tel que qq1 . . . qi−1 • qi+1 . . . qn ∈ L∆. Ici,
σn = σq.

Ensuite, ∼ est mis à jours et Q est recalculé. Finalement, MA est résolu comme suit :

1. enlever deL∆ toutes les séquences de la forme pq1 . . . qi•qi+1 . . . qn où δ((f, q1, . . . , qi, p, qi+1, . . . , qn)) =

q pour tout état q qui procède des clones.

2. recalculer Q et MA.

Enfin, la même minimisation locale définie pour les automates de mots [CF02] est appliquée à l’au-
tomate associé.

Notons que la fonction Replace remplace une instance donnée par une autre dans l’ensemble corres-
pondant.

Concernant la complexité, le calcul des états clones ne peut pas être évité. Cette étape coûteO(|∆|2r̂).
Le recalcule deQ nécessiteO(|A|). Quant à la minimisation locale, elle peut être effectuée enO(|A|)
(t est un arbre fini).

Théorème 15. Soit A = (Q,Σ, Qf ,∆) un AAFAD minimal et MA = (Q′, σ, {is}, F, δ̂) son au-
tomate associé. Donc, l’automate minimal reconnaissant L(A ∪ {t}) où t ∈ TΣ est construit en
O(|∆|2r̂ + r̂|A|).

En effet, le calcul des clone coûte O(|∆|2r̂) et la minimisation locale se fait en O(r̂|A|). Tenant en
compte la construction de l’automate associé, la complexité globale est O(|∆|2r̂ + r̂|A| + |A|) =

O(|∆|2r̂ + r̂|A|).

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté nos contributions au profit de la minimisation d’AAFAD.
En effet, nous avons défini deux méta-méthodes pour cette fin : la première est basée sur une vue
graphique de l’automate à minimiser et la seconde est basée sur la transformation de l’automate en
question en un automate de mots dont sa minimisation coı̈ncide avec celle des arbres. Nous avons
montré que ces deux techniques améliorent considérablement la complexité asymptotique globale de
différents types de minimisation.
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Les améliorations apportées par les méthodes proposées sont résumées dans le tableau suivant pour
un AAFAD A = (Q,Σ, Qf ,∆).

Techniques de
minimisation

Complexité existante Méthode directe Méthode indirecte

Standard O(r̂ × |A| log(|Q|)) O(r̂ × |A|+ |A| log |Q|) O(r̂ × |A|+ |A| log |Q|)

Acyclique - O(r̂ × |A| log(|Q|)) O(r̂ × |A|)

Incrémentale O(|A||Q|−2|Q|2) O(r̂ × |A|+ |Q|3 log(|Q|)) O(r̂ × |A|+ |A| × |Q|2)

Construction
incrémentale

O(|A| × 2r̂ + |A|) - O(|A| × 2r̂ + |A|)

TABLE 4.1: Comparatif de complexités entre les techniques existantes et proposées

Un autre créneau très important pour dénoter un motif d’arbre est l’étude des expressions rationnelles.
L’objectif du prochain chapitre est d’étudier la relation entre les ERA et les AAFA ainsi que de
proposer des constructions de passage entre les deux structures.



Chapitre 5

Automates d’arbres et expressions
rationnelles d’arbres

DAns cette partie, nous étudions la relation entre les automates d’arbres et les expressions ration-
nelles. Sachant que les expressions rationnelles sont généralement utilisées comme un motif

(pattern) qui sert à dénoter un langage d’arbre dit rationnel, une relation d’équivalence entre la classe
des langages rationnelles et des langages reconnaissables peut être bien définie.

Nous pouvons citer comme exemple illustratif d’utilisation des expressions rationnelles pour les
arbres (ERA) la recherche de motifs d’arbres qui est un domaine assez ancien [Kos89, AG85].
L’usage des ERA pour dénoter un motif est une nouvelle tendance qui a été discutée dans [Cle08,
Bel14]. L’importance de cet usage est cruciale car elle permet de révolutionner la recherche dans les
différentes structure arborescente tel que les documents XMLs [ZL03], la vérification formelle et la
cryptographie [DH04] etc.

Le but de ce chapitre est de discuter l’efficacité de l’usage des expressions rationnelle d’arbres pour
dénoter des grandes masses de données (dans langages réguliers infinis par exemple). Nous allons
discuter la complexité des algorithmes de traitement des ERA et le passage entre un automate d’arbres
vers une ERA.

Comme mentionné dans les chapitres précédents, les automates d’arbres sont bénéfiques pour re-
connaı̂tre un langage d’arbres, quant aux ERA, elles sont orientées plus vers un point de vue des-
criptif. En effet, Kleene a prouvé que les ER et les automates de mots sont équivalents [Kle64]. Ce
résultat fut généralisé et prouvé pour les arbres (voir Comon et al. [CDG+07]). En effet, le résultat
de Kleene permet deux constructions : le passage d’une ERA vers un AAF et l’inverse (voir la
Figure 5.1).

Quant au passage d’une ERA vers un AAF, plusieurs techniques existent. Premièrement, Kuske
et Meinecke [KM11] ont généralisé la notion des dérivations des langages [Ant96] aux arbres et
ont proposé un automate d’arbres d’équations qui est construit à partir d’une version linéarisée de
l’ERA à transformer. Il ont utilisé pour cette raison la structure ZPC proposée par Champarnaud et
al. [CZ01] pour atteindre une meilleure complexité. Après, Mignot et al. [MSZ14a] ont proposé un
algorithme efficace qui améliore le temps de calcul de cet automate. Quant aux automates de posi-
tions, après avoir défini les notions de First,Follow et Last pour les ERA, Laugerotte et al. [LSZ13]

80
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FIGURE 5.1: Passage ERA↔ AAFA

ont généralisé cette notion aux arbre . Récemment, Bellabaci et al. [Bel14] ont proposé un passage
des ERA vers les AAFA qui est une généralisation de l’automate de Thompson pour les mots.

Contrairement à ces propositions, très peu de travaux se sont intéressé au passage depuis un AAFA
vers une ERA. Dans ce chapitre, nous généralisons trois techniques de passage d’un automate vers
une ERA (partie pointillée dans la Figure 5.1). La première utilise une reformulation du lemme d’Ar-
den [Con61] pour les arbres afin de solutionner un système d’équations rationnelle d’arbres extrait
à partir de l’automate en question. La deuxième technique est une technique simple d’élimination
d’états (généralisation d’une techniques similaire sur les mots connus sous le nom de McNAughton-
Yamada [MY60]) visant à remplacer chaque état par une ERA équivalente. Quant à la dernière, elle
généralise la notion d’intégrales définie par Smith et Yau [SY72], qui est l’opération inverse de la
notion des dérivées partielles.

Les trois premières sections sont dédiées aux contributions proposées de passage d’un AAFA vers
une ERA. Une dernière section présente un algorithme de transformation générique basé sur une
heuristique qui permet d’atteindre une meilleure ERA en termes de longueur lexicographique.

5.1 Méthode de résolution de système d’équations rationnelles

La méthode consiste à extraire depuis un AAFA un système d’équations rationnelles équivalent.
Ce système est obtenu en définissant pour chaque état de l’automate une équation rationnelle qui
dénote sont langage accepté. Ce système est ensuite résolu en définissant un système de substitutions
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FIGURE 5.2: Transformation d’un AAFA en une ERA via systéme d’équations rationnelles

efficace. Enfin, l’ERA cherchée est obtenue en sommant les ERA des états finaux de l’AAFA. La
Figure 5.2 illustre les étapes de cette approche.

Mais avant de montrer comment extraire un système d’équations rationnelles depuis un AAFA, nous
présentons d’une manière plus générale la notion des systèmes d’équations rationnelles et nous fixons
une condition sous laquelle ces systèmes peuvent avoir une solution dans Rat(Σ). Pour cette raison,
nous augmentons la définition des ERA par des variables.

5.1.1 Expression rationnelle d’arbres avec variables

Dans ce qui suit, nous considérons des expressions rationnelles avec des variables. SoitX = {x1, . . . , xk}
un ensemble de k variables. Une expression rationnelle E à travers (Σ, X) est définie par induction
comme suit :

E = 0, E = xj , E = f(E1, . . . , En),

E = E1 + E2, E = E1 ·c E2, E = E∗c1

où f ∈ Σn, c ∈ Σ0, 1 ≤ j ≤ k est un entier naturel etE1, . . . , En sont n ERA à travers (Σ, X).

La sémantique d’une ERA avec variables a besoin d’un “contexte” pour être calculée. Donc, chaque
variable doit être évaluée par rapport à un langage d’arbres.

SoitL = (L1, . . . , Lk) un k-tuple de langages d’arbres à travers Σ. La sémantique deE est le langage
LL(E) défini par induction comme suit :

LL(0) = ∅, LL(xj) = Lj ,

LL(f(E1, . . . , En)) = f(LL(E1), . . . , LL(En)),

LL(E1 + E2) = LL(E1) ∪ LL(E2)

LL(E1 ·c E2) = LL(E1) ·c LL(E2), LL(E∗c1 ) = (LL(E1))∗c

où f ∈ Σn, c ∈ Σ0, 1 ≤ j ≤ k est un entier naturel et E1, . . . , En sont n ERA à travers (Σ, X).
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Deux ERA E et F avec variables sont équivalentes si pour chaque tuple L de langages à travers Σ

nous avons LL(E) = LL(F ). L’équivalence est notée E ∼ F . Soit Γ ⊂ Σ. Deux ERA E et F
avec variables sont Γ-équivalentes, (notée E ∼Γ F ), si pour chaque tuple L de langages à travers Γ,
LL(E) = LL(F ).

Par définition, nous avons

E ∼ F ⇒ E ∼Γ F (5.1)

Notons qu’une ERA à travers (Σ, X) est aussi une ERA à travers Σ ∪ X . Mais l’inverse n’est pas
toujours vrai.

Exemple 5.1. L’expression x ·a b est équivalent à x comme ERA à travers {a, b, x}, mais non pas à
travers ({a, b}, {x}) :

L(x ·a b) = {x} = L(x)

L{a}(x ·a b) = {b} 6= L{a}(x) = {a}

Nous définissons maintenant l’opération de substitution de variables. Cette opération est très impor-
tante pour la résolution d’un système d’équations rationnelles.

Ex←E′ est l’ERA obtenue en substituant une variable x par une expressionE′ dansE. Cette opération
est définie par induction comme suit :

Définition 5.1. (Substitution)

ax←E′ = a 0x←E′ = 0

yx←E′ = y xx←E′ = E′

(f(E1, . . . , En))x←E′ = f((E1)x←E′ , . . . , (En)x←E′)

(E1 + E2)x←E′ = (E1)x←E′ + (E2)x←E′ (E1 ·c E2)x←E′ = (E1)x←E′ ·c (E2)x←E′

(E∗c1 )x←E′ = ((E1)x←E′)
∗c

ou a ∈ Σ0, x 6= y sont deux variables dans X , f ∈ Σn, c ∈ Σ0 et E1, . . . , En sont n ERA à travers
(Σ, X).

La substitution préserve le langage sous la condition suivante :

Lemme 5.1. Soient E,F une ERA à travers Σ et sous l’ensemble de variables X = {x1, . . . , xn}.
Soit xj ∈ X . Soit L = (L1, . . . , Ln) un n-uple de langages tel que Lj = LL(F ). Alors :

LL((E)xj←F ) = LL(E)

Démonstration. Par induction sur la structure de E.

1. Si E ∈ {a, y, 0} avec a ∈ Σ0 et y 6= xj , (E)xj←F = E.
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2. Si E = xj , alors (E)xj←F = F . Donc

LL((E)xj←F ) = LL(F ) = Lj

= LL(xj) = LL(E)

3. Si E = f(E1, . . . , En), avec f ∈ Σk, k > 0 alors :

LL((E)xj←F ) = LL(f((E1)xj←F , . . . , (En)xj←F ))

= f(LL((E1)xj←F ), . . . , LL((En)xj←F ))

= f(LL(E1), . . . , LL(En)) (Hypothèse d’induction)

= LL(f(E1, . . . , En))

4. Si E = E1 + E2, alors

LL((E1 + E2)xj←F ) = LL((E1)xj←F + (E2)xj←F )

= LL((E1)xj←F ) ∪ LL((E2)xj←F ))

= LL(E1) ∪ LL(E2) (Hypothèse d’induction)

= LL(E1 + E2)

5. Si E = E1 ·c E2, alors

LL((E1 ·c E2)xj←F ) = LL((E1)xj←F ·c (E2)xj←F )

= LL((E1)xj←F ) ·c LL((E2)xj←F ))

= LL(E1) ·c LL(E2) (Hypothèse d’induction)

= LL(E1 ·c E2)

6. Si E = E∗c1 , alors

LL((E∗c1 )xj←F ) = (LL((E1)xj←F ))∗c

= (LL(E1))∗c (Hypothèse d’induction)

= LL(E∗c1 )

Dans ce qui suit, op(E) est l’ensemble des opérations rationnelles qui apparaissent dans E.

Néanmoins, l’opération de substitution préserve le langage s’il est basé sur un alphabet restreint :

Proposition 5.1. SoitE une ERA à travers Σ et un ensembleX de variables. Soit x ∈ X . Soit Γ ⊂ Σ

tel que Γ = {b ∈ Σ0 | {·b,∗b } ∩ op(E) 6= ∅}. Soit a 6∈ Σ. Alors :

E ∼Σ\Γ (E)x←a ·a x
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5.1.2 Système d’équations rationnelles

Dans cette section, nous discutons les systèmes d’équations rationnelles d’arbres. Dans la littérature,
plusieurs références ont défini et utilisé cette notion pour la résolutions de plusieurs problèmes
comme [CDG+07, ES77].

Ici, nous redéfinissons les systèmes d’équations et nous proposons une méthode qu’on va appeler
Gauss elimination-like qui donne une solution rationnelle à un système d’équations.

Soit Σ un alphabet et E = {E1, . . . ,En} un ensemble de n variables. Une equation à travers (Σ,E)

est l’expression Ej = Fj , où 1 ≤ j ≤ n et Fj est une ERA à travers (Σ,E). Un système d’équations
à travers (Σ,E) est l’ensemble X = {Ej = Fj | 1 ≤ j ≤ n} de n équations. Soit L = (L1, . . . , Ln)

un n-tuple de langages d’arbres. Le tuple L est une solution pour une équation donnée (Ej = Fj) si
Lj = LL(Fj). Le tuple L est une solution pour X si pour chaque équation (Ej = Fj) dans X , L est
une solution de (Ej = Fj).

Exemple 5.2. Soit X le système d’équations suivant :

X =


E1 = f(E1,E1) + f(E2,E4)

E2 = b+ f(E2,E4)

E3 = a+ h(E4)

E4 = a+ h(E3)

Le tuple (∅, ∅, ∅, ∅) est une solution de l’équation E1 = F1, mais pas pour le système X .

Deux systèmes à travers le même ensemble de variables sont équivalents s’ils admettent les mêmes
solutions.

Évidement,

Proposition 5.2. Si X contient seulement des équations Ek = Fk avec Fk une ERA sans variables,
alors (L(F1), . . . , L(Fn)) est l’unique solution de X .

Nous définissons l’opération de substitution sur un système d’équations :

Définition 5.2. Soit X = {(Ej = Fj) | 1 ≤ j ≤ n} un système d’équations. La substitution de
(Ek = Fk) dans X est le système X k = {Ek = Fk} ∪ {Ej = (Fj)Ek←Fk

| j 6= k ∧ 1 ≤ j ≤ n}.

Utilisant le lemme 5.1,

Proposition 5.3. Soit X = {(Ej = Fj) | 1 ≤ j ≤ n} un système d’équations. Soit Ek = Fk une
équation dans X . Soit L une solution de X . Alors, pour chaque 1 ≤ j, k ≤ n avec j 6= k,

L est une solution de Ej = (Fj)Ek←Fk
.

Ainsi,
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Proposition 5.4. Soit X un système d’équations avec n variables. Soit k ≤ n. Alors :

X et X k sont équivalents.

Exemple 5.3. Soit le système X utilisé dans l’exemple 5.2. Alors :

X 4 =


E1 = f(E1,E1) + f(E2, a+ h(E3))

E2 = b+ f(E2, a+ h(E3))

E3 = a+ h(a+ h(E3))

E4 = a+ h(E3)

Nous déterminons un cas particulier où un système peut être directement résolu via une succession
de substitutions :

Définition 5.3. Soit X = {(Ej = Fj) | 1 ≤ j ≤ n} un système d’équations. La relation <X est
définie pour deux variables Ej et Ek par

(Ej <X Ek)⇔ (Ej figure dans Fk)

La relation �X est la fermeture transitive de <X . Dans le cas où Ek <X Ek , l’équation Ek = Fk
est récursive.

On dit qu’un système est récursif s’il existe Ej et Ek tel que Ej �X Ek et Ek �X Ej . Si un système
n’est pas récursif, il peut être résolu via une succession de substitutions.

Si Ek ne figurent pas dans la partie droite de n’importe quelle équationX , alors le systèmeX \(Ek =

Fk) est obtenu en supprimant Ek = Fk de X , et en ré-indexant tout symbole dans Ej par j > k dans
Ej−1.

Par conséquent :

Lemme 5.2. Soit X = {(Ej = Fj) | 1 ≤ j ≤ n} un système d’équations à travers Σ et n variables
{E1, . . . ,En}. Soit Ek = Fk une équation dans X tel que Ek = Fk n’est pas récursive. Alors
pour chaque n − 1-tuple Z = (L1, . . . , Lk−1, Lk+1, . . . , Ln), les deux déclarations suivantes sont
équivalentes :

1. (L1, . . . , Lk−1, LZ(Fk), Lk+1, . . . , Ln) est une solution de X
2. (L1, . . . , Lk−1, Lk+1, . . . , Ln) est une solution de X k \ {Ek = Fk}

Donc, un système non-récursif peut être résolu en se référant à un système plus petit obtenu par
substitution :

Corollaire 5.1. Soit X = {(Ej = Fj) | 1 ≤ j ≤ n} un système d’équations à travers Σ et n
variables {E1, . . . ,En}. Soit Ek = Fk une équation dans X tel que Fk est une ERA à travers Σ.
Alors, pour chaque n− 1-tuple (L1, . . . , Lk−1, Lk+1, . . . , Ln), les deux déclarations suivantes sont
équivalentes :

1. (L1, . . . , Lk−1, L(Fk), Lk+1, . . . , Ln) est une solution pour X
2. (L1, . . . , Lk−1, Lk+1, . . . , Ln) est une solution pour X k \ {Ek = Fk}
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De plus, un tel système admet une solution unique :

Proposition 5.5. Soit X = {(Ej = Fj) | 1 ≤ j ≤ n} un système non récursif à travers Σ et
{E1, . . . ,En}. Alors

X admet une solution unique.

Démonstration. Par récurrence sur le cardinal de X .

1. X = {E1 = F1}, alors F1 est une ERA à travers Σ (sans variables) donc L(F1) est la solution
unique de X

2. Comme X est non récursif, il existe une équation Ek = Fk avec Fk une ERA à travers Σ (sans
variables). Par conséquent, suivant le corollaire 5.1, un tuple (L1, . . . , Lk−1, L(Fk), Lk+1, . . . , Ln)

est une solution pour X si et seulement si (L1, . . . , Lk−1, Lk+1, . . . , Ln) est une solution pour
X k \{Ek = Fk}. Suivant l’hypothèse de récurrence, X k \{Ek = Fk} est non récursif et admet
donc une solution unique (L1, . . . , Lk−1, Lk+1, . . . , Ln). Donc, (L1, . . . , Lk−1, L(Fk), Lk+1, . . . , Ln)

est une solution pour X . Enfin, Lk 6= L(Fk),le tuple (L1, . . . , Lk−1, Lk, Lk+1, . . . , Ln) n’est
pas une solution pour Ek = Fk et (L1, . . . , Lk−1, L(Fk), Lk+1, . . . , Ln) représente l’unique
solution pour X .

Exemple 5.4. Soit Y le système d’équations suivant :

Y =


E1 = f(E2,E3) + f(E2,E3)

E2 = b+ f(E4,E4)

E3 = a+ h(E4)

E4 = a+ (f(a, b))∗b ·b a

Alors

Y4 =


E1 = f(E2,E3) + f(E2,E3)

E2 = b+ f(a+ (f(a, b))∗b ·b a, a+ (f(a, b))∗b ·b a)

E3 = a+ h(a+ (f(a, b))∗b ·b a)

E4 = a+ (f(a, b))∗b ·b a

(Y4)3 =



E1 = f(E2, a+ h(a+ (f(a, b))∗b ·b a)) + f(E2, a+

h(a+ (f(a, b))∗b ·b a))

E2 = b+ f(a+ (f(a, b))∗b ·b a, a+ (f(a, b))∗b ·b a)

E3 = a+ h(a+ (f(a, b))∗b ·b a)

E4 = a+ (f(a, b))∗b ·b a

((Y4)3)2 =



E1 = f(b+ f(a+ (f(a, b))∗b ·b a, a+ (f(a, b))∗b ·b a), a+

h(a+ (f(a, b))∗b ·b a)) + f(b+ f(a+ (f(a, b))∗b ·b a, a+

(f(a, b))∗b ·b a), a+ h(a+ (f(a, b))∗b ·b a))

E2 = b+ f(a+ (f(a, b))∗b ·b a, a+ (f(a, b))∗b ·b a)

E3 = a+ h(a+ (f(a, b))∗b ·b a)

E4 = a+ (f(a, b))∗b ·b a
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5.1.3 Système d’équations récursif

Par analogie au cas de mots, l’élimination du cas récursif est inévitable. En effet, la récurrence doit
être enlevée afin d’éviter des substitutions infinies.

Le lemme d’Arden [Con61] est un résultat fondamental en théorie des automates de mots. Ce lemme
permet de trouver une solution pour une équation récursive de la forme X = A · X ∪ B où X est
le langage inconnu. Ce résultat permet d’identifier une expression rationnelle de mots. En effet, des
résultats similaires sont connus pour les arbres. Par exemple, Bozapalidis [Boz99] a proposé une
solution récursive dans une algèbre qui contient la classe des langages d’arbres.

Dans la proposition suivante, nous généralisons ce lemme pour les langages d’arbres reconnaissables :

Proposition 5.6. Soient A et B deux langages à travers Σ. Alors A∗c ·c B est la plus petite solution
dans la famille F des langages L à travers Σ satisfaisant L = A ·c L ∪B. En outre, si c /∈ A, alors
F = {A∗c ·c B}.

Démonstration. Nous mettons Z = A∗c ·c B.

1. Clairement, Z ∈ F :

A ·c (A∗c ·c B) ∪B = (A ·c A∗c) ·c B ∪B utilisant le Corollaire 1.1

= (A ·c A∗c) ·c B ∪ {c} ·c B
= ((A ·c A∗c) ∪ {c}) ·c B
= A∗c ·c B

2. Montrons que si on pose C ∈ F , alors Z ⊂ C. Pour cette raison, nous montrons que pour n ≥
0, An,c ·c B ⊂ C. Comme C ∈ F , alors C = A ·c C ∪B. Par conséquent, A0,c ·c B = B ⊂ C
et A ·c C ⊂ C. Supposons que An,c ·c B ⊂ C pour n ≥ 0. Alors, suivant le corollaire 1.2,
A ·c (An,c ·c B) ⊂ A ·c (C) et suivant le Corollaire 1.1, An+1,c ·c B ⊂ A ·c C ⊂ C. Alors,
sachant que n, An,c ·c B ⊂ C, nous avons Z = A∗c ·c B ⊂ C.

3. Finalement, nous montrons que si c /∈ A, alors n’importe quel langage Y ∈ F satisfaisant
Y ⊂ Z, implique que F = {Z}. Soit Y 6= Z satisfaisant Y = A ·c Y ∪ B. Supposons que
Y 6⊂ Z. Soit t ∈ Y \ Z tel que Height(t) est minimal. Évidemment, B ⊂ Z, t 6∈ B. Par
conséquent, t appartient à A ·c Y et t = t1 ·c t2 avec t1 ∈ A et t2 ∈ Y . (c /∈ A, t1 6= c). De
plus, si c n’apparaı̂t pas dans t1, alors t = t1 ∈ A et t ∈ A∗c ·c B = Z est en contradiction
avec t /∈ Z. Alors, c figure dans t1, et Height(t2) < Height(t). Ce résultat est en contradiction
avec la minimalité de la taille de t.

Par conséquent, Y = Z.

En appliquant des substitutions successives, tout système récursif peut être transformé en un autre
système équivalent tel qu’il existe un symbole Ej qui satisfait Ej <X Ej .

Nous présentons un cas spécial où un système récursif peut être résolu :

Premièrement, nous définissons la décomposition et la fonction split d’une expression quelconque :
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Définition 5.4. La décomposition de E notée dec(E) est définie comme suit :

dec(E) =


{E} si E = c, E = X, E = f(E1, . . . , En),

E = E1.cE2 ou bien E = E∗c1

dec(E1) ∪ dec(E2) si E = E1 + E2

Où E1, . . . , En sont des ERA à travers (Σ, X), X ∈ X et c ∈ Σ0.

Pour une variable X, decX(E) = {F ∈ dec(E) | X figure dans F}. decX(E) = dec(E)/decX(E).

Pour un entier j, la j−split d’une expressionE à travers (Σ, {X1, . . . ,Xn}) est le couple j−split(E)

défini par :

j−split(E) = (
∑

F∈decXj (E)

F,
∑

F∈decXjE
F )

Ensuite, ce couple peut être utilisé pour factoriser une équation récursive dans le but d’appliquer la
proposition 5.6.

En effet :

Proposition 5.7. Soit X = {(Ej = Fj) | 1 ≤ j ≤ n} un système d’équations. Soit a 6∈ Σ. Soit
1 ≤ k ≤ n. Soit Γ ⊂ Σ tel que Γ = {c ∈ Σ0 | {·c,∗c }∩ op(Fk) 6= ∅}. Soit L un n-tuple de langages
à travers Σ \ Γ. Soit k−split(F ) = (F ′k, F

′′
k ). Les déclarations suivantes sont équivalentes :

1. L est une solution pour Ek = Fk,

2. L est une solution pour Ek = (F ′k)Ek←a ·a Ek + F ′′k .

Du moment où une équation est factorisée, Proposition 5.6 peut être appliquée par contraction :

Définition 5.5. Soit X = {(Ej = Fj) | 1 ≤ j ≤ n} un système d’équations. Soit 1 ≤ k ≤ n

tel que Ek = F ′k ·c Ek + F ′′k . La contraction de (Ek = Fk) dans X est le système X k = {Ek =

(F ′k)
∗c ·c F ′′k )} ∪ {Ej = Fj | j 6= k ∧ 1 ≤ j ≤ n}.

Suivant Proposition 5.6, cette contraction préserve le langage :

Proposition 5.8. Soit X = {(Ej = Fj) | 1 ≤ j ≤ n} un système d’équations. Soit 1 ≤ k ≤ n tel
que Ek = F ′k ·c Ek + F ′′k . Soit L = (L1, . . . , Ln) un n-tuple de langages d’arbres. Les déclarations
suivantes sont équivalentes :

1. L est une solution pour X ,

2. L est une solution pour Xk.

De plus, si c 6∈ LL(F ′k) alors pour chaque langage L′k 6= Lk,

(L1, . . . , Lk−1, L
′
k, Lk+1, . . . , Ln) n’est pas une solution pour X .
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Exemple 5.5. Soit X4 le système illustré dans Exemple 5.3 :

X 4 =


E1 = f(E1,E1) + f(E2, a+ h(E3))

E2 = b+ f(E2, a+ h(E3))

E3 = a+ h(a+ h(E3))

E4 = a+ h(E3)

2 − split de b + f(E2, a + h(E3)) est f(x2, a + h(E3)) ·x2 E2 + b, contractée dans f(x2, a +

h(E3))∗x2 ·x2 b.

Néanmoins, la factorisation qui précède une contraction peut produire une ERA qui n’est équivalente
avec celle de départ. Nous présentons une condition nécessaire mais pas suffisante pour détecter les
systèmes pouvant avoir une solution.

La portée d’un opérateur (∗c, ·c) est l’ensemble des opérandes qui figurent à sa gauche. Une occur-
rence d’un symbole c ∈ Σ est délimitée si elle figure dans la portée d’un symbole c ou bien si elle est
un symbole de concaténation (·c ou ∗c).

Une ERA est fermée si toutes les occurrences des symboles délimités sont délimitées. Plus généralement,
un système est fermé si toutes ses équations le sont.

L’ensemble free(X ) contient les symboles de Σ0 qui ne sont pas délimités.

Nous montrons maintenant que la fermeture est préservée pour la substitution, la factorisation et la
contraction.

Lemme 5.3. Soient F et F ′ deux ERA fermées à travers Σ,E tel que les symboles délimités dans F
le sont aussi pour F ′. Soit Ek ∈ E. Alors :

FEk←F ′ est fermée.

Démonstration. Inductivement sur la structure deF . SoitH une ERA, l’expressionG(H) = HEk←F ′ .
Nous mettons G = G(F ).

1. Si F ∈ Σ0 ∪ {0} ∪ E \ {Ek}, alors G = F . Alors G est fermée.

2. Si F = Ek, alors G = F ′. Par conséquent, G est fermée.

3. Si F = f(E1, . . . , En), alors G = f(G(E1), . . . , G(En)). Suivant l’hypothèse d’induction,
G(E1),. . ., et G(En) sont fermées, donc G l’est aussi.

4. Si F = E1 + E2, alors G = G(E1) + G(E2). Suivant l’hypothèse d’induction, G(E1) et
G(E2) sont fermées, même cas pour G.

5. Si F = E1 ·c E2, alors G = G(E1) ·c G(E2). Suivant l’hypothèse d’induction, G(E1) et
G(E2) sont fermées. Sachant que les symboles délimités de F sont aussi délimités dans F ′, c
est délimité dans G(E2) (G(E1) est déjà délimité). Par conséquent, G est fermée.

6. Si F = E∗c1 , alors G = (G(E1))∗c . Suivant l’hypothèse d’induction, G(E1) est fermée. Enfin,
G est fermée.
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Par la suite, nous avons :

Corollaire 5.2. Soit X un système fermé à travers n variables. Soit 1 ≤ k ≤ n. Alors :

X k Est fermé

Corollaire 5.3. Soit F une ERA fermée à travers Σ,E. Soit Ek ∈ E. Soit k − split(Fn) = (F ′, F ′′).
Soit a 6∈ Σ. Alors :

(F ′)Ek←a ·a Ek + F ′′ est fermée.

Et :

Lemme 5.4. Soit E = F ·c F ′ + F ′′ une ERA fermée. Alors :

F ∗c ·c F ′′ est une ERA fermée.

Démonstration. Soit E′ = F ∗c ·c F ′′. Supposant que E′ n’est pas fermée. Soit c est délimité dans
F ′′, ou bien il existe un opérateur {·a,∗a } figurant dans F (resp. F ′′) tel qu’une occurrence de a n’est
pas délimitée dans F ′′ (resp. in F ). Ceci est une contradiction avec la fermeture de E.

Corollaire 5.4. Soit X = {(Ej = Fj) | 1 ≤ j ≤ n} un système fermé. Soit 1 ≤ k ≤ n tel que
Ek = F ′k ·c Ek + F ′′k . Alors :

Xk est fermé.

Dans ce qui suit, nous disons qu’un n-tuple d’ERA (E1, . . . , En) dénote une solution rationnelle
(L1, . . . , Ln) si Li = L(Ei) pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Exemple 5.6. Nous utilisons le système X illustré dans Exemple 5.2. En substituant par E3, nous
obtenons :

X 3 =


E1 = f(E1,E1) + f(E2,E4)

E2 = b+ f(E2, a+ h(E4))

E3 = a+ h(E4)

E4 = a+ h(a+ h(E4))

4−split de a + h(a + h(E4)) mène à la factorisation (h(a + h(x4))) ·x4 E4 + a, contractée dans
(h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a. Alors, 

E1 = f(E1,E1) + f(E2,E4)

E2 = b+ f(E2, a+ h(E4))

E3 = a+ h(E4)

E4 = (h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a
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En substituant, 
E1 = f(E1,E1) + f(E2, (h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a)

E2 = b+ f(E2, a+ h((h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a))

E3 = a+ h((h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a)

E4 = (h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a

2−split de b+f(E2, a+h((h(a+h(x4)))∗x4 ·x4 a)) mène à la factorisation de (f(x2, a+h((h(a+

h(x4)))∗x4 ·x4 a))) ·x2 E2 + b, contracté dans (f(x2, a+ h((h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a)))∗x2 ·x2 b. Nous
aurons le nouveau système

E1 = f(E1,E1) + f((f(x2, a+ h((h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a)))∗x2 ·x2 b,

(h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a)

E2 = (f(x2, a+ h((h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a)))∗x2 ·x2 b

E3 = a+ h((h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a)

E4 = (h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a

Finalement, factoriser/contracter la première équation donne :



E1 = (f(x1, x1))∗x1 ·x1 (f((f(x2, a+ h((h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a)))∗x2 ·x2 b,

(h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a))

E2 = (f(x2, a+ h((h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a)))∗x2 ·x2 b

E3 = a+ h((h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a)

E4 = (h(a+ h(x4)))∗x4 ·x4 a

N’importe quel système fermé admet une solution canonique :

Théorème 16. Soit X = {(Ej = Fj) | 1 ≤ j ≤ n} un système fermé à travers Σ et {E1, . . . ,Ek}.
Alors

X admet une solution rationnelle à travers free(X ).

De plus, un n-tuple D’ERA dénotant cette solution peut être calculé.

Démonstration. Par récurrence sur le cardinal de X .

1. Supposons que l’équation En = Fn n’est pas récursive.

(a) Si n = 1, alors F1 est une ERA et L(F1) représente la solution unique pour X . Sachant
que X est fermé, L(F1) ⊂ Tfree(X ).

(b) Sinon, considérons le système X ′ = X k \ {En = Fn}. A partir du Corollaire 5.2, le
système X ′ est fermé. En se référant sur l’hypothèse de récurrence, X ′ admet une so-
lution rationnelle Z = (L1, . . . , Ln−1) à travers free(X ) dénotée par (E1, . . . , En−1).
Moyennant le Lemme 5.2, ceci implique que (L1, . . . , Ln−1, LZ(Fn)) est une solution
pour X et donc l’est aussi pour free(X ). Utilisant le Lemme 5.1, LZ(Fn) est dénoté
par En = (. . . (Fn)E1←E1 . . .)En−1←En−1

, qui est en effet une ERA sans variables. Par
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conséquent, X admet une solution rationnelle (L1, . . . , Ln−1, LZ(Fn)) à travers free(X )

dénotée par (E1, . . . , En).

2. Considérons que En = Fn est récursive. Soit ksplit(Fn) = (F ′, F ′′). Soit a un symbole
hors Σ. Soit F ′n = (F ′)Ek←a ·a Ek + F ′′. Sachant que X est fermé, il est claire en appliquant
Proposition 5.7 queX admet une solution à travers free(X ) si et seulement siX ′ = (X \{En =

Fn})∪{En = F ′n} admet lui aussi une solution. En se référant au Corollaire 5.3, X ′ est fermé.
En utilisant la Proposition 5.8, X ′ admet une solution à travers free(X ) si et seulement si X ′n
admet lui aussi une solution. En utilisant le Lemme 5.4, X ′n est fermé , et contient l’équation
Ek = F ′∗c ·c F ′′, qui n’est pas récursive. L’existence de la solution est don prouvée en utilisant
le point (1).

En d’autres termes,

Théorème 17. Tout système fermé peut être effectivement résolu.

5.1.4 Construction d’une ERA depuis un AAFA

L’idée derrière cette construction est d’extraire un système d’équations depuis un AAFA. Pour chaque
état de l’automate, nous pouvons définir une équation rationnelle dénotant son langage accepté.

Premièrement, nous montrons une propriété intéressante pour le langage accepté d’un état :

Lemme 5.5. Soit A = (Σ, Q,Qf ,∆) un AAFA. Soit q ∈ Q. Alors :

L(q) =
⋃

(f,q1,...,qn,q)∈∆

f(L(q1), . . . , L(qn))

Démonstration. On pose L′(q) =
⋃

(f,q1,...,qn,q)∈∆ f(L(q1), . . . , L(qn)). Soit t = f(t1, . . . , tn) un
arbre dans TΣ. Nous montrons que t ∈ L(q) ⇔ t ∈ L′(q). Par définition, t ∈ L(q) ⇔ q ∈ δ(t).
Alors :

q ∈ δ(t)⇔ ∃(f, q1, . . . , qn, q) ∈ ∆, (∀1 ≤ i ≤ n, qi ∈ δ(ti))
⇔ ∃(f, q1, . . . , qn, q) ∈ ∆, (∀1 ≤ i ≤ n, ti ∈ L(qi))

⇔ ∃(f, q1, . . . , qn, q) ∈ ∆, t ∈ f(L(q1), . . . , L(qn))

⇔ t ∈ L′(q)

A travers ce résultat, on peut définir un système d’équations pour un AAFA.

Définition 5.6. Soit A = (Σ, Q,Qf ,∆) un AAFA avec Q = {1, . . . , n}. Le système d’équations
associé à A est l’ensemble d’équations XA à travers E1, . . . ,En défini par XA = {Eq | q ∈ Q} où
pour chaque état q in Q, Eq est l’équation Eq = Fq avec Fq =

∑
(f,q1,...,qn,q)∈∆ f(Eq1 , . . . ,Eqn).
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Alors :

Proposition 5.9. Soit A = (Σ, Q,Qf ,∆) un AAFA avec Q = {1, . . . , n}. Soit E = (E1, . . . , En)

une solution pour XA. Alors :
∀1 ≤ j ≤ n,L(Ej) = L(j).

Démonstration. Soit t ∈ TΣ. Nous montrons par induction sur t que t ∈ L(Ej)⇔ t ∈ Lj .

1. Supposons que t ∈ Σ0. Alors

t ∈ L(Ej)⇔ t ∈ L(
∑

(f,q1,...,qn,j)∈∆

f(Eq1 , . . . , Eqn))

⇔ (t, j) ∈ ∆

⇔ t ∈ L(j)

2. Sinon, t = g(t1, . . . , tk) et

t ∈ L(Ej)⇔ t ∈ L(
∑

(f,q1,...,qn,j)∈∆

f(Eq1 , . . . , Eqn))

⇔ ∃(g, q1, . . . , qk, j) ∈ ∆ ∧ ∀1 ≤ l ≤ k, tl ∈ L(Eql)

⇔ ∃(g, q1, . . . , qk, j) ∈ ∆ ∧ ∀1 ≤ l ≤ k, tl ∈ L(ql) (Hypothèse d’induction)

⇔ t ∈
⋃

(f,q1,...,qn,j)∈∆

f(L(q1), . . . , L(qn))

⇔ t ∈ L(j) (Lemme 5.5)

Sachant que XA est par définition fermé, suivant Théorème 17 :

Théorème 18. Soit A = (Σ, Q,Qf ,∆) un AAFA. Alors :

XA peut être effectivement resolu.

Par conséquent :

Théorème 19. Soit A = (Σ, {1, . . . , n}, Qf ,∆) un AAFA. Soit (E1, . . . , En) dénotant une solution
de XA. Alors :

L(A) est dénoté par l’ERA
∑
j∈Qf

Ej .

Exemple 5.7. SoitA l’AAFA illustré dans Figure 5.3. Le système associé àA estX dans Exemple 5.2 :

X =


E1 = f(E1,E1) + f(E2,E4)

E2 = b+ f(E2,E4)

E3 = a+ h(E4)

E4 = a+ h(E3)
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FIGURE 5.3: Exemple d’AAFA.

Premièrement, nous calculons X 4 :

X 4 =


E1 = f(E1,E1) + f(E2, a+ h(E3))

E2 = b+ f(E2, a+ h(E3))

E3 = a+ h(a+ h(E3))

E4 = a+ h(E3)

Ensuite, nous résolvons le sous-système suivant :
E1 = f(E1,E1) + f(E2, a+ h(E3))

E2 = b+ f(E2, a+ h(E3))

E3 = a+ h(a+ h(E3))

(5.2)

3− split de a+ h(a+ h(E3)) mène à la factorisation de h(a+ h(x3)) ·x3 E3 + a, contractée dans
(h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a. Alors :

E1 = f(E1,E1) + f(E2, a+ h(E3))

E2 = b+ f(E2, a+ h(E3))

E3 = (h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a

et en substituant E3 dans
E1 = f(E1,E1) + f(E2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))

E2 = b+ f(E2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))

E3 = (h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a

Nous résolvons le nouveau système{
E1 = f(E1,E1) + f(E2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))

E2 = b+ f(E2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))
(5.3)
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2−split de b+f(E2, a+h((h(a+h(x3)))∗x3 ·x3 a)) mène à la factorisation de (f(x2, a+h((h(a+

h(x3)))∗x3 ·x3 a))) ·x2 E2 + b, contractée dans ((f(x2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))))∗x2 ·x2 b. et{
E1 = f(E1,E1) + f(E2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))

E2 = ((f(x2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))))∗x2 ·x2 b

Une autre substitution
E1 = f(E1,E1) + f(((f(x2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))))∗x2 ·x2 b,

a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))

E2 = ((f(x2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))))∗x2 ·x2 b

Factorisation/contraction

E1 = (f(x1, x1))∗x1 ·x1 (f(((f(x2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))))∗x2 ·x2 b,

a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a)))

Enfin, nous obtenons la solution :

E1 = (f(x1, x1))∗x1 ·x1 (f(((f(x2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))))∗x2 ·x2 b,

a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a)))

E2 = ((f(x2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))))∗x2 ·x2 b

E3 = (h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a

E4 = a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a)

Les états finaux sont 1 et 3. Le langage L(A) est dénoté par l’expression :

(f(x1, x1))∗x1 ·x1 (f(((f(x2, a+ h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))))∗x2 ·x2 b, a+

h((h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a))) + (h(a+ h(x3)))∗x3 ·x3 a

5.2 Méthode de résolution de système d’étiquetage

Cette construction utilise une vue graphique sur l’automate d’arbres. Elle consiste à calculer des
chemins directs et indirects entres les différents états tout en gardant les symboles rencontrés. Les
chemins directs sont des chemins à un saut entre deux états. Un chemin indirect est une succession
de chemins directs. En effet, cette technique est une généralisation de l’algorithme de McNaughton-
Yamada pour les mots [MY60].

Dans cette partie, L’AAFA A(Σ, {1,m}, Qf ,∆) où m est un entier naturel strictement positif, est
utilisé comme référence. Dans le cas général, nous pouvons proposer un ordre quelconque pour les
états. Cet ordre servira pour remplacer chaque état par l’entier naturel indiquant sa position dans la
séquence d’états ordonnés.

Nous associons aussi à chaque état p ∈ Q une variable xp. Ainsi, l’ensemble des variables associées
à Q est X = {x1, . . . , xm}.
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Maintenant, nous définissons le langage de branches entre deux états.

Définition 5.7. Soient p, q ∈ Q alors :

Pp,q = {t(s← xq) | s ∈ L(q), t ∈ L(p)}

Évidemment, si t ∈ Pp,q, t′ ∈ L(p) alors t.xpt
′ ∈ L(q).

Nous définissons l’ERA M
(k)
p,q pour états p, q ∈ Q et un entier k comme suit :

Définition 5.8. Soit X = {x1, . . . , xm} l’ensemble de variables associé à Q.

Alors :

M (0)
p,q =

∑
(f,q1,...,q,...,qn,p)∈∆

f(xq1 , . . . , xq, . . . , xqn) (5.4)

Par conséquent, M (k)
p,q est calculé par recurence sur un entier naturel k comme suit :

M (k)
p,q = M (k−1)

p,q +M
(k−1)
p,k .xp(M

(k−1)
k,k )∗xk .xkM

(k−1)
k,q (5.5)

Il est à noter que M (0)
p,q = 0 si aucune transition de la forme (f, q1, . . . , q, . . . , qn, p) n’existe dans ∆

L’idée derrière cette construction est d’effectuer un développement de branches d’arbres.

Le cas de base est quand k = 0. Il reflète les chemins directs entre l’état en question et l’état cible.
En d’autres termes, c’est le calcul d’une matrice M0 : Q → Rat(Σ ∪ X) où les entrée M0(i, j)

sont les transitions contenant i et produisant j ∈ θ tout en remplaçant chaque état par la variable
correspondante. M (0)

p,q = 0 dénote le langage vide.
Quant à l’induction, elle calcule les chemins entre i et θ passant par des états inférieurs à l’état désiré
k. En d’autres termes, justes les étiquettes dans des chemins ne passant que par des états voulus sont
comptées. Si aucun chemin ne passe par k alors le calcul deM (k)

p,q revient au calcul deM (k−1)
p,q . Sinon,

le chemin est coupé en trois. La première partie calcule les chemins depuis p jusqu’à k sans cycles
(mentionné M (k−1)

p,k ). La deuxième partie calcule les éventuels cycles. La dernière partie dénote le
passage de k vers l’état q.

Pour simplifier la notation, nous définissons la concaténation multiple comme suit :

Définition 5.9. Soient x1, . . . , xn ∈ X . Soient E,E1, . . . , En n ERA alors :

E.<x1,...,xn> < E1, . . . , En >= E.x1E1. . . . .xnEn (5.6)

En se basant sur la construction de M . Le lemme suivant montre que le calcul de M (|Q|)
p,q dénote

exactement le langage de branches entre les deux états p et q.

Lemme 5.6. Soient E1, . . . , En n ERA dénotant respectivement L(q1), . . . , L(qn). Nous avons :

Pp,q = JM (m)
p,q .<x1,...,xq−1,xq+1,...,xm> < E1, . . . , Eq−1, Eq+1, . . . , Em >K
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En effet, soit t ∈ JM (k)
p,q K pour k ≤ |Q|. Par définition, t appartient au langage dénoté par M (k−1)

p,q ou
bien à celui dénoté par M (k−1)

p,k .xp(M
(k−1)
k,k )∗xk .xkM

(k−1)
k,q . On peut montrer que cette ERA dénote

tous les chemins entre p et q passant par tous les états ordonnés. Le résultat contient seulement des
symboles de ∪i>0Σi et des variables de X . Après concaténation, seules les occurrences de xp. La
condition |Q| assure que tous les états ont bien été visité durant le processus de construction.

Maintenant, nous remplaçons toutes les variables restantes par des éléments de Σ0 (qui constituent le
point de départ dans la reconnaissance d’un AAFA). Nous définissons l’ensemble I comme suit :

I = {p | ∃(a, p) ∈ ∆, a ∈ Σ0}

Nous avons :

Lemme 5.7. Soient p, q ∈ Q. Nous avons

L(p) =
⋃
q∈I

(Pp,q).xqL(q)

Démonstration. Soit t ∈ Pp,q pour deux états p et q dans Q. Soit xp = υ(p). Par définition, nous
avons t.xp ∈ L(q). Maintenant, soit t ∈ L(q), q ∈ Q. Donc, ∀q ∈ Q,L(q) 6= ∅. Par induction,
utilisant la définition de δ, chaque calcul atteint le cas de base qui est les transitions de la forme
(a, p), a ∈ Σ0, p ∈ Q. Par conséquent, il existe p ∈ I tel que t(s ← x), s ∈ L(p) appartient à Pp,q
pour une variable x.

Afin d’empêcher une transition d’être utilisée plus d’une fois dans un même calcul, nous utilisons
∆m pour les transitions qui n’ont pas encore été utilisées.

Pour un état q, nous définissons l’ERA α′(q) à travers (Σ, X) comme suit (on utilise ∆m au lieu de
∆).

α′(q) =
∑
q′∈I

M
(m−1)
q,q′

Afin d’éviter la génération d’expressions équivalentes à 0 lors d’éventuelle concaténation .c, nous
étendons α′ pour une état q comme suit :

α(q, c) =

 α′(q) si α′(q) 6≡ 0

c sinon

Maintenant, nous définissons les ERA élémentaires Eq pour q ∈ Q :

Eq =
∑
q∈I

M (|Q|)
p,q .<x1,...,xq−1,xq+1,...,xm> < α(1, x1), . . . , α(q−1, xq−1), α(q+1, xq+1), . . . , α(m,xm) >
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Par conséquent, nous associons à chaque état un ensemble de symboles de Σ0 afin de compléter
l’étiquetage. Soit I = {q1, . . . , qn} tel que q1, . . . , qn ∈ Q}. Pour chaque état p ∈ I nous associons
l’ERA σ0(p) =

∑
(a,p)∈∆ a.

Donc, nous définissons Eq, q ∈ Q comme suit :

Eq = Eq.<xq1 ,...,xqn>
< σ0(q1), . . . , σ0(qn) > (5.7)

Suivant Lemme 5.6 et Lemme 5.7 nous aurons :

Corollaire 5.5. Soit p ∈ Q alors JEpK = L(p) .

Enfin :

Théorème 20.

L(A) est dénoté par
∑
p∈Qf

Ep.

En effet, cette construction est simple mais délicate à utiliser à la main. Nous montrons un exemple
simple sur un automate à deux états et trois transitions.

Exemple 5.8. Soit l’automate d’arbres suivant.

A = ({1, 2}, {a, g(, )}, {2}, {(a, 1), (a, 2), (g, 1, 2, 2)}).

Nous nous intéressons au seul état final 2. Comme il y a une seule transition avec des entrées et des
sorties, qui est (g, 1, 2, 2), nous avons :

M
(0)
1,1 = 0

M
(0)
2,1 = M

(0)
2,2 = g(x1, x2)

M
(1)
2,1 = M

(0)
2,1 +M

(0)
2,1 .x1(M

(0)
1,1 )∗x1 .x1M

(0)
1,1

= g(x1, x2) + g(x1, x2).x1(0)x1 .x10

≡ g(x1, x2)

Nous utilisons les simplifications suivantes :Ex.xE ≡ Ex et E + E ≡ E pour une ERA E et une
variable x (voir le Lemme 1.6). Ceci nous permet de trouver des ERA équivalentes avec une longueur
plus petite. De la même manière, nous obtenons :

M
(2)
2,1 = M

(2)
2,2 = M

(1)
2,1 +M

(1)
2,2 .x2(M

(1)
2,2 )∗x2 .x2M

(1)
2,1

≡ g(x1, x2) + (g(x1, x2))∗x2 .x2(g(x1, x2))∗x2

≡ (g(x1, x2))∗x2
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Notons que ∆m contient seulement les transitions (a, 1) et (a, 2) qui sont inutiles pour le calcul de
α(1) et α(2). Nous aurons E2 = M

(2)
2,1 +M

(2)
2,2

Par conséquent, sachant que I = {1, 2} et σ0(1) = σ0(2) = a, l’ERA E2 est extraite comme suit :

E2 ≡ (g(x1, x2))∗x2 .<x1,x2> < σ0(1), σ0(2) >

≡ (g(x1, x2))∗x2 .<x1,x2> < a, a >

≡ ((g(x1, x2))∗x2 .x1a).x2a

≡ ((g(a, x2))∗x2).x2a

Enfin, nous aurons :
J((g(a, x2))∗x2).x2aK = L(A)

5.3 Intégration rationnelle

La technique d’intégration est une méthode inverse de la méthode des dérivées partielles. Bien que
cette méthode ne définit pas une expression rationnelle équivalente à un automate, mais elle sert
bien à prouver quelques propriétés puissantes. En effet, cette technique a été introduite par Smith et
Yau [SY72] afin de définir une fonction inverse aux dérivés partielles sur les mots. Dans cette partie,
nous généralisons cette notion aux expressions rationnelles d’arbres [GBC15].

L’automate des dérivés pour les mots a été introduit par Brzozowski [Brz64] pour la première fois.
Ensuite, Antimirov [Ant96] a amélioré cette construction et a proposé la notion des dérivés partielles.
Dans le cas des arbres, Kuske et Meinecke. [KM11] ont généralisé la notion des dérivées partielles
pour les ERA d’arbres. Ainsi, la construction d’un automate dit automate d’équations est possible.

Nous définissons l’opération de concaténation sur un ensemble ordonné d’ERA :

Soit N un ensemble de n-tuples d’ERA à travers un alphabet Σ pour un entier n ≥ 1. Nous
définissons la n−concaténation avec l’ERA F comme suit :

Définition 5.10.
N .cF = {(E1.cF, . . . , En.cF ) | (E1, . . . , En) ∈ N} (5.8)

Maintenant, nous commençons par introduire la notion des dérivées partielles comme définie dans
[KM11].

Définition 5.11. La dérivée partielle g−1 d’une ERA E à travers un alphabet Σ pour un symbole
g ∈ Σi, i > 0 est l’ensemble des n-tuples défini par induction comme suit :
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g−1(f(E1, . . . , En)) =

 {(E1, . . . , En)} si f = g

∅ sinon

g−1(E + F ) = g−1(E) ∪ g−1(F )

g−1(E∗c) = g−1(E).cE
∗c

g−1(E.cF ) =


g−1(E).cF si c /∈ [[E]]

g−1(E).cF ∪ g−1(F ) sinon

L’ensemble Ñ associé à un n-tuple d’ERA est Ñ = {F | ∃(F1, . . . , F, . . . , Fn) ∈ N , n ∈ N}

La dérivée de E (notée ∂(E)) pour un ensemble de symboles de (Σ/Σ0)∗ est défini par induction
comme suit :

∂ε(E) = {E}

∂wg(E) =
⋃

E′∈∂w(E)

g̃−1E′, w ∈ Σ∗≥1, g ∈ Σ≥1

L’automate d’équations pour une ERA E à travers Σ est l’automate défini comme suit :

Définition 5.12. SoitE une ERA définie sur un alphabet Σ. L’automate d’équations EE = (Q,Σ, Qf ,∆)

est défini comme suit :

Q = ∂Σ∗≥1
(E)

Qf = {E}
∆ = {(f,G1, . . . , Gm, F ) | F ∈ Q, f ∈ Σm, (G1, . . . , Gm ∈ f−1(F ))}

∪{(F, c) | F ∈ Q, c ∈ JF K ∩ Σ0}

Nous aurons :

Théorème 21. Soit E une ERA. Alors L(EE) = JEK.

Nous introduisons la notion d’intégration rationnelle et nous montrons que cette dernière peut être
vue comme une fonction inverse aux dérivées partielles, nous annonçons la définition suivante.

Définition 5.13. Soit N un ensemble de n-tuple de ERA. L’intégrale de N par f ∈ Σn est∫
N df =

∑
(E1,...,En)∈N

f(E1, . . . , En) (5.9)
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Nous remarquons que
∫
∅ df = 0 pour tout f ∈ Σ>.

La sémantique de l’intégrale est calculée comme suit :

Lemme 5.8.

[[

∫
N df ]] = {f(t1, . . . , tn) | (E1, . . . , En) ∈ N , t1 ∈ [[E1]], . . . , tn ∈ [[En]], Arity(f) = n}

(5.10)

Les résultats suivants (Lemmes 5.9 et 5.10)peuvent être démontrés facilement :

Lemme 5.9. Soient N ,M deux n-tuple d’ERA. Alors :∫
N ∪M df ≡

∫
N df +

∫
M df

Lemme 5.10. Soit E Une ERA. Alors :∫
N .cE df =

( ∫
N df

)
.cE

Nous définissons λE pour une ERA E. En effet, la sémantique de cette expression rationnelle re-
groupe les arbres constantes qui sont dénotés par l’ERA E.

Définition 5.14. Soit n > 0. Soient E1, . . . , En n ERA à travers Σ. Soient c ∈ Σ0, f ∈ Σn alors :

λc = c

λf(E1...,En) = 0

λE1+E2 = λE1 + λE2

λE∗c1
= λE1 + c

λE1.cE2 = λE1 .cλE2

La proposition suivante montre la relation entre l’intégrale et la dérivée partielle :

Proposition 5.10. Soit E une ERA, alors

E ≡
∑
g∈Σ>

∫
g−1E dg + λE (5.11)

Démonstration. La preuve peut être faite par induction sur la structure de E.

1. Si E = a ∈ Σ0 alors
∑

g∈Σ>

∫
g−1E dg ≡

∑
0 + λE ≡ a = E.

2. Si E = f(E1, . . . , En) alors λE = 0. Donc :∑
g∈Σ>

∫
g−1E dg ≡

∫
f−1E df +

∑
g∈Σ>/f

∫
g−1E dg (Lemme 1.6)

≡
∫
f−1E df +

∑
0

≡
∫
{(E1, . . . , En)} df = f(E1, . . . , En) = E



Automates d’arbres et expressions rationnelles 103

3. Si E = E1 + E2 alors λE ≡ λE1 + λE2 . Donc :∑
g∈Σ>

∫
(g−1E) dg + λE =

∑
g∈Σ>

∫
(g−1E1 ∪ g−1E2) dg + λE

≡
∑
g∈Σ>

(

∫
(g−1E1) dg +

∫
(g−1E2) dg) + λE (Lemme 5.9)

≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1E1) dg +

∑
g∈Σ>

∫
(g−1E2) dg + λE

≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1E1) dg + λE1 +

∑
g∈Σ>

∫
(g−1E2) dg + λE2

= E1 + E2 = E

4. Si E = E∗c1 (c ∈ Σ0) alors on rencontre deux cas :

cas 1 Si c /∈ [[E1]] alors λE ≡ λE1 + c. Donc :

E ≡ E∗c1

≡ E1.cE
∗c
1 + c (Lemme 1.6)

≡ (
∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1)) dg + λE1).cE

∗c
1 + c

≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1)) dg.cE

∗c
1 + λE1 .cE

∗c
1 + c

≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1).cE

∗c
1 ) dg + λE1 + c

≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1E) dg + λE

cas 2 Si c ∈ [[E1]] alors λE ≡ λE1 . Soit F une ERA à travers Σ tel que F + c ≡ E1 et c /∈ [[F ]]

donc λF ≡ λE1 + c et E∗c ≡ (F + c)∗c ≡ F ∗c. Par conséquent :

F ∗c ≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1F ∗c) dg + λF + c

Ensuite, nous avons :

E∗c1 ≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1E∗c1 ) dg + λE

5. Si E = E1.cE2, on distingue deux cas :
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cas 1 si c /∈ [[E1]] alors λE ≡ λE1 . Nous avons :∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E)) dg + λE =

∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1.cE2)) dg + λE

≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1).cE2) dg + λE

≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1)) dg.cE2 + λE

≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1)) dg.cE2 + λE1 .cE2 (Lemme 1.6)

≡ (
∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1)) dg + λE1).cE2

≡ E1.cE2 = E

cas 2 si c ∈ [[E1]] alors λE ≡ λE1 .cλE2 + λE2 . Nous avons :∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E)) dg + λE =

∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1.cE2)) dg + λE

≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1).cE2 ∪ g−1(E2)) dg + λE

≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1).cE2) dg +

∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E2)) dg + λE

≡
∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1)) dg.cE2 +

∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E2)) dg + λE1 .cλE2 + λE2

≡ (
∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E1)) dg + λE1).cE2 +

∑
g∈Σ>

∫
(g−1(E2)) dg + λE2

≡ E1.cE2 + E2 ≡ E1.cE2 = E

Maintenant, nous montrons la relation entre l’intégration et les expressions rationnelles dénotant les
langages acceptés dans un AAFA.

Soit A = (Σ, Q,Qf ,∆) un AAFA. Il faut d’abords s’assurer que l’ERA λE coı̈ncide avec les
constantes reconnues par le langage d’un état donné :

Lemme 5.11. Soit q ∈ Q. Soit E une ERA Σ tel que [|E]] = L(q) alors.

λE ≡
∑

(c,q)∈∆

c (5.12)

Par conséquent :
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Lemme 5.12.
E(q) ≡

∑
(f,q1,...,qn,q)∈∆

n≥1

∫
{(E(q1), . . . , E(qn))} df + λE(q)

Enfin, il suffit de sommer toutes les ERA des états finaux afin d’arriver l’ERA voulue :

Théorème 22.
L(A) = [[

∑
q∈Qf

E(q)]]

5.4 Algorithme de passage d’un AAFA vers une ERA

Nous présentons dans cette partie une heuristique qui permet de calculer une ERA à partir d’un AAFA
A = (Σ, Q,Qf ,∆).

Ainsi définies, les méthodes de passage d’un AAFA vers une ERA effectuent le calcul par analyse des
états de l’AAFA. La question qui se pose est quel est le premier cycle qu’on doit traiter en premier ?
En d’autres termes, s’il existe plusieurs cycles alors toutes les techniques ne sont pas déterministes.

Dans cette section, nous définissons notre heuristique qui permet d’optimiser la taille de l’ERA
résultante ainsi que le temps de calcul.

L’heuristique repose sur deux astuces :

• Définir un préordre basé sur la notion de largeur d’un état.

• Définir un ordre arbitraire
−→
Q sur les états de l’automate en cas d’équivalence d’états vis à vis

du préordre. Cet ordre est utilisé pour rendre le calcul déterministe.

Ensuite, nous définissons la notion de largeur d’un état. Tout simplement, elle consiste en la taille de
toutes les transitions produisant un état q :

Définition 5.15. (Taille d’un état) La taille d’un état q ∈ Q estwid(q) =
∑

(f,q1,...,qn,q)∈∆ |(f, q1, . . . , qn, q)|
où f ∈ Σn et q1, . . . , qn ∈ Q.

Ici, la détection de cycles est aussi importante dans le calcul des ERA. Par conséquent, l’heuristique
qu’on va utiliser dans notre algorithme est basée sur une relation de préordre sur les états en se basant
sur leur tailles, leurs niveaux (définition 4.3) et leurs appartenance au même cycle.

Nous définissons la relation de préordre � ⊆ Q2 comme suit :

Définition 5.16. (Préordre d’états) Soient p, q deux états dans un même cycle, alors p � q ⇔
L(p) + wid(p)

|A| ≤ L(q) + wid(q)
|A| .

Évidemment, cette heuristique permet d’ordonner les états suivant leurs niveaux. Si une égalité est
rencontrée, la taille est le deuxième paramètre à prendre en compte. Il est clair que pour un état
q, wid(p)

|A| . Alors, cette quantité est décisive si les niveaux de de deux états sont identiques.

L’Algorithme 19 calcule pour chaque état son appartenance à un cycle, son niveau ainsi que sa taille.
Pour comprendre l’algorithme, nous définissons :
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• D(q) = {q′, δ(f, q1, . . . , q
′, . . . , qn) = q},

• P (q) identique à l’ensemble des chemins de l’état q (présenté dans Définition 4.2).

D’abord, tous les niveaux d’états sont mis à “nul”. La variable temp est un ensemble qui mémorise
l’ensemble d’états concernés par l’itération en cours. temp2 collecte les états concernés par la pro-
chaine itération. CurrentLevel calcule les niveaux d’états en cours de traitement. La valeur du
niveau est mise à 0 et s’incrémente automatiquement à chaque itération. L’algorithme se termine
après |Q| itération au maximum (le chemin le plus long).

Algorithme 19 Calcul des cycles et des niveaux

1: Fonction CYCLESLEVELCOMP

2: CurrentLevel← 1
3: temp, temp2,← ∅
4: pour tout q ∈ Qf faire
5: L(q) = 1
6: Fin pour
7: temp← Qf
8: répéter
9: pour tout q ∈ temp faire

10: pour tout q′ ∈ D(q) faire
11: temp2 ← temp2 ∪ {q′}
12: P (q)← P (q) ∪ {q′}
13: si q ∈ P (q) alors
14: q appartient à un cycle
15: Fin si
16: si L(q′) = 0 alors
17: L(q′)← CurrentLevel
18: Fin si
19: Fin pour
20: Fin pour
21: temp← temp2
22: temp2 ← ∅
23: CurrentLevel← CurrentLevel + 1
24: jusqu’a CurrentLevel = |Q|
25: Fin Fonction

Lemme 5.13. La complexité de l’Algorithme 19 est O(|A| log(|Q|)).

Nous distinguons deux types d’états suivants leurs niveaux :

• Free est l’ensemble des états où les ERA qui dénotent leurs langages acceptés peuvent être
directement calculées. Par conséquent, p ∈ Free⇔ P (q) = ∅.

• Cycled l’ensemble des états participant à des cycles.

• Linked = Q−(Free∩Cycled) qui ne figurent pas dans des cycles, mais leurs ERA nécessite
le calcul des ERA d’autres états participant dans des cycles. Par conséquent, q ∈ Linked ⇔
(p ne figure pas dans un cycle et P (q) 6= ∅).
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Pour le calcul des ERA à partir d’AAFA, nous utilisons une idée simple. Elle consiste à transformer
les cycles à plusieurs sauts à des cycles en un seul saut pour un état donné. La substitution est la
technique qui permet une telle transformation. Afin d’éviter le non déterminisme, le préordre défini
au-dessus est utilisé comme heuristique.

L’ERA construite par l’Algorithme 20 dénote exactement le langage accepté par l’AAFA entré
comme paramètre. Premièrement, ComputeRTE est la fonction qui retourne E(q) pour un état
q ∈ Q suivant le lemme 5.12 et mémorise le résultat dans M(q). Pour chaque état q, nous asso-
cions son ensemble de prédécesseurs Pred(q) = {q′,∃(f, q1, . . . , q, . . . qn, q

′) ∈ ∆} où f ∈ Σn et
q1, . . . qn ∈ Q. Substitue(E, s) substitue l’ERA E dans tous les M(q), q ∈ s. Donc, pour chaque
état dans Free, E(q) est substituée dans tous les états appartenant à Pred(q).

Concernant les états de Cycled. Nous utilisons l’heuristique ϕ qui ordonnent ses états suivant �
et
−→
Q . A chaque cycle directe trouvé (après substitutions), ComputeCycle retourne une ERA non

récursive (en se référant à Proposition 5.6 ou bien à Définition 5.8). Si un état q est résolu suivant un
cycle direct, les états de Linked ou q figure comme prédécesseur sont traités. Au terme, l’ERA finale
est la somme de toutes les ERA dans M correspondante à des états finaux.

Algorithme 20 Construction d’une ERA à partir d’un AAFA

1: Fonction COMPUTERTEFROMFTA(A = (Σ, Q,Qf ,∆))
2: pour tout q ∈ Q faire
3: M(q)← ComputeRTE(q)
4: Fin pour
5: pour tout q ∈ Free faire
6: Computed← Computed ∪ {q}
7: Substitue(M(q), P red(q))
8: Fin pour
9: pour tout q ∈ ϕ(Cycled) faire .

10: si M(q) contient des cycles directs alors
11: M(q)← ComputeCycle(q)
12: Substitue(M(q), P red(q))
13: Fin si
14: Fin pour
15: répéter
16: pour tout q ∈ Q− Computed faire
17: si Aucun index d’ERA ne figure dans M(q) alors
18: Computed← Computed ∪ {q}
19: sinon
20: pour tout q′ ∈ Pred(q) faire
21: Substitute(M(q′), {q})
22: Fin pour
23: Fin si
24: Fin pour
25: jusqu’a Computed = Q
26: retourner

∑
q∈Qf

M(q)
27: Fin Fonction
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Notons que malgré l’utilisation d’une heuristique, le temps de calcul est exponentiel au pire cas
(O(|Q|2|Q|).

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons solutionné le problème de transformation d’un AAFA en ERA. En ef-
fet, Le Théorème de Kleene pour les arbres permit deux constructions, la première construction se
matérialise dans le passage d’une ERA vers un AAFA et la deuxième pour l’inverse. Nous avons
proposé trois techniques pour la résolution de la deuxième construction. Premièrement, une tech-
nique qui consiste à extraire une équation rationnelle depuis chaque état de l’automate. Un système
d’équations relatives aux états est alors composé et résolu afin de fournir une ERA équivalente. La
seconde construction est de faire identifier et composer les étiquettes de chaque passage depuis un
état vers un autre moyennant les transitions de l’automate en question. La dernière construction se
base sur une opération inverse à l’automate d’équations. En plus, nous avons proposé une heuristique
qui permet de chercher une ERA compacte en terme de longueur alphabétique (pas nécessairement
la plus petite) équivalente à un automate donné.



Chapitre 6

Boite à outils

LEs automates d’arbres et les expressions rationnelles sont de puissants outils théoriques utilisés
dans plusieurs domaines. Une panoplie d’algorithmes efficaces, qui leur sont dédiés, ont été

proposés dans la littérature. Cependant, très peu de logiciel et d’outils ont été implémentés en vue
de leurs manipulations. Dans ce chapitre, nous proposons une boite à outils dédiée aux automates
d’arbres et expressions rationnelles ainsi qu’à leurs manipulations. La spécificité de cette boite à
outils est qu’elle est basée sur une taxonomie des algorithmes existants prenant en compte un nombre
important de critères de classification. Une version préliminaire de cette boite à outils est décrite dans
laquelle les algorithmes de minimisation et de conversions sont implémentés.

Les objectifs visés par la conception de la boite à outils sont multiples :

• Avoir une conception simple et cohérente.

• Être compréhensible et extensible.

• Fournir une interface graphique simple et conviviale.

• Avoir un niveau maximal d’efficacité

• Permettre d’effectuer des tests empiriques avec divers mesures de performance.

Concernant les automates d’arbres, cette boite à outils contiendra les algorithmes d’acceptation (re-
connaissance d’un arbre), de fermeture (union, composition), de procédures primitives (test du lan-
gage vide, équivalence) ainsi que les fonctions fondamentales (déterminisation, minimisation).

Cette boite à outils contiendra aussi, pour le compte des expressions rationnelles, des algorithmes
calculant le langage engendré, l’équivalence d’expressions rationnelles . . . .

Nous commencerons dans ce chapitre par la revue des boites à outils existantes. Ensuite, une descrip-
tion de l’architecture de la boite à outils est décrite en termes de : format de fichier d’interopérabilité
choisi, classes d’objets, générateur aléatoires d’arbres et d’automates d’arbres.

6.1 Boites à outils existantes

La majorité des techniques et algorithmes liés aux AAFA sont basés sur des généralisations de tech-
niques précédentes sur les mots. Néanmoins, le manque de boite à outils ou de plates-formes logi-
cielles se fait sentir en comparant avec ce qui existe pour les arbres.

109
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Une liste non exhaustive des boites à outils pour les automates d’arbres est présentée dans le Ta-
bleau 6.1. 1

Boite à outils Type d’automates Algorithmes lien

MONA Ascendant Vérification WS1S
et WS2S 2pour les
automates

http://www.brics.dk/

mona

TIMBUK Ascendant, non
déterministe

Construction et manipu-
lation d’automates

http://www.irisa.fr/

lande/genet/timbuk

TIBURON Automates à mul-
tiplicité

Construction et manipu-
lation d’automates

http://www.isi.edu/

licensed-sw/tiburon

FOREST
FIRE

Ascendant/ Des-
cendant, non
déterministe

Reconnaissance, re-
cherche de motifs

http://www.

loekcleophas.com

LIBVATA Non déterministe Vérification formelle https://github.com/

ondrik/libvata

Talib Multiplicités Construction et manipu-
lation

http://www.ims.

uni-stuttgart.de/

forschung/ressourcen/

werkzeuge/talib.en.html

TABLE 6.1: Détails sur quelques logiciels sur les automates d’abres

La première plate-forme connue incluant les automates d’arbres est la plate-forme MONA, pour
MONAdic second-order logic in practice [EKM98]. Elle est en effet considérée comme un outil
très riche pour la communauté de logique mathématique. Cependant, la boite à outil la plus connue
maintenant est TIMBUK [GT01].TIMBUK est une collection d’outils afin d’effectuer des preuves
de joignabilité (atteinte) pour les systèmes de réécriture et pour manipuler des AAFA. Cet outil est
basé sur une plate-forme plus ancienne connu sous le nom de ELAN [BKK+96]. La plate-forme,
implémentée avec le langage fonctionnel Ocaml, contient plusieurs composantes :

• Taml est une implémentation les opérations de base pour manipuler des AAFA tel que l’accep-
tation et la déterminisation.

• Tree Automata Completion Checker qui est un module permettant de vérifier si automate
d’arbres complété vis à vis d’un système de réécriture. Ce module suit le système de gestion
des preuves formelles Coq [IRI16].

• TimbukLTA est un outil dédié à la manipulation des treillis d’arbres [GGLM13].

• Tabi un outil de visualisation graphique des arbres et des automates d’arbres.

Une autre boite à outils basée sur TIMBUK est TIBURON [MK06]. Ce logiciel ajoute la dimen-
sion de multiplicité aux automates traités par TIMBUK. Récemment, Lengál et al. [LSV12] ont

1. Les liens pour ces outils sont consulté le 03/11/2016
2. Weak second order logic for one/two successors

http://www.brics.dk/mona
http://www.brics.dk/mona
http://www.irisa.fr/lande/genet/timbuk
http://www.irisa.fr/lande/genet/timbuk
http://www.isi.edu/licensed-sw/tiburon
http://www.isi.edu/licensed-sw/tiburon
http://www.loekcleophas.com
http://www.loekcleophas.com
https://github.com/ondrik/libvata
https://github.com/ondrik/libvata
http://www.ims.uni-stuttgart.de/forschung/ressourcen/werkzeuge/talib.en.html
http://www.ims.uni-stuttgart.de/forschung/ressourcen/werkzeuge/talib.en.html
http://www.ims.uni-stuttgart.de/forschung/ressourcen/werkzeuge/talib.en.html
http://www.ims.uni-stuttgart.de/forschung/ressourcen/werkzeuge/talib.en.html
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implémenté la bibliothèque LIBVATA qui est dédiée à la vérification formelle des modèles mathématiques
discrets. Plus récemment, FORESTFIRE [CH09], développé par Cleophas et al., est une boite à outil
dédiée à l’implémentation des algorithmes de reconnaissance/recherche de motifs.

Suite à cette revue des boites à outils existantes, nous pourrons souligner les faits suivants :

• Mise à part l’outil FORESTFIRE de Cleophas et Hemerik [CH09], peu de ces boites à outils
sont basées sur des taxonomies. Ce qui rend leur extension problématique ;

• La plus-part des plateformes sont restées des artefacts de recherche sans existence réelle. En
effet, la plus part ne sont pas disponible bien qu’ils sont déclarées Open Source par leurs
auteurs comme l’indique le Tableau 6.1

• FORESTFIRE souffre lui d’un manque d’opérations basique tel que la minimisation.

6.2 Architecture de notre boite à outils

Dans cette section, nous discutons la conception de notre boite à outil qui se veut extensible et facile
à utiliser, tout en implémentant les fonctionnalités absentes dans les autres plates-formes à savoir la
minimisation et le passage d’une ERA et un automate.

Cette boite à outils est développée à base de taxonomie. En effet, une taxonomie suit souvent la forme
d’arborescence de techniques déjà étudiées lors d’une étape d’enquête. Dans cette arborescence, la
racine représente la vue la plus généraliste du problème traité. Les différentes techniques sont ren-
contrées lors d’une exploration plus profonde de l’arborescence. L’usage de l’arbre des taxonomies
est bénéfique sur plusieurs plans :

• Rendre la compréhension des algorithmes ainsi que les mutuelles connections pouvant exister
plus simple.

• Exploiter le processus de généralisation pour construire des méta-algorithmes suivant l’arbre
de taxonomie.

• Permettre de constater des nouvelles tendances inexplorées dans l’arbre de taxonomie et de
proposer ainsi de nouvelles solutions.

6.2.1 Structure globale

Notre la boite à outil est organisée en modules indépendants. Cette vue doit être plutôt schématisée
grossièrement avec des modules qui sont implémentés en se basant sur une taxonomie expliquant les
différents stages des méthodes tournant autour des intérêts du module implémenté (voir Figure 6.1).
Chaque module sera alors organisé hiérarchiquement du plus abstrait vers le plus concret. Cette
hiérarchie sera expliquée via des relations d’héritage (l’héritage multiple peut être exploité selon le
langage de programmation utilisé).
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Modules de la
boite à outils

Déterminisation Minimisation Composition AAFA vs RTA · · ·

Exacte

Approchée

ERA vers
AAFA

AAFA vers
ERA

FIGURE 6.1: Extrait des modules de la boite à outils

6.2.2 Format d’interopérabilité

Afin d’être extensible, la boite à outils permet l’intégration de code écrit avec différents langages de
programmations. En effet, le seul échange permis entre modules se fait via des formats de fichiers
standardisés. L’utilisateur peut ainsi développer des nouveaux modules avec le langage de program-
mation souhaité. Néanmoins, la mise à jour ou l’utilisation d’un module doit subir les contraintes des
langages avec lesquels il est implémenté.

Nous définissons un format standardisé pour chaque composante (arbre, automate, expression ...etc).
Pour les automates d’arbres, ce format est un document XML expliquant la nature d’un automate
ainsi que ses différentes composantes.

Le premier bénéfice de l’utilisation des fichiers XML est l’indépendance entre le contenu d’un objet
(arbre, automate ou bien expression) de sa présentation. En outre, cet usage permet une meilleure
structuration et une facilité d’accès/modification aux objets sauvegardés ainsi que le codage (Unicode
par exemple). Nous pouvons citer aussi la nature ouverte de ce format. En effet, un grand nombre
d’outils/bibliothèques libres peuvent en effet être exploités.

Premièrement, la balise nature permet de définir la nature de l’objet traité. Si cet objet est un
arbre, il peut être rangé ou non (ranked/ unranked), ordonné ou non (ordered, unordererd). S’il s’agit
d’un automate ou bien d’une expression rationnelle, de plus des propriétés mentionnées, on peut
traiter des objets avec multiplicités (weighted/ unweigted). Dans ce cas, il faut ajouter le symbole #

suivi du poids souhaité.

Principalement, trois types d’objets sont présentés et stockés via leurs représentations XML :

1. Un arbre est défini via la balise tree. La balise structure présente l’arbre dans une forme
naturelle moyennant la balise node. Par exemple, l’arbre rangé f(g(b), g(a)) est présenté dans
la Figure 6.2

2. Pour un automate, nous utilisons la balise automaton. Les composants sont définis grâce
aux balises alphabet, states, FStates et rules. Le document XML de l’automate de
référence illustré par l’Exemple 3.2 est présenté dans Figure 6.3.

3. Une ERA est définie par la balise rte. Les opérations racine, étoile, concaténation et plus
sont illustrées par root, star, product et plus. Par exemple, l’ERA f(a, g(a)∗a) + b est
présenté dans la Figure 6.4.

Notons qu’il existe un format standard pour les automates d’arbres qui est le format TIMBUK. Ce
format est aussi pris en charge par la boite à outils.
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<?xml version="1.0"?>
<tree>
<nature>Ranked,Ordered</nature>
<alphabet>a,0;b,0;g,1;f,2;</alphabet>
<structure>

<node>f
<node>g

<node>b</node>
</node>
<node>g

<node>a</node>
</node>

</node>
</structure>
</tree>

FIGURE 6.2: Document décrivant l’arbre f(g(b), g(a))

<?xml version="1.0"?>
<automaton>
<nature>Ranked,Unweighted</nature>
<auto>
<alphabet>a,0;b,0;g,1;f,2;</alphabet>
<states>q1,q2,q3,q4,</states>
<Fstates>q3,q4,</Fstates>
<delta>

<rule>a,q1,</rule>
<rule>b,q2,</rule>
<rule>g,q1,q3,</rule>
<rule>g,q2,q4,</rule>
<rule>f,q2,q4,q4,</rule>
<rule>f,q1,q3,q4,</rule>

</delta>
</auto>
</automaton>

FIGURE 6.3: Document décrivant un AAFA

<?xml version="1.0"?>
<RTE>
<nature>Ranked,Unweighted</nature>
<rte>
<alphabet>a,0;b,0;g,1;f,2;</alphabet>
<structure>

<plus>
<root>f

<symbol>a</symbol>
<star>a

<root>g
<symbol>a</symbol>

</root>
</star>

</root>
<symbol>b</symbol>

</plus>
</structure>
</rte>
</RTE>

FIGURE 6.4: Document décrivant l’ERA f(a, g(a)∗a) + b
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Ensemble Arbre Alphabet ERA Automate

Union Taille Arité Taille alphabétique Chemin(deux états)

Intersection Sous-arbres Étiquette Longueur Langage accepté (ERA)

Différence Racine Dérivée Langage résiduel (ERA)

Cardinal Feuilles Dérivée partielle Déterminiser

Complément Domaine d’arbre Arbre syntaxique Minimiser

Partitionner Indexer First (Folllow et Last) Libérer du vide

Appartient Opérations (+,Racine, .c,∗c)

TABLE 6.2: Opérations à implémenter

6.2.3 Classes d’objets de base

L’application manipule un ensemble d’objets. Nous organisons ces objets dans les classes suivantes.
La Figure 6.5 donne une vue générale sur les interactions possibles entre les classes.

1. Ensemble (Set) : Une classe “template” qui permet de regrouper des objets de la même nature.
Les opérations comme l’union et l’intersection sont implémentées indépendamment de types
d’objets manipulés. En effet, la manipulation d’ensembles d’objets tels que les ER, arbres,
symboles, est omniprésente dans les différents traitements et méthodes ciblés par la boite à
outils.

2. Arbre (Tree) : L’élément clé de l’opération de reconnaissance, on peut implémenter des opérations
comme la taille, la racine, le nombre des feuilles, etc.

3. Alphabet :Un symbole qui peut être rangé ou non, il est utilisé par les automates d’arbres et les
expressions rationnelles

4. Expression rationnelle (RTE) : On peut définir des opérations tel que la taille alphabétique,
les dérivée partielles, Les fonctions liées aux automates de positions, la transformation ne un
automate d’arbres...etc.

5. Automate d’arbres (FTA) : Contient des symboles d’un alphabet, des états et des transitions.

Le tableau 6.2 résume la majorité des opérations liées à chaque objet. Chaque classe est organisée
hiérarchiquement utilisant une relation d’héritage. Un exemple illustrant la hiérarchie de la classe
FTA (acronyme de “Finite Tree Automata” pour un AAFA) est montré par Figure 6.6. Une classe
abstraite contenant les opérations générales est basique se situe au sommet de la hiérarchie. Les
autres classes (RankedFTA, UnrankedFTA et MultiplicityFTA pour les AAFA rangés, non-rangés et
avec multiplicité) héritent directement ou indirectement de la superclasse (Une implémentation D
est disponible dans l’Annexe 1.). La classe StringFA représente un automate de mots, le format de
fichiers reconnu est le format fst (OpenFst [RAJ09]). La classe Graph représente la version graphique
d’un automate d’arbres quelconque. Les deux classes StringFA et Graph sont nécessaires pour la
minimisation proposée dans ce travail.
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Set
set [] : element

FTA

Alphabet RTE

Tree
*

*

*

*

*

*

FIGURE 6.5: Classes principales de la boite à outils

<<abstract>>
FTA

-string Name

+generate()
+getSize()
+validate()
+importXml(XMLfile x)
+exportXml()
+importTimbuk(TIMBUK file)
+exportTimbuk()

State
-string Name
-bool Final
-element Multiplicity

+acceptedLanguage()
+residualLanguage()
+isFinal()

RankedFTA
-RankAlph[]:alphabet
-State []:state
-map:trasitions

+recognize(RankedTree t)
+determinize()
+minimize()

StringFA
-int[]:alphabet
-map:trasitions

+minimize()
+exportFst()

Graph
-SigmaNodes:Nodes
-StateNodes []:state
-map:arcs

+computePath(State
p,State q)
+computeLevel(State )
+neighbours(State p)

UnrankedFTA
-UnrankAlph[]:alphabet
-State []:state
-map:trasitions

+recognize(unrankedTree t)
+determinize()
+minimize()

Alphabet
-string Name

+getName()
+setName(string s)

RankedAlphabet
-int Rank
+getRank()
+setRank(int i)

MultiplicityFTA

+addStateMultiplicity(element[] S)
+addTransMultiplicity(element[]
S)
+recognize(RankedTree t)
+determinize()
+minimize()

*

*

*

FIGURE 6.6: Hiérarchie de la classe AAFA (FTA)
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<<interface>>
MinimizationEngine

<<abstract>>
UnrankedMinimization

<<abstract>>
RankedMinimization

<<abstract>>
ExactEngine

<<abstract>>
ApproachedEngine

IndirectIncEngine CleophasEngineDirectIncEngineComonEngine DirectEngine IndirectEngine

FA Graph

FTA

FIGURE 6.7: Hiérarchie des algorithmes de minimisation

6.2.4 Classes d’algorithmes

Les algorithmes présents sur les deux taxonomies (Figures 3.1 et 5.1) sont des entités paramétrables
à part entière. Une hiérarchie de classes est dédiée à chaque taxonomie.

A titre d’exemple, la hiérarchie des techniques de minimisations est présentée dans la Figure 6.7. En
effet, une super classe (interface) appeléeMinimizationEngine qui est implémentée par la classe des
techniques pour automates non rangés (UnrankedMinimization) et celle des automates rangés (Ran-
kedMinimization). Les deux classes ExactEngine pour les techniques standard et ApproachedEngine
pour les techniques approchées héritent à leurs tour de la super-classe RankedMinimization. Enfin, un
extrait des techniques mentionnées dans l’arbre de taxonomie plus les techniques proposées qui sont
DirectEngine et IndirectEngine pour la méthode de minimisation directe ainsi que IndirectEngine
et IndirectIncEngine pour la méthode indirecte est présenté. Chaque classe est donc reliée par une
relation d’agrégation avec la structure appropriée.

6.2.5 Génération aléatoire

Une opération très importante pour pouvoir effectuer les tests empiriques est la génération aléatoire,
En effet, les classes AAFA (FTA class ) et ERA (RTE class) contiennent toutes les deux une méthode
de génération aléatoire :generate(). Nous présentons dans cette partie un générateur aléatoire ba-
sique pour les AAFA rangés qu’on va appeler lazy random generator. Ce générateur permet de créer
des échantillons d’automates pour des tests généraux. Un développeur peut facilement modifier ce
générateur et/ou proposer un autre. L’Algorithme 21 décrit le générateur aléatoire le plus abstrait
d’AAFA. La fonction Uniform génère uniformément un nombre sur un intervalle donnée. Quant à
la fonction Select uniformly, elle choisit aléatoirement un élément depuis l’alphabet et un nombre
adéquat d’états. Chaque état à une probabilité de 1/2 pour qu’il soit final. Le générateur a quarte
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paramètres qui sont l’alphabet, le rang maximal (si l’automate voulu est rangé), le nombre voulu
de transitions et le nombre d’états. Ce générateur suit la stratégie “Générer puis valider”. La phase
de validation est invoquée à la demande : si l’échantillon généré est pour la minimisation, aucune
contrainte n’est définie. Cependant, si l’échantillon est pour la reconnaissance, la fonction V alidate
appelle le test du vide etc. Une implémentation en langage D du générateur pour les AAFA rangés
non déterministes et déterministes est reportée dans l’Annexe 1.

Algorithme 21 Générateur basique des AAFA rangés

1: Fonction GENERATE(Alphabet,Maximum rank, Transitions number, States)
2: pour tout f ∈ Alphabet faire
3: Rank(f)← Uniform([0,Maximum Rank])
4: Fin pour
5: pour tout q ∈ States faire
6: P ← Uniform([0, 1])
7: si P < 0.5 alors
8: q est final
9: Fin si

10: Fin pour
11: répéter
12: Select Uniformly(f,Alphabet)
13: Select Uniformly(Rank(f), states)
14: Generate transition
15: jusqu’a Transitions number est atteint
16: si V alidate() alors
17: l’échantillon est rejeté ou mis à jours
18: Fin si
19: Fin Fonction

6.3 Détails d’implémentation

La boite à outils est une collection de modules écrits principalement avec le langage D [Ale10].
Néanmoins, quelques fragments de code sont faits en C++. Seules les bibliothèques multiplateformes
(pour les systèmes d’exploitation) sont utilisées afin d’augmenter la portabilité de la boite à outils.
Le code source est disponible en ligne 3.

La boite à outils est organisée comme suit :

• Noyau (Kernel) Contient le code source des classes d’objets de base ou bien celle des al-
gorithmes. L’utilisateur peut définir de nouveaux objets de bases ou bien d’algorithmes soit
en héritant des classes implémentées ou bien de définir ses propres classes. La boite à outils
n’exige pas un langage spécifique pour cette augmentation.

• Commande utilisateur (Command User) Cette partie contient des scripts système afin de ma-
nipuler des objets instanciées à partir de la partie Kernel. Ceci permet de manipuler idéalement
les différents objets de la boite à outils. Un utilisateur doit ajouter des fichiers de commandes
afin de pouvoir manipuler ses propres fonctionnalités ajoutés dans la partie Kernel. Chaque

3. https://sourceforge.net/projects/taure2-toolkit/

https://sourceforge.net/projects/taure2-toolkit/
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script doit prendre en compte le langage avec lequel la classe manipulée est implémentée.
Le code source de chaque commande est sauvegardé dans le dossier Command User/src. Les
commandes utilisateurs peuvent directement être lancées à partir du terminal correspondant au
système d’exploitation (par défaut, chaque commande est doublement implémentée pour être
interprétée par le Batch Windows et par le Shell Linux).

• Interface textuelle (Comand promot) Un interpréteur de commande utilisateurs permet de faci-
liter leurs utilisation.

• Interface graphique (Graphic interface) est développée en GTKD, une extension de la bi-
bliothèque GTK pour le langage D. Ceci permet la portabilité de l’interface. De plus, l’inter-
face est faite d’une manière indépendante du reste de la boite à outil. Grâce à cette interface,
nous pouvons crée des projets, manipuler des objets ou bien faire des tests d’une manière effi-
cace. L’interface reconnait automatiquement toutes les commandes implantées dans le dossier
Command User.

• Tests Permet à l’utilisateur d’ajouter des fragments de code afin de tester des fonctionnalités
ou de donner des tutoriels pour une manipulation donnée.

• Exemples (Examples) Contient des fichiers sauvegardés sous le format approprié (Xml, fst et
Timbuk). Les résultats d’une génération aléatoire peuvent aussi être sauvegardés sur ce dossier.

6.4 Conclusion

Nous avons décrit les briques de base d’une boite à outils orientée application dans ce dernier cha-
pitre. Nous avons montré l’architecture interne qui tourne autour de modules indépendants, ce qui
permet de garantir plus de portabilité.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié l’algorithmique des automates d’arbres en faveur du traitement
des grandes masses de données. Un exemple typique de ce domaine est les outils dédiés au traitement
des documents XML. Nous avons étudié d’une manière plus abstraite la représentation des grandes
masses de données arborescente (ou même une infinité si le motif suivi est “régulier”). Nous nous
somme focalisé sur une classe de langages d’arbres dite régulière. Dans ce contexte, nos apports
peuvent être résumés dans trois contributions.

La première contribution présentée dans ce mémoire est la minimisation d’automates d’arbres. En ef-
fet, minimiser un automate d’arbre permet d’arriver à la structure -la plus compacte- pour reconnaı̂tre
un ensemble (important ou infini) d’arbres. Nous avons proposé deux améliorations :

• Méthode directe :Cette approche repose sur une vue graphique de l’automate à minimiser. Les
états et les transitions sont vus comme des nœuds d’un graphe biparti. Des propriétés pour
accélérer le processus de minimisation sont définies et extraites.

• Méthode indirecte :Dans cette approche, un filtre est proposé afin de transformer l’automate
d’arbres en un automate de mots dont la minimisation coı̈ncide avec celui des arbres. Ce pas-
sage permet de bénéficier de la panoplie d’algorithmes puissants présents dans la théorie des
automates pour les mots. Par ailleurs, ce filtre permet ainsi d’éviter la ré-implémentation de
ces algorithmes pour les arbres vu la présence de boites à outils puissante qui implémentent les
différentes techniques de minimisation pour les mots.

Nous avons ainsi montré qu’à travers ces deux propositions, nous avons amélioré la majorité des
complexités comparées à ce qui existe dans la littérature. Le tableau suivant résume les résultats
obtenus

Le tableau 6.3 compare les complexités existantes et les complexités atteintes par les méthodes directe
et indirecte. Le paramètres r̂,m et n représentent respectivement le rang maximal, la taille et le
nombre d’états pour un automate d’arbres donné (pour un AAFA A = (Q,Σ, Qf ,∆),m = |A| et
n = |Q|).
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systéme d’équations

systéme d’étiquetage

Intégration

AA→ ERA

FIGURE 6.8: Expression rationnelle (ERA)↔ Automate d’arbre (AA)

Techniques de minimisation Complexité existante Méthode directe Méthode indirecte

Standard r̂ ×m log(n) r̂ ×m+m log n r̂ ×m+m log n

Acyclique - r̂ ×m log(n) r̂ ×m

Incrémentale mn−2n2 r̂ ×m+ n3 log(n) r̂ ×m+m× n2

Construction incrémentale m× 2r̂ +m - m× 2r̂ +m

TABLE 6.3: Comparatif de complexités

La deuxième partie de ce mémoire concerne la relation entre les langages reconnaissables et les ex-
pressions rationnelle d’arbres. En effet, cette relation attire plus d’attention dans les dernière années
[KM11, MSZ14a, LSZ13, Bel14] vu l’application au filtrage par motifs pour les arbres (tree pat-
tern matching) [AGT89]. En ce qui concerne le passage d’une expression rationnelle vers les au-
tomates d’arbres, toutes les techniques présentes pour les mots ont été généralisées aux arbres (au-
tomates de Thompson, de positions et de dérivées). Nous avons donc proposé une généralisation
des techniques de passage d’un automate d’arbres vers les expressions rationnelle à savoir les tech-
niques de résolution d’un système d’équations rationnelles, de résolution d’un système d’étiquetage
et d’intégration (voir Figure 6.8).

Au terme, nous avons proposé un algorithme exponentiel de passage d’un automate vers une expres-
sion rationnelle. Cet algorithme peut être considéré comme quadratique si les expressions engendrées
sont indexées.

Ce travail peut faire l’objet de plusieurs améliorations comme :

1. La parallélisassions de l’algorithmique proposé ou celle présentes dans la littérature.

2. L’étude de l’algorithme de déterminisation afin de généraliser les résultats aux automates non
déterministes. En effet, l’algorithme existant de déterminisation reste polynomial et peut utile
dans la pratique.



Bibliographie 121

3. Étudier de plus près l’effet de cette algorithmique sur des semi-anneaux usuels tel que le semi-
anneau booléen, le semi-anneau des entiers naturels ...etc.

4. Généraliser les résultats sur d’autres classes de langages d’arbres tel que les langages d’arbres
hors contexte [KY15] ,des automates d’arbres à pile [Gue83] et des transducteurs d’arbres [Mal15]...

5. Étudier les algorithmes de minimisation/passage aux expressions rationnelles pour les auto-
mates à haie.

6. etc.



Bibliographie

[ABH+09] Parosh Aziz Abdulla, Ahmed Bouajjani, Lukás Holı́k, Lisa Kaati, and Tomás Vojnar.
Composed bisimulation for tree automata. Int. J. Found. Comput. Sci., 20(4) :685–700,
2009.

[AG68] Michael A. Arbib and Yehoshafat Give’on. Algebra automata I : Parallel programming
as a prolegomena to the categorical approach. Information and Control, 12(4) :331–
345, 1968.

[AG85] Alfred V. Aho and Mahadevan Ganapathi. Efficient tree pattern matching : An aid to
code generation. In Mary S. Van Deusen, Zvi Galil, and Brian K. Reid, editors, POPL,
pages 334–340. ACM Press, 1985.

[AGT89] Alfred V. Aho, Mahadevan Ganapathi, and Steven W. K. Tjiang. Code generation
using tree matching and dynamic programming. ACM Trans. Program. Lang. Syst.,
11(4) :491–516, 1989.

[Ale10] Andrei Alexandrescu. The D Programming Language. Addison Wesley, 2010.

[AMR10] Marco Almeida, Nelma Moreira, and Rogério Reis. Incremental dfa minimisation. In
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ghouat, 2014.
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Annexe

.1 Code D pour la génération aléatoire

module lazy_rand;
import FTA;
import essential;
import std.random;
import std.conv;
import std.stdio;
import std.algorithm.searching : canFind,count;
import std.algorithm.comparison : equal;
import std.array:replace;
import std.algorithm.sorting:sort;
import std.algorithm.iteration:group;

FTA lazy_generate(int sigma_Size, int max_Rank, int q_Size,
int delta_Size,string automaton_name)
{

//--------------generate alphabet---------------------
FTA targeted=new FTA();;
Alphabet [] alphabet;
State [] states;
State [] f_states;
string s="f";
string q="q";
string [] rules;
for(int i=0;i<sigma_Size;i++)
{ auto _rank=uniform(0,max_Rank+1);

Alphabet A;
A.name=s˜(to!string(i));
A.rank=_rank;
alphabet˜=A;

}
//------------generate states-------------------------
for(int i=0;i<q_Size;i++){

State state;
state.name=q˜(to!string(i));
states˜=state;

}
for (int i=0;i<delta_Size;i++)
{ string transition;

auto pos=uniform(0,alphabet.length);
transition˜=alphabet[pos].name˜",";
for (int j=0;j<alphabet[pos].rank+1;j++)
{
auto _state=uniform(0,states.length);
transition˜=states[_state].name˜",";
}
rules˜=transition;

}
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for (int i=0;i<q_Size;i++)
{ int k=uniform(0,2);

if (k==0){f_states˜=states[i];}
}
targeted.setName(automaton_name);
targeted.setAlphabet(alphabet);
targeted.setStates(states);
targeted.setRules(rules);
targeted.setFStates(f_states);
return targeted;

}

FTA make_generated_Det(FTA A)
{ FTA _dfta=new FTA();

string [] new_Rules;
string [] rules=A.getRules();
string [] without_Output;
int indexMax=0;
int maxrank=0;
foreach(r;rules)
{ string [] _vect=vectorize_Rule(r);

_vect=_vect[0.._vect.length-1];
string _temp;
for(int l=0;l<_vect.length;l++)

{
_temp˜=_vect[l]˜",";

}
without_Output˜=_temp;

}
without_Output=without_Output.sort;
int i=0;
while(i<without_Output.length)
{

string _temp=without_Output[i];
int c=count(without_Output,without_Output[i]);
string [] _temp2=vectorize_Rule(without_Output[i]);
string symb=_temp2[0];
auto pos=uniform(0,A.getStates().length);
new_Rules˜=_temp˜A.getStates()[pos].name˜",";
int index=0;
for(int j=0;j<c;j++)
{

auto pos2=uniform(0,A.getStates().length);
new_Rules˜=_temp.replace(symb,"d"˜to!string(index)˜to!string

(count(_temp,",")-1))˜A.getStates()[pos2].name˜",";
if(maxrank<count(_temp,",")-1){maxrank=count(_temp,",")-1;}
index++;

}
if (indexMax<index){indexMax=index;}
i+=c;

}
for(int k=0;k<indexMax;k++)
{ for(int j=0;j<maxrank;j++) {

Alphabet a;
a.name="d"˜to!string(k)˜to!string(j);
a.rank=j;
A.addAlphabet(a);

}
}
A.setRules(new_Rules);
return _dfta;

}



.2 Code D pour la définition d’alphabets, d’état et d’AAFA

module essential;
import std.string;
import std.regex;
import std.stdio;
import std.conv;
import std.algorithm.searching :commonPrefix;
//--------Alphabet definition, a ranked symbol is defined with a name and an integer rank
class Alphabet
{

string name;

public :
string getName(){return this.name;}

void setName(string n){name=n;}
};
class Ranked_Alphabet:Alphabet
{ int rank;

int getRank(){return this.rank;}
void setRank(int r){rank=r;}

}
//---------------signature defintion, it will be used in states definition
struct signature
{

int occurence;
int rule_number;

};
//-----------------State definition
class State
{

string name;
signature [] sig;
string [] output;// to mention the output if it is weighted

};

.3 Code D pour la définition des AAFA, AAFA rangés et AAFA rangés
avec mutiplicités

module FTA;
import sa;
import std.stdio,std.string;
import std.xml;
import std.file;
import std.algorithm.searching : canFind;
import std.regex;
import std.conv;
import std.algorithm.comparison:equal;

abstract class FTA
{

private :
string name; //giving a name to the automaton
State [] states; //States list

State [] f_states; //Final states list
public :

validate();
void setName(string n){name=n;}



string getName(){return name;}
State [] getStates(){return this.states;}

State [] getFinalStates(){return this.f_states;}
void visualisate()

{
writeln("The name of the automaton is: ",getName());
writeln("The alphabet is \n",getAlphabet());
foreach(c;getAlphabet()){writeln("symbol: ",c.name,", rank: ",c.rank);};
writeln("The states set is \n", getStates());
writeln("The final states set is \n",getFinalStates());
writeln("The transitions set is \n",getRules());

}
}

public class Ranked_FTA:FTA //the Ranked FTA implementation
{

private :
Ranked_Alphabet [] alphabet ; // Defining ranked alphabet
string [] Q_bar; //States should appear in the associated DFA.
string [] rules; //Transitions set
DFA associated_Dfa; //Contains the associated DFA which have to be exported in an appropriate format.

public :
this() // a nil FTA constructor
{

name="default";
}

//------------------------Methods to set and get Fta components ---------------
string[] getRules(){return rules;}
Ranked_Alphabet [] getAlphabet(){return this.alphabet;}

void setAlphabet(Alphabet [] A){this.alphabet=A;}
void setStates(State [] S){this.states=S;}
void setRules(string [] R){this.rules=R;}
void setFStates(State [] S){this.f_states=S;}
void addAlphabet(Alphabet a){this.alphabet˜=a;}
string [] getQbar(){return this.Q_bar;}

//---------A function that decides if a state is final or no based on its label (name)

bool isFinal(State s)
{

bool rep=false;
int i=0;
string [] _temp;
foreach(q;f_states)
{

_temp˜=q.name;
}
if (canFind(_temp,s.name)){rep=true;}
return rep;

}

//-------Returns a pointer to the state having a given label
State* getStateByName(string _name)
{

bool n_found=true;
int i=0;
State* _state;
while (n_found && i<this.states.length)
{

if (this.states[i].name==_name)
{

n_found=false;



_state=&this.states[i];
}else
{

i++;
}

}
return _state;

}
//----------A function that decides if two states have exactly the same occurrences in left side transitions

bool are_Equivalent(string[] p,string[] q)
{

string[] _temp_p,_temp_q;
_temp_p=p.dup;
_temp_p.sort;
//writeln(_temp_p);
_temp_q=q.dup;
_temp_q.sort;
bool result=true;
int i=0;
if (_temp_p.length!=_temp_q.length){result=false;}
else
{

result=equal(_temp_p,_temp_q);
}

return result;

}
//----------Constructor of an fta from a xml file------------------------------
this(string c)
{

string s = cast(string)std.file.read(c);
auto xml = new DocumentParser(s); //create an xml parser on the doc in c
//int i=0;
xml.onStartTag["auto"] = (ElementParser xml)

{
xml.onEndTag["alphabet"]= (in Element e) { this.alphabet=extractAlphabet(e.text); };
xml.onEndTag["states"]= (in Element e) { this.states=extractStates(e.text); };
xml.onEndTag["Fstates"]= (in Element e) { this.f_states=extractStates(e.text); };
xml.onEndTag["rule"]= (in Element e) { this.rules˜=e.text;};
xml.parse();
};

xml.parse();

}
//-------------------------constructor of FTA from Timbuk file------------------
this(string c,int a)
{

// TODO:not yet achieved
auto file=File(c,"r");
string b;
file.readf("%s",&b);
string []temp=b.splitLines;
Alphabet [] temp2=extract_Ops(temp[0]);
this.alphabet=temp2;

}
//----------------------Validate the constructed automaton-----------------------------
void validate()
{

bool isLeaf=false;
foreach(s;this.alphabet)
{

if (s.rank==0){isLeaf=true;}
}
writeln(isLeaf);

}



void export_TUK(string file)
{

//exports the automaton in a timbuk file

auto F=File(file,"w+");
string _s="Ops: ";
foreach(a;this.alphabet)
{

_s˜=a.name˜":"˜to!string(a.rank)˜" ";
}
F.writeln(_s);
F.writeln("Automaton ",this.getName);
_s="States ";
foreach(q;this.states)
{

_s˜=q.name˜",";
}
F.writeln(_s);
_s="Final States ";
foreach(q;this.f_states)
{

_s˜=q.name˜",";
}
F.writeln(_s);
F.writeln("transitions");

foreach(t;this.rules)
{

_s="";
int i=0;
while(t[i]!=’,’){i++;}
_s˜=t[0..i]˜"(";
int j=t.length-2;
while(t[j]!=’,’){j--;}
int k=t.length;
if(i!=j){ _s˜=t[i+1..j]˜") -> "˜t[j+1..k-1];}else{_s˜=") -> "˜t[j+1..k-1];}
F.writeln(_s);

}
F.close();

}
}
public class Multiplicity_FTA:Ranked_FTA //the multiplicity version of Ranked FTA
// (the semiring is that of naturals
{

private: int []out_state_multiplicties;
int []trasitions_output;

public:
bool validate()
{

if (equal(this.getStates.length,this.out_state_multiplicties.length &&
this.getRules.length==this.trasitions_output))
{
return true;

}else{ return false;}
}

void addStateMultiplicity(int [] values)
{
out_state_multiplicties=values;
}
void addTransMultiplicity(element[] values)
{trasitions_output;=values}

}
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