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Abstract

In this memoiry,focuses on the study of a one-dimensional Timoshenko system with a distributed
delay term. The existence and uniqueness of the solution are established by using the semigroup
theory. Then, the exponential stability of the solution is demonstrated by applying the energy
method, based on Lyapunov functionals.

Keywords : Timoshenko system, distributed delay, energy method, Lyapunov functions .



Résumé

Ce mémoire est consacré a 1'étude d'un systéme de Timoshenko unidimensionnel avec un terme
de retard distribué. Lexistence et l'unicité de la solution sont établies en utilisant la méthode des
semi-groupes. Ensuite, la stabilité exponentielle de la solution est démontrée en appliquant la
méthode de I’énergie, basée sur des fonctionnelles de Lyapunov.

Mots-clés : systeme de Timoshenko, retard distribué, méthode de I’énergie, fonctions de Lyapu-

nov. .
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Notations

Q ouvert borné de R"

C°(R) espace des fonctions continues sur R
(X1 lx) espace normé

LP(Q) Espace de Lebesgue, 1 < p < 0.
D(Q) = C5°(Q2) Espace des fonctions test.

D'(Q) Espace des distributions.

Wte(Q) Espace de Sobolev, 1 < p < oo.

Wy (Q) Adhérence de C3°(Q2) dans W'?(2), 1 < p < oo.
E Espace dual de F.

E" Espace dual de E'.

R Les nombres réels

C ensemble des nombres complexes

N ensemble des nombres naturels

Z ensemble des nombres entiers

v symbole universel « pour tout»

= symbole universel «il existe »

C inclusion

ker noyau d'une application linéaire

dim dimension d'un espace vectoriel

() Produit scalaire dans la dualité (E', F).
HY(Q), H3(2), H*(2) Espaces de Sobolev classiques.

p-p- Presque partout.

|- |l Norme associée a un produit scalaire.



Introduction

L'étude des systémes de Timoshenko a débuté en 1921 avec le travail de Timoshenko [12],
dans lequel il a présenté le systeéme couplé suivant d'équations hyperboliques :

pou = (K(6: = v)) . dans (0, L) x (0, +00),
Ipy = (E1vy), + K(¢p — 1), dans (0, L) x (0, +00),

ou ¢ désigne la variable temporelle, = la variable spatiale le long de la poutre de longueur L dans
sa configuration d'équilibre, ¢ le déplacement transversal de la poutre, et ¢ l'angle de rotation
de la fibre de la poutre. Les coefficients p, Ip, E, [ et K représentent respectivement la densité
(masse par unité de longueur), le moment polaire d'inertie d'une section transversale, le module
de Young de ['élasticité, le moment d'inertie d'une section, et le module de cisaillement.

(D

Dans le but de trouver la dissipation minimale assurant que la solution du systeme couplé (I)
décroisse uniformément vers zéro lorsque le temps tend vers l'infini, plusieurs auteurs ont intro-
duit différents mécanismes dissipatifs pour stabiliser ce systeme. Par exemple, deux amortisse-
ments linéaires par frottement, ¢, et ¢, agissant respectivement sur la premiére et la deuxiéme
équations, ont été utilisés dans [2]. De plus, de nombreux auteurs ont démontré que la présence
d'un seul amortissement — qu'il soit par frottement ¢;, par frottement localisé ()¢, ou de

¢
type mémoire < / g(t — T)l/Jm(T)dT) — agissant sur une partie du domaine, suffit a stabiliser
0

le systeme. Lamortissement par frottement avec un signe indéfini a également été récemment
étudié dans [4] .
Dans ce mémoire, on s'intéresse a 1'étude du probléme suivant :

prpu(r,t) — K (0o + ), (2,1) = 0, .
pZ"ptt(x7t) - b%z(l‘a t) + K (90:16 + ¢) (Ivt) + Mﬂ#t(l’a t) +/T ILL2<S) ¢t($,t - S) ds = 0’
(1)

out € (0,00) désigne la variable temporelle et x € (0, 1) la variable spatiale, les fonctions ¢ et
1) représentant respectivement le déplacement transversal du matériau élastique solide et I'angle
de rotation. Les constantes py, po, 111 et K sont strictement positives, et fio : [7‘1, 7'2] — R est
une fonction bornée satisfaisant la condition suivante :

(o)l ds <, 2)

ou 71 et 75 sont deux réels tels que ps : [11, 2] — R.



et

Le systéme () est soumis aux conditions initiales et aux conditions aux limites suivantes :

QO(ZE, 0) = 900(33)7 th(xv O) = ‘;01(3:)7 Q/J(QS, O) = ¢0($), %(fﬁ, 0) = %01(513)7 (3)
Yi(x, —t) = fo(x,t) pour (x,t) € (0,1) x (0,73),
¢<07t> = @(17t) = ?P(Oa t) = ¢<17 t) = 07 vt > O; (4)

ou fy est la fonction d’historique.
Ce travail est composé de trois chapitres :

+ Le premier chapitre contient des rappels sur quelques outils mathématiques. On y donne
des définitions sur les espaces fonctionnels, on cite quelques inégalités nécessaires, et I'on
termine par la théorie des semi-groupes.

+ Le deuxiéme chapitre est consacré a l'existence et a l'unicité de la solution du probléme
considéré. La démonstration repose sur certaines hypotheses concernant les données ini-
tiales.

+ Dans le dernier chapitre, on étudie le comportement asymptotique de la solution. Nous
montrons la décroissance exponentielle de celle-ci, on construisant une fonction de Lya-
punov L, équivalente a la fonctionnelle d'énergie du probléme.



Chapitre 1
Préliminaire

La premiere chapitre est inspirée de Brezis [1]

1.1 Quelques d'espaces

Espace vectoriel

Définition 1.1.1.
Un ensemble E est un espace vectoriel sur un corps K (par exemple R ou C) s'il est muni :

+ D'une addition (+ : E x E — F) vérifiant :

Associativité : Vu,v,w € E, (u+v)+w =u+ (v+ w)

Commutativité : YVu,v € £, u+v=v+u

Elément neutre : 30 € E, Vu € E, u+0 = u
Opposés :Yu € E, I(—u) € E, u+ (—u) =0

+ D'une multiplication par un scalaire (- : K x I/ — FE) vérifiant :

- Distributivité : VA € K, Yu,v € E, A (u4+v)=A-u+ X-v.
- Compatibilité : YA\, u € K, Vu € E, (Ap) -u= X+ (p-u).

— Elément neutre : Yu € E, 1 -u = u (o 1 est l'unité de K).

Espace normé

Définition 1.1.2.

Un espace normé est un espace vectoriel E sur un corps K (généralement R ou C ) muni d'une norme
|| - ||, qui est une fonction vérifiant les propriétés suivantes :

« Positivité : ||x|| > 0 pour tout © € E, et ||z|| = O si et seulement si x = 0.
« Homogénéité : || \x| = |\|||z|| pour tout A € Ket z € E.

« Inégalité triangulaire : |z + y|| < ||z|| + ||y|| pour tout z,y € E.

10



Espace complet

Définition 1.1.3.

Un espace normé est dit complet si toute suite de Cauchy dans E' converge vers un élément de E.

Une suite (x,,) dans E est dite de Cauchy si, pour tout € > 0, il existe un entier N tel que, pour tous
m,n > N,ona ||z, — x| <e

Espace de Banach

Définition 1.1.4.
On appelle espace de Banach (E. || - ||) tout espace vectoriel normé, complet pour la distance induite
par sa norme.

Propriété 1.1.1.
Un espace de Banach X est un espace vectoriel normé qui est un espace métrique complet pour la métrique
induite par sa norme, définie par :

d:XXX%R-‘r? (ZE,y)Hd(ZL’,y):“fE—yH

Espace préhilbertien

Définition 1.1.5.
Un espace préhilbertien est un espace vectoriel E sur R ou C muni d'un produit scalaire :

(,V:ExE =K
vérifiant pour tout u,v,w € Fet A € K:
1. Symétrie hermitienne : (u,v) = (v, u).
2. Linéarité a droite : (u, \v + w) = \Nu,v) + (u, w).
3. Définie positive : (u,u) > 0 et (u,u) =0 <= u=0.

Propriété 1.1.2.

« La norme associée est ||u|| = 1/ (u, u)
« Inégalité de Cauchy-Schwarz : |(u,v)| < ||ul| - ||v||-

- Identité du parallélogramme : ||u + v||* + ||u — v||* = 2(||u® + [|v]|?).

Espace de Hilbert

Définition 1.1.6.
Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet, c'est-a-dire :

« Un espace vectoriel H sur C (ou R).

« Muni d'un produit scalaire (-, -).

« Complet pour la norme ||z|| = \/(z, z).

11



Espace L”(1)

Soit €2 un ouvert de R" muni de la mesure de Lebesgue. Les fonctions f considérées sont
définies de (2 dans R ou C.

Définition 1.1.7.
Soit p € Ravec 1 < p < +00 et  un ouvert de R". On définit :
LP(Q2) = {f : Q — R mesurable | / |f(x)]Pdx < —|—oo}
Q

On munit LP(Q)) de la norme :

e = ([ P az)’

Pour p = 400 :
L) ={f: Q — Rmesurable | 3¢ >0, |f(z)| < cpp.sur Q}

muni de la norme :

| fllzeo() = inf {¢ > 0 | | f(z)| < cpp. sur Q}

Lespace de H; (1)

Définition 1.1.8.
On définit Hy(Q)) comme l'adhérence dans H'(Y) de D(Q), lespace des fonctions C™ a support
compact dans Q. Par définition, l'espace Hy () est un sous-espace fermé de H' ().

Espace de Sobolev

Définition 1.1.9.
Soit m € N et Q C R" un ouvert. On définit l'espace de Sobolev d'ordre m par

H™(Q) = {u € LA(Q) | D*u € L2(Q), |a| <m},
oul
Oé:(()él,...76‘én), OéjEN, ’a|:a1+...+am

et

ool 9

=—— avec0; = —.
aq ’ J
Oz - - Oxon Oz

DO{
On munit H™(Q)) du produit scalaire

(u,vygm = Y /QDau(:zr) D%v(x) dx,

|a|<m

et de la norme associée

||| zm () = (Z HDQUH%Q(Q)) = (Z /Q\Do‘u(:z:)ﬁd:c>

la<m

12



Espaces de Sobolev (W"?(Q)(m € N, p € [1, +00])

Définition 1.1.10.
Soient (m,p) € N x [1,400], on note D*f = L. >
Donc on défini W™P(QQ) par :

WmP(Q) ={f € LP(Q) tq : Yo € N" avec |a| < m,3 L, € LP(Q)} vérifiant :

/f )DQ(x)dar = ( ‘al/z 2)dz,¥Q € D(Q).
On définit sur WP (Q2)la norme

£ llwm e () = D [IL]ze(e)

|| <m

Si 1 <p < +o0o, on peut considérons sur W™P(Q) la norme équivalente

la|<m

[1f . (2 (Z 1£1Zs ) :

Cas particuilier :
1. WO = [P(Q)
2. p=2:W™Q) = H™(Q).

1.2 Quelques Inégalité

Inégalité algebrique de Young

Lemme 1.2.1. 2
Pour tout a,b € RY, ona: ab < sa® + 1w

Preuve 1.2.1.
Considérons l'inégalité suivante, qui est toujours vraie pour tout 6 > 0 :

(20a — b)* > 0.

(20a — b)? = 46%a* + b* — 46ab > 0.

46ab < 46%a® + b,
2

b
b<é —.
a a—|—45

Nous avons donc démontré que pour tout a,b € R™ et § > 0, l'inégalité suivante est vérifiée :
2

b
ab < 6a? + .
JRIT

13



Inégalité de Young

Lemme 1.2.2.
Soient a,b € R et p,q € [1,+00] tels que :

1 1
-4+ -=1.
p q
Alors
a? b
ab < — + —.
p q

Preuve 1.2.2.
La fonction exponentielle 0 — exp(0) est convexe sur R. Une fonction f est dite convexe si pour tout
r1,29 € Ret tout X € [0,1],on a:

Oz + (1= Naxg) < Af(z1) + (1= N) f(x2).
Appliquons cette propriété a la fonction exponentielle. Pour tout 01,6, € R et tout t € [0,1], on a :
exp(thy + (1 —t)0y) < texp(#y) + (1 —t) exp(ba).

Soient a,b > 0. Posons :

1 1
t=_, l—t=—, 6i=phla), 6 =gh(b).

En substituant ces valeurs dans l'inégalité de convexité, on obtient :

1 1 1 1
exp ( -pln(a) + - - qln(b)) < —exp(pIn(a)) + — exp(qIn(b)).
D q D q
Simplifions cette expression :

1 1
exp(In(a) 4+ In(b)) < ;ap + qu.

exp(In(a) 4 In(b)) = ab,

donc on obtient :
a? b
ab < — + —.
p q

Inégalité du Minkowisky

Théoréme 1.2.1.

Soit (x, A, j) un espace mesuré avec X # &, p € [1,+o0] et deux fonctions f,g € LP(X),
alors :

1F+ gl < 171+ llglly-

([irear) < (i) (frr) "

Clest-a-dire :

14



Preuve 1.2.3.
Lespace LP(X) un espace vectoriel, f + g est dans LP(X).
Si||f+gll,=0, (l'inégalité est vérifié).

On suppose maintenant que ||f + g||p > 0.
Ona:

If+allp = [ 1f + gl
< ([ 11+ labIf + g
—/|f||f+g|” 1dﬂ+/|g||f+g|p Ldu

(/'ﬂpdﬂ) (/\g\”du) /|f+g|<”‘1>ﬁ>du

1f =+ gl
= (I1£llp + llgll, )(inJrng)
1f+gl?

En multipliant les deux cotes par (H [ Hp) on obtient l'inégalité cherché.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Lemme 1.2.3.
Soient f, g € C([a,b],R). Alors, on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[t ([ wpa) ([ ra)
Preuve 1.2.4.

Considérons pour X\ € R le polynome en X\ défini par :
b
PO = [ (@) +Ag(a)))? da.

En développant cette expression, on obtient :

/|f |2dm+2)\/ (@ |dm+/\2/ l9(x)[? da.

Le polynome P(\) est un polynome de degré 2 en A qui est toujours positif ou nul
le discriminant A de P(\) est donné par :

a= (2 [ vwnna) —a ([ wra) ([ owea)

Comme P(\) > 0 pour tout A\, on a A < 0.
En simplifiant l'inégalité A < 0, on obtient :

(/ fla |dm> < (/ab|f(x)|2dx> (/ab|g(:v)|2d:v>.

En prenant la racine carrée des deux cotés, on arrive a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[t ([ wra) ([ wra)

1/2

1/2

15



Inégalité de Holder

Lemme 1.2.4.

1 1
Soient f et g deux fonctions respectivement dans L et dans L7, avec — + — = 1. Alors, le produit fg

p g
est dans L' (€2), et on a :
1fgllzr@) < Ifllze@llgllzaw

Dans le cas particulier oit p = q = 2, on obtient l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
1fgllr@ < 1 F1e=llgll 2

Preuve 1.2.5.

Casl:g=o00etp=1.
1 1
Si q = o0, alors p =1 (car — + — = 1).

Dans ce cas, l'inégalité de Holder devient :

L1 @g@)dr < gl [ 7)) da.

Cela découle directement de la définition de la norme L™, car |g(x)| < ||g|| poo () presque partout.

Cas 2:p,q € (1,400).
Supposons p,q € (1,400). On utilise I'inégalité de Young généralisée, qui stipule que pour tout
a,b>0,ona:

a? bl
ab < — 4 —
P q
Appliquons cette inégalité a
@, )l
||f||LP(Q) ”gHLq(Q)

On obtient :

[f@g(@)] L@ 1 lg@)”
1 lo@llgllza) ~ P  @llalfo)

En intégrant cette inégalité sur ), on a :

Jolf(x)g(z)[dx 1 [o|f(z )!pdiUJr}fQ lg(@)|* da

[ lo@lelom = o 171 ¢ lgll7e)
Ou, par définition des normes L et L, on a :
olf@Pde _  Jole@lds
P - q -
HfHLp(Q) ||9HLq(Q)

Ainsi, on obtient :

folF@g()lde _1 1

[ flleyllgllay ~— 2 g

En multipliant par || f||Lr)||9||La(02), on arrive a l'inégalité de Holder :

|1 @)g(@)|dz < 1 fllzro) lgllzece)

16



1.3 Les Opérateurs

Opérateur Linéaire

Définition 1.3.1.
Soient E et F deux espaces vectoriel sur le corps K, et A : E — F' . On dit que l'opérateur A est
linéaire si :

i) Ve,ye B Alx+y) = A(z) + A(y),
i) VAe K A(\x) = AA(z).

Opérateur Dissipatif

Définition 1.3.2.

Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire (non nécessairement borné) dans un espace de Hilbert
H.

On dit que A est dissipatif si :

(Au,u) <0 pour tout u € D(A).

Si de plus,
Im(/ +A) = H,

alors on dit que A est maximal dissipatif.

1.4 Propriétés élémentaires des opérateurs maximaux mo-
notones
Dans toute la suite // désigne un espace de Hilbert.

Définition 1.4.1.
Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné. On dit que A est monotone si

(Au,u) >0 Yue D(A).
A est maximal monotone si de plus R(I + A) = H, i.e.
Vf e H, Jue D(A)tel que u+ Au = f.

Proposition 1.4.1.
Soit A un opérateur maximal monotone. Alors :

(@) D(A) est dense dans H.
(b) A est fermé.

(c) Pour tout A > 0, (I + \A) est bijectif de D(A) sur H, (I + NA)™" est un opérateur borné et
I+ AA) e < 1.

17



Preuve 1.4.1.
(@) Soit f € H tel que (f,v) = 0 pour tout v € D(A). Vérifions que f = 0. En effet, il existe
vo € D(A) tel que vg + Avg = f. Ona

0= (f,v0) = |vo|* + (Avo, vg) > |uvo|*.

Donc vy = 0 et par suite f = 0.

(b) Notons d’'abord que pour tout f € H, il existe u € D(A) unique tel que u+ Au = f. En effet, si
u désigne une autre solution, alors on a (u—u)+A(u—1u) = 0. Prenant le produit scalaire avec (u—1u)
et appliquant la monotonie de A, on voit que u—u = 0. D’autre part, on a |u|* + (Au,u) = (f,u), et
par suite |u| < | f|. Lopérateur f + u (noté (I + A)™") est donc borné de norme < 1. (I + A)~" est
donc un opérateur linéaire borné de H dans H et ||(I + A)™"||zmy < 1. Montrons que A est fermé.
Soit (u,,) une suite telle que u,, € D(A) pour tout n, u,, — u et Au, — f.Ona:

Uy, + Aty — u+ f

et donc
ty = (I + A) " uy + Auy) = (I + A)"Hu+ f).
Par conséquent u = (I + A) ' (u + f), cest-d-dire u € D(A) et u + Au = u + f.
(¢c) Supposons que pour un certain Ao > 0 on ait R(I + \gA) = H. Alors pour tout A > );0 ona
R(I+)XA)=H.
Pour tout f € H, I'équation :

u+Nu=f (1) (1.1)
peut se réécrire :
Ao Ao
u+ NAu = Tf—i_ (1—)\>u
soit :
—1 >\0 )\0
u=(I+ XA) Tf—l— 1—7 w|  (2) (1.2)
. 0 C Ao : L .
Si|l— 5N < 1 (c'est-a-dire \ > 5), alors (2) admet une solution par le théoréme du point fixe

de Banach.

Si A est maximal monotone, alors [ + A est surjectif. Par récurrence, on montre que / + AA
est surjectif pour tout A > 0.

Remarque 1.

Si A est maximal monotone, alors AA est aussi maximal monotone pour tout A\ > 0. Cependant, si A et
B sont deux opérateurs maximaux monotones, A+ B (défini sur D(A)ND(B)) n'est pas nécessairement
maximal monotone .

Définition 1.4.2.
Pour A maximal monotone et A\ > 0, on définit :
Jy= (I + XA (résolvante)
1

A\ = X([ — J)\) (régularisée de Yosida)

avec || Jx|| gy < 1.
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Proposition 1.4.2.
Soit A maximal monotone. Alors :

a;) Ayv = A(Jyw) YVve H \>0.
az) Ayv = Jy(Av) Vv e D(A), X >0.
b) |Av| < |Av| Vv e D(A), > 0.

¢ limJyvo=v Vve H.
A—0
d) }\I_%A)\’U = Av Ve D(A).
e) (Aw,v) >0 YVveH, \A>0.
1
9 ’A)\U‘SX|U| VveH \A>0.

Preuve 1.4.2. ay) Par définition de .J, pour tout v € H :
v =Jyv+ AA(J\v)
En réarrangeant :
1
A(Jyv) = X(U — Jy) = Ay
as) Pour v € D(A),ona:
1 1
Av = X[([ + M)y —v] = X(I + AA) (v — Jywv)

En appliquant J) :
1
Jr(Av) = X(U — ) = A

b) Découle directement de (a2) car Jy est une contraction (||.J5|| < 1):

[Axv]l = [[JA(Av)[| < [|Av]|

¢) Supposons d'abord que v € D(A). Alors :
lv — Jyv| = A Ayv| < M Av|  dapres b)

Donc lim Jyv = v.
A—0

Passons au cas général. Soit v € H et soit ¢ > 0. Comme D(A) = H (proposition VII.1), il
existe v. € D(A) tel que |[v —v1| <e.Ona:

‘J)\’U — Ul S ’J)\U — J)\Ul‘ + ‘J)\Ul — ’Ul‘ + "Ul — Ul

< 2lv = vy| + |y — vg| < 26 + | Jyvg — vy

Par conséquent :

limsup [Jyv —v| <2 Ve >0
A—0

et donc :
lim Jyv = v
A—0
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d) Pourv € D(A),ona:
Ayv = Jy(Av)  (par &)

Or dapres (), Jy(Av) — Av quand \ — 0.

e) Calculons directement :

(Avo,0) = 3 (T = B)o,) = 5 (Il = (o, )]

Comme || J\v|| < ||v||, on a par linégalité de Cauchy-Schwarz :

(L, )] < [[hllllo]l < [lv]®

Ainsi : )
(Axv,v) = Sl ll* = [lo]*) = 0
(Axv,v) = (Ayv,v — Jyv) + (Ao, Jyv)
= A A\]? + (AxJyv, Jyo)
Donc :

(Ayv,v) > MAyw[*> >0 (1.3)

P Résulte de () et de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

1.5 Semi-groupe Fortement Continue

Définition 1.5.1.
On appelle T'application S : [0, +00| semi-groupes fortement continu dans H vérifie les propriétés sui-
vantes :

i) S(0) =Id.
i) S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s>0.
iti) Pour tout x € H, l'application t — S(t)x est continue sur [0, +oo[ dans H, i.e.,
%i_r}ré |IS(t)xr —z||lg =0, VzeH.
Dans la suite, une telle famille d'opérateurs {S(t)}+>o est appelée un semi-groupe de classe C et on
la note : Cyy-semi-groupe.

Propriété 1.5.1.
Si (S(t))e>0 est un semi-groupe de classe Cyy dans H, alors le semi-groupe adjoint (S™(t))>0 est aussi
un semi-groupe de classe Cy dans H.
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Générateur infinitésimal

Définition 1.5.2.
On appelle générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe (S(t)):>o tout opérateur A défini sur l'ensemble

D(A) = {x € H; lim S -z existe} :
t—0t t

Par St
A(x) = lim (t)e =2

t—0t t ’

Parfois, on note {eAt}tzo au lieu de {S(t) }+>0.

Vo € D(A).

Théoréme 1.5.1.
Si A est le générateur infinitésimal d’'un semi-groupe (S(t))¢>0, alors A est un opérateur fermé.

Propriété 1.5.2.
Le domaine D(A) d’'un générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t));>0 est un espace vectoriel
dense dans H.

Théoreme de Hille-Yosida

Théoréme 1.5.2.
Soit X un espace de Banach et A : D(A) C X — X un opéateur non borné,on a l'équivalence.

« (A, D(A)) est m-dissipatif domaine dense.
« (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe de contraction.
(A, D(A)) opérateur fermé a domaine dense, vérifié

1
[0,00] C p(A) et [[Ryz ey, < Y pour tout A > 0.

Ainsi ce hypothese pour tout conditions initiale xq € D(A) il existe une solution fort
t — x(t) dans C°(RY, (D(A), Il pcay)) N C'(RY, (X1, ||Ix)) t— z(t) = S(t)x de class
seulment C'(R*, (X, ||||x)).

Théoréme de Lax-Milligram

Définition 1.5.3.
On dit qu'une forme bilinéaire a(u,v) : H X H — R est
- continue s'il existe une constante C' elle que.

la(u,v)| < Clullv] Yu,v e H
- coercive s'il existe une constante o > 0 telle que

a(v,v) > alv)* Vv e H.
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Théoréme 1.5.3.

Soit V' un espace de Hilbert réel.

Soit a : V x V' — R une forme bilinéaire, et L : V' — R une forme linéaire.
On suppose que :

« (Continuité) : Il existe M > 0 tel que

la(u,v)| < M||u|lv||v|v, Yu,velV.

« (Coercivité) : Il existe o« > O tel que

a(u,u) > aljull}, YueV.

Alors, pour toute forme linéaire continue L € 'V, il existe une unique solution u € V telle que :
a(u,v) = L(v), YveV.
Corollaire 1.5.1.

Soit a(u, v) une forme bilinéaire, continue et coercive . Alors pour tout ¢ € H' il existe u € H
unique tel que
a(u,v) = {p,v) Vv e H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

ue H

et

;a(u,u) — (¢, u) = min {;a(v,v) — (e, v)} :

veEH
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Chapitre 2

L'existence et I'unicité de la solution

Dans ce chapitre, on étudions U'existence et I'unicité de la solution du systéme de Timoshenko
avec un terme de retard distribué. En utilisant la théorie des semi-groupes, nous reformulons le
probléme sous une forme abstraite et montrons qu’il est bien posé sous certaines conditions sur
les données initiales et aux bords.

2.1 Position de probleme

On définit la variable z dépendante des parametres z, p, s et ¢ par :

Z<xap7sat) = ¢t(9€,t - Sp)a

dérivée par rapport a t : z(x, p, s, 1)

(3, p,5,1) = awfif;jp)xe%i%sm
8¢t(x,t ) ,
7W x (1=5p),

dérivée par rapport a p : z,(z, p, s, t)
0 t— a(t —
Zp(l’,p, S,t) — ¢t(x7 Sp) % ( Sp)
It — sp) dp

. /ag@t(xat _ Sp)
It — sp)

Il est facile de vérifier que ces définitions impliquent la relation suivante :
sz(x, p,s,t) + (1 —s'p) z,(z, p, s, t) = 0.

Dong,
sz (x,p,8,t) +2,(z,p,s,t) =0,
2 (z,0,7,t) =y (x,t) .

Suivant , nous définissons une variable auxiliaire :

Tlt(%s):lb(%f)—iﬁ(l’at—s)y s> 0.
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alors
i (z,8) + . (x,5) =y (1)

Nous pouvons donc reformuler le systéme principal () sous la forme suivante :

prou (€,1) = K (pz +¢), (2,1) =0,

pathe = bhaa + K (a4 0) i (e,) + [ pa (5) e (. = ) ds = 0,

sz (x,p,s,t) + 2, (x,p,s,t) =0,
n; (x,8) + g (2,8) = Oy (2,1),

et les conditions aux limites initiales données par :
@(Ivo) :()00<ZL’), gOt(I,O) 2901<LU),
¥(x,0) = to(), Pi(2,0) = (),
z(z, p,s,0) = z(x, p, s),

n(x,s,0) = no(zx, s).
ouz € (0,1), pe (0,1)ett > 0.

2.2 Probléme de premier ordre

(2.1)

(2.2)

Pour utiliser I'approche de semi-groupe on reécrit notre systéme comme un systéme de pre-

miére order, donc on suppose que

U = (@7 u? w? /U7 z)T’

et on reécrit notre probleme comme suit

{ U'(t) = AU(t),
U(0) = (@0, ¢1, Yo, Y1, 20, 21, ) ,

définissons les variables :

U = P,
U= ¢t7
2(z, p, s,t) = Y(x,t — sp).

Ou U = (p,u,1,v,2)" et l'opérateur A est défini par :

u
k
) E(@w+¢)x
u v
Al va=1y K 1
v 7(waz) 7(901‘_¢>_&_ t(l'at)_i/ MQ(S)wt(Ivt_S>dS
e P2 2 2 1 P2 I
-(3)
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On considére l'espace suivant :
H = Hy(0,1) x L*(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1) x L*((0,1) x (0,1) x (11, 72)), (2.5

Et A l'opérateur differentiel défini par

0 1 0 0 0
L Ly 0 0
"0 o & 1 0
A =1, b k 1
T2
o, 0 fam—f—ﬂat—f/ ()0t —s)ds 0 0
P2 P2 P2 P2 P2 I
1
0 0 0 0 —-9,
S

Notez que D(.A(t)) est indépendant de ¢.
Maintenant,On définit 'espace d’énergie [E associé au systéme comme :

E = H;(0,1) x L*(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1) x L*((0,1) x (0,1) x (71, 72))

muni du produit scalaire :

1
(U, Ua)w = /U (prurug + pav1vs + K (o1, + U1) (020 + Ya) + bib1,09,) do
‘ 1 rl T2
+ / / / s|pa(s)|z122 ds dp dzx. (2.6)
0 0 Jm

Le domaine de A est :

D(A)={U eH| AU € H,p,v € H*(0,1),2, € L*}. (2.7)

2.3 Existence de la solution

Afin de mieux aborder notre problématique, on propose de commencer par la résolution d'un
exemple, ce qui nous permettra ensuite de traiter notre propre cas plus efficacement

Exemple de résolution d'un probléeme d’évolution

d
{ di;—i-Au:O sur [0, +00]
u(0) = ug

Commencons par rappeler un résultat classique.

Théoréme 2.3.1 (Cauchy, Lipschitz, Picard).
Soit E un espace de Banach et soit ' : &' — E une application telle que

|F(u) — F(v)|| < L|lu—v| Yu,veE, (L>0).
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Alors pour tout ug € E, il existe u € C'([0, +00[; E) unique telle que

du
i F(u) sur [0, +oo] (2.8)
u(0) = ug
Preuve 2.3.1.
Existence. Résoudre (E%’) équivaut a trouver u € C([0,4o00[; E) tel que
t
u(t) = ug +/ F(u(s))ds (2.9)
0

Etant donné k > 0 — qui sera fixé ultérieurement — on introduit
X = {u € O([0, +ool; E) : sup e ™ |lu(t)|| < oo}
>0

On vérifie aisément les propriétés suivantes :

i) X est un Banach pour la norme
lullx = supe™[Ju(?)]
>0

ii) Pour tout u € X, la fonction
¢
(®u)(t) = uo + /O Flu(s)) ds
appartient a X.
L
iii) [|[Pu — Pv||p < —|lu—v|x Vu,v € X.

Pour k > L, ® admet un point fixe qui est une solution de (@).

Unicité.
Soient u et U deux solutions de (4). Posant

p(t) = llu(t) —u@)l,

Grdce a (@), ona: .
o(t) < L/ e(s)ds Yt>0
0

Donc ¢ = 0 par le lemme de Gronwall.

Le théoreme de Cauchy-Lipschitz-Picard est utile pour les équations différentielles ordinaires,
mais peu adapté aux équations aux dérivées partielles. Le théoréme suivant est particulierement
efficace pour les équations d'évolution.
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Théoréme 2.3.2.
Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout uqg € D(A) il
existe une fonction

u € C*([0, +oo[; H]) N C([0, +oo[; D(A))

unique telle que
du
I + Au =0 sur[0,4o00]

u(0) = ug (donnée initiale)

De plus on a les estimations :

du

O < ol |50] = Jauo) < Jawl wzo. @i

Remarque 2.
Lintérét principal du théoréme réside dans le fait que pour résoudre (2.10) on se ramene a vérifier que
A est maximal monotone, c'est-a-dire a étudier I'équation stationnaire u + NAu = f.

Preuve 2.3.2.
1ére étape : Unicité Soient u et u deux solutions de (6). On a :

(j}f(u —ﬂ),u—&) =—(A(u—u),u—u) <0
3l = w012 = ) = a0, w0 - a0
Donc t — ||u(t) — u(t)|| est décroissante. Comme ||u(0) — w(0)|| = 0, on conclut que :
[u(t) —a(®)] =0 Vi =0
Pour prouver l'existence de u, on :
« Remplace A par sa régularisée Yosida Ay
« Etablit des estimations uniformes en \

« Passe a la limite quand X\ — 0

Soit uy la solution du probleme régularisé :

d’LL)\
— + Ayuy =0 0
dt + A)uy sur[ ,+OO[ (2'11)
ux(0) = up € D(A)
Lexistence de u, est garantie par le théoréme de Cauchy-Lipschitz-Picard appliqué avec
F=—A,.
2éme étape : Estimation On a l'estimation uniforme :
dU)\
ﬁ(t) = [[Axua@®)] < [|Auol| ¥t >0, VA>0 (2.12)

Cette inégalité est une consequence immediate du
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Lemme 2.3.1. Soit w € C' ([0, +ool; H]) vérifiant :

Cgf + Ayw =0 sur[0,+o0] (2.13)
Alors les fonctions :
dw
t lw@)l et (0] = [lAw)]

sont décroissantes sur [0, +00].

Preuve 2.3.3. On calcule :

D'apres ([1.4.2), (Ayw,w) > 0, donc :

De plus, comme Ay est linéaire borné, w est C™ et satisfait :

d (dw dw
ﬁ<ﬁ>+&<ﬁ>_o

w
Le méme raisonnement appliqué a r donne la décroissance de || Ayw(t)]|.

3éme étape : Convergence des solutions régularisées Pour tout ¢ > 0, uy(t) converge
quand A\ — 0 vers une limite u(t), uniformément sur tout intervalle [0, 7']. Soient A, . > 0.
Ona:

duy du
o @ T T A =0
d'ou 1'identité fondamentale :
1d 5
5%”% - UMH + (Axuy — Ay, uy — uu) =0 (2.14)

(Axun — Ayuy, uy —uy,) = (Ayuy — Ayuy,, Myuy — pA,uy,)
+H(Ayuy — Ay, Hhuy — Juy,) (2.15)
> (Anuy — Ayuy,, NAyuy — pAuy,)

on déduit alors de (2.12),(2.14),(2.15) que

1d
2 dt

lux = wll* < 20X + )| Ao
En intégrant cette inégalité :
lur(t) = wu (07 < 4(A + )t Auol|*

soit :

[ux(t) — wu ()] < 24/ (A + p)t]| Auol| (2.16)
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Cette estimation montre que pour tout ¢ > 0, (uy(t)) est de Cauchy lorsque A\ — 0. Notons
u(t) sa limite. En faisant ;1 — 0 dans (12) :

lua(t) = u()]] < 2Vt Au

La convergence est donc uniforme sur tout intervalle [0, 7], et u € C([0, +oo[; H).
4éme étape :Supposons que la donnée initiale vérifie ug € D(A?), c'est-a-dire :

Uy € D(A) et Aug € D(A)
duy . e e 10, .
Posons vy = %, qui satisfait lequatlon :

dUA

T + Ayua =0 avec 0,(0) = —Ayuo (2.17)
Par une analyse similaire aux étapes précédentes, on établit :
1d 9
5 g 1ox = wll” < (Aol + | Auv DA Axosll + pll Apvall)- (2.18)

D'apres le (2.3.1) on a :

[Axuall < [[Axua(0)]] = [|AxAxuoll (2.19)
Comme Aug € D(A), on a les identités remarquables :

A)\A)\uo = J,\AJ)\AUU
= J;AQUO

1 N . . . .
d'ou les majorations uniformes :

[AxAxuoll < [[A%uol et [ A, Auuoll < [|A%uo] (2.20)

En combinant (2.17)),[2.18),(2.19)et (2.20) on obtient :

1d
S~ vall* < 200+ )| A%uo 1.

5éme étape : Il existe une solution de (2.10) supposons ug € D(A?). D'aprés les étapes
précédentes, pour tout 7' < 400 :

ux(t) — u(t)  uniformément sur [0, 7

d
%(t} — v(t) uniformément sur [0, T
.. . 1 du
Ceci implique que u € C ([0, +o0[; H) avec il
Léquation régularisée :
CZU)\
1) + Afun(8) =0 @.21)
se réécrit : p
U
— (0 + AT (1) = 0
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On observe que :
[ Txua(t) = u(@)|| < [[Ivua(t) — Ixu(®)]] + [[Izu(t) — u(t)]| =0

quand A — 0, par convergence uniforme.
Comme le graphe de A est fermé, on déduit de (2.21)) que :

u(t) € D(A) et ‘f;t‘(t)+Au(t):o vt > 0

La continuité de t — Au(t) implique que :
u € C([0, +oo[; D(A))

La solution obtenue vérifie :

du

7 | = l[Auo]| vt 20

(@)l < ol et ‘

Lemme 2.3.2.
Pour tout ug € D(A) et € > 0, il existe Ty € D(A?) tel que :

|lup — ol < e et |Aug — ATgl|| < €
Autrement dit, D(A?) est dense dans D(A) pour la norme du graphe.
Preuve 2.3.4. Soit ug = Jyug. Alors :
« Uy € D(A) et Uy + NAwy = ug

1
. A = X(uo — 1) € D(A) donc wy € D(A?)

o D'apres proposition (1.4.2) que

Ay = Aug = JyAug,

et
lim || Tyuo — uol| = 0, lim [|JxAug — Aug|| = 0.

On choisit alors \ > 0 assez petit et on obtient le résultat désiré.

6éme étape : Soit ug € D(A). Grace au lemme précédent il existe une suite (ug,) € D(A?)
telle que ug, — ug et Aug, — Aug. D'aprés la 5¢ étape on sait qu'il existe une solution w,, du
probleme

d
% + Au, =0 sur [0, 00],

un(0) = ugp.

(2.22)

De plus on a
[n(t) = wm ()] < [luon = womll =0,

du,  du,,

< — .
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Par conséquent,
U (t) — u(t) uniformément sur [0, oo,
du, du

— — uniformément sur [0, co].

dtdt

Avec u € C*([0,00[; H). Passant a la limite dans (2.22), grace au fait que A est fermé, on
voit que u € C([0, 00[; D(A)) et que u vérifie (2.10).

Remarque 3.

a) Supposons que uy € D(A). On sait (d'aprés la 3° étape) que, quand X — 0, uy(t) converge,
pour tout t > 0, vers une limite notée u(t).
On peut montrer que u € C*([0, 0o[; H) N C([0, 0o[; D(A)) et que u vérifie (2.10).

b) Supposons que ug € H. On peut montrer que, quand \ — 0, u,(t) converge, pour tout t > 0
vers une limite notée u(t). Mais il peut se produire que u(t) ¢ D(A), Vt > 0 et que u(t) n'est
différentiable en aucun point de [0, cof .
Donc, a fortiori u(t) ne peut pas étre une solution classique de (2.10). De fait, dans ce cas, le
probléme (2.10) ne posséde aucune solution au sens classique. Néanmoins on considére u(t) comme

une solution genéralisée de (2.10).

Remarque 4. Soit t > 0; on consideére l'application linéaire S;(f) : ug — u(t) de D(A) dans D(A)
ot u(t) est la solution de (2.10)) obtenue au théoréme (2.3.1). Etant donné que ||.Sx(t)uo|| < |luol|, on
peut prolonger S\ (t) par confinuité et densité en un opérateur linéaire continu de H dans lui-méme.
On désigne encore ce prolongement par S (t)(l). On vérifie facilement que Sy (t) posséde les propriétés
suivantes :

a) Pour chaque t > 0, S\(t) : H — H est un opérateur linéaire continu et
1S3l ey < 1

b) Sx(tl + tg) = Sk(tl) o Sk(tg) Vt; > 0,Via >0
C) S,\(O) =1
d) Ilfl_r}rol HS)\(t)U,Q — U()H =0 VYue H

Une famille {S(t) }1>o d'opérateurs de L(H) définie pour chaque valeur du paramétre t > 0 et vérifiant
a), b), ¢) est, par définition, un semi-groupe continu de contractions.

On montre (Hille-Yosida) qu’inversement, étant donné un semi-groupe continu de contractions S(t), il
existe un opérateur A maximal monotone unique tel que S(t) = S4(t) pour tout t > 0.

On établit ainsi une correspondance bijective entre les opérateurs maximaux monotones et les
semi-groupes continus de contractions.
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Remarque 5. Soit A un opérateur maximal monotone et soit A\ € R. La résolution de I'équation

d
d—?—i—AujL)\u—O sur [0, 00|
u(0) = g

se raméne trés simplement a la résolution de (2.10) grdce a artifice classique suivant. On pose

v(t) = eMu(t)

Alors v vérifie

dv

s Av =0 sur|[0,4o00]
v(0) = ug

Régularité

On va maintenant compléter le résultat du théoréme (2.3.1)) en montrant que la solution u de

(2.10) est plus réguliere moyennant des hypothéses supplémentaires sur la donnée initiale .

—

our cela, on définit par récurrence l'espace
D(A*) = {v € D(A*); Av e D(A*™)}, K entier > 2.
On vérifie aisément que D(A") est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

k
(1, ) pas Z AJu AJ
7=0

et la norme correspondante est

L 1/2
[ullpary = (Z IIAJUIIQ)

Théoréeme 2.3.3. On suppose que uy € D(A*) avec k > 2. Alors la solution u du probleme (2.10)
obtenue au théoreme (2.3.1)) vérifie de plus

u € C*([0, +oo[; D(A)) pour j=0,1,...,k.

Preuve 2.3.5.

Commencons par supposer que k = 2.
On considére Uespace de Hilbert H, = D(A) muni du produit scalaire (u,v)p(ay. On vérifie
aisément que opérateur Ay : D(Ay) = Hy — H, défini par

D(A1) = D(A?)
Aju = Au  pour u € D(A)

est maximal monotone dans Hy. Appliquant le théoreme (2.3.1) a lopérateur Ay dans U'espace Hy on
voit qu’il existe une solution

u € C'([0, +oc[; H1) N C([0, +o0[; D(A1))
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telle que

d
d—? +Aju=0 sur[0,4o00[, u(0)=up.

En particulier u satisfait (6), grace a l'unicité il s’agit donc de la solution de (2.10). Il reste a vérifier que
u € C*([0, +ool; H).
On note que u € C* ([0, +oo[; D(A)), donc

d
L e ([0, +o0[; D(A)).
dt
De plus,
Au € C([0, +oo[; H),
et on a que

du d

d
Appliquant (2.10), on voit que di; € C([0, +oo[; H), cest-a-dire u € C*([0, +oo[; H), et que

d (du du
pr (dt) + A (dt) =0 surl0,+o0[. (2.24)

Passons maintenant au cas général k > 3. On raisonne par récurrence sur k : admettons le résultat
jusqu'a Pordre ki — 1 et supposons que ug € D(A"). D’apres
D'apreés ce qui précéde, on sait que la solution u de (2.10) appartient a :

C*([0,00[; H) N C*([0, 00[; D(4))

et vérifie (2.24). En posant :

du

S

on obtient les propriétés suivantes :
v € C([0,+oo[; H) N C([0, 00[; D(A)),

avec le systeme :

d
d—?%—Av:O sur [0, 00|
U(O) = —AUO.
Ainsi, v est la solution de (2.10)) correspondant a la donnée initiale vy = — Auy.

Comme vy € D(A*™Y), I'hypothése de récurrence implique :
v e CF ([0, 400, D(AY))  pour j =0,1,...,k—1, (2.25)
ce qui équivaut a :
u € C*I([0,+o0; D(AY))  pour j =0,1,...,k—1.

Il reste a montrer que :

u € C([0, +oc[; D(AF)). (2.26)
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En appliquant (2.25) avec 7 = k — 1, on obtient :

Ccl;; € C([0, +-o0[; D(AF1)). (2.27)

De (2.27) et de I'équation (2.10), on déduit :

Au € C([0, 00[; D(AF1)), (2.28)

ce qui confirme (2.26).

Le cas autoadjoint

Définition 2.3.1.
Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné avec D(A) dense dans H. En identifiant
H' = H, on peut considérer A* comme un opérateur non-borné dans H.

« Symétrique :
(Au,v) = (u, Av) Vu,v € D(A).

+ Autoadjoint :
A*=A (avec D(A") = D(A)).

Remarque 6. Lorsque A € L (H), il n'y a pas lieu de distinguer entre opérateur symétrique et
opérateur autoadjoint. Par contre, si A est non-borné, la distinction entre « symétrique » et « autoadjoint »
est subtile. Il est clair qu'un opérateur autoadjoint est symétrique. La réciproque n'est pas vraie : A est
symétrique si et seulement si A C A™ — ce qui sous-entend D(A) C D(A*) et A* = A sur D(A).
Lorsque A est symétrique, il peut arriver que A # A* (voir [1]).

Le résultat suivant montre que lorsque A est maximal monotone, alors :

(A symétrique) < (A autoadjoint).
Proposition 2.3.1. Soit A un opérateur maximal monotone, symétrique. Alors A est autoadjoint.

Preuve 2.3.6. Soit J, = (I + A)~'. Montrons d'abord que .J; est autoadjoint. Il suffit de vérifier —
puisque J, € L (H) — que :

(Jiu,v) = (u, Jyv) Yu,v € H.
Posons u; = Jyu, v1 = Jyv de sorte que :

U1+AU1:U,
vy + Avy =0

Comme (uy, Avy) = (Aug,vy), il en résulte que (uy,v) = (u,vy), c'est-a-dire (24).
Soit u € D(A”) et posons f =u+ A*u.On a:

(f,v) = (u,v+ Av) Yo € D(A),

c'est-a-dire :

(f, Jhw) = (u,w) Yw e H.
Par conséquent, u = J; f et donc u € D(A). Conclusion : D(A*) = D(A).
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Remarque 7. Il faut faire trés attention. Si A est un opérateur monotone, méme symétrique, alors A*
n'est pas nécessairement monotone ; Par contre, on démontre les équivalences suivantes :

A maximal monotone
< A" maximal monotone
& A fermé, D(A) dense, A et A* monotones.

Théoreme 2.3.4. Soit A un opérateur maximal monotone, autoadjoint. Alors pour tout uy € H (¥), il
existe une fonction :

u € C([0,+o0[; H) N C* ([0, +o00[; H) N C([0,+00[; D(A)),

unique, telle que :

d
dizjft + Au =0 sur]0,+4o0],
u(0) = up.

De plus, on a les estimations suivantes :

du

1
u(t)] < |uo| et dt(t)‘:]Au(t)|§t\uo| vt > 0.

u € C*([0, +o00[; D(A"))  Vk, entiers. (2.29)

Preuve 2.3.7.

Unicité Soient u et u deux solutions. En appliquant la monotonie de A, on voit que la fonction o(t) =
|u(t) — u(t)|* est décroissante sur |0, +o0o[. D'autre part, elle est continue sur [0, +oo[ et p(0) = 0.
Donc ¢ = 0.

Existence

lere étape

Supposons d'abord que ug € D(Az) et soit u la solution de (2.10) obtenue au théoréeme (2.3.1). On
va établir l'estimation :

d 1
C;:(t)‘ < Slul ¥t >0, (2.30)

Notons que :

Ji=J, et Al=A, Yk>0

(voir la démonstration de la proposition (2.3.1))).
Reprenons l'approximation utilisée dans la démonstration du théoréme (2.3.1]) :

d
% + Agur, =0 sur [0,00[, ug(0) = up. (2.31)

En multipliant scalairement (2.31) par uy, et en intégrant sur [0, T'], on obtient :

1 T 1
§|uk(T)\2+/O (Awtun, ur) dt = ol (2.32)
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d
Prenant ensuite le produit scalaire de (2.3 1)) avec tﬂ(t) et intégrant sur [0, T, il vient :

dt
T
/

d du du du
%(Akukauk) = <Akdtkauk> + (Akuka dtk> (Akuka dtk>

puisque A = Ap.
Par conséquent, en intégrant par parties, on trouve :

0 d 2 (2.34)

= & (A (T), w(T)T — /0 <Awk7we> dt.

duy, duy,

E( )‘ tdt—l—/ <Ak:uk:<> 7t —(t ))tdt:(). (2.33)

est décroissante (lemme (2.3.1)) on a :

du
D'autre part, comme la fonction t +— ’k(t)

T duk duk 2 T2
tdt > ) — 2.35
Ja )\ i) L 2.35)
Combinant (2.32)), (2.33), (2.34) et (2.35) on aboutit a :
1 ) Sdu P01,
i‘uk(T)] + T(Apug(T),up(T)) + T p —(T)| < 5‘“0’
d'ou il résulte, en particulier, que :
d“’“ —H(D)| < —=Ju| VT >0 (2.36)
U .
f o1

On conclut la démonstration de (2.30)) en passant a la limite dans (2.36) quand k — oo (noter que

du du X
ok T grdce a la 1°° étape de la démonstration du théoreme (2.3.1))).

dt dt

2éme étape

On suppose maintenant que ug € H. Soit (g, ) une suite dans D(A) telle que ug, — ug. Soit u,,
la solution de I'équation :
du,

- + Au, =0 sur [0, +00]

un(0) = uop

On sait (théoreme (2.3.1)) que :

[un(t) — um ()] < Jugn — vom| Ym,n, Vt>0

et (1 étape) que :
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1
t

di,,
dt

du,,

—-(t) -

dt W)=

|uon — Uom| VYm,n, Vt>0

u
Il en résulte que u,,(t) converge vers une limite u(t) uniformément sur [0, 0o et ditn converge vers

d
a uniformément sur chaque intervalle [, +00[ avec § > 0. Donc :

dt
u € C([0, 4+o0[; H]) N CY([0, +o0[; H])

d
On conclut aisément que u(t) € D(A) pour tout t > O et vérifie l'équation ditL + Au = 0 sur
10, +o00] (utiliser le fait que A est fermé).

» Maintenant, nous allons procéder a la résolution de notre probleme en utilisant le théoréme
suivant.

Théoreme 2.3.5.
Nous supposons que (H) est vrai. Ensuite, pour tout
Xo € D(A(0)), il existe une solution unique X de l) (lZ:]l) satisfaisante

X € ([0, 00), D(A(0))) N CL([0, 00), E).

Preuve 2.3.8.

nous utilisons l'approche des semi-groupes. Plus précisément, nous montrons que l'opérateur A engendre
un semi-groupe Cy dans Uespace H. Dans cette étape, nous prouvons que l'opérateur A est dissipatif.
Pour tout U = (i, u,,v,2)" € D(A), nous avons :

1

(AU, U g = — /01 UQ(I)dI—MQ/O 2(z, Vv(z)de — = / / 2(x, p)z,(z, p)dpdr (2.37)

en considérant maintenant le dernier terme du membre de droite de I'équation (2.37), on a :

// xpszpdpdx—//léaapz xpdpdx_;/01{22(%1)—22(x,0)}dx

(2.38)

en remplacant dans U'équation (2.37)), on obtient :

(AU, U)n = _/vbl/olvz(ﬁ)dl’—ﬂz/ z(z, 1)v dI—f/ (z,1) da:—l——/

en appliquant l'inégalité de Young, on déduit :

1 1
(AU, Uy < < w1+ % + 2%_) /0 v (z)dx + (,u; — 2€_> /0 2*(x,1)dz.

Compte tenu de la condition (H), on remarque que :

o €
— —+ =<0, —--—-<0
pt ool 2 27

Par conséquent, lopérateur A est dissipatif.
Nous montrons maintenant que lopérateur NI — A est surjectif pour tout X\ > 0. Soit
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(f17f27f37f4af5)T € H?

nous cherchons

U= (p,u,9,v,2)" € D(A)

solution du systeme suivant :

Ap —u=f

M= K/p1 (pee +02) = fo

N —v = f (2.39)
A = b/ pathes + K/ p2 (0 +0) + p1/p2v + pa/ p22(-, 1) = fu

Az + 71_zp = fs

en supposant que @ et 1) sont connues, les premiére et troisiéme équations (2.39) donnent :

u=Ap— fi
{vzw—fs (2.40)

il est clair que u € Hy(0,1),v € Hy(0,1). De plus, | équation (2.39) permet d’obtenir z sous la
forme suivante :

2(x,0) =v(x), pourtout =z € (0,1)

en suivant la méme approche que dans [8], on obtient a partir de | équation de (2.39) :

. 5 1 )
z(z, p) = v(x)e T + Te*’\m/ fs(z,0)e do
0

a partir de (2.40)), on obtient :

, . ot ,
() = M) — e e [ e o)l 2.41)

en utilisant (2.39) et (2.40), les fonctions et 1) satisfont le systéme suivant :

{ >\290 - K/p1 (me +¢x) = fo+ Afi
M) — b/ pathag + K[/ pa (0r + 1) + 1/ pav + pia/p2z(-, 1) = fa+ Afs

2
résoudre le systeme (2.42) revient a trouver (¢,1) € (HQ(O, 1) N H (0, 1)) tel que :

(2.42)

/01 (pl)\QSOw—I—K(gpx —Hb)wx) dr = /Olpl (fo+ Afi) wdx
/01 (poA*0xd + bibxo + K (90 + ) X + mox + po2(-, 1)x) d = /01 p2 (fa+ Afs) xdx

(2.43)
pour tout (w,x) € Hy(0,1) x H(0,1).
D’aprés (2.41)), on a '
2w, 1) = Mp(x)e™ + 2(x)
ouz e (0,1), et
: N ,
20(x) = — fae™ N + Te_’\T/ fs(x,0)e " do (2.44)
0
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Il est clair, d’apres cette formule, que 2y dépend uniquement des données fs et f5. Par conséquent, le
probleme (2.43) est équivalent au probleme variationnel suivant :

C((0, ), (w, x)) = l(w, )

(2.45)

2
oit la forme bilinéaire ( : {H& (0,1) x Hy(0, 1)} — R et la forme linéaire

l: H}(0,1) x Hy(0,1) — R sont définies par

L), (0,0) = [ (piVpuw + K (oo ) (w4 ) da
+ /01 (pz)\wa + b@bxxx> dx

b [ (o) A

et

l(w,x) = /01 (11 fsx — pazo(x)x) dx
—i—/olm (fo+ Af1) wdx

+ /01 p2 (fa+ Afs) xdx

out zo(x) est défini par 'équation (2.44).

Il est facile de vérifier que la forme bilinéaire ( est continue et coercive, et que la forme li-
néaire | est continue. Par conséquent, en appliquant le théoréme de Lax-Milgram, on en déduit que,

pour tout (w,x) € Hy(0,1) x H}(0,1), le probleme (

2.45

) admet une solution unique (p,v) €

H}(0,1) x Hy(0,1).

En appliquant ensuite la régularité elliptique classique, il résulte de (2.43

H*(0,1).

Par conséquent, lopérateur NI — A est surjectif pour tout X > 0. Le résultat du théoreme |1.5.2

s’ensuit alors en vertu du théoréeme de Hille-Yosida.
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Chapitre 3

Comportement asymptotique de la
solution

3.1 Stabilité exponentielle

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats relatifs a la stabilité du systeme étudié. Nous
commengons par énoncer les principaux résultats, puis nous procédons a leur démonstration en
utilisant la méthode d’énergie. Plus précisément, nous établissons un résultat de stabilité expo-
nentielle dans le cas ol les vitesses de propagation des ondes sont égales.

Approche technique

Cette approche consiste a construire des fonctions d’énergie appropriées, qui mesurent I’évo-
lution du systeme au cours du temps.

Nous dérivons ensuite des inégalités différentielles satisfaites par ces fonctions d’énergie, en
utilisant les conditions aux limites et les propriétés des termes d’amortissement ou de retard.
Grace a ces estimations, nous montrons que 1’énergie décroit exponentiellement sous certaines
hypothéses, notamment en cas d’égalité des vitesses d’onde.

Cette technique permet non seulement d’établir 'existence d’un taux de décroissance, mais
aussi de donner des indications précises sur la vitesse de convergence vers ’équilibre.

Lemme 3.1.1.
E(t) = E(t¢,¢,27) (3.1)
= 5[ (n o) dr+ o [ K (ot ) 4002} da
+; /01 /01 /: s s (5)| 2% (z, p, 5, t) dsdpd.
satisfait

dE (t)

o s—O{/Olwt/:uz(s)z(x,Ls,t)+/L;1w§<x,t>d:v}7 (3.2)

o C' > 0, ce qui implique que I'énergie I est une fonction décroissante par rapport a t.
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Preuve 3.1.1. Nous considérons le systéme ) :

pl(Ptt(xat) - K(Spm + w)x(xaw =0,
P (,t) — bibyp(x,t) + K(pr + ) (2, t) + by (x, t) + /:2 po(8)y(x, t — s)ds =0,
sz(x, p,s,t) + z,(x, p,s,t) =0,

Uf(ﬂQ S) + 772(95: S) = ¢t<x’t)'

On multiplie la premiére équation par py, la deuxiéme par 1y, et la troisieme équation (pour z) par
|2 (s)|z. On integre sur (0, 1) (et sur (0,1) x (0,1) X (71, T2) pour 2).
Etape 1 : termes d'inertie

1 1
2
/0P190tt§0tdx th/ SOtd /0P2¢tt¢td$ 2dt/ %

Etape 2 : termes d'élasticité

1

(sox +¢)*d

1 1 K

/;(—bwm)z/zt dx_b/o1 Yoty d = th/ V2 dz.

Etape 3 : termes d'amortissement

1 1
/0 ptntby dz = /0 Y2 da.

/01 (/:2 p2(s)Yi(z, t — s)ds) Vy(z,t)do = /01 /: fi2(8) by (0, )by (. t — s)ds dx.

1

Pour traiter le terme de retard, on introduit la variable auxiliaire z et on utilise 'équation pour z.
Apreés intégration par parties et sous certaines conditions techniques (dérivées nulles aux bords, etc.), on
obtient :

2dt/ // s|pa(8)|22 (2, p, 5, t)ds dp dz.
Etape 4 : synthése

En regroupant tous les termes, on obtient :

o /01 02 dx—/ol / 1 ()0 )y, £ — 5)ds da.

On applique ensuite les inégalités de Young et Cauchy-Schwarz pour estimer le dernier terme. En
choisissant les coefficients appropriés, on obtient finalement :

dE(t
di < {/ V2 (z,t) d:v+/ U (zx,t) / MQ(s)z(x,l,s,t)dsdx},
T1
ot C' > 0 est une constante positive.
On en déduit que I'énergie F(t) est décroissante, ce qui montre la dissipation et prépare 'étude de la
stabilité exponentielle.
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Théoréme 3.1.1 (Théoréeme principal).
Soit Uy € D(A). Supposons que
72 K b
[le)lds<pm oo ==
T1 P1 P2

Alors, il existe deux constantes positives C' et vy, indépendantes de t, telles que

E(t) <Ce™, Vt>0. (3.3)

Remarque 8.
Pour établir la décroissance exponentielle de la solution, il suffit de construire un fonctionnel L(t),
équivalent a l'énergie E(t), vérifiant

dL(t)

dt

ot A est une constante positive. Pour obtenir un tel fonctionnel L, nous aurons besoin de plusieurs lemmes
auxiliaires.

< —AL(t), Vt>0

Lemme 3.1.2. Commencons par définir le fonctionnel suivant.

1 1
L(t) = —/0 (pripre + pobytp)de — %/0 Vide. (3.4)

Nous démontrons alors la majoration suivante.

Considérons (p, 1, z, nt) solution du systeme ()—(@). Pour tous £, 01 > 0, on a l'estimation suivante :
dly (t) ! 9 9
o = —/0 (o167 + p2v}) da
1
+ & / WP (3.5)
2 Jo
1 9 1 1 T2 9 1 2
+ 0rd) [ et o [ [T ()i @t - s)dsdo+ K [ (e +v)dr,
2 T1

ot ¢ = 1/7 est la constante de Poincaré.

Preuve 3.1.2. On commence par dériver I,(t) par rapport au temps :

dl(t 1 1
clhg) = —/0 (Pl%ﬁttw + P180? + patuth + PQ@/)?)df — M1/0 Y dx.

On remplace ensuite py et Py a partir du systeme () :

prow = K(pz + ), potds = bibye — K (0 + 1) — 1ty — /72 p2(8)y(z,t — s)ds.

T1

En substituant, on obtient
dl(t 1 1 1
Cll( ) - —/ K(%Jr@/))xsodx—/ pw?dl’—/ b2t dx
t 0 0 0
1 1 1 T
- /o K(p, + ) dr — /0 p1 ) de — /0 (/ (8 (x,t — s) ds) Y dx

1 1
— | e —pn [ wunde
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On integre par parties les termes avec dérivées spatiales :

1 1 1 1
Alﬂ%+WMM=—KAwﬁWMM% AW@WMZ%Awﬁw

On regroupe les termes et on utilise les inégalités de Young :

‘/01 /j pia(8)y(z,t — s)(x, t)ds da

1 [l 7 ) e (1,
< —/ / pa(s); (x, t—s)ds da:—l——/ = (x, t)dx.
2e9 Jo Jn 2 Jo
1
De méme, pour / Yy dz, on applique Young :
0

1 1 1 1 1
‘/ Wiy dx gf/ ¢2dm—|——/ W2 de.
0 2 Jo 2 Jo

En combinant ces estimations, on obtient :

dI, (t)
dt

1 1 1
< _ 2 2 (052> 2 2
< /0 (p1; + patfy)dz + 5 /0 Yidz + (b + 51)/0 Yrpde

1 1 T2 1
b [ et = s)dsdo + K [ (on + ),
252 0 T1 0

On remarque que la constante ¢ = 1/7* provient de l'inégalité de Poincaré appliquée a 1 sur (0,1).
Ainsi, l'estimation finale correspond exactement a l'inégalité annoncée dans (3.5).

D'apres l'expression explicite de w, on obtient les estimations suivantes :

|wellz2(00) < Cll¥] 200,15
w2201y < Cl¥] 220,15

| wae |l 22(0,1) = 1%l 22(0,1)

ot C' > 0 est une constante indépendante de t. Ces inégalités seront cruciales dans la suite pour les
estimations d'énergie et la construction des fonctionnelles de Lyapunov.

Lemme 3.1.3.
La solution de I'équation (@) satisfait les propriétés suivantes :

1 1
/ w? dr < / WV dz,
0 0

1 1
/ wqu:g/ V2 dx.
0 0

et

Preuve 3.1.3. On part de l'équation
Wy = Yz, w(0) =w(l) =0.

En multipliant les deux cotés par w et en intégrant sur (0, 1), on obtient :

1 1
/ — Wy W AT = / Yaw dx.
0 0
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Intégration par parties a gauche (avec w = 0 aux bords) donne :

1 1
/widx:/ Ypw dx.
0 0

Ensuite, on applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'inégalité de Poincaré pour w :

/Olwxwdx < (/Olqﬁidx)l/z (/Oledm>1/2.

Or, d'apres l'inégalité de Poincaré (comme w = 0 aux bords),

1 1
/ w?dr < C’p/ widx,
0 0
oul C’p est une constante. Ainsi,

/Olwf,d:vg </01¢2d$)1/2 <Cp/olwidx)

1 1
/ w? dx < Cp/ Y2dr.
0 0

Puis, grace a l'inégalité de Poincaré appliquée a 1,
1 1
/ W2 da < / W2 du.
0 0

1 1
/widaﬁg(}'/ V2 dx,
0 0

1/2

Ce qui implique

Finalement, on obtient

pour une constante C' > 0. En choisissant convenablement les constantes, on peut méme prendre C' = 1.

Pour la deuxieme inégalité, on différencie w par rapport au temps t :

_(wt)acx = (¢t)x7 wt(()) = wt(l) = 0.

(3.6)

On reproduit exactement le méme raisonnement que ci-dessus, en remplacant w par wy et V) par )y, ce

qui donne :

1 1
/ wfdwﬁ/ wfdx.
0 0
Lemme 3.1.4.

Soit w la solution de (@). Nous introduisons le fonctionnel suivant :

I (t) 5:/0 (P2t + proyw) dx + 7/ P de.

Nous obtenons alors l'estimation suivante.

Soit (¢, %, z,m") la solution du systéeme ()——@). Alors, pour tout €3 > 0, on a

dl, (t)
dt

by by ces (19
<=0 [ wtdetpe [ eide+ [ vt

(p2+ >/ vi do (27;)3 2mg>/ ¢ dv

253// lp2(s)] 2% (z, 1, 5, ) ds du.
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Preuve 3.1.4. On rappelle que

1
Bt = [ (ot + prpa) do+ B2 [ g2,
ot w est solution de
—Wep = U, w(0)=w(l)=0.
On calcule la dérivée en temps :

dl,

1 1
- = /0 (p2vbutd + ot} + prioww + provwr) dx + iy /0 Piprd.

On traite chaque terme. Terme en Yy
D'apres le systeme,
T2
patin = Was = K (9o + ) = uthe = [ pals)ul,t = s)ds.

1

Donc,

[ st =b [ uto— [ orriyvdo—p [ vedo— [ |7 pa(siute.t—s)pdds.

En intégrant par parties,
1 1
b / bpethdr = —b / W2dz.
0 0

Terme en py
D'apres le systeme,
prpw = Koz + ¢)q.
Donc,

1 1
/0 prppwdr = K/o (pz + V) wdz.

En intégrant par parties,

1 1
K/O (00 + ¥)pwde = —K/O (0 + ) wyde.

Terme en pw;
Ona

1
/ prpwedr < 7/ @fdx‘i‘/?l)a/ widz,
0 4Ny

1 1
/ widr < / Vid.
0 0

et dapres le lemme précédent,

Terme en 1 /@/J@Dt

Ona
ﬂl/()1¢¢td$_ ?%/ P

Terme en / 2
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On traite le dernier terme en utilisant Young et Cauchy-Schwarz, ce qui donne un terme majoré par

// \2(8)] 22 (z, 1, 5, t)ds do + — /dex
263

En combinant tous ces résultats et en absorbant les petits termes par des paramétres 01,c3 et des
inégalités de Poincaré, on obtient
dls (t)
dt

o, by ces (1o
<=0 [ ot [ Gdes D[ etde

(pﬁ)/%d +<27/$3 2mgg>/qu

253// \p2(s)| 2%(x, 1, 5, 1) ds dx.

et on retrouve exactement l'inégalité (E&l) annoncée.

Lemme 3.1.5.
Définissons maintenant le fonctionnel I3 :

L(t) : =ps / by (0o + ) da + 22 / Wpsdic. (3.9)

Soit (¢, %, z,m") la solution du systéeme ()-(@). Supposons que
P P2 P2

K_b+go_3’

(3.10)

Alors, pour tout €4 > 0, on a :

O < (=22 [ (put v da

+ ( 2+>/ ¢tdx+54/ Sptd$+g/ / /*LZ '1:71?8 t)de.fC
4

Preuve 3.1.5.
Nous dérivons d'abord I3(t) :

dl(t)
dt

1 1
= PQ/O wtt(¢x+¢)d9€+p2/ Vi(pzr + ) dx
bl
+%/%%M+*/%MW
0

En utilisant I'équation

T2

p2tbie = 0pe — K(%c + 1?) — s — /T M2<5)¢t($,t - S) ds,

1

nous obtenons
1 1 1
102/0 ¢tt(§0$ + ¢) dv = b/o @ijx(()@x + ¢) dr — K/O (9090 + ?/))2 dr
1 1 T2
ﬂh/o Ve(pg +1p) da — /0 (pz + w)/ po(s)ty(z,t — s) ds dux.

T1
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Par intégration par parties, on a

b [ aelipn ) dr == [ olpn )

De plus, en utilisant
p1ou = K(ps +9)a,

on obtient

b 1t 1 .
T ) deondr=b [ ulpn ti)edr = b [ nalpn +9) d

Ainsi, ces termes s'‘annulent mutuellement.

b [l
Pour le terme % / Yy 1pr dx, on applique l'inégalité de Young
0

pib 1 1
?/0 wx,t@tdﬂﬂﬁfzx/o @td$+4K2 /¢

De méme, pour le terme contenant (i1, on a

1 1
—m/o wx%w)dxs@/owxw P o+ 2L /wtda:

Pour le terme retardé, on obtient

‘/01(% +v) /: p2(s)e(x,t — s)dsdx

1 1 1 rm
< [ (et dit— [ |7 pa(s)ud(e,t—s) dsdz.
0 4ey Jo Iy

En regroupant ces estimations et en utilisant la condition

pL_p
K b’

nous obtenons finalement

dlsit) < —(K — 254> /Ol(gom + ) dx + <p2 + ) / V2 dx

1 T

1 1
+54/ o} do + 7/ pa(s8)2%(x, 1, 5,t) ds d.
0 £

0 T1

Ce qui acheve la preuve.

Pour traiter les termes de bord apparaissant dans (3.11)), nous introduisons, comme dans [7], la
fonction poids suivante :

q(r) =2—4z, x€(0,1).

Cette fonction permet de controler efficacement les contributions aux extrémités du domaine, en particulier
lors des intégrations par parties impliquant 1),, et ©,.. Grace a ce choix judicieux, nous obtenons le résultat
final souhaité sur l'estimation du fonctionnel I3(t).
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Lemme 3.1.6.
Soit (p, 1, z, 77t) la solution du systéme ). Alors, pour une constante positive cg, on a

- 1
wawmg;s———/pm D)pupr do + K2 [ (oo + ) do

d 2
i ) e tw) d:c+356/ p2dx

b 3
44+ = 2
+<€6 * 4eg ( * 26%)) /0 Vet
/ / po(s)2(x, 1, 5,t) ds du. (3.11)
284

Preuve 3.1.6.
Pour démontrer l'inégalité (3.11)), on commence par considérer le terme de bord

En utilisant l'inégalité de Young, on a pour tout £ > 0 :

Pa(O)b(l) < — (b%( )’ +eewa(0)’, £=0,1.

D'ou
[%wmﬁs;ﬂme+wwWh%mmu%@ﬂ

Pour traiter ces termes, on introduit la fonction poids q(x) = 2 — 4x, qui satisfait ¢'(x) = —4. En
utilisant des intégrations par parties et 'équation (2.1)s, on obtient une expression des dérivées temporelles
impliquant des termes d'énergie et des intégrales sur q. Aprés estimation minutieuse de chaque terme
(notamment via Young et Poincaré), et absorption des termes croisés, on montre que

d 1 1
(b, (0.8) + (b (1,0)’ < =2 [ poqua (b) do +C1 [ v do+C [ 42da

—I—C;;/(gox—l—w da:~|—C'4// po(s8)2%(x, 1, 5,t) ds da.

pour certaines constantes positives C, Cy, Cs, Cy dépendant de €¢. Par ailleurs, en estimant égale-
ment @2 (1) — ©2(0) de faon analogue, on arrive enfin a l'inégalité finale

(0o ()5, < / P19 dx

Kdt
+Kf-:6/0 (¢o + 1) da
P2 d ot
456 dt 0 q,lvbt(wa) d(L’

1
+ 366/ @2 dx
0

ol )

25// pa(8)22(z, 1, 5,t) ds du.

Ainsi, l'estimation souhaitée est démontrée, ce qui conclut la preuve.
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Lemme 3.1.7.
Nous définissons maintenant le fonctionnel suivant :

1 1 T2
= / / / se”% | uy(s)] 2* (z, 1,s, t) dsdpdz. (3.12)
0 0 T1

Alors, le résultat suivant est vérifié.
Considérons (i, V,D, z,n") solution du probleme )——(H). Il existe une constante Cy > 0 telle que

dly(
; /// se7 |uy(s)| 2% (x, 1, 5,t) ds dp dx

—01/ / s ()] 22(2, 1, 5, t)dsdm—k,ul/ W2 d. (3.13)

Preuve 3.1.7.
En dérivant (3.12) par rapport au temps t, et en utilisant la relation de transport vérifiée par z ainsi
que la condition de bord z(x,0, s,t) = 1y(x,t), on obtient :

d]
a / / / se P |us(s)| z(x, 1, s,t) z(x, 1, s, t) ds dp dex.
En utilisant sz; + z, = 0, 0n a z; = ——zp Ainsi,
d[
alt = — / / / W pa(s)] 2(x, 1, 8,t) 2,(x, 1,5, t) dsdp du.
Une intégratzon par partles par rapport a p donne

d[ -
alt = —/ / |p2(s) szg(a:,l,s,t)}p (I)dsdx
T1 p=

+/// se” |uy(s)| 2%(w, 1, 5,t) ds dp dax.
0 JO 1

En évaluant les bornes, on obtient

d]
a — _// \p2(s)| (2%(w,1,5,1) —e™* 2(x,1,3,t))dsdw

+/// se |ug(s)| 2% (x, 1, 5,t) ds dp d.
0 0 T1

Comme e=° < e * pour tout p € [0, 1], et en utilisant la positivité de s, il existe une constante C; > 0
telle que

dly(
; < C’l/// se”* |uy(s)| 2%(w,1,5,t) ds dp dx

—Cl// \p2(8)] 22(x, 1, 5,t) ds da.

Enfin, en tenant compte de la condition z(x, 0, s,t) = (x, 1) et des estimations énergétiques associées,
1

on obtient un terme correctif dépendant de j1; / wtzdx Ainsi,

dly(
; /// s€7% |ua(s)| 2% (w, 1, 8,t) ds dp dx
—Cl/ / |2 (s)| 2%(x, 1, s, t)dsdx+u1/ Yidz,
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Nous définissons le fonctionnel de Lyapunov L(t) comme suit :

L(t) :== NE(t)+if1(t)+NzIz( t)+15(1) K/ PLAP P dw+7/ p2q () (bihy) do+Nyly(t),

(3.14)
ou N, Ny, N4 sont des constantes positives a choisir ultérieurement.
En utilisant 1'inégalité :
1 1 1
/ cpidx§2/ (¢z+¢)2dx+2/ V2 d, (3.15)
0 0 0

nous obtenons l'estimation suivante pour la dérivée temporelle de L(t) :

d p1 p) i
_ _ PN 1 7
dtL()_{ MO =7+ 2<p2+4/\2 * p—|—4€

1
+— (2P2(b) +4p3es + P252> + Napi + 5= }/ o7 da

462

1 Ny

_CN}// o
+{8€2+2€4+2€4 1 lpas |Z z,1,5,¢)dsdz
+{—p4+N2p1 }/ ¢ dx

3K 1

+{— <4—25>+K282+652+2}/0 ((,0$+77b>2dl’
— I3(t)

1 b? 3 1
2
CEo CN2€3}/1 9
<2 d
+{ s 2 JhVE

1 r1 pm
— Cl/ / / se | uy(s)|2%(w,1,5,t) ds dp d. (3.16)
0 JO Jm

A ce stade, nous devons choisir nos constantes avec grand soin.
Tout d'abord, sélectionnons ¢ suffisamment petit pour que

< 3K
e< —.
- 8

Ensuite, nous prenons €5 = € et choisissons €, suffisamment petit pour que

(K2+6)" (201/K) + 1}'

Nous choisissons alors Ay = J; et nous sélectionnons €5 suffisamment petit pour que

€9 < min{

b/2
N2
1+ poC
Une fois toutes les constantes ci-dessus fixées, nous choisissons N, suffisamment grand pour que
b 1 b 3
- >—(b+ 7 — | 4 .
23 2 o) FTE+ < +2s§>
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Apres cette étape, nous choisissons A\ > 0 suffisamment petit pour satisfaire la contrainte sui-

vante :

1

< .
A2 < 32N,

Enfin, nous choisissons M suffisamment grand pour qu'il existe une constante positive 7; telle

que (??) devienne

dL@)S—m/Ol (07 + 02+ 97 + (e +0)° +0°) da

dt
1 7o
+ 771/ / |2 ()] 2° (2,1, 5, 1) dsda
0 Jr
L
B "1/ / / se” |ug (s)| 2% (2,1, 5, 1) dsdpdz,
0o Jo Jn
ce qui implique, d'apres (), qu'il existe également 75 > 0 tel que
d
—L(t) < —mE(t), Vt>0.

dt

De plus, nous pouvons choisir M suffisamment grand pour que

BE(t) < L(t) < BE{), Vt>0.

En combinant (3.17)) et (3.18), nous concluons qu'il existe A > 0 tel que

th(t) < —AL(t), Vt>0.

Une simple intégration de (3.19) conduit a

L(t)<L0)e ™ vt>0.

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

De nouveau, l'utilisation de (3.18) et (3.20) donne le résultat recherché (). Ceci achéve la

démonstration du Théoréeme [3.1.1].
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons démontré I'existence et l'unicité de la solution du systeme de
Timoshenko avec retard distribué, en nous appuyant sur la théorie des semi-groupes dans un
cadre fonctionnel rigoureux. Cette analyse assure que le modeéle proposé est mathématiquement
bien posé, ce qui constitue une étape essentielle avant toute étude plus poussée du comportement
dynamique du systéme.

Sur le plan pratique, ce type de modele peut étre appliqué a la modélisation de poutres com-
posites dans des contextes thermoélastiques, ou les effets de mémoire et de retard sont présents,
comme dans certaines structures intelligentes ou matériaux a comportement complexe.

A l'avenir, il serait intéressant d’étudier des cas plus généraux en introduisant, par exemple,
des conditions aux limites non linéaires, des coefficients variables.
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