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0.1 INTRODUCTION

Ce mémoire est consacré a I’étude des théorémes de Banach-Steinhaus est ces application
dans un espace de Hilbert.
Notre travail a été effectué selon le plan suivant :
Chapitre 1: On représente dans ce chapitre un rappel et aprés on étude la définition
d’un espace de Hilbert, puis on donne quelques théorémes fondamentaux.
Chapitre 2: On donne quelques propriétés des opérateurs linéaires continues.
Chapitre 3: Est consacré a l’étude des théorémes de Banach-Steinhaus,

En particulier les Trois théorémes de Banach-Steinhaus.



CHAPITRE 1

Espace de Hilbert

Ce chapitre est constitué d’un rappel de quelques notions fondamentales et compléments

mathématiques en relation avec ce travail.

1.1 Quelque notions fondamentales

Dans ce chapitre tous les espaces vectoriels sont sur le corps k des réels R ou complexes

C.

1.1.1 Produit scalaire

Soit E un R-espace vectoriel réel. Une application (.,.) : E x E — R,

(x,y) — (z ,y) est appelée un produit scalaire si elle posséde les propriétés suivantes:
vV (r,z) >0 pourtout z € E et (x,x) =0 <= x =0 "définie" .
VYaxyekE, (x,y) =y x).

V VazyzeE (z+y2) = (z,9)+(y,2)

vV Vao,ye E YA eC, (Az,y) = Xz,y).

Exemple 1
1) Le produit scalaire canonique (X, Y) ='XY = z1y1 + ... + T, yn



de l'espace vectoriel R™ est bien une forme bilinéaire symétrique définie positive
2) Dans R"  (X.Y) ='XY =) ;.
i=1

b

3) Dans E = c(ja, L R)  (f,g) = / F(g(t)dt.

a

1.1.2 Espace euclidien

On appelle espace euclidien F' tout espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un

produit scalaire { , ).

2.2 Egalité de polarisation

2
VeeE  WeE  ztylt= e Pyl + 2z y).

Ce qui permet d’obtenir le produit scalaire (x,y) en fonction des normes.

1.2 Espace de Banach

Proposition 1

Tout espace vectoriel normé (E | ||.||) est un espace métrisable.

Preuve.
Pour tout x,y € FE on définit la fonction p par
plz,y) = [lz =yl
Cette fonction est bien une métrique sur £ car, on a
plr,y) =z —y]| =0 = z—y =0 doulégalité = =y.
Il est évident de voir que la distance p(x,y) est symétrique
pla,y) = [z =yl
= [ly — 2l = ply, )
Pour 'inégalité triangulaire, on a

p,y) = llz =yl = [l(z = 2) + (z + 9|

5



< [lz =2l + 1[Iz =yl
= p(e,2) +p(z,y) =
Suites de Cauchy
Soit (x,) une suite d’éléments d’un espace normé (E,||.||) on dit que la suite (x,)

est de Cauchy si, on a la relation suivante
Ve > 0,3 N., ¥p,q > N, ona |z, —z,] <e.

Lemme 1
Soit (z,) une suite de Cauchy dans un espace normé (E., ||.||) contient une sous suite
(Tnk) convergente vers x alors la suite (x,) est aussi convergente vers le méme élément

x.

Preuve.
Soit (x,) une suite de Cauchy alors il vient
Ve > 0,3 N, ¥p,q > N., onalz,—z, <e.
d’ou en particulier pour ny > N, on a
Vp,ng > Ney  ||l2p — Tok]| < e = nkiinoo |zp — Tukl| = ||z, — 2| <e.

D’ou la convergence de la suite (x,) vers [’élément x. m

1.2.1 Espaces complets

Un espace wvectoriel normé (E,||.||) est dit complet, si toute suite de Cauchy (x,)
d’éléments de E est une suite convergente dans E.

Autrement dit

Ve>0,3IN. €N, Vp,g>N., onalz,—z, <e
=

dr e F tel que limx, = x.

n—oo



1.2.2 Espaces de Banach

On appelle espace de Banach (E,||.||) tout espace vectoriel normé et complet pour la

distance induite la norme.

1.3 Espace de Hilbert

Définition 1
Un espace de Hilbert est un espace complet par rapport & la norme induite par un
produit scalaire. En d’autres mots, un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la

norme est induite par un produit scalaire.

Théoréme 1 (inégalité de Cauchy-Schwarz)

VeeE YyeE [z, y)] < (T, ) A/ (YY) oo (1)

Dans cette inégalité, ’égalité a lieu si, et seulement si, x et y sont liés.

Preuve.
Pour la démonstration de cette inéqgalité il suffit de considérer [’expression
(x+Ay,z+M\y) >0 Vz,ye B, \eR.
(4 My, x4+ My) = (z,2) + 2Xz,y) + A\ (y,9) >0 Vo,y € E, A €R.

Posons \ = _<<x’y>, on a:
)
lew® Key) | Keay)
<x,x> (v,y) (v,y) + (v,y) 20

(z,2).(y, y)— |(z,y)* > 0
Kz, )| <zl - |lyll  Vz,ye £ =

Théoréme 2 (Norme euclidien)
Dans un espace préhilbertien E, Uapplication ||.|| : E — R, donnée par

|zl = (@, @)« (2)

pour tout x € E est une norme pour E.



Preuve.

Nous avons ||z|| > 0 et ||z|| = 0 si et seulement si x = 0.

De plus
Al = v/ 3] = /3P, 2)
=\/IA* (2, z)
= A (2, z)
= [Al |zl
Enfin
lz+yl* = (& +y, 2 +y) = (z,2) + (,9) + (y,2) + (4, 9)
= |lzl* + {z,9) + (. z) + Iyl
= ||z[* + 2 Re({z, ) + Iyl
< l=l* + 2((z, ) + [ly[I”
< fl* + 2=l lyll + llyl®

= (=l +llyl)?.
D’ou
Iz +yll < {lzll + vl
La norme ||.|| ainsi définie s’appelle la norme induite par le produit scalaire.
on obtient aussi une distance en posant d(x,y) = |z —y|. =

Théoréme 3 (Identité du parallélogramme)
La norme induite par le produit scalaire satisfait [’égalité

VeeE WyeE |lz+ylP+lz—yl® =20z P+ Y1) (3)

Preuve.
En effet
|z +yl® + e —yl* = (@ +y, 2 +y) + (@ -y, 2 —y)
= (z,2) +(2,y) + (y, 2) + (¥, y) + (x, 2) — (2, y) — (¥, 2) + (¥, y)
= 2(||[|* + [ly]1*)-

Les égalités



Iz + yll* — ll= = ylI* = 2((z,9) + (v, 2)) = 4Re(z,y)
o+ iyll® — llz — iy|> =4 Tm (=, y)
Nous améent a
2 2, . 2 02
A, y) = lz+yll”> =z =yl + iz + iyl = |z — iyl oo (4)
Cette équation nous montre que deux produits scalaire différents sur E entrainent

deux normes induites différentes. ®

Théoréme 4
Un Produit scalaire est une fonction continuée sur E x E, par rapport o la norme

induite.

Preuve.
Soient xg,yo € E et les suites {x,;n € N} C E et {y,;n € N} C E telles que
(zn I xg) et (Yn -4 Yo), alors :
[ (Zns Yn) — (20, y0) | = [{n — @0, yn) + (To, Yn — Y0)|
< [(zn = o, Yn)| + [{20, Yn — o)
< Nz — 2ol| 1ynll + llzoll [Iyn — woll
D’otu

lim (xp,yn) = (T0,%). M

n=+oo
Théoréme 5
Soit E un espace de Banach. E est un espace de Hilbert (i.e. sa norme est induite
par un produit scalaire) si et seulement si pour tout x,y € E, on a:
Iz + yll? + 1z = ylf® = 2002l + 19117 - oo (5)
Le produit scalaire est unique, et on a:

Mgy = (lz+y? = |z =yl +illz + iyl = |2 = ]| . corrrrrerrrenn. (6)

Preuve.
La condition nécessaire est montrée dans le théoréme (3) par les égalités (3) et (4).

Supposons donc qu’onait (5) et soit (x,y) donné par (6).

9



a)- Montrons d’abord que ||z|| = \/{x,x).
En posons x =y dans (6), alors pour tout x € E,
(w,2) = (@4 )|z = 0"+ | (1 + d)a]|* = [| (1 = )|

= 1@z + i [l + D)a|® = (1= )]

— o).
b)- Montrons maintenant que l'application ¢ = (.,.) : E x E — k. donnée par (6)

vérifie les conditions du produit scalaire.

1\ Evidemment (z,z) =0 si et seulement si x = 0.
A (my) = Sle ol — llz =yl il + iyl — i o — i)

= 3ly +2” = lly = =l* = illy + iz|* + i ||y — ix|*)

1
2 2 . . 2 . . 2
= 3(ly+ =l = lly — " = illy + izl +i[ly —iz|]")

Y, T).

—~

Puisque d’aprés (6)
Iz, y) = Re(z, iy)

il suffit démontrer la linéarité de la premiére variable de p(x,y) = (x,y) pour la partie

réel
3\ Soient x1, x5 et y € E et posons u; = @ et, Uy = @,
et nous avons, en utilisant (5),
Re <£L'1, y>+ Re <ZE2, y> =Re <’LL1+U2, y>+ Re <u1_u27 y)
=i llur + g+ yl* = [Jus + s — yl|* + [lur — ua + yl|* = [fur — uo — y[*}
= Hllua + s+ ylf* = [lur — ua + ylI"} = 3{lua + wo — yl* + lur — ua — y[|"}
2 2 2 2
= p{llu +yllI” + w2l = {0l = ylI” + [Juz]"}
2 2
= {llua +ylI” = [Jur = ylI"}
= 2R‘e<u17y>
= 2Re(™2,y).
D’autre part, en posant uy = us nous obtenons
Re(2uq,y) = 2Re(uy, y)

ce qui entraine l'additivité de ¢ par rapport a la premiére variable

10



4\ De ladditivité, nous obtenons pour tout n € N
<n$7y> = n(z,y) et (£,y) =10
ce qui entraine pour A\ € 7t L, n1, N € N que
(AL, Y)Y = ME,Y) oo (7)
D’autre part puis que d’aprés (6)
(—2,y) = —(z,y)

(7) reste vrai pour \ € ¢ et en utilisant la continuité de ¢ (respectivement des normes)

aussi pour A € R.
Il nous reste a montrer (7) pour A € C. 1l suffit de le montrer pour \ =i

puisque nous avons montré que A = a+if3, a, 5 € R,

D’apreés (6)
(iz,y) = 1(lix + yl* = lliz — ylI* + i iz + iy[|* — i iz — iy[|*)
= i(le+iyl” = o —iyll* +ille+yl* —illz —y|*)
= (iz,y).

et le théoréme est établi. m

Définition 2
Soient un espace de Hilbert sur R et x,y € H, l'angle 0 entre les deux vecteurs x et

y est donné par:
AT g £ 0 ety £ 0

(Yl
0 stx=0ety=0
D’aprés (inégalité de Cauchy Schwarz) on a bien

cosf =

—1<cosf <1

si(v,y) =0, Lyetcosd =0doutl =7

11



Théoréme 6
Dans un espace de Hilbert H sur R, la loi du cosinus est vérifiée
2 2 2
2 = ylI” = [[="+ [lyll” =2 l=]| [y [ cos 0.

ol 6 est l’angle entre les deux vecteurs x et y.

Preuve.

D’apreés définition on a (z,y) = cos 8 ||z ||y||
et on a aussi

lz = ylI* = (z—y,2—y) = (z,2)+(y, y)—2(z,y)
donc

2 2 2
lz = ylI” = ll=[" + [lyll” =2 |zl lyll cos 6. m

1.4 Orthogonalité

Définition 3
Soit E un espace préhilbertien réel de produit scalaire (.|.) :
& Deux vecteurs de E sont dit orthogonaux si leur produit scalaire est nul,
& Une famille de vecteurs de E est dite orthogonale si le produit scalaire de deux
vecteurs distincts quelconques de cette famille est nul.
& Une famille de vecteurs de E est dite orthonormée si elle est orthogonale et si tous

les vecteurs de cette famille sont de norme 1.

1.4.1 Base orthonormale

Définition 4
Soit E un espace de Hilbert; (e; )icr une famille de vecteurs est dite orthonormeée si
Orthonormée si de plus ||e;|| = 1; Vi € 1.

12



1.4.2 Espace vectoriel normé

On désignera toujours par k le corps R ou C.

Soit E un espace vectoriel sur k = R ou C. on appelle norme sur E toute application:

I.ll - E — [0,4o00] Telle que :
1) Vx € E; |z|| =0 < 2 =0.
2) VA €k; Yz e E; ||Ax| = |Al||lz].
) V(y) e B2z +yl < =l + [lyll-

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

1.4.3 Espaces produits

Soient (E,||.||) et (F,].]|) deuz espaces vectoriels normés sur le méme Corps k = R ou
C, alors l’espace produit E x F définie par:
G=EXxF={(z,y), telsque x € E et y € F},
Est un espace vectoriel normé sur k, par l'une des normes produits suivante:
i@yl = llele + vl Vee B yeF
1

Al o)l = Ul + vl Voee B, ye F1<p<oo
Vol )l = max{[|z|p + llyllp} Vo e B ycF.

13



CHAPITRE 2

Opérateurs linéaires continues

Ce chapitre est consacré a l’étude des opérateurs linéaires continus dans un espace de

Hilbert.

2.1 Opérateurs linéaire

Définition 5
Soient E et F' deux espace vectoriels sur le corps k, on dit que l'application U définie
sur E dans F est un application linéaire ou un opérateur linéaire si:
Ve,y € E, Ya,p €k, onaU(ax+ By) =aU(x)+ pU(y).

On note L(E, F) l’'ensemble de tous les opérateur linéaire de E vers F.

2.2 Opérateurs continus

Définition 6

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur U défini sur un sous ensem-
ble A C FE dans F est dit continu au point xo de A si, on a la propriété suivante
Pour toute suite x,, de A converge vers x, la suite U(x,) converge vers U(xy) c’est a

dire:

14



Ve>0,30 >0 |lz—ap <= ||U(x) = U(xo)|lp <e,
Alors lim U(z,) = U(lim z,,) = U(xp).

n—oo

Remarque 1

Lopérateur U est dit continu sur A s’il est continu en chaque point de [’ensemble A.

Théoréme 7
Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire U défini sur un Sous en-

semble A C E dans F' est dit continu partout sur A s’il est continu en point xo de A.

Preuve.
Soit (x,) une suite convergente vers o alors, cette suite peut s’écrire comme suit
L= |20+ (2, — )] +(z — 7).
= Yp + (z — ).
Il est clair que la suite (y,) est une suite convergente vers l’élément xq
lim y,=lim [z + (x, — )] = zo,
la composition des deuxr membres par l'opérateur U donne
U(z,) = U(zy+(z,—2)) + U(z — z,)
= U(yo)+U(x—10).
L’opérateur U étant continu au point xq alors, il vient
limU(z,) =limU(y,) + U(x — xo)
= Ulay) + U() - Ulay)
=U(z). m

2.3 Opérateurs bornés

Définition 7
Un opérateur linéaire U défini sur E dans F' est dit borné s’il existe une constante

positive C' > 0 telle que
U@ <Cllzllg, Vaek. (1)

15



Proposition 2
La plus petite des constantes C' vérifiant la relation (1) est appelée norme de U notée
Il et donnée par

Uz
[0] = supl¥le — sup |U@), = s [U@)],. 2)
z#0 l|lz||=1 llx]| <1, 2#£0

Preuve.

En effet, de la relation (1) les constantes C' s’écrivent

W@)le < ¢, Ve e E, x #0.

]l

d’ou, il est simple de voir que la plus petite des constante C notée ||U|| s’écrit comme

suit

U@
101 =sup T, =

De plus, on a aussi
U@l

lzllg

U@

HU||—SUp
= sup

2#0
SupHU Tols) ‘F

= sup [|U(z)| 5.

llzll=1

Hx”E

Y

D’ou la deuxiéme égalité

1U]l = sup [|U(2)]p-

llef=1
Pour la troisiéme égalité, il est clair que 'on a la relation

sup | U(x)|| < sup ||[U(x)]x-

[l=]|=1 [zl <1, 270

De plus, pour tout x € E tel que ||z|| <1 et x #0, on écrit

10 =2l U],

< sup, 1T @)l

ou encore

1U)]|lp < sup [|U(2)]|p -

llz[|=1

Passons au suprimum sur la boule fermée B(0.1) des deux membres, on obtient

sup [|U(2)]|p < sup [|U(2)]p-

=] <1, 270 [[=]]=1

16



Des deux inégalités précédentes, on tire la relation suivante

sup |U(z)|[p= sup  [[U(2)]|p.
[EES |z[|<1, 20
D’ou la troisiéme éqgalité

U= sup [[U(z)|p. =

llz]| <1, z#0
Proposition 3

La norme ||U|| = sup |U(x)||  sur la boule unité est toujours finie pour tout opérateur

continu.

Preuve.
Supposons que la norme |U|| n’est pas finie, cela veut dire que l'on peut trouver un
élément x de E, tel que
lall <1, et sup U@l = oo,
ou encore il existe une suite (r,) de E telle que
loall <1, et [U@)lp = an,
avec lim a,, = oco.

Définissons la suite (y,) par

Yn = 3.
1l est a noter que cette suite converge wvers [’élément 0, c’est a dire limy, = 0,
d’ot, on obtient
lim [|U (yn )| p =1im - |U(z0)l| »
= limZ—Z:
Contradiction avec le fait que U est un opérateur linéaire continu, car on doit avoir
la relation de la continuité
lim o= 0 = lim | U (y) | = 0.

Ce qui affirme que la constante C' = ||U|| est finie. m

Théoréme 8

Un opérateur linéaire U est continu, si et seulement si, il est borné.

17



Preuve.

Condition suffisante

Supposons que l'opérateur U est borné alors, on doit avoir

1U@p < Mzl
ou encore

1U(z) =UO)||p < M|z =0z,

d’ot la continuité de l'opérateur U au point 0, ce qui entraine la partout. Autrement

dit, U(x) tend vers U(0) quand x tend vers 0.
Condition nécessaire
Soient x et y deux éléments de E tels que
ze€B0,1)={xek, |z|z<1},
et
ye S00,1)={z ek, |z|=1}
1l est clair que l’'on a la relation
U@l < sup [[U)]p = [IU]-
D’autres part, pour tout © € E tel que v # 0 on a

||95HE

l'on a

lv|l, <o,

ou encore

e 0@ < U1,

1zl

ce qui implique la relation

U@ < U5

€ S(0,1) cela veut dire que

D’ou Uopérateur U est borné, car la constante ||U|| est toujours finie pour les opéra-

teurs U continus. m

Théoréme 9

Soient E et F' deux espaces normés, l’ensemble L(E, F') de tous les opérateurs linéaires

continues de E dans F est un sous-espace vectoriel de L(E,F) l’ensemble de tous les
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opérateurs linéaires sur E dans F de plus L(E, F) muni de la norme ||U|| est un espace

norme.
Preuve.
En effet, si |U|| =0, avec U € L(E, F) alors, de la relation
U )] < [U[H=],
On aura

Ulx)=0,YVze EdouU=0
Soit Uy, Uy € L(E,F), alors U =U,+Uy € L(E,F), avec ||U(z)|| < U] ||zl
De plus, on a:
1U (@) || < |Ur(@)]| + [[U2()]
< Uizl + (1O {|]
< UL+ NO])
D’ou
U< [[U ]|+ Ts|
Car ||U|| est une borne supérieur
Soit U € L(E,F), alors VA€ K, on a \U € L(E,F), avec
AU (@) || < [[AU]| |[=]],
Ce qui implique:
AU (@) || = [AL U (@) < [ALU]] ][]
D’ou
XU < AU
d’autres parts, on a:
o U@ = U@ < Uzl < gyl AU ] -
D’ou

VI < 5 AUl = AV < AU w

Théoréme 10
Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, alors L(E, F) est un espace de

Banach.
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Preuve.
En effet, soit (U,) une suite de Cauchy d’éléments de L(E, F')
Ve >0, IN., Vp,q > N. ||U, —U,|| < e. alors pour tout = € E, on a
Uy(@) = Uyl = U, — U (@)l
< U, = Ul ]
<ell].

D’ou, on tire que {U,(x)} est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach F, alors
Un(x) converge dans F vers un opérateur U(x). Passons a la limite des deux membres,
on obtient

T [[0,(x) — Uy(a)| = [103(z) — Vo)
<ellzll, Vp,q = N:

D’ou lopérateur V(x) = U(x) — Uy(z) est borné donc continu de E dans F, il est un

élément de L(E,F), c’est a dire
1U(z) = Uy(@)|| < U = Ul ]l

Notons que ||{U — Uy|| est une borne supérieure. Autrement dit le plus petit des majo-
rants vérifiant ['inégalité.

D’ot la relation

U0l <e.

Ce qui prouve la convergence de la suite (U,) vers U dans L(E,F), L’opérateur U

est un élément de L(E, F) comme différence de deux opérateurs continus

Ulx) =V(z) —Uy(z) € LIE,F). m

Définition 8
On appelle opérateur sur H une application linéaire continue de H dans H, on note
L(H) Uensemble des opérateurs sur H si U € L(H), on définit sa norme opérateur par:

[Ull = sup{[|UR[| : h € H, [|h]| <1}
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Proposition 4
Les propriétés de la norme opérateur:
1-|U|| = 0 si et seulement siU =0, U € L(H).
U+ VI <UI+IVI[, U,V e L(H).
3-|INU|| < MU, UeL(H) etek.
4- UV < UV UV e L(H).
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CHAPITRE 3

Théoréme de Banach-Steinhaus

Nous introduisons dans ce chapitre les théorémes de Banach-Steinhaus.

3.1 Evaluation de la norme

Théoréme 11 (Evaluation de la norme)
Soient E et F deux espaces normés et U un opérateur défini sur E dans F, si
Vopérateur U est borné dans la boule B(xg,r), alors la norme ||U|| de cet opérateur est

aussi bornée, de plus, on a la relation suivante

V&€ Blxo,r), |U(x)| <M, implique |U|| < 22

Preuve.

Pour tout y € B(0,1), on a

T = zo+ry € B(zy, 7).
ou encore

|l = ol = 7 lyll < r,
D’ot la relation

@)= 1UCy)|
= [IU(z) = U(ao) |
<t (IU@) 1+ 1U (zo)l])
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< 2M
p— r .
Passons au suprimum des deuxr membres, on obtient

sup [U(y)|l = U]
lyll<1
< 2M

- T

3.1.1 FEspaces de Baire

Définition 9
Soit (E,|.||) un espace normé, on dit que E est un espace de Baire si pour toute
famille d’ouverts (E,)nen de E, telle que
vneN; E,=FE implz'queFW_JE%1 =F,

ou encore pour toute famille de fermés (F,)nen de E, telle que

VneN; int F, =0 implique int( UNF”> = 0.
ne

Lemme 2 (de Baire)

Tout espace de Banach (E,||.||) est un espace de Baire.

Preuve.
Soit (Ep)nen une famille d’ouverts telle que
VneN, E,=E.

Montrons que l'intersection de tout les éléments de cette famille nQN—En est dense dans
Uespace E, cela revient a dire que pour tout x € E| les boules ouvertes B(x,¢) de centre
x et de rayon € ont une intersection non vide avec chaque élément de la famille (Ey,)nen
car ces derniers sont denses dans E en particulier avec Ey c’est a dire

Ve > 0,Vz € E, 31 € E; tel que ||z — x1]| < &,
ou encore
B(z,e)NE; # 0.
cette intersection étant ouverte comme intersection de deuz ouverts B(x,e) et Ej il existe
alors py > 0 et x1 € B(x,e) N Ey tels que

B(z,,p,) C B(z,e)N E,# 0.
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Lélément x € E, les boules ouvertes B(xy,e) de centre x1 et de rayon € ont une
intersection non vide avec chaque élément de la famille (E,)nen car ces derniers sont
denses dans E, en particulier avec Ey c’est o dire

Ve >0, Vo, € E, Jxy € Ey tel que ||z1 — x2f| < e,
ou encore
B(z,e)NEy # 0,
cette intersection étant ouverte comme intersection de deux ouverts B(x1,€) et Ey il ex-
iste alors py > 0 et x5 € B(x1, py) N Ey tels que
B(xa,py) C Blwy, py) N By # 0
_—
B(zz,py) C B(x,e) N Ey N Ey.
D’ou, on peut construire par récurrence deux suites (p,, ) et (x,) telles que
B(@, 11, Pns1) € BT, p,) N B,y # 0
_—
B(#1:pui) € B(,2) N (0 B).

Il en résulte que la suite (z,) est de Cauchy dans un espace de Banach, d’ot la

converge de cette derniére vers l’élément xg € B(x,,p,) pour tout n € N car, ona
Vp,q >mn;  xp, x4 € Bz, p,)
Autrement dit, il vient

Ve >0, Ve € B, dxp € ﬂNEn tel que ||t — x| <e & E=NE,. =
ne neN

3.2 Théoréme de Banach-Steinhaus 1

Théoréme 12

Soit {U,(x)} une suite d’opérateurs définie sur un espace de Banach E dans un espace
normé F.
si la suite {U,(x)} est bornée en chaque point x de E alors les normes de ces opérateurs

sont aussi bornées. Autrement dit, on a
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Ve € E, sup ||U,(r)]] < oo = sup ||U,|| < oc.

Preuve.
Supposons que la suite {U,(x)} n’est pas bornée, alors la fonctionnelle définie par
p(z) = sup [[Un(2)||
est aussi non bornée dans aucune boule, car si p(x)est bornée dans une boule, alors d’aprés
le théoréme d’évaluation des normes, les normes ||U,| seront aussi bornées.
Soit Ey l’ensemble ouvert, donné par
By ={z € E, p(zx) > k},

Alors cet ensemble est dense dans E pour tout k > 1 car, on a pour tout x € E, on
peut trouwver un xy € B(x,¢e) tel que p(xo) > k (il est donné que p(x) est non bornée dans
la boule B(x,¢e)) c’est a dire xg € E, d’ou la densité de Ej, dans E.

D’apres le lemme de Baire il existe un xg € koflek, tel que la fonctionnelle

p(0) = sup [V (0) | = oo.

D’ot, on obtient le résultat voulu

sup ||Upn]| =00 = F a9 € E, sup||U,(z0)]| =00. m

Théoréme 13
Soient E et F deux espaces Banach et {U,(z)} une suite d’opérateurs linéaires et
continus définie sur E dans F, si la suite {U,(x)} converge vers un opérateur U, alors

cet opérateur est linéaire et continu de plus, on a

|U)| < lim inf U]

Preuve.
1l est clair que l'opérateur U est linéaire
Ulax + By) = lim Up(az + By)
— lim (aU,(x) + BU, ()
= lim (U, (@) + lim (5U,(4))
= o im Uy(0) + im0 )
=aU(x) + pU(y).
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La suite des opérateurs {U,} étant continue alors, on a
|Un(2)]] < C x|, ¥Yn €N et Ya € E,
passons a la limite, on obtient
lim [U(@)] = ()] < C el , Vo € B,
d’ot la continuité de l’opérateur U.
pour I’évaluation de la norme ||U|| de lopérateur U, on écrit
1Un(@) || < Un ]| 2]l -
passons a la limite des deux membres, on obtient
1U ()| = lin [| Uy, () [| < Tin inf || Uy [| [[z]],
D’ot il vient

|U|| < liminf ||U,]. =

3.3 Théoréme de Banach-Steinhaus 2

Théoréme 14

Soit {U,} une suite d’opérateurs linéaires continus, définie sur un espace de Banach
E dans un espace de Banach F, la suite {U,} converge vers un opérateur linéaire continu
U si et seulement si:

& Les normes ||U,|| des opérateurs U,, sont bornées

& La suite {U,(x)} est de Cauchy pour tout élément de l’ensemble G dense dans E .

Preuve.
Condition suffisante
La densité de 'ensemble G dans E donne
G=FE<+=Ve>0, VoecE Jyca,telque |z —y| <e
la suite {U,} étant de Cauchy pour les éléments de G alors, on a
Ve >0, dN € N, tel que Vp,q> N, on a ||Uy(y) — U,(y)| <e.

D’ow pour tout x € E, on a

1Up(x) = Ug(@) || = [[Up(2) = Ug(@) + Up(y) = Up(y) + Uy(y) = Ug(v)|
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< 1Up(y) = Ul + Up(2) = Up)l + [|Uq(z) — Uy(y)

< e+ (101 + MUl [l = wli

< (14 20)e.
L’espace F' étant complet, alors il existe un opérateur linéaire continu U, tel que

lim U,(z) = U(z).
Condition nécessaire
La suite d’opérateurs linéaires continus {U,} converge vers l’opérateur linéaire continu
U, d’ou elle est de Cauchy pour tout élément de E et par conséquent pour tout élément

de G dense dans E. De plus, les normes ||Uy,|| et ||U|| sont bornées pour tout n € N. m

Théoréme 15 (Théoréme de l'application ouverte)
Soit U un opérateur linéaire continu et surjectif, défini sur un espace de Banach E

dans un espace de Banach F, alors il existe une constante positive o > 0 telle que

Br(0,a) C U(Bg(0,1)).

Corollaire 16
Soit U un opérateur vérifiant le théoréeme de l’application ouverte, alors l'image de

tout ouvert V de E est un ouvert U(V') de F.

Preuve.
L’opérateur U étant surjectif, alors pour tout y € U(V) il existe x € V' tel que
y=U(z),
cela veut dire qu’il existe € > 0 tel que
Bg(z,e) C 'V,
ou encore
x4+ Bgp(0,e) CV
La composition par 'opérateur U des deux membres nous donne
U(z) + U(Bg(0,e)) C T(V)

Appliquons le théoréme de 'application ouverte, on obtient
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y+Bp(0,a) C U(z)+U(Bs(0,¢)) € T(V),
Oou encore

Br(0,ae) C T(V). m
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Conclusion:

Dans ce mémoire, nous considérons un probléme les théorémes de Banach-Steinhaus.
On a commencé par quelques préliminaires sur les espaces fonctionnels et nous
démontrons quelques théorémes fondamentaux.

Apres, on définit les opérateurs linéaires continues et bornées on donne quelques
propriétés générales dans un espace de Hilbert.

Enfin, nous démontrons les théorémes de Banach-Steinhaus passons par 1’évaluation

de la norme et le lemme de Baire.
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