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Abstract :
Let H2,Dα, be the Hardy space of holomorphic functions on D for which the sequence of

Taylor coefficients is square-summable and Dirichlet space, with 0 ≤ α ≤ 1. The composition

operator of symbol φ : D → D, on H2 (or Dα) in H2 (or Dα) is defined by :

Cφ(f) = f ◦ φ.

In this work, we shall study the compactness and Schatten class of a composition operator

on Hardy and Dirichlet spaces .

Key words : Hardy spaces, Dirichlet spaces, composition operators, compactness, Schatten

class.
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Résumé :
Soient H2,Dα, l’espace de Hardy des fonctions holomorphes sur D pour lesquelles la

suite de coefficients de Taylor est carré-sommable et l’espace de Dirichlet, avec 0 ≤ α ≤ 1.

L’opérateur de composition de symbole φ : D → D, sur H2 ( ou Dα) dans H2 ( ou Dα) est

défini par :

Cφ(f) = f ◦ φ.

Le but de ce travail est de faire une étude sur la compacité et la classe de Schatten d’un

opérateur de composition sur les espaces de Hardy et Dirichlet.

Mots clés : Espace de Hardy, Espace Dirichlet, opérateurs de composition, compacité,

classe de Schatten.
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Notations.

C l’ensemble des nombres complexes.
T le cercle unité du plan complexe C.
D le disque unité ouvert du plan complexe C.
D le disque unité fermé du plan complexe C.
L2(T) l’espace de Lebesgue usuel.
L∞(T) l’espace de Lebesgue.
< . > le produit scalaire.
Hol(D) espace des fonctions holomorphes sur D.
dm la mesure de lebesgue normalisée sur le cercle unité.
H2 l’espace de Hardy.
Dα l’espace de Dirichlet.
L(H) l’ensemble des opérateurs linéaires bornés sur l’espace H.
K(H) l’ensemble des opérateurs compacts sur l’espace H.
cn(f) n-ème coefficient de Fourier de f .
f ∗ la limite radiale de f sur T.
P projection orthogonale de L2 sur H2 .
kλ le noyau reproduisant de H2.
kαλ le noyau reproduisant de Dα.
αp transformation de Möbius.
Tψ opérateur de Toeplitz de symbole ψ.
Cφ opérateur de composition sur un espace de Hilbert.
Sp classe de Schatten.
Apα l’espace de Bergman.
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Introduction.

Ce mémoire se situe à l’interface entre l’analyse fonctionnelle, la théorie des opérateurs et

l’analyse complexe, qui consiste en l’étude des quelques propriétés algébriques d’opérateurs

sur divers espaces de fonctions analytiques. On note par D le disque unité, et T le cercle unité

du plan complexe. Soit l’espace de Hardy usuel H2 est l’ensemble des fonctions analytiques

dans D dont la série des coefficients de Taylor à l’origine est de carré sommable. L’espace

H2 peut être identifié avec le sous espace fermé de l’espace de Hilbert L2(T) formé par les

fonctions dont la série des coefficients de Fourier d’indice strictement négatif son nuls ( pour

plus de précisions, veuillez consulter : [1, 5, 14, 17]). Les espaces de Dirichlet sont définis

par :

Dα =

{
f ∈ Hol(D), ∥f∥2α = |f(0)|2 +

∫
D
|f ′(z)|2dAα(z) <∞

}
,

avec dAα(z) = (1 + α)(1 + |z|2)αdA(z), 0 ≤ α ≤ 1, où dA(z) = dxdy/π, z = x + iy

(dA(z) = rdrdθ/φ, z = reiθ) et Hol(D) l’ensemble de toutes les fonctions holomorphes

dans D, notons que D1 = H2. Soient H est un espace de Hilbert, et φ est une application

holomorphe de D dans D, l’opérateur de composition de symbole φ est donné par

Cφ(f) = f ◦ φ, pour tout f ∈ H.

Les opérateurs de composition sur les espaces de Hardy et Dirichlet ont été largement étudiés

(voir par exemple [10, 4, 11, 9, 15, 16, 18] ). La fonction de comptage de Nevanlinna classique

Nφ,α de l’espace de Dirichlet Dα suivante :

Nφ,α(z) :=


∑

z=φ(w),w∈D(1− |w|)α, z ∈ D\{φ(0)},

0, z /∈ φ(D).

joue un rôle essentiel dans l’étude de l’opérateur de composition.

L’étude des opérateurs de composition est un domaine de recherche d’actualité dans la

2
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théorie des opérateurs. Notre travail consiste à détailler et, si nécessaire, à redémontrer les

résultats relatifs à la bornitude, à la compacité et à l’appartenance de ces opérateurs à la

classe de Schatten.

Le mémoire est organisé de la manière suivante : nous commençons par rappeler les défini-

tions et propriétés concernant les espaces de Hilbert, L2, Hardy H2, et Dirichlet Dα dans le

chapitre 1.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons quelques définitions consacrées aux opérateurs

linéaires bornés. Nous abordons les opérateurs bornés et compacts sur les espaces de Hilbert

ainsi que leurs propriétés.

Dans le troisième chapitre, nous présentons l’objectif de notre travail, qui concerne l’étude

de certaines propriétés des opérateurs de composition sur les espaces de Hardy et Dirichlet

lorsqu’ils sont bien définis, telles que la bornitude, la compacité et l’appartenance à la classe

de Schatten.
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Chapitre 1

Préliminaires.

Ce chapitre introductif offre un rappel essentiel sur les bases de l’analyse fonctionnelle, en

mettant l’accent sur les espaces fondamentaux tels que Hilbert, L2, L∞, Hardy et Dirichlet.

La convergence faible est également abordée. Ces consepts nécessaires à la compréhension

ultérieure du mémoire, sont présentés à travers des résultats provenant principalement de

sources référencées telles que [2, 3, 5, 6, 7, 6, 8, 13].

1.1 Espace de Hilbert.

Définitions.

Définition 1.1.1. Soit H espace vectoriel sur le corp K (des nombres complexes C ou réels

R), on appelle produit scalaire défini sur H toute application

⟨·, ·⟩ : H −→ H

(x, y) 7−→ ⟨x, y⟩.

Vérifiant les propriétés suivantes :

i) ⟨y, x⟩ = ⟨x, y⟩, (le produit est hermitien).

ii) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩,∀x, y, z ∈ H.

iii) ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩, ⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩,∀x, y ∈ H et α ∈ K.

iv) ⟨x, x⟩ ≥ 0, ∀x ∈ H.

v) ⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0.

4



1.1. Espace de Hilbert.

On appelle espace préhilbertien sur K tout espace vectoriel H sur K muni d’un produit

scalaire.

Exemple 1.1.1. 1. L’espace Rn est un espace préhilbertien réel, où le produit scalaire

sur Rn est définie par :

⟨x, y⟩ =
n∑
k=1

xkyk,

pour tout x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn.

2. L’espace Cn est un espace préhilbertien, où le produit scalaire sur Cn est définie par :

⟨x, y⟩ =
n∑
k=1

xkyk,

pour tout x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Cn.

3. L’espace l2 =
{
x = (xi)i>0, xi ∈ C,

∑∞
i=1 |xi|

2 <∞
}
, muni d’un produit scalaire :

⟨x, y⟩ =
∞∑
i=1

xiyi.

4. L’espace de Lebesgue L2([a, b]) des classe d’équivalences des fonctions mesurables x :

[a, b] −→ C, pour la relation d’équivalence définie d’égalité presque partout, et telle

que
∫ b
a
|x(t)|2dt <∞, est un espace préhilbertien, muni du produit scalaire :

⟨x, y⟩ =
∫ b

a

x(t)y(t)dt.

Propriétés élémentaires.

Théorème 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soit H un espace préhilbertien, pour

tout x, y ∈ H, on a :

|⟨x, y⟩| ≤
√
⟨x, x⟩

√
⟨y, y⟩.

Démonstration. Si y = 0, alors ⟨x, y⟩ = 0 et donc l’inégalité est immédiate. Sinon on suppose

y ̸= 0. Soit :

λ =
⟨x, y⟩
⟨y, y⟩

.

On a
0 ≤ ⟨x− λy, x− λy⟩ = ⟨x, x⟩ − λ⟨x, y⟩ − λ⟨y, x⟩+ |λ|2⟨y, y⟩

= ⟨x, x⟩ − |⟨x, y⟩|2

⟨y, y⟩
− |⟨x, y⟩|2

⟨y, y⟩
+

|⟨x, y⟩|2

⟨y, y⟩
= ⟨x, x⟩ − |⟨x, y⟩|2

⟨y, y⟩
,

5



1.1. Espace de Hilbert.

d’oú le résultat.

Définition 1.1.2. Le produit scalaire induit une norme, dite hilbertienne définie de H dans

R+ par ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩.

Démonstration. Soient x ∈ H et λ ∈ K, on a :

∥λx∥2 = ⟨λx, λx⟩ = λλ⟨x, x⟩ = |λ| ∥x∥2.

Soit y un élément de H, on a :

∥x+ y∥2 = ⟨x+ y, x+ y⟩ = ⟨x, x⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩+ ⟨y, y⟩

= ∥x∥2 + 2Re(⟨x, y⟩) + ∥y∥2 ≤ ∥x∥2 + 2|⟨x, y⟩|+ ∥y∥2

≤ ∥x∥2 + 2∥x∥∥y∥+ ∥y∥2, (par Cauchy − Schwarz)

= (∥x∥+ ∥y∥)2 ,

enfin, ∥x∥ = 0 alors ⟨x, x⟩ = ∥x∥2 = 0, et donc x = 0.

Théorème 1.1.2. Soit H un espace préhilbertien muni d’un produit scalaire ⟨·, ·⟩, alors pour

tous éléments x, y ∈ H, les identités suivantes sont satisfaites.

a) Dévloppement d’un carrée :

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2Re⟨x, y⟩+ ∥y∥2.

b) Identitée de parallélogramme :

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2∥x∥2 + 2∥y∥2.

c) Idetitée de polarisation sur R :

4⟨x, y⟩ = ∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2.

d) Idetitée de polarisation sur C :

4⟨x, y⟩ =
3∑

k=0

ik∥x+ iky∥2.

6



1.1. Espace de Hilbert.

e) Formule de la médiane :

2

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2 + 1

2
∥x− y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2.

Démonstration. a) Dévloppement d’un carrée :

⟨x+ y, x+ y⟩ = ⟨x, x⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩+ ⟨y, y⟩

= ⟨x, x⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩

= ∥ x ∥2 +2Re⟨x, y⟩+ ∥ y ∥2 .

b) Identitée de parallélogramme : comme

∥x+ y∥2 = ⟨x+ y, x+ y⟩ = ⟨x, x⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩+ ⟨y, y⟩ (1.1)

et

∥x− y∥2 = ⟨x− y, x− y⟩ = ⟨x, x⟩ − ⟨x, y⟩ − ⟨y, x⟩+ ⟨y, y⟩ (1.2)

d’où l’identité b par (1.2) + (1.1).

c) Idetitée de polarisation sur R : Pour obtenir c, il suffit de soustraire (1.1) de (1.2),

et alors on a :

2(⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩) = ∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2. (1.3)

d) Idetitée de polarisation sur C : En remplaçant y dans (1.3) par iy, on aura

2(⟨x, iy⟩+ ⟨iy, x⟩) = ∥x+ iy∥2 − ∥x− iy∥2. (1.4)

Finalement, (1.3) et (1.4) entraîne

⟨x, y⟩ = 1

2
(⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩+ ⟨x, y⟩ − ⟨y, x⟩)

=
1

2
(⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩+ i⟨x, iy⟩+ i⟨iy, x⟩)

=
1

4

(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2 + i∥x+ iy∥2 − i∥x− iy∥2

)
,

d’où d.
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1.1. Espace de Hilbert.

e) Formule de la médiane :

2

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2 + 1

2
∥x− y∥2 = 2

4
∥x+ y∥2 + 1

2
∥x− y∥2

= ∥x∥2 + ∥y∥2.

Définition 1.1.3. (Espace de Hilbert). Un espace préhilbertien H est un espace de

Hilbert s’il est complet par rapport à sa norme induite. Rappelons qu’un espace H et dit

complet si toute suite de cauchy de H est converge dans H.

Exemple 1.1.2. 1. Les espaces Rn et Cn sont des espaces de Hilbert. Plus générale-

ment, tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert.

2. L’espace des suites l2 =
{
x = (xi)i>0, xi ∈ C,

∑∞
i=1 |xi|

2 <∞
}
, est un espace de Hil-

bert.

Orthogonalité.

Définition 1.1.4. Soit H un espace péhilbertien sur K. On dit que deux éléments x et y

de H sont orthogonaux si ⟨x, y⟩ = 0, on note x ⊥ y.

Définition 1.1.5. On dit que W et V deux sous-espaces vectoriels de H sont orthogonaux

si tout x ∈ W est orthogonal à tout y ∈ V, ie :

∀x ∈ W,∀y ∈ V, ⟨x, y⟩ = 0.

Proposition 1.1.1. Soit W un sous-espace vectoriel d’un hilbertien H, l’ensemble des y ∈ H

tels que ∀x ∈ W, ⟨x, y⟩ = 0 est un sous-espace vectoriel de H noté W⊥ :

W⊥ = {y ∈ H, ⟨x, y⟩ = 0,∀x ∈ W} .

Proposition 1.1.2. Soit H un espace préhilbertien alors :

i) 0 ∈ W⊥.

ii) W ∩W⊥ = {0} .

iii) Si W ⊂ V alors V ⊥ ⊂ W⊥.

iv) W⊥ est un s.e.v fermé de H.

8



1.1. Espace de Hilbert.

v) (W )⊥ = W⊥.

Démonstration. i) Comme ⟨0, a⟩ = 0 pour tout a ∈ W , alors 0 ∈ W⊥.

ii) D’après i {0} ⊂ W ∩W⊥ . On suppose que x ∈ W ∩W⊥, alors ⟨x, x⟩ = 0 et donc x = 0

d’après la définition du produit scalaire.

iii) Soit x ∈ V ⊥ et a ∈ W , alors a ∈ V (car W ⊂ V ), d’où ⟨x, a⟩ = 0 pour tout a ∈ W , on

aura x ∈ W⊥, donc V ⊥ ⊂ W⊥.

iv) Soit x, y ∈ W⊥, a ∈ W et α, β ∈ K alors :

⟨αx+ βy, a⟩ = α⟨x, a⟩+ β⟨y, a⟩ = 0,

alors αx+ βy ∈ W⊥, et donc W⊥ est un s.e.v de H. Montrons que W⊥ est fermé : soit

(xn)n∈N ⊂ W⊥ telle que (xn)n∈N converge vers x dans H, soit a ∈ W on a :

∀n ∈ N, 0 = ⟨xn, a⟩ = fa(xn),

où fa(.) = ⟨., a⟩, par la continuité de fa on a :

0 = fa

(
lim
n→∞

(xn)
)
= fa(x) = ⟨x, a⟩,

pour tout a ∈ W . Ainsi x ∈ W⊥ et W⊥ est fermé.

v) Montrons que (W )⊥ ⊂ W⊥ : puisque W ⊂ W =⇒ (W )⊥ ⊂ W⊥ d’après iii.

Maintenant, montrons que W⊥ ⊂ (W )⊥ : soit a ∈ W⊥, soit x ∈ W,∃(xn)n∈N ⊂ W,

telle que (xn)n∈N converge vers x (limn→∞(xn) = x), on a :

∀n ∈ N, 0 = ⟨xn, a⟩ = fa(xn),

par la continuité de fa on a :

0 = fa

(
lim
n→∞

(xn)
)
= fa(x) = ⟨x, a⟩,

pour tout x ∈ W . Ainsi a ∈ (W )⊥ et W⊥ ⊂ (W )⊥, d’où W⊥ = (W )⊥.

Théorème 1.1.3. (Théorème de Pythagore). Si x ⊥ y alors :

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2.

9



1.1. Espace de Hilbert.

Projection Orthogonale.

Théorème 1.1.4. (Théorème de projection). Soit H un espace de Hilbert, F un sous

espace fermé de H, ∀x ∈ H/F, ∃y0 ∈ F unique telque ∥x−y0∥ = inf
y∈ F

∥x− y∥, y0 est appellé

projection orthogonale de x sur F et noté par PF (x). La projection orthogonale ainsi définie

la propriété caractéristique :

∀x ∈ H, (x− PF (x)) ∈ F⊥.

La projection sur F parallèlement à F⊥,notée PF , et la projection sur F⊥ parallèlement à

F, notée PF⊥, et on a PF + P(F )⊥ = idH .

Proposition 1.1.3. Soit H un espace préhilbertien et F un sous-espace de H, alors on a :

1. L’application PF : H −→ F est un opérateur linéaire continue.

2. Le noyau de PF est F⊥.

3. (PF )
2 = PF .

4. PF (xn) −→ PF (x), si ∥xn − x∥ −→ 0.

5. ∥x∥2 = ∥PF (x)∥2 + ∥PF⊥(x)∥2.

Définition 1.1.6. Soit F un sous-espace vectoriel de H, et F ∩ F⊥ = {0} et tous les

éléments x ∈ H se décomposent alors de manière unique en

x = y + z avec y ∈ F et z ∈ F⊥.

Dans ce cas on dit que H est la somme directe de F et F⊥ (H = F ⊕ F⊥).

Théorème 1.1.5. (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet) Soit H un espace

de Hilbert et L : H −→ K (R ou C) une forme linéaire continue, alors :

∃!x ∈ H,∀y ∈ H,L(y) = ⟨y, x⟩.

De plus, ∥L∥ = ∥x∥.

Bases hilbertiennes et espaces de Hilbert séparables.

Définition 1.1.7. Une partie G de H est dite dense dans H si :

∀f ∈ H,∀ϵ > 0,∃g ∈ G; ∥f − g∥ < ϵ,

10



1.1. Espace de Hilbert.

ou de manière équivalente G = H c-à-d si tout f de H est une limite d’une suite d’éléments

(gn)n∈N de G dans H : ∥f − gn∥ −→ 0 quand n→ ∞.

Définition 1.1.8. Une partie F de H est dite totale si l’ensemble des combinaisons

linéaires finies des éléments de F est dense dans H.

Définition 1.1.9. Un espace de Hilbert est dit séparable s’il contient une partie totale

dénombrable (rappelons qu’une partie D est dite dénombrable s’il existe une bijection de N
sur D).

Définition 1.1.10. Une famille (ei)i∈I d’élḿents de H est dite orthogonale si pour tout

i ̸= j on a ⟨ei, ej⟩ = 0.

Définition 1.1.11. Une famille orthogonale (ei)i∈I d’élḿents de H est dite orthonormale

si ∥ei∥ = 1 pour tout i ∈ I.

Exemple 1.1.3. Dans Rn (ou Cn) muni du produit scalaire standard, le système {e1, ..., en}

où ek = (δk,n)k∈{1,2,...,n} et δi,j =

{
0 si i ̸= j,

1 si i = j.
est orthonormale.

Définition 1.1.12. (Base hilbertienne). Soient H un espace de Hilbert et (ei)i∈I une

suite d’éléments de H. On dit que (ei)i∈I est une base hilbertienne de H si :

i) (ei)i∈I est une famille orthonormale de H.

ii) (ei)i∈I est totale .

Théorème 1.1.6. Un espace de Hilbert H est séparable si et seulement s’il admet une base

hilbertienne dénombrable.

Proposition 1.1.4. Soit H un espace de Hilbert séparable et (en)n∈N une base hilbertienne

de H. Alors pour tout x ∈ H, on a :

1. x =
∑

n∈N ⟨x, en⟩en.

2. ∥x∥2 =
∑

n∈N |⟨x, en⟩|2 ( égalité de parseval ).

Convergence faible.

On rappelle qu’une suite d’éléments (xn)n≥0 d’un espace de Hilbert H converge vers

x ∈ H si limn→∞ ∥xn − x∥ = 0.

11



1.1. Espace de Hilbert.

Définition 1.1.13. Soit la suite (xn)n∈N. On définit sa limite inférieure par :

lim inf |xn| = lim
n→∞

(
inf
k≥n

|xnk
|
)
.

La suite In = inf
k≥n

xn est une suite croissante, qui admet donc bien une limite (éventuellement

infinie).

Définition 1.1.14. Soient (xn)n∈N une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H et x un

élément de H. On dit que (xn)n∈N converge faiblement vers x si

∀y ∈ H, lim
n→∞

⟨y, xn⟩ = ⟨y, x⟩.

On utilise alors la notation xn ⇀ x.

Théorème 1.1.7. Soient (xn)n∈N et (yn)n∈N deux suites d’éléments d’un espace de Hilbert

H et x, y deux éléments de H, alors on a :

a) xn ⇀ x =⇒ (xn)n∈N est bornée et ∥x∥ ≤ limn→∞ inf
n∈N

∥xn∥.

b) xn ⇀ x et limn−→∞ ∥xn∥ = ∥x∥ =⇒ limn−→∞ ∥xn − x∥ = 0 .

c) (xn ⇀ x) et (yn ⇀ y) =⇒ limn−→∞ ⟨xn, yn⟩ = ⟨x, y⟩.

Démonstration. a) La preuve du premier point du théorème découle du théorème de

Banach-Steinhaus 2.1.2. En effet, notons Ln l’application définie sur H par Ln(y) =

⟨y, xn⟩. Il s’agit clairement d’une forme linéaire continue sur H. Par ailleurs, pour y

fixé, la suite de terme général (Ln)(y) est convergente. En conséquence, le théorème de

Banach-Steinhaus assure que la suite (Ln)n∈N est bornée et que l’application linéaire

L : y −→< y, x > est continue et vérifie

∥L∥ ≤ lim inf ∥Ln∥.

Mais, d’après le théorème de Riesz-Fréchet, on a ∥L∥ = ∥x∥ et ∥Ln∥ = ∥xn∥H, ce qui

achève la démonstration de la première propriété.

b) Pour le deuxième point, il suffit d’écrire que

∥xn − x∥2 = ∥xn∥2 − 2Re < x, xn > +∥x∥2,
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comme (xn)n∈N tend faiblement vers x, on a

−2 lim
n→∞

Re < x, xn >= −2∥x∥2.

Cela assure b.

c) Pour la démonstration de la derniére propriété. Il suffit d’écrire que

|⟨xn, yn⟩ − ⟨x, y⟩| = |⟨xn, yn⟩ − ⟨x, y⟩+ ⟨x, yn⟩ − ⟨x, yn⟩|

≤ |⟨xn − x, yn⟩|+ |⟨x, yn − y⟩|

≤ ∥xn − x∥∥yn∥+ |⟨x, yn − y⟩|.

Comme yn → y alors d’après a la suite (yn)n∈N est bornée. Donc, on a :

|⟨xn − x, yn⟩|+ |⟨x, yn − y⟩| ≤ C∥xn − x∥+ |⟨x, yn − y⟩|.

D’où le résultat.

1.2 Les espaces de Lebesgue Lp.

Généralités.

Soit D = {z ∈ C; |z| < 1} le disque unité du plan complexe C, T = ∂D = {z ∈ C; |z| = 1}
le sercle unité, dm := dm(θ) = dθ

2π
la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité. On

définit l’espace Lp(T) par :

Lp(T) =
{
f : T −→ T;

∫
T
|f |pdm <∞

}
.

Soit L2(T) l’espace de Lebesgue des fonctions définies sur le cercle unité T et dont la puis-

sance 2-ième du module est integrable, et soit L∞(T) l’espace des fonctions définies et

essentiellement bornées sur T. Ces espaces muni des normes suivantes respectivement :

∀f ∈ L2(T), ∥f∥L2(T) =

(∫
T
|f |2dm

) 1
2

=

(
1

2π

∫ 2π

0

|f |2dθ
) 1

2

,

∀f ∈ L∞(T), ∥f∥L∞(T) = sup.essT|f | = inf {M ≥ 0; |f | ≤M p.p.} ,
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1.2. Les espaces de Lebesgue Lp.

sont des espaces de Banach. On note enfin C(T) l’espace des fonctions continues et 2π-

périodiques de T dans C, pour 1 ≤ p ≤ q <∞, on a les inclutions topologiques :

C(T) ↪→ L∞(T) ↪→ Lq(T) ↪→ Lp(T) ↪→ L1(T).

Séries de Fourier.

Définition 1.2.1. (Coefficients de Fourier.) On note E := {en, n ∈ Z}, la famille des

fonctions en : R −→ C; en(θ) := einθ , θ ∈ R. Si f ∈ L2(T), on appelle n-ième coefficient

de Fourier de f, le nombre complexe

cn(f) := ⟨f, en⟩ =
∫ 2π

0

fendm =

∫ 2π

0

f(z)e−inθdm(θ) =
1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)e−inθdθ.

La série formelle S(f) (où S(f) =
∑∞

−∞ cn(f)en et la suite des sommes partielles Sk(f) =∑k
n=−k cn(f), k ∈ N) est appelée série de Fourier de f .

La série de Fourier de f est convergente si la suite des sommes partielles (Sk(f)) converge.

Remarque 1.2.1. Lorsque f /∈ L2(T) n’est pas en général égal à la somme de série de

Fourier
∑

n∈Z cn(f)en.

Théorème 1.2.1. L’application ψ : L2(T) −→ l2(Z), f 7−→ (cn(f)n∈Z) est un isomor-

phisme isométrique donc linéaire et bijective et pour tout f ∈ L2(T), ∥f∥L2 = ∥cn(f)∥l2.

Bases trigonométrique de L2(T).

Proposition 1.2.1. E = {en, n ∈ Z} est une base orthonormée de L2(T).

Démonstration. Par conversion en intégrale de Riemann de l’intégrale de Lebesgue de la

fonction continue ekel sur l’intervalle [0,2π], on a pour tout k, l ∈ Z,

⟨ek, el⟩ =
∫ 2π

0

ekel dm =
1

2π

∫ 2π

0

eikθe−ilθdθ =
1

2π

∫ 2π

0

ei(k−l)θdθ.

si k ̸= l, la primitive de ei(k−l)θ est 1
i(k−l)e

i(k−l)θ, dont la variation entre 0 et 2π est nulle par

la périodicité. Si k = l, la fonction ei(k−l)θ est la constante 1 et 1
2π

∫ 2π

0
1dθ = 1.

Finallement,

⟨ek, el⟩ =

{
0 if k ̸= l,

1 if k = l.
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1.2. Les espaces de Lebesgue Lp.

La famille E est donc orthonormée.

Théorème 1.2.2. E = {en, n ∈ Z} est une base hilbertienne de L2(T). On a donc le dév-

loppement :

∀f ∈ L2(T), f =
∑
n∈N

cn(f)en, ie lim
k−→∞

∥f − Sk(f)∥2 = 0.

Démonstration. Nous savons déjà que E est orthonormée, il reste à montrer qu’elle est totale

dans L2(T). E = {en, n ∈ Z} est totale dans l’espace C(T, ∥.∥∞) car l’ensemble des combi-

naisons linéaires finie des éléments de E est l’ensemble des polynômes trigonométriques, et

d’après le théorème de Stone-Weirstrass, pour tout fonction f continue et 2π − priodique,

il existe une suite de polynômes trigonométriques qui converge uniformément vers f .

Soit f ∈ L2(T) et notons encore f un de ses représentants. Il s’agit de montrer que pour

tout ϵ > 0, on peut trouver une combinaison linéaire finie hϵ des en telle que ∥f − hϵ∥2 < ϵ.

Par densité de C(T) dans L2(T), on peut trouver une fonction gϵ ∈ C(T) telle que

∥f−gϵ∥2 < ϵ
2
. Comme E est totale dans C(T), on peut approcher à ϵ

2
près (au sens cette fois

de la distance associée à ∥∥∞) par une combinaison linéaire finie hϵ des en :∥gϵ − hϵ∥∞ < ϵ
2
.

En utilisant l’inclusion topologique de C(T) dans L2(T), on peut alors contrôler la norme

L2 de la fonction continue gϵ − hϵ :

∥gϵ − hϵ∥2 ≤ ∥gϵ − hϵ∥∞ <
ϵ

2
.

Finalement en appliquant l’inégalité triangulaire dans L2 on obtient :

∥f − hϵ∥2 = ∥f − hϵ + gϵ − gϵ∥2

≤ ∥f − gϵ∥2 + ∥gϵ − hϵ∥2

≤ ∥f − gϵ∥2 + ∥gϵ − hϵ∥∞

<
ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ.

Comme f et ϵ étaient quelconques, E est bien totale dans L2(T).

Théorème 1.2.3. (Bessel, Plancherel, Parseval). Pour toutes f,g ∈ L2(T), on a :

1. Inégalité de Bessel : pout J ⊂ Z

∑
k∈J

∣∣∣∣∫ 2π

0

f(z)e−iθkdm(θ)

∣∣∣∣2 ≤ ∫ 2π

0

|f |2dm.
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2. Identité de Plancherel :

∑
k∈Z

∣∣∣∣∫ 2π

0

f(z)e−ikθ
∣∣∣∣2dm(θ) =

∫ 2π

0

|f |2dm.

3. Identité de Parseval :

∑
k∈Z

∫ 2π

0

f(z)e−iθkdm(θ)

∫ 2π

0

g(z)eiθkdm(θ) =

∫ 2π

0

fgdm.

1.3 Espace de Hardy.

Nous introduisons maintenant un des deux espaces de fonctions holomorphes principaux

que nous étudierons. L’espace de Hardy H2(T) (resp. H∞(T)) est l’ensemble des fonctions

f ∈ L2(T) (resp. L∞(T)) tel les coefficients de Fourier de signe négatif sont nuls, autrement

dit,

H2(T) =
{
f ∈ L2(T) : cn(f) = 0, pour n < 0

}
,

H∞(T) := {f ∈ L∞(T) : cn(f) = 0, pour n < 0} ,

avec cn(f) =
∫
T f(e

iθ)e−inθdm(θ) est le n-ième coefficient de Fourier.

Soit H2(D) l’espace des fonctions holomorphes sur D, f ∈ Hol(D), telle que sa norme

∥.∥H2(D) définie par :

∥f∥2H2(D) = sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|2dθ,

est finie.

On définit l’espace H∞(D) par :

H∞(D) :=
{
f ∈ Hol(D) : sup

z∈D
f(z) <∞

}
.

Théorème 1.3.1. (La limite radiale). Supposons que f(z) =
∑+∞

n=0 cnz
n une fonction

dans H2(D), et f ∗ une fonction dans L2(T) tel que :

f ∗(eiθ) =
+∞∑
n=0

cne
inθ,

alors limr→1− f(re
iθ) = f ∗(eiθ) existe presque partout sur T, de plus

∥f∥H2(D) = ∥f ∗∥L2(T).
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On peut identifier H2(T) à l’espace H2(D) d’après le théorème suivants :

Théorème 1.3.2. L’application

Φ :H2(D) −→ H2(T)

f 7−→ Φ(f) = f ∗,

est un isomorphisme isométrique. Avec f ∗ sa la limite radial.

Remarque 1.3.1. 1. Compte tenu de l’existence d’un isomorphisme isométrique entre

H2(D) et H2(T), dans la plupart des livres, on trouvera la notation H2, laquelle dési-

gnera indifféremment H2(D) ou H2(T) suivant le contexte.

2. Puisque H2 est un sous-espace fermé de l’espace de Hilbert L2(T), il est aussi un espace

de Hilbert muni du produit scalaire induit par celui de L2(T) défini par :

⟨f, g⟩H2 = ⟨f ∗, g∗⟩L2 =
1

2π

∫ 2π

0

f ∗(z)g∗(z)dθ.

Propriétés 1.3.1. Soit f une fonction holomorphe sur D de la forme f(z) =
∑

n≥0 cnz
n :

1. L’espace de Hardy H2 est isométriquement isomorphe à l2, alors on a une autre écri-

ture de la norme de f ∈ H2 :

∥f∥2 =

(∑
n≥0

|cn|2
) 1

2

.

2. On dit alors que f est dans l’espace de Hardy ssi la suite (cn)n appartient à l2. Autre-

ment dit, on a :

f ∈ H2 ⇐⇒
∑
n≥0

|cn|2 <∞,

(
cn =

1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)e−inθdθ

)
.

Définition 1.3.1. On définit l’orthogonale de H2 notée (H2)⊥ par :

(H2)⊥ =
{
g ∈ L2(T); ⟨f, g⟩ = 0, ∀f ∈ H2

}
=
{
g ∈ L2(T), cn(g) = 0, n > 0

}
.
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Corollaire 1.3.1. Soit g ∈ (H2)⊥ alors :

g(z) =
∑
n≤−1

cnz
n = c−1z + c−2z

2 + c−3z
3 + ...

= z(c−1 + c−2z + c−3z
2 + ...)

= z

(
c−1 + c−2z + c−3z2 + ...︸ ︷︷ ︸

)
,

∈ H2

alors (H2)⊥ = zH2.

Définition 1.3.2. "Le noyau reproduisant" Un espace de Hilbert H des fonctions

analytiques sur un domaine Ω ⊂ C, est un espace de Hilbert à noyau reproduisant s’il

existe une fonction Kλ : Ω× Ω → C tel que :

— pour chaque λ ∈ Ω, Kλ(.) = K(λ, .) appartient à H.

— f(λ) = ⟨f,Kλ⟩H pour tout f ∈ H et λ ∈ Ω.

Dorénavant, nous abrégerons espace de Hilbert à noyau reproduisant par RKHS (reproducing

kernel Hilbert space).

Théorème 1.3.3. Soit H un espace de Hilbert qui admet un noyau reproduisant Kλ. Alors

ce noyau est unique et déterminé uniquement par l’espace de Hilbert H.

Démonstration. Soit Kλ(z) = K(λ, z) un noyau reproduisant de H. Supposons que H admet

un autre noyau reproduisant K̃λ(z) = K̃(λ, z). Alors, pour tout z, λ ∈ Ω, nous avons∥∥∥Kλ − K̃λ

∥∥∥2 = 〈Kλ − K̃λ, Kλ − K̃λ

〉
=
〈
Kλ − K̃λ, Kλ

〉
−
〈
Kλ − K̃λ, K̃λ

〉
= Kλ(z)− K̃λ(z)−Kλ(z) + K̃λ(z)

= 0.

Théorème 1.3.4. Soit H un espace de Hilbert de fonctions sur un ensemble Ω. Alors H
admet un noyau reproduisant si et seulement si pour chaque λ ∈ Ω, le fonctionnel linéaire

f 7→ f(λ) est borné.
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Démonstration. Soit Kλ le noyau reproduisant de H. En utilisant l’inégalité de Schwartz,

pour chaque λ ∈ Ω, nous avons

|f(λ)| = |⟨f,Kλ⟩| ≤ ∥f ||||Kλ∥ ,

par conséquent, l’évaluation en λ est bornée sur H. Réciproquement, supposons que pour

chaque λ ∈ Ω, l’application f 7→ f(λ) est bornée. Alors, par le théorème de la représentation

de Riesz, pour chaque λ ∈ Ω, il existe une fonction hλ ∈ H telle que

f(λ) = ⟨f, hλ⟩ .

On pose Kλ au lieu de hλ. Alors, H admet un noyau reproduisant.

Définition 1.3.3. Soit Ω un ensemble et K : Ω× Ω → C une fonction. On dit que K est

hermitienne, si pour tout ensemble fini de points (zn)
N
1 ⊂ Ω, et tout (cn)

N
1 ⊂ C, nous avons

N∑
i=1

N∑
j=1

cjciK (zj, zi) ∈ R.

K est appelée définie positive si

N∑
i=1

N∑
j=1

cjciK (zj, zi) ≥ 0.

Théorème 1.3.5. Soit H un espace de Hilbert à noyau reproduisant K. Alors K est définie

positive.

Démonstration. En effet, utilisons la définition 1.3.3 et les propriètès du produit scalaire on

a :
N∑
i=1

N∑
j=1

cjciK (zj, zi) =
N∑
i=1

N∑
j=1

cjci
〈
Kzi , Kzj

〉
=

N∑
i=1

N∑
j=1

〈
ciKzi , cjKzj

〉
=

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

ciKzi

∥∥∥∥∥
2

≥ 0.
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Théorème 1.3.6. L’espace de Hardy H2 est un RKHS c-à-d admet un noyau reproduisant

donné par la formule :

kλ(z) =
1

1− λz
, λ, z ∈ D,

et

f(λ) = ⟨f, kλ⟩, f ∈ H2,

de plus

∥kλ∥2 = ⟨kλ, kλ⟩ =
1

1− |λ|2
.

Démonstration. Fixons λ ∈ Ω. Si f(z) =
∑∞

n=0 cnz
n, alors par l’inégalité de cauchy-schwarz,

|f(λ)| ≤
∞∑
n=0

|cnλn| ≤

(
∞∑
n=0

|cn|2
) 1

2
(

∞∑
n=0

|λ|2n
) 1

2

= ∥f∥H2

(
1

1− |λ|2

) 1
2

.

Ainsi, l’évaluation en λ est une fonctionnelle bornée. Finalement, on note que

⟨f, kλ⟩ = f(λ) =
∞∑
n=0

cnλ
n = ⟨

∞∑
n=0

cnz
n,

∞∑
n=0

λ
n
zn⟩

= ⟨f, 1

1− λz
⟩,

d’où kλ(z) = 1
1−λz et

kλ(z) = K(λ, z) =
1

1− λz
.

Lemme 1.3.1. Soit g ∈ L1(T), si g(0) =
∫
T gdm alors :

2

∫
D
|∇g(z)|2 log 1

|z|
dA(z) =

∫
T
|g(z)− g(0)|2dm(z) =

∫
T
|g(z)|2dm− |g(0)|2.

g(z) étant l’extension de Poisson de g.

Corollaire 1.3.2. (Identité de Littlewood-Paley). Soit f ∈ H2, alors

∥f∥2H2 = |f(0)|2 + 2

∫
D
|f ′(z)|2 log 1

|z|
dA(z). (1.5)
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Démonstration. La preuve est immédiate, en remplaçant dans le lemme 1.3.1 |∇g(z)|2 par

2 |g′(z)|2.

En posant dν(z) = log 1
|z|2dA(z), le produit scalaire sur H2 s’exprime :

⟨f, g⟩H2 = f(0)g(0) +

∫
D
f ′(z)g′(z)dν(z), ∀f, g ∈ H2.

1.4 Espace de Dirichlet Dα.

Le prochain espace à l’étude est l’espace de Dirichlet. Ce dernier possède plusieurs pro-

priétés semblables à celles de H2, mais elles sont de manière générale plus difficiles à obtenir.

On pose :

dAα(z) = (1 + α)(1 + |z|2)αdA(z), 0 ≤ α ≤ 1.

Où dA(z) = dxdy/π, z = x+ iy (dA(z) = rdrdθ/π, z = reiθ).

Les espaces de Dirichlet sont définis par :

Dα =

{
f ∈ Hol(D), ∥f∥2α = |f(0)|2 +

∫
D
|f ′(z)|2dAα(z) <∞

}
.

Ainsi lorsque α = 1,D1 = H2 est l’espace de Hardy classique et lorsque α = 0,D0 = D est

l’espace de Dirichlet classique.

Définition 1.4.1. On désigne par A ≲ B, s’il existe une constante absolue c, telle que :

A ≤ cB.

A ≍ B signifie que A ≲ B et B ≲ A.

Proposition 1.4.1. Soit f ∈ Dα, si f(z) =
∑

n≥0 cnz
n, alors :

∥f∥2α ≍
∑
n≥0

(1 + n)1−α|cn|2.

Pour la preuve de la proposition, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.4.1. Soit n un entier positif et 0 < r < 1, alors :∫ 1

0

rn(1− r)αdr ≍ 1

(1 + n)1+α
.
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1.4. Espace de Dirichlet Dα.

Démonstration. Soit n un entier positif et 0 < r < 1, on a :

1. ∫ 1

0

rn(1− r)αdr ≥
∫ 1− 1

n

0

rn(1− r)αdr

≥ 1

nα

∫ 1− 1
n

0

rndr =
1

nα

[
rn+1

n+ 1

]1− 1
n

0

≳
1

(n+ 1)α+1

(
1− 1

n

)n+1

≳
1

(n+ 1)α+1
.

2. ∫ 1

0

rn(1− r)αdr =

∫ 1− 1
n

0

rn(1− r)1−(1−α)dr +

∫ 1

1− 1
n

rn(1− r)αdr

≤ n1−α
∫ 1− 1

n

0

rn(1− r)dr +
1

nα

∫ 1

1− 1
n

dr

= n1−α
∫ 1− 1

n

0

rndr − n1−α
∫ 1− 1

n

0

rn+1dr +
1

nα

∫ 1

1− 1
n

dr

= n1−α
(

1

n+ 1

)(
1− 1

n

)n+1

− n1−α
(

1

n+ 2

)(
1− 1

n

)n+2

+
1

n(1+α)

≤ n1−α
(

1

n+ 1
− 1

n+ 2

)(
1− 1

n

)n+1

+
1

n(1+α)

≤ n1−α
(

1

n2 + 3n+ 2

)
+

1

n(1+α)

≤ 2

nα+1
≲

1

(n+ 1)α+1
.

D’où le résultat.

22



1.4. Espace de Dirichlet Dα.

Démonstration. "de la Proposition 1.4.1"

Soit f ∈ Dα. On a :∫
D
|f ′(z)|2 dAα(z) =

∫ 1

0

∫ 2π

0

|
∑
n≥1

cnnz
n−1|2(1 + α)(1− |z|2)αrdrdθ

π

= 2(α + 1)

∫ 1

0

∑
n≥1

|cn|2n2r2(n−1)(1− r2)αrdr

= 2(α + 1)
∑
n≥1

|cn|2n2

∫ 1

0

r2n−1(1− r2)αdr

≍
∑
n≥1

|cn|2n2 1

(2n)α+1
≍
∑
n≥1

|cn|2n2 1

(n)α+1

≍
∑
n≥1

|cn|2n1−α.

Donc, on obtient :

∥f∥2α ≍
∑
n≥0

|cn|2(n+ 1)(1−α).

Remarque 1.4.1. D’après la proposition précédente, on peut redéfinir l’espace de Dirichlet

Dα par :

Dα =

{
f ∈ Hol(D), ∥f∥2α ≍

∑
n≥0

(1 + n)1−α|cn|2 <∞

}
.

Et, on pose,

Dα(f) =

∫
D
|f ′(z)|2dAα(z).

Proposition 1.4.2. Dα est un RKHS sur D, et pour tout z, λ ∈ D et 0 ≤ α ≤ 1 :

kαλ (z) =
1

(1− λ̄z)2−α
,

et

f(λ) = ⟨f, kαλ ⟩ , f ∈ Dα

Corollaire 1.4.1. Soit 0 ≤ α ≤ 1, alors

∥kαλ∥
2 =

1

(1− |λ|2)2−α
, λ ∈ D.
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Chapitre 2

Opérateurs linéaires bornés.

Ce chapitre se concentre sur les propriétés fondamentales des opérateurs linéaires bornés,

de leurs adjoints et des opérateurs compacts, qui jouent un rôle important dans les espaces

de Hilbert.

2.1 Opérateurs linéaires bornés.

Définition 2.1.1. Soient (E,∥.∥E), (F, ∥.∥F ) deux e.v.n sur le corps K. Un opérateur

linéaire borné T : E → F est une application de E dans F qui vérifie :

1. Linéarité : ∀x, y ∈ E;α, β ∈ K : T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).

2. Bornitude : ∃M ≥ 0;∀x ∈ E : ∥T (x)∥F ≤M∥x∥E.

Remarque 2.1.1. Pour un opérateur linéaire, l’image de x par T est notée par Tx au lieu

de T(x).

Notation 1. On note par L(E,F ) l’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés définis

de E vers F, et L(E) si E = F .

Remarque 2.1.2. Si E et F sont des espaces normés, alors l’espace L(E,F ) est un e.v.n

sur le corps K.

Définition 2.1.2. (Norme d’un opérateur). Soit T : (E, ∥.∥E) −→ (F, ∥.∥F ) un opéra-

teur linéaire borné. On définie la norme d’un opérateur noté ∥T∥L(E,F ) par :

∥T∥L(E,F ) = sup
∥x∥E≤1

∥Tx∥F = sup
∥x∥E=1

∥Tx∥F

= sup
∥x∥E ̸=0

∥Tx∥F
∥x∥E

.
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2.1. Opérateurs linéaires bornés.

Propriétés 2.1.1. (Propriétés de la norme sur L(E,F )).

1. Soit M ≥ 0. Si :

∀x ∈ E, ∥Tx∥ ≤M∥x∥,

alors

∥T∥ ≤M.

2. ∀x ∈ E, ∥Tx∥ ≤ ∥T∥∥x∥.

3. ∥T∥ = min {M ≥ 0; ∥Tx∥ ≤M∥x∥,∀x ∈ E} .

Théorème 2.1.1. Soit T : E −→ F un opérateur linéaire, alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

1. T est borné.

2. T est continue sur E.

3. T est continue en 0.

Théorème 2.1.2. (Théorème de Banach-steinhaus, (démonstration 1.1.7-a ) Soit

E et F deux espace normés et (Tn(x))n∈N une suite d’opérateurs linéaires et continues définie

sur E dans F, si la suite (Tn(x))n∈N converge vers un opérateur T(x), alors cet opérateur est

linéaire et continu de plus, on a

∥T∥ = lim
n−→∞

inf
k≥n

∥Tk∥.

Définition 2.1.3. Soient E et F deux espaces de Hilbert et T ∈ L(E,F ). L’unique appli-

cation linéaire T ∗ ∈ L(F,E) telle que pour tous x ∈ E, y ∈ F on ait :

⟨T (x), y⟩F = ⟨x, T ∗(y)⟩E,

est appelée adjoint de T, de plus on a ∥T∥ = ∥T ∗∥.

Proposition 2.1.1. Soient E et F des espaces de Hilbert. L’application T −→ T ∗ est ,

antilinéaire et isométrique de L(E,F ) dans L(F,E). De plus, ∀ T ∈ L(E,F )

i) (T ∗)∗ = T .

ii) ∥T ∗T∥ = ∥T∥2.

iii) (TS)∗ = S∗T ∗.
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2.1. Opérateurs linéaires bornés.

Démonstration. Par définition du produit scalaire et de l’adjoint, ∀x ∈ E, y ∈ F, T1 et T2 ∈
L(E,F ) et λ ∈ K on a :

⟨x, (T1 + λT2)
∗(y)⟩ = ⟨(T1 + λT2)(x), y⟩

= ⟨T1(x), y⟩+ λ⟨T2(x), y⟩

= ⟨x, T ∗
1 (y)⟩+ ⟨x, T ∗

2 (y)⟩

= ⟨x, (T ∗
1 + λT ∗

2 )(y)⟩,

ainsi T est antilinéaire. Elle est isométrique d’aprés la définition 2.1.3.

Montrons que (T ∗)∗ = T . Pour cela on montre que pour tous x ∈ E et y ∈ F , on a

⟨Tx, y⟩ = ⟨(T ∗)∗x, y⟩. On a :
⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩

= ⟨T ∗y, x⟩

= ⟨y, (T ∗)∗x⟩

= ⟨(T ∗)∗x, y⟩.

Tout d’abord on rapelle que la norme opérateur est une norme d’algèbre et donc, en

particulier, ∥TT ∗∥ ≤ ∥T∥∥T ∗∥ = ∥T∥2. D’autre part, en utilisant encore une fois de plus un

corollaire d’Hahn-Banach et la définition de la norme opérateur, on obtient :

∥TT ∗∥ = sup
∥x∥≤1

∥T ∗T (x)∥

= sup
∥x∥≤1,∥y∥≤1

|⟨T ∗T (x), y⟩|

≥ sup
∥x∥≤1

|⟨T ∗T (x), x⟩|

= sup
∥x∥≤1

|⟨T (x), T (x)⟩|

= ∥T∥2.

On a donc l’égalité ∥T ∗T∥ = ∥T∥2. Enfin, pour vérifier que (TS)∗ = S∗T ∗, il suffit de

montrer que pour tous x ∈ E et y ∈ F on a ⟨(TS)∗x, y⟩ = ⟨S∗T ∗x, y⟩. On a, par défintion
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2.2. Opérateurs compacts.

de l’adjoint,
⟨(TS)∗x, y⟩ = ⟨x, TSy⟩

= ⟨T ∗x, Sy⟩

= ⟨S∗T ∗x, y⟩.

Comme ceci est vrai pour tous vecteurs x, y, on a l’égalité (TS)∗ = S∗T ∗.

2.2 Opérateurs compacts.

Les opérateurs compacts constituent une classe importante d’opérateurs linéaires conti-

nues. Dans toute cette section, H1 et H2 sont des espaces de Hilbert, et l’on note BH1 et

BH2 leur boule unité fermée respectivement.

Définition 2.2.1. On dit qu’une application linéaire T de H1 dans H2 est compacte si

l’image de la boule unité fermée de H1 par T est relativement compacte dans H2.

Rappelons qu’une partie G ⊂ H2 est relativement compacte si pour toute suite (xn)n∈N de

G, il existe un sous-suite (xφ(n))n∈N qui converge dans H2.

Notation 2. On note K(H1, H2) l’ensemble des opérateurs compacts de H1 dans H2. Dans

le cas H1 = H2 = H, on note K(H).

Proposition 2.2.1. Soient H1 et H2 deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire de

H1 dans H2. On dit que l’opérateur T est compact si, pour tout B ⊂ H1,

B est borné dans H1 =⇒ T (B) est relativement compact dans H2.

Définition 2.2.2. En d’autres termes, T est un opérateur compact si, pour toute suite

bornée (xn)n∈N dans H1, la suite (Txn)n∈N contient une sous-suite convergente.

Proposition 2.2.2. Tout opérateur linéaire compact est continu, i.e. K(H1, H2) ⊂
L(H1, H2).

Démonstration. Soit T un opérateur linéaire compact de H1 dans H2. Soit BH1 =

{x ∈ H1, ∥x∥ ≤ 1} est la boule unité fermée de H1. L’ensemble BH1 étant borné, son image

par T est relativement compacte donc bornée alors il existe une constante C telle que

∀x ∈ BH1 , ∥Tx∥H2 ≤ C.
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2.2. Opérateurs compacts.

On en déduit que

∀x ∈ H1 , ∥Tx∥H2 = ∥x∥H1∥T
(

x

∥x∥H1

)
∥H2 ≤ C∥x∥H1 .

L’opérateur T est donc continu.

Proposition 2.2.3. Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert séparables et T ∈ L(H1, H2).

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T compact.

2. TT ∗ compact.

3. T ∗ compact.

4. T ∗T compact.

Théorème 2.2.1. Soient H1, H2 et H3 trois espaces de Banach, et soient S ∈ L(H1, H2)

et T ∈ L(H2, H3). Si T est compact, ou bien si S est compact, alors l’application T ◦ S est

compacte : T ◦ S ∈ K(H1, H3).

Démonstration. Si S est compact, alors, pour tout borné M ⊂ H1, S(M) est compact.

Or, l’image d’un compact par une application continue est compacte, donc, T (S(M)) est

compact. Il résulte que TS(M) ⊂ TS(M) est relativement compacte. Si T est compact,

alors, pour tout borné M ⊂ H1, S(M) est aussi borné et donc TS(M) est relativement

compacte.

Définition 2.2.3. Soit T ∈ L(H1, H2). On dit que T est un opérateur de rang fini si Im(T )

est de dimension fnie. Le rang de T est la dimension de son image.

Proposition 2.2.4. Un opérateur de rang fini est compact.

Démonstration. Soit T ∈ L(H1, H2) un opérateur de rang fini. L’opérateur T est continu

donc, pour tout x ∈ BH1 : ∥Tx∥ ≤ ∥T∥. Alors, T (BH1) est borné dans H2, et par conséquent,

T (BH1) aussi. De plus, Im(T ) est fermé car c’est un espace vectoriel de dimension finie,

donc, T (BH1) ⊂ Im(T ) = Im(T ). Enfin, T (BH1) est fermé borné de l’espace vectoriel de

dimension finie Im(T ), il est un compact de Im(T ). D’où, il résulte T ∈ K(H1, H2). L’espace

K(H1, H2) est fermé et tout opérateur borné de rang fini est compact.

Théorème 2.2.2. Soit T un opérateur de H1 dans H2, a image T (H1) de dimension finie.

Alors T est compact.
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2.2. Opérateurs compacts.

Démonstration. En effet, puisque l’opérateur T transforme tout ensemble G de H1 à un

ensemble borné T (G) dans un espace de dimension finie T (H1) ce qui implique que T (G)

est précompact.

Corollaire 2.2.1. Toute limite dans L(H1, H2) d’opérateurs de rang fini est un opérateur

compact.

Théorème 2.2.3. Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert. Alors :

T ∈ K(H1, H2) si et seulement s’il existe une suite (Tn)n ∈ L(H1, H2), Tn est de rang fini,

qui converge vers T dans L(H1, H2).

Démonstration. Soit T ∈ K(H1, H2) et ϵ > 0. Comme T (BH1) est compact alors, il existe

Nϵ ∈ N et {y1, y2, ..., yNϵ} ∈ H2 tels que

T (BH1) ⊂
Nϵ⋃
i=1

BH2(yi, ϵ). (2.1)

On pose Fϵ = V ect {y1, y2, ..., yNϵ} est un espace vectoriel de dimension fnie, donc un fermé

de l’espace de Hilbert H2. Soit Pϵ ∈ L(H2) la projection orthogonale de H2 sur Fϵ. Soit

Tϵ = Pϵ ◦T . Comme Tϵ(H1) = Pϵ ◦T (H1) ⊂ Fϵ, Tϵ est de rang fini, et d’après 2.1, pour tout

x ∈ BH1 ,

∥Tx− Tϵx∥ = ∥Tx− Pϵ(Tx)∥ = inf
y∈ Fϵ

∥Tx− y∥ ≤ ϵ.

D’où ∥T − Tϵ∥ ≤ ϵ. Réciproquement, un opérateur de rang fini étant compact et l’ensemble

des opérateurs compacts étant un fermé de L(H1, H2), une limite d’une suite d’opérateurs

de rang fini est bien un opérateur compact.

Définition 2.2.4. "Opérateur de Hilbert-Schmidt". Soit H un espace de Hilbert sé-

parable, et soit (ek)k une base hilbertienne de H. Un opérateur linéaire T : H −→ H est un

opérateur de Hilbert-Schmidt (ou simplement HS) si :

∑
k≥1

∥Ten∥2 < +∞.

Le réel ∥T∥2HS =
∑

k≥1 ∥Ten∥2 est appelé la norme de Hilbert-Schmidt de T .
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2.2. Opérateurs compacts.

Théorème 2.2.4. Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Démonstration. Soit une base hilbertienne (ek) de H. on pose c =
∑

k ∥Tek∥
2. Soit ε > 0.

Alors il existe Nε ∈ N tel que
∑

k>Nε
∥Tek∥2 ⩽ ε2. On pose Fε = Vect {y1, . . . , yNε}, et

Pε : H2 → H2 la projection orthogonale sur Fε. Alors Tε = Pε ◦ T est de rang fini et

∥T − Tε∥2 ⩽ ∥T − Tε∥2HS =
∑
k>Nε

∥Tek∥2 ⩽ ε2.

Ainsi T est limite d’opérateurs de rang fini il est donc compact.
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Chapitre 3

Opérateurs de composition sur les

espaces de Hardy et Dirichlet.

Dans ce chapitre, nous explorerons les opérateurs de composition sur les espaces de

Hardy et de Dirichlet. Dans la première partie, nous examinerons ces opérateurs dans le

cadre des espaces de Hardy, en soulignant leurs caractéristiques comme la compacité et la

bornitude. Dans la seconde partie, cette analyse sera élargie à l’espace de Dirichlet, où nous

examinerons également les caractéristiques des opérateurs de composition, telles que leur

bornitude et leur compacité.

3.1 Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Définition 3.1.1. Soit φ : D −→ D une fonction holomorphe, l’opérateur de composition

sur H2(D) de symbole φ est défini par :

Cφ : H2(D) −→ H2(D)
f 7−→ Cφ(f) = f ◦ φ.

Proposition 3.1.1. Soit φ : D −→ D une fonction holomorphe, l’opérateur Cφ est un

opérateur linéaire.
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Démonstration. Soient f, g ∈ H2 et a, b ∈ C, on a :

(Cφ(af + bg))(z) = ((af + bg) ◦ φ)(z)

= (af + bg)(φ(z))

= (af)(φ(z)) + (bg)(φ(z))

= af(φ(z)) + bg(φ(z))

= a(Cφ(f))(z) + b(Cφ(g))(z)

= (aCφ(f) + bCφ(g))(z),

alors ∀z ∈ D, (Cφ(af + bg))(z) = (aCφ(f) + bCφ(g))(z).

Théorème 3.1.1. Soient φ, ψ : D −→ D deux fonctions holomorphes, si Cφ et Cψ sont

des opérateurs de composition, alors :

CφCψ = Cψ◦φ.

Démonstration. Notons que,

(CφCψf)(z) = (Cφ(f ◦ ψ))(z) = (f ◦ ψ ◦ φ)(z) = (Cψ◦φf)(z), ∀z ∈ D.

Donc

CφCψ = Cψ◦φ.

Théorème 3.1.2. "Principe de Subordination de Littlewood (1925)" [16] Soit φ une

fonction holomorphe de D dans D, et φ(0) = 0, pour toute fonction f ∈ H2(D), on a :

∥Cφ(f)∥2 ≤ ∥f∥2.

Remarque 3.1.1. 1. Le principe de subordination de Littlewood implique alors que tout

opérateur de composition Cφ : H2 −→ H2 est continu, et une contraction ∥Cφ∥ ≤ 1 si

φ(0) = 0.

2. Si φ(0) = a ̸= 0, il suffit de considérer l’automorphisme du disque unité, pour chaque

point p ∈ D, (transformation de Möbius) :

αp(z) =
p− z

1− p̄z
,
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

qui transforme D en lui même, il échange p avec l’origine et il est son propre inverse.

Posons p = φ(0). La fonction holomorphe ψ = αp ◦ φ prend D en lui même et fixe

l’origine. Par la propriété d’auto-inverse de αp (α−1
p (z) = αp(z)), nous avons φ =

αp ◦ ψ et cela se traduit par l’équation de l’opérateur Cφ = CψCαp. On a vu que Cψ
est borné (Contractante), et on sait que le produit des opérateurs bornés est toujours

borné. Il reste donc à montrer que les opérateurs de composition sont bornés quand le

symbole est un automorphisme du disque unité (Cαp), ce qui se prouve par changement

de variable, et on a le lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Pour tout p ∈ D, l’opérateur Cαp est borné dans H2(D), de plus :

∥∥Cαp

∥∥ ≤
(
1 + |p|
1− |p|

) 1
2

.

Démonstration. Supposons que f est holomorphe dans une partie du disque fermé, RD =

{|z| < R}, pour certain R > 1. Comme

lim
r→1

1

2π

∫ π

−π

∣∣f (reiθ)∣∣2 dθ <∞,

en passant à la limite à l’intérieur de l’intégrale de sorte que :

∥f∥2 = 1

2π

∫ π

−π

∣∣f (eiθ)∣∣2 dθ.
Par un simple changement de variable on a :

∥f ◦ αp∥2 =
1

2π

∫ π

−π

∣∣f (αp (eiθ))∣∣2 dθ
=

1

2π

∫ π

−π

∣∣f (eit)∣∣2 ∣∣α′
p

(
eit
)∣∣ dt

=
1

2π

∫ π

−π

∣∣f (eit)∣∣2 1− |p|2

|1− p̄eit|2
dt

≤ 1− |p|2

(1− |p|)2

(
1

2π

∫ π

−π

∣∣f (eit)∣∣2 dt)
=

1 + |p|
(1− |p|)

∥f∥2.
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Théorème 3.1.3. [16] Soit φ une fonction holomorphe de D dans D avec φ(0) ̸= 0, alors

Cφ est un opérateur borné dans H2(D), et

∥Cφ∥ ≤

√
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

.

Démonstration. Il a été indiqué précédemment que Cφ = CψCαp , où p = φ(0), ψ fixé.

D’après le lemme précédent et le principe de subordination de Littlewood, qui montrent que

les deux opérateurs sont bornés dans H2(D), d’où Cφ est le produit d’opérateurs bornés de

H2(D). Comme ∥Cψ∥ ≤ 1, on déduit que :

∥Cφ∥ ≤ ∥Cψ∥
∥∥Cαp

∥∥ ≤

√
1 + |φ(0)|
1− |φ(0)|

.

Lemme 3.1.2. [16] Soit φ une fonction holomorphe de D dans D, si Cφ est un opérateur

de composition et kλ le noyau reproduisant, alors :

C∗
φkλ = kφ(λ).

Démonstration. Pour tout f dans H2, on a :

〈
f, C∗

φkλ
〉
= ⟨Cφf, kλ⟩

= ⟨f ◦ φ, kλ⟩

= f(φ(x))

=
〈
f, kφ(λ)

〉
.

On obtient :

⟨f, C∗
φkλ⟩ = ⟨f, kφ(λ)⟩, ∀f ∈ H2(D).

Ce qui implique que C∗
φkλ = kφ(λ).

Proposition 3.1.2. [16] Soit f ∈ H2(D) alors :

1√
1− |φ(0)|2

≤ ∥Cφ∥ .

Démonstration. En utilisant le lemme précédent avec λ = 0, on obtient :
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

C∗
φk0 = kφ(0),

comme ∥kλ∥2H2 = 1
1−|λ|2 alors

∥∥kφ(0)∥∥2H2 =
1

1−|φ(0)|2 et ∥k0∥H2 = 1. D’autre part

∥∥kφ(0)∥∥H2 =
∥∥C∗

φk0
∥∥ ≤ ∥C∗

φ∥ ∥k0∥H2 ,

par conséquent ∥C∗
φ∥ = ∥Cφ∥ ≥ 1√

1−|φ(0)|2
.

Corollaire 3.1.1. [16] Soit φ une fonction holomorphe de D dans D, la norme de l’opéra-

teur de composition Cφ est égale à 1 si et seulement si φ(0) = 0.

Démonstration. — Si φ(0) = 0, alors 1 ≤ ∥Cφ∥ ≤ 1, alors on a : ∥Cφ∥ = 1.

— Si ∥Cφ∥ = 1, alors |φ(0)|2 ≤ 0, donc on a : φ(0) = 0.

Théorème 3.1.4. Un opérateur T sur H2 dans lui même est un opérateur de composition

si et seulement s’il existe une fonction φ holomorphe de D dans D, telle que

T ∗kλ = kφ(λ).

Théorème 3.1.5. Si fn(z) = zn, pour n ∈ N, T est un opérateur de composition de H2(D)
dans H2(D) si et seulement si, Tfn = (Tf1)

n pour tout n ∈ N.

Compacité des opérateurs de composition.

Théorème 3.1.6. [16] Soit φ : D → D une fonction holomorphe, si ∥φ∥∞ < 1 alors Cφ est

un opérateur compact sur H2(D).

Démonstration. Pour chaque entier positif n, on définit l’opérateur :

Tnf =
n∑
k=0

ck(f)φ
k
(
f ∈ H2(D)

)
ainsi Tn envoi H2(D) à l’ensemble engendré par les n premières puissances de φ. D’après la

comparaison des normes de H2(D) et H∞(D), Tn est donc borné et de rang fini sur H2(D).
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

On affirment que limn→+∞ ∥Cφ − Tn∥ = 0. Cela résulte du calcul ci-dessous :

∥(Cφ − Tn) (f)∥ =

∥∥∥∥∥
+∞∑

k=n+1

ck(f)φ
k

∥∥∥∥∥
≤

+∞∑
k=n+1

|ck(f)|
∥∥φk∥∥

≤
+∞∑

k=n+1

|ck(f)|∥φ∥k∞

≤

(
+∞∑

k=n+1

|ck(f)|2
) 1

2
(

+∞∑
k=n+1

∥φ∥2k∞

) 1
2

≤ ∥φ∥n+1
∞√

1− ∥φ∥2∞
∥f∥.

Où nous avons utilisé respectivement : l’inégalité triangulaire, la comparaison des normes

deH2(D) etH∞(D), l’inégalité de Cauchy-Schwarz et enfin la somme de la série géométrique,

l’hypothèse que ∥φ∥∞ < 1. Ainsi

∥Cφ − Tn∥ ≤ ∥φ∥n+1
∞√

1− ∥φ∥2∞
−→ 0.

Théorème 3.1.7. Cφ est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H2 si et seulement si φ

satisfait la condition suivante, ∫ 2π

0

[
1

1− |φ (eit)|2

]
dt <∞. (3.1)

Démonstration. On pose

{en(z)}n∈N = {zn}n∈N ,
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

une base orthonormée de H2, alors Cφ est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H2 si et

seulement si,

∞ > 2π
∞∑
n=0

∥Cφen∥22 =
∞∑
n=0

∫ 2π

0

∣∣φ (eit)∣∣2n dt
=

∫ 2π

0

lim
n→∞

(
1− |φ (eit)|2n

1− |φ (eit)|2

)
dt

=

∫ 2π

0

1

1− |φ (eit)|2
dt,

ce qui achève la preuve.

Remarque 3.1.2. On sait que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact (théorème

2.2.4) alors si la fonction holomorphe φ : D → D satisfait la condition 3.1, l’opérateur Cφ
est compact.

Théorème 3.1.8. Soit φ une fonction holomorphe de D dans D, les assertions suivantes

sont équivalentes :

1. Cφ un opérateur compact sur H2(D).

2. Si {fn}n∈N une suite bornée dans H2(D) et converge uniformément vers zéro sur tout

compact de D, alors ∥Cφfn∥ → 0.

Démonstration. - On suppose que Cφ est compact. Soit (fn)n∈N une suite bornée de H2(D)
telle que fn −→

n→∞
0 uniformément. La suite des fonctions fn ◦ φ admet par compacité de

l’opérateur Cφ, une sous-suite qui converge dans H2(D). Puisque {φ(z)} est un ensemble

compact pour tout z ∈ D, il vient que fn(φ(z)) −→
n→∞

0. Ainsi, la limite de la sous-suite est la

fonction nulle. Cet argument peut-être appliqué à toute suite extraite de la suite (fn ◦ φ)n∈N,

on en déduit que la suite (fn ◦ φ)n∈N elle-même tend simplement vers la fonction nulle. En

outre, la fonction φ étant continue, la suite (fn ◦ φ)n∈N converge uniformément vers 0 , on

en déduit fn ◦ φ −→
n→∞

0 dans H2(D).
- Réciproquement, soit (gn)n∈N une suite bornée. La suite (gn)n∈N est normale, on peut donc

en extraire une suite (gnk
)k∈N qui converge uniformément vers une fonction g de H2(D). La

suite des fonctions gnk
− g est alors bornée dans H2(D) et converge uniformément vers la

fonction nulle. On en déduit que la gnk
◦ φ− g ◦φ −→

n→0
0 dans H2(D). On a ainsi montré que

l’opérateur de composition Cφ est compact.
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Définition 3.1.2. Soit φ : D → D une fonction holomorphe. On définit la fonction de

comptage de Nevanlinna de φ pour tout z ∈ D\{φ(0)} par :

Nφ(z) :=


∑

w∈φ−1({z}) log
(

1
|w|

)
; z ∈ φ(D),

0 ; z /∈ φ(D).

Théorème 3.1.9. Soit φ : D → D une fonction holomorphe et soit f ∈ H2(D), alors :

∥Cφf∥22 = |f(φ(0))|2 + 2

∫
D
|f ′(w)|2Nφ(w)dA(w). (3.2)

Démonstration. Appliquant l’identité de Littlewood-Paley 1.5 à la fonction f ◦ φ,

∥f ◦ φ∥22 − |f(φ(0))|2 = 2

∫
D
|(f ◦ φ)′(z)|2 log 1

|z|
dA(z)

= 2

∫
D
|f ′(φ(z))|2 |φ′(z)|2 log 1

|z|
dA(z).

La fonction φ est localement univalente sur D, sauf sur un nombre dénombrable de points

où la dérivée de φ s’annule.

Donc l’ensemble Z = {z ∈ D : φ′(z) = 0} est dénombrable et D\Z peut s’écrire comme

une union des rectangles disjoints Rj où sur chaque rectangle φ est biholomorphe. On note

par ψj l’inverse de la restriction de φ sur Rj.

Par la formule de changement de variable usuel, si w = φ(z), alors

dA(w) = |φ′(z)|2 dA(z),

pour tout j on a :∫
Rj

|f ′(φ(z))|2 |φ′(z)|2 log 1

|z|
dA(z) =

∫
φ(Rj)

|f ′(w)|2 log 1

|ψj(w)|
dA(w).

Par sommation sur j, où χj est la fonction caractéristique de l’ensemble φ (Rj), on obtient :∫
D
|f ′(φ(z))|2 |φ′(z)|2 log 1

|z|
dA(z) =

∑
j

∫
Rj

|f ′(φ(z))|2 |φ′(z)|2 log 1

|z|
dA(z)

=
∑
j

∫
φ(Rj)

|f ′(w)|2 log 1

|ψj(w)|
dA(w)

=

∫
D
|f ′(w)|2

∑
j

χj(w) log
1

|ψj(w)|
dA(w),
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

si w ∈ φ(D)\φ(z) chaque point de φ−1({z}) est de multiplicité 1 , donc

∑
j

χj(w) log
1

|ψj(w)|
= Nφ(w),

pour w ∈ φ(D) presque partout, alors on a :∫
D
|f ′(φ(z))|2 |φ′(z)|2 log 1

|z|
dA(z) =

∫
D
|f ′(w)|2Nφ(w)dA(w).

Théorème 3.1.10. Soit φ : D → D une fonction holomorphe. Pour tout w ∈ D\{φ(0)}, on

a :

Nφ(w) ≤ log

∣∣∣∣1− w̄φ(0)

w − φ(0)

∣∣∣∣ .
Démonstration. Soit ψ : D → D une fonction holomorphe telle que ψ(0) ̸= 0, si {zj}i∈J est

l’ensemble de zéros de ψ, alors ψ(0) ≤
∏

j∈J |zj| donc, on a :

log(ψ(0)) ≤ log

(∏
j∈J

|zj|

)
=
∑
j∈J

log |zj| ,

d’où

Nψ(0) =
∑
j∈J

log
1

|zj|
≤ log

(
1

|ψ(0)|

)
. (3.3)

Maintenant, on considère la fonction :

ψ(z) =
w − φ(z)

1− w̄φ(z)
= αw(φ).

Puisque φ est holomorphe de D dans D et w ∈ D tel que φ(0) ̸= w, alors ψ(0) ̸= 0,

l’inégalité 3.3 devient :

Nψ(0) ≤ log

∣∣∣∣1− w̄φ(0)

w − φ(0)

∣∣∣∣ ,
comme ψ(z) = 0 si et seulement si φ(z) = w, on a l’inégalité :

Nφ(w) ≤ log

∣∣∣∣1− w̄φ(0)

w − φ(0)

∣∣∣∣ .
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Théorème 3.1.11. Soit φ : D → D une fonction holomorphe, alors Cφ est compact sur

H2(D) si et seulement si

lim
|w|→1−

Nφ(w)

log 1
|w|

= 0.

Démonstration. Soit φ : D → D une fonction holomorphe.

1. Supposons que

lim
|w|→1−

Nφ(w)

log 1
|w|

= 0.

On montre que Cφ est compact sur H2(D). Soit {fn}n∈N une suite de fonctions de

H2(D) qui converge uniformément vers 0 sur tout compact de D. D’après le théorème

de la convergence faible 3.1.8, il suffit de montrer que :

∥Cφfn∥ → 0.

Soit ε > 0 donné, de l’hypothèse de Nφ on choisit 0 < r < 1 tel que :

Nφ(w) < ε log
1

|w|
quand r ≤ |w| < 1.

Comme fn → 0 uniformément sur tout compact de D, on peut choisir nε tel que

|fn| <
√
ε sur rD∪ {φ(0)},∀n > nε. Alors pour tout n, par la formule de changement

de variable sur H2 suivante on a :

∥Cφf∥2H2 = |f(φ(0))|2 + 2

∫
D
|f ′(φ(z))|2 | φ′(z) |2 log 1

|z|
dA(z)

= |f(φ(0))|2 + 2

∫
D
| f ′(w) |2Nφ,1(w)dA(w).

Nous obtenons :

∥Cφfn∥2 = |fn(φ(0))|2 +
∫
rD

|f ′
n(w)|

2
Nφ(w)dA(w) +

∫
D\rD

|f ′
n(w)|

2
Nφ(w)dA(w)

< ε+ ε

∫
rD
Nφ(w)dA(w) + ε

∫
D\rD

|f ′
n(w)|

2
log

1

|w|
dA(w)

≤ ε+ ε

∫
rD
Nφ(w)dA(w) + ε

∫
D
|f ′
n(w)|

2
log

1

|w|
dA(w)

= ε+
ε

2

(
∥ f(z)∥2 − ∥f(0)∥2

)
+
ε

2

(
∥fn∥2 − |fn(φ(0))|2

)
≤ ε+

ε

2
+
ε

2
= 2ε.
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Où dans l’avant-dernière ligne, nous avons utilisé la formule 3.2 deux fois : la première

fois avec f(z) = z, et la deuxième avec fn, et dans la dernière ligne nous avons utilisé

le fait que ∥fn∥ ≤ 1 pour chaque n. Donc :

∥Cφfn∥ → 0.

Ce qui montre la compacité de Cφ.

2. On suppose que Cφ est compact sur H2(D) et on montre que :

Nφ(w) = o

(
log

1

|w|

)
quand |w| → 1−,

qui est équivalent à :

lim
|w|→1−

Nφ(w)

1− |w|
= 0.

Pour a ∈ D, le noyau reproduisant normalisé est :

fp(z) =

√
1− p2

1− p̄z
.

Comme ∥fp∥ = 1,∀p, et fp → 0 uniformément sur tout compact de D quand |p| → 1−,

on obtient :

lim
|p|→1−

∥Cφfp∥ = 0.

Puisque αp(z) = p−z
1−p̄z est un automorphisme spéciale de D, pour tout p ∈ D, alors :

Nφ (αp(w)) = Nαp◦φ(w),∀w ∈ D.

Appliquant la formule de changement de variable 3.2 et l’inégalité de la moyenne

suivante :

Nφ(z) ≤
2

r2

∫
D(z,r)

Nφ(w)dA(w), ∀D(z, r) ⊂ D(0,
1

2
), (3.4)

on obtient :
∥Cφfp∥2 ≥ 2

∫
D

∣∣f ′
p(w)

∣∣2Nφ(w)dA(w)

= 2

∫
D

(1− |p|2) |p|2

|1− p̄w|4
Nφ(w)dA(w)

=
2|p|2

1− |p|2

∫
D

∣∣α′
p(w)

∣∣2Nφ(w)dA(w).
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Posons W = αp(w), on a :

∥Cφfp∥2 ≥
2|p|2

1− |p|2

∫
D
Nφ (αp(W )) dA(W )

=
2|p|2

1− |p|2

∫
D
Nαp◦φ(W )dA(W )

≥ 2|p|2

1− |p|2

∫
1
2
D
Nαp◦φ(W )dA(W ).

En appliquant l’inégalité :

Nψ(0) ≤
1

r2

∫
rD
Nψ(z)dA(z), ψ(0) ̸= 0; 0 < r < |ψ(0)|, (3.5)

à l’intégrale précédent, avec

ψ = αp ◦ φ,

on obtient :
∥Cφfp∥2 ≥ 4

2|p|2

1− |p|2
Nαp◦φ(0)

=
8|p|2

1 + |p|
Nφ(p)

1− |p|
.

On notera que dans la première ligne de l’équation précédente, l’application de l’in-

égalité de la moyenne 3.4 sur le disque 1
2
D nécessite que :

|αp(φ(0))| >
1

2
,

mais |αp(φ(0))| → 1 quand |p| → 1−, alors cela reste vrai pour tout p. Par conséquent,

pour toutes ces p,

∥Cφfp∥2 ≥ c
Nφ(p)

1− |p|
, où c est constant.

Comme la compacité de Cφ implique que ∥Cφfp∥ → 0 quand |p| → 1−, alors la dernière

inégalité donne l’estimation souhaitée de la fonction Nφ.

Théorème 3.1.12. Supposons φ une fonction univalente de D dans lui même, ensuite Cφ
est compact sur H2(D) si et seulement si,

lim
|z|→1−

1− |φ(z)|
1− |z|

= ∞.
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Démonstration. soit w ∈ φ(D), et soit z l’antécédent de w par φ. Comme φ est univalente,

alors Nφ(w) = − log |z|. Maintenant, si |w| tend vers 1, alors |z| aussi par continuité de φ et

compacité de D̄. Dans ce cas, − log |w| est équivalent à 1− |w| et − log |z| à 1− |z|. D’après

le théorème précédent, l’opérateur Cφ est compact si et seulement si :

lim
|z|→1−

Nφ(w)

− log |w|
= lim

|z|→1−

− log |z|
− log |w|

= 0.

Soit, si et seulement si

lim
|z|→1−

1− |z|
1− |φ(z)|

= 0.

Le théorème suivant donne une autre caractérisation de la bornitude de l’opérateur de

composition sur l’espace de HardyH2(D), ceci utilise la fonction de comptage de Nevanlinna.

Théorème 3.1.13. Soit φ : D → D une fonction holomorphe, alors Cφ est borné sur H2(D)
si et seulement si,

sup
w∈D

Nφ(w)

log 1
|w|

<∞.

Démonstration. ⇐ ) Supposons que supw∈D
Nφ(w)

log 1
|w|

<∞, (Supposons que φ(0) = 0 sans perte

de généralité), on utilise la formule de changement de variable 3.2, on a :

∥Cφ(f)∥22 = |f(φ(0))|2 +
∫
D
|f ′(w)|2Nφ(w)dA(w)

= |f(0)|2 + C

∫
D
|f ′(w)|2 log 1

|w|
dA(w)

≤ max{1, C}∥f∥22.

Donc Cφ est borné sur H2(D). ⇒) Supposons que Cφ est borné dans H2(D). D’après la

preuve de théorème 3.1.11, on a :

∥Cφfp∥2 ≥ c
Nφ(p)

1− |p|
, où c est constant ,

tel que :

fp(z) =

√
1− p2

1− p̄z
.
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3.2. Opérateurs de composition sur les espaces de Dirichlet Dα.

Comme ∥Cφfp∥2 <∞, on a donc,

sup
p∈D

Nφ(p)

1− |p|
<∞.

Ce qui terminer la preuve.

3.2 Opérateurs de composition sur les espaces de Diri-

chlet Dα.

Définition 3.2.1. Pour une fonction holomorphe φ à partir de disque unité dans lui-même,

φ : D → D, on définit l’opérateur de composition sur Dα par :

Cφ : Dα −→ Dα

f 7−→ f ◦ φ.

Définition 3.2.2. Soit φ : D → D une fonction holomorphe. On définit la fonction de

comptage généralisée de Nevanlinna associée à l’espace de Dirichlet Dα par :

Nφ,α(z) :=


∑

z=φ(w),w∈D(1− |w|)α, z ∈ D\{φ(0)},

0, z /∈ φ(D).

Pour 0 < α ≤ 1, où chaque w est compté avec sa multiplicité. Notons que Nφ,α(z) = 0

lorsque z /∈ φ(D).

Par convention, on considère Nφ,α(z) = 0 lorsque z = φ(0).

Remarque 3.2.1. Si α = 1, alors Nφ,1 est comparable à la fonction de comptage de

Nevanlinna de H2 que nous avons définis précédemment, ie :

Nφ,1(z) = Nφ(z) =
∑

z=φ(w),w∈D

log
1

|w|
, z ∈ D\{φ(0)}.

Notons que − log |w| ≍ 1− |w|, |w| → 1−.

Lemme 3.2.1. Soient 0 ≤ α ≤ 1, φ : D → D une fonction holomorphe et soit f une

fonction mesurable sur D on a :∫
D
(f ◦ φ)(z) |φ′(z)|2 dAα(z) = (α + 1)

∫
D
f(z)Nφ,α(z)dA(z). (3.6)
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3.2. Opérateurs de composition sur les espaces de Dirichlet Dα.

Démonstration. On suppose que φ n’est pas constante. L’ensemble Z = {z ∈ D : φ′(z) = 0}
est dénombrable et D\Z peut s’écrire comme une union des rectangles disjoints Rj où sur

chaqu’un φ est biholomorphe. On note par ψj l’inverse de la restriction de φ sur Rj.

Par la formule de changement de variable usuel, avec z = ψj(w), pour tout j on a :∫
Rj

(f ◦ φ)(z) |φ′(z)|2 dAα(z) = (1 + α)

∫
φ(Rj)

f(w)
(
1− |ψj(w)|2

)α
dA(w).

Par sommation sur j, on déduit que :

∫
D\Z

(f ◦ φ)(z) |φ′(z)|2 dAα(z) = (1 + α)

∫
D
f(w)

(∑
j

χj(w)
(
1− |ψj(w)|2

)α)
dA(w).

Où χj est la fonction caractéristique de l’ensemble φ (Rj).

L’ensemble Z est dénombrable donc il est de mesure nulle, donc le premier membre de

l’équation égale à ∫
D
(f ◦ φ)(z) |φ′(z)|2 dAα(z).

Et aussi si w ∈ φ(D)/φ(Z) on a

∑
j

χj(w)
(
1− |ψj(w)|2

)α
=

∑
w∈φ(D),φ(z)=w

(
1− |z|2

)α
= Nφ,α(w).

Théorème 3.2.1. Soit φ : D → D une fonction holomorphe. Alors pour 0 < α ≤ 1,

1. Cφ est borné dans Dα ⇐⇒ Nφ,α = O(1− |z|)α, |z| → 1−.

2. Cφ est compact dans Dα ⇐⇒ Nφ,α = o(1− |z|)α, |z| → 1−.

Démonstration. 1. ⇐) Soit Nφ,α = O(1 − |z|)α, |z| → 1−, d’après le changement de

variable 3.6 On a

∥Cφ(f)∥2α = |f(φ(0))|2 +
∫
D
|(f ′ ◦ φ) (z)|2 |φ′(z)|2 dAα(z)

= |f(0)|2 + (1 + α)

∫
D
|f ′(z)|2Nφ,α(z)dA(z)

≲ |f(0)|2 + (1 + α)

∫
D
|f ′(z)|2

(
1− |z|2

)α
dA(z)

≍ ∥f∥2α.
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3.2. Opérateurs de composition sur les espaces de Dirichlet Dα.

⇒) Supposons maintenant que Cφ est borné dans Dα. On considère la fonction test

donnée par

Fλ(z) =
(1− |λ|2)1−

α
2

(1− λ̄z)
, z ∈ D.

Et

∥Fλ∥2Dα
=

∥∥∥∥∥∑
n

λ̄zn

∥∥∥∥∥
2

Dα

(
1− |λ|2

)2−α
≍

(∑
n

(1 + n)1−α|λ|2n
)(

1− |λ|2
)2−α

≍ 1.

Nous avons, par l’inégalité de la moyenne suivante :

Nφ,α(z) ≤
2

r2

∫
D(z,r)

Nφ,α(w)dA(w), ∀D(z, r) ⊂ D(0,
1

2
), (3.7)

on a
Dα (Cφ (Fλ)) =

∫
D
|
(
Fλ(φ(w))

′|2 dAα(w)

= (1 + α)

∫
D
|F ′
λ(z)|Nφ,α(z)dA(z)

≍
(
1− |λ|2

)2−α ∫
D

Nφ,α(z)

|1− λ̄z|4
dA(z)

≳
(
1− |λ|2

)2−α ∫
D(λ, 1−|λ|

2 )

Nφ,α(z)

|1− λ̄z|4
dA(z)

≳
(
1− |λ|2

)−2−α
∫
D(λ, 1−|λ|

2 )
Nφ,α(z)dA(z)

≳
Nφ,α(λ)

(1− |λ|2)α
.

Donc

sup
λ∈D

Nφ,α(λ)

(1− |λ|2)α
≲ sup

λ∈D
∥Cφ (Fλ)∥2α ≲ ∥Cφ∥2 sup

λ∈D
∥Fλ∥2α ≲ ∥Cφ∥2 <∞.

2. ⇐) Soit Nφ,α = o(1−|z|)α, |z| → 1−. Soit (fn)n est une suite dans Dα converge faible-

ment vers 0. Il suffit de montrer que ∥Cφ (fn)∥α → 0 quand n → ∞. La convergence

faible de fn à 0 implique que fn → 0 et f ′
n → 0 uniformément sur tout compact de D.

Soit ε > 0 il existe ρε ∈
(
1
2
, 1
)

tel que

Nφ,α ≤ ε(1− |z|)α, pour ρϵ < |z| < 1.
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Par changement variable on a

∥Cφ (fn)∥α = |fn(φ(0))|2 +
∫
D
|(f ′

n ◦ φ) (z)|
2 |φ′(z)|2 dAα(z)

≍ |fn(0)|2 + (1 + α)

∫
D
|f ′
n(z)|

2
Nφ,α(z)dA(z)

≤ |fn(0)|2 +
∫
ρϵD

|f ′
n(z)|

2
Nφ,α(z)dA(z) + ε

∫
φ(D)|ρϵD

|f ′
n(z)|

2
(1− |z|)αdA(z)

≤ |fn(0)|2 +
∫
ρϵD

|f ′
n(z)|

2
Nφ,α(z)dA(z) + ε.

Nous avons f ′
n → 0 uniformément sur le disque fermé ρϵD, donc ∥Cφ (fn)∥α → 0, n→

∞.

⇒ ) Supposons que pour β > 0 et la suite (λn)n ⊂ D tel que |λn| → 1−et

Nφ,α (λn) ≥ β (1− |λn|)α .

On a la fonction test

fn(z) =

(
1− |λn|2

)1−α
2(

1− λnz
) , z ∈ D.

C’est une suit bornée dans Dα converge faiblement vers 0 . En effet, elle est convergente

uniformément vers 0 sur les compacts, on a

(
1− |λn|2

)1−α
2 ≤ 2

(
1− |λn|2

)(1−α
2 )/2 .

D’autre part, par le changement de variable 3.6 et inégalité de la moyenne 3.7, nous

obtenons
∥fn ◦ φ∥2α ≍

∫
D
|
(
fn(φ(w))

′|2 dAα(w)

≍
(
1− |λn|2

)2−α ∫
D

Nφ,α(z)∣∣1− λnz
∣∣4dA(z)

≥ c1
(
1− |λn|2

)−2−α
∫
D(λn, 1−|λn|

2 )
Nφ,α(z)dA(z)

≥ c2
Nφ,α (λn)(
1− |λn|2

)α
≥ c2β.

Où c1, c2 sont indépendants de n. Donc Cφ n’est pas compact, contradiction.
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3.3. Opérateurs de composition dans les classes de Schatten.

Application aux théorème 3.2.1.

Théorème 3.2.2. [22] Soit φ : D → D une fonction holomorphe. Soit 0 < α ≤ 1, alors il

existe n0 ∈ N pour tout n ≥ n0 on a :

Nφ,α(z) ≤
8e4

α + 1
Dα

(
φn+1

)
,

1

n
≤ 1− |z| ≤ 1

n− 1
.

Corollaire 3.2.1. Soit φ : D → D une fonction holomorphe. Alors pour 0 < a ≤ 1, on a :

1. Si supn≥1Dα (φ
n) <∞, alors Cφ est borné dans Dα.

2. Si limn−→∞Dα (φ
n) = 0, alors Cφ est compact dans Dα.

En conséquence, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.2.2. Soit φ : D → D une fonction holomorphe. Alors pour 0 < α ≤ 1, on a :

1. Si Dα (φ
n) = O

(
1
nα

)
, alors Cφ est borné dans Dα.

2. Si Dα (φ
n) = o

(
1
nα

)
, alors Cφ est compact dans Dα.

3.3 Opérateurs de composition dans les classes de Schat-

ten.

Dans cette section, nous détaillons les valeurs singulières d’un opérateur compact, qui

agit sur un espace de Hilbert séparable H. Nous présentons aussi les classes de Schatten Sp.

Les valeurs singuliéres des opérateurs compacts.

Définition 3.3.1. Soit T ∈ L(H) un opérateur compact, on définit les valeurs singulières

de T par

λn(|T |) =
√
λn (T ∗T ), n ∈ N∗,

i.e. ; les valeurs singulières de T sont les valeurs propres de l’opérateur |T | = (T ∗T )
1
2 (est

un opérateur compact défini positif ), listées par ordre décroissant en module. En particulier,

λ1(T ) = ∥T∥.

Proposition 3.3.1. Soit T ∈ L(H) est un opérateur compact. Alors, il existe dans H deux

systémes (φn)n et (ψn)n orthonormaux tels que

T =
∞∑
n=1

sn ⟨., φn⟩ψn,
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3.3. Opérateurs de composition dans les classes de Schatten.

où (sn)n est la suite des valeurs singulières de T .

Corollaire 3.3.1. Soit T ∈ L(H) un opérateur compact, on a

T ∗ =
∞∑
n=1

sn ⟨·, ψn⟩φn.

Démonstration. En effet, on a ∀f, g ∈ H,

⟨Tf, g⟩ =
∞∑
n=1

sn ⟨f, φn⟩ ⟨ψn, g⟩

=

〈
f,

∞∑
n=1

sn ⟨g, ψn⟩φn

〉
= ⟨f, T ∗g⟩ .

Donc, T ∗g =
∑∞

n=1 sn ⟨g, ψn⟩φn.

Définition 3.3.2. On dit qu’un opérateur compact T défini sur un espace de Hilbert H est

de Schatten de classe p, 0 < p <∞, autrement dit T ∈ Sp, si la suite des valeurs singulières

qui lui associée (sn)n est dans lp (i.e. ;
∑

n |sn|p <∞ ).

Pour tout opérateur T de Sp, on pose

∥T∥Sp =

(∑
n≥1

|sn|p
) 1

p

= ∥(sn)n∥lp .

Si H1 = H2, on pose Sp (H1,H1) := Sp (H1).

Proposition 3.3.2. ([17]) Soient T un opérateur compact sur un espace de Hilbert H et

p ≥ 1. Alors, T ∈ Sp si seulement si,

(T ∗T )
p
2 ∈ S p

2
.

De plus,

∥T∥pSp
= ∥T ∗T∥

p
2

S p
2
.

Proposition 3.3.3. La classe Sp est un idéal dans l’algèbre des opérateurs bornés. De plus,

si A et B sont deux opérateurs bornés et T ∈ Sp. Alors,

∥ATB∥Sp ≤ ∥A∥∥T∥Sp∥B∥.
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3.3. Opérateurs de composition dans les classes de Schatten.

Classes de Schatten Sp (Dα).

Définitions.

Définition 3.3.3. L’espace de Bergman pondéré ou à poids noté Apα où bien Lp(D, dAα)
pour −1 < α < +∞, c’est l’espace des fonctions analytiques, p-integrables par rapport à la

mesure dAα

Apα = Lp(D, dAα) =

{
f : f analytiques sur D, ∥f∥p,α =

(∫
D
|f(z)|pdAα(z)

) 1
p

< +∞

}
.

Un exposé détaillé sur les espaces de Bergman peut être trouvé dans Hedenmalm-

Korenblum-Zhu [21] and Zhu [20].

Définition 3.3.4. (L’opérateur de Toeplitz).

Soit ψ ∈ L∞(T), l’opérateur de Toeplitz avec le symbole ψ est l’opérateur Tψ défini par

Tψ : H2 −→ H2

f 7−→ Tψf = P (ψf),

où P est la projection orthogonale de L2(T) sur H2.

Définition 3.3.5. Soit α > −1 et soit ψ une fonction positive dans L1 (D, dAα). L’opéra-

teur de Toeplitz Tψ avec symbole ψ agissant sur l’espace de Bergman A2
α est défini par

Tψf(z) =

∫
D

ψ(w)f(w)

(1− w̄z)2+α
dAα(w), f ∈ A2

α.

Les opérateurs de Toeplitz de la classe de Schatten sur les espaces de Bergman.

Théorème 3.3.1. Soit ψ ∈ L1 (D, dAα) une fonction non négative sur D, et soit α > −1

et 0 < p <∞. Alors, Tψ ∈ Sp (A
2
α) si et seulement si la fonction

ψ̂r(z) =
1

(1− |z|2)2+α
∫
∆(z,r)

ψ(w)dAα(w), 0 < r < 1,

appartient à Lp(D, dλ).
Ici, dλ(z) = (1− |z|2)−2

dA(z) est la mesure hyperbolique dans D, et ∆(z, r) =

w : |σz(w)| < r est le disque pseudo-hyperbolique de centre z et de rayon r.

Nous allons utiliser ce résultat pour notre étude des opérateurs de composition de la classe

de Schatten sur les espaces de type Dirichlet.
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3.3. Opérateurs de composition dans les classes de Schatten.

Une caractérisation de l’appartenance à la classe de Schatten Sp pour 0 < p < ∞ de

l’opérateur de composition dans l’espace de Hardy H2 a été obtenue par D. Luecking et K.

Zhu [19]. Leur résultat est le suivant : soit 0 < p < ∞ et soit φ : D → D analytique. Alors,

Cφ ∈ Sp (H
2) si et seulement si

Nφ(z)

log 1
|z|

∈ Lp/2(D, dλ).

Ensuite, nous allons étendre ce résultat à tous les espaces de type Dirichlet Dα avec 0 <

α < 1.

Théorème 3.3.2. Soit φ : D → D analytique, 0 < α < 1 et 0 < p <∞. Alors, Cφ ∈ Sp(Dα)

si et seulement si
Nφ,α(z)

(1− |z|2)α
∈ Lp/2(D, dλ).

Pau et Paleaz dans [12] montre cette résultat utilisant une relation bien connue entre

les opérateurs de composition et de Toeplitz ainsi le théorème 3.3.1, en effet, supposons

que φ(0) = 0, cette hypothèse simplifie ainsi l’étude de l’opérateur de composition Cφ sur

l’espace Dα. Si φ(0) = a ̸= 0, on peut redéfinir φ à l’aide d’une transformation de Möbius

αp telle que αp(0) = 0, et ainsi réécrire Cφ en termes d’un opérateur de composition Cψ où

ψ = αp ◦ φ. Étant donné que Cαp est inversible, il suffit alors d’étudier Cψ.

Pour établir un lien avec les opérateurs de Toeplitz, considérons une application linéaire

Uα : Dα → A2
α est définie par Uαf(z) = f ′(z). Cette application est unitaire, et on a

UαCφU
∗
α = Dφ sur A2

α, où Dφ est un opérateur de composition pondéré défini par Dφf(z) =

f(φ(z))φ′(z).

Par conséquent, l’étude de l’appartenance à Sp de Cφ : Dα → Dα est la même que celle de

Dφ : A2
α → A2

α.

Le résultat suivant montre la relation entre Dφ et un certain opérateur de Toeplitz agissant

sur l’espace de Bergman A2
α.

Lemme 3.3.1. Supposons que φ : D → D soit analytique avec φ(0) = 0, et soit

ψ(z) =
Nφ,α(z)

(1− |z|2)α
, z ∈ D. (3.8)

Alors D∗
φDφ = Tψ dans A2

α.

Pour conclure, on utilise le théorème 3.3.1, qui caractérise les opérateurs de Toeplitz dans

les classes de Schatten, montrant que Tψ ∈ Sp/2 (A
2
α) si et seulement siψ ∈ Lp/2(D, dλ), où ψ
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3.3. Opérateurs de composition dans les classes de Schatten.

est la fonction définie en 3.8. En combinant ces résultats, on en déduit que Cφ ∈ Sp (Dα) si

et seulement si Dφ ∈ Sp (A
2
α), ce qui équivaut à Tψ ∈ Sp/2 (A

2
α). Finalement, par le théorème

3.3.1, cela revient à dire que Nφ,α(z)

(1−|z|2)α ∈ Lp/2(D, dλ).
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