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Abstract :

Let H?,D,, be the Hardy space of holomorphic functions on D for which the sequence of
Taylor coefficients is square-summable and Dirichlet space, with 0 < o < 1. The composition

operator of symbol ¢ : D — D, on H? (or D,) in H? (or D,) is defined by :

Cso(f):fo@-

In this work, we shall study the compactness and Schatten class of a composition operator
on Hardy and Dirichlet spaces .
Key words : Hardy spaces, Dirichlet spaces, composition operators, compactness, Schatten

class.
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Résumé :

Soient H?, D, l'espace de Hardy des fonctions holomorphes sur D pour lesquelles la
suite de coefficients de Taylor est carré-sommable et ’espace de Dirichlet, avec 0 < o < 1.
L’opérateur de composition de symbole ¢ : D — D, sur H* ( ou D,) dans H? ( ou D,) est
défini par :

Co(f) = fop.

Le but de ce travail est de faire une étude sur la compacité et la classe de Schatten d’un
opérateur de composition sur les espaces de Hardy et Dirichlet.
Mots clés : Espace de Hardy, Espace Dirichlet, opérateurs de composition, compacité,

classe de Schatten.
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Notations.

I’ensemble des nombres complexes.

le cercle unité du plan complexe C.

le disque unité ouvert du plan complexe C.

le disque unité fermé du plan complexe C.

I’espace de Lebesgue usuel.

I'espace de Lebesgue.

le produit scalaire.

espace des fonctions holomorphes sur .

la mesure de lebesgue normalisée sur le cercle unité.
I'espace de Hardy.

I’espace de Dirichlet.

I’ensemble des opérateurs linéaires bornés sur ’espace H.
I’ensemble des opérateurs compacts sur I'espace H.
n-éme coefficient de Fourier de f.

la limite radiale de f sur T.

projection orthogonale de L? sur H? .

le noyau reproduisant de H?2.

le noyau reproduisant de D,.

transformation de Mobius.

opérateur de Toeplitz de symbole .

opérateur de composition sur un espace de Hilbert.
classe de Schatten.

I’espace de Bergman.



Introduction.

Ce mémoire se situe a 'interface entre I'analyse fonctionnelle, la théorie des opérateurs et
I’analyse complexe, qui consiste en I'étude des quelques propriétés algébriques d’opérateurs
sur divers espaces de fonctions analytiques. On note par D le disque unité, et T le cercle unité
du plan complexe. Soit 'espace de Hardy usuel H? est I’ensemble des fonctions analytiques
dans I dont la série des coefficients de Taylor a 1’origine est de carré sommable. L’espace
H? peut étre identifié avec le sous espace fermé de I'espace de Hilbert L?(T) formé par les
fonctions dont la série des coefficients de Fourier d’indice strictement négatif son nuls ( pour
plus de précisions, veuillez consulter : [1, 5, 14, 17]). Les espaces de Dirichlet sont définis

par :

D, {f € Hol(D), |£I% = I (0) + / P (2)PdA(z) < oo},

avec dAy(z) = (1 + a)(1 + |2])*dA(z), 0 < a < 1, ou dA(z) = dzdy/7, z = = + iy
(dA(2) = rdrdd/¢, = = re?) et Hol(D) I'ensemble de toutes les fonctions holomorphes
dans I, notons que D; = H?. Soient H est un espace de Hilbert, et ¢ est une application

holomorphe de I dans D, 'opérateur de composition de symbole ¢ est donné par
Co(f) = f oy, pourtout f € H.

Les opérateurs de composition sur les espaces de Hardy et Dirichlet ont été largement étudiés
(voir par exemple [10, 4, 11, 9, 15, 16, 18| ). La fonction de comptage de Nevanlinna classique

Ny de I'espace de Dirichlet D, suivante :

Zzztp(w),weﬂ)(l - |w’)a> KAS D\{@(O)}a
0, z ¢ (D).

joue un roéle essentiel dans I’étude de 'opérateur de composition.

L’étude des opérateurs de composition est un domaine de recherche d’actualité dans la



TABLE DES MATIERES

théorie des opérateurs. Notre travail consiste a détailler et, si nécessaire, a redémontrer les
résultats relatifs & la bornitude, & la compacité et & 'appartenance de ces opérateurs a la
classe de Schatten.

Le mémoire est organisé de la maniére suivante : nous commengons par rappeler les défini-
tions et propriétés concernant les espaces de Hilbert, L?, Hardy H?, et Dirichlet D, dans le
chapitre 1.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons quelques définitions consacrées aux opérateurs
linéaires bornés. Nous abordons les opérateurs bornés et compacts sur les espaces de Hilbert
ainsi que leurs propriétés.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons ’objectif de notre travail, qui concerne 1’étude
de certaines propriétés des opérateurs de composition sur les espaces de Hardy et Dirichlet
lorsqu’ils sont bien définis, telles que la bornitude, la compacité et 'appartenance a la classe
de Schatten.



Chapitre 1
Préliminaires.

Ce chapitre introductif offre un rappel essentiel sur les bases de I’analyse fonctionnelle, en
mettant I'accent sur les espaces fondamentaux tels que Hilbert, L?, L>, Hardy et Dirichlet.
La convergence faible est également abordée. Ces consepts nécessaires a la compréhension
ultérieure du mémoire, sont présentés a travers des résultats provenant principalement de

sources référencées telles que [2, 3, 5, 6, 7, 6, 8, 13].
1.1 Espace de Hilbert.

Définitions.

Définition 1.1.1. Soit H espace vectoriel sur le corp K (des nombres complexes C ou réels

R), on appelle produit scalaire défini sur H toute application

() H— H
(z,y) — (2,9).
Vérifiant les propriétés suivantes :
i) (y,z) = (x,y), (le produit est hermitien,).
i) (x+y,z) = (x,z2)+ (y,2),Vr,y,z € H.
iii) (ax,y) = alz,y), (x,ay) = alx,y),Ve,y € H et a« € K.
i) (x,z) > 0,Vx € H.
{

v) (x,z) =0<= 2 =0.



1.1. Espace de Hilbert.

On appelle espace préhilbertien sur K tout espace wvectoriel H sur K muni d’un produit

scalaire.

Exemple 1.1.1. 1. L’espace R™ est un espace préhilbertien réel, ou le produit scalaire

sur R" est définie par :
<l’, y> = Z TrYk,
k=1

pour tout x = (1, T2, ..y Tp), Y = (Y1, Y2, -, Yn) € R™.

2. L’espace C" est un espace préhilbertien, ot le produit scalaire sur C" est définie par :

<£B7 y> = Z xk%a
k=1

pour tout x = (X1, T2, .e; Tp), Y = (Y1, Y2, vy Yn) € C™.

3. L’espace > = {x = (2i)i»0,2; € C, >0, |Iz|2 < oo}, muni d’un produit scalaire :

i=1

4. L’espace de Lebesgue L*([a,b]) des classe d’équivalences des fonctions mesurables x :
la,b] — C, pour la relation d’équivalence définie d’égalité presque partout, et telle

que fab |z(t)|?dt < oo, est un espace préhilbertien, muni du produit scalaire :

Propriétés élémentaires.

Théoréme 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soit H un espace préhilbertien, pour
tout x,y € H, on a :

[z, y)| < VA, 2)v/(y, y)-

Démonstration. Siy = 0, alors (x,y) = 0 et donc I'inégalité est immédiate. Sinon on suppose
y # 0. Soit :

0<(z—Xy,z—N\y) = (z,2) — Xz,y) — My, z) + [A*(y, y)
[z ) [P | [P _ (.7) — [(z,y)?
(y, ) (y, ) (, ) ’ (y, )

+

= <:L‘,JZ> -

Y



1.1. Espace de Hilbert.

d’ou le résultat. O

Définition 1.1.2. Le produit scalaire induit une norme, dite hilbertienne définie de H dans

Ry par ||lz|| = v/ (2, 2).

Démonstration. Soient x € H et A € K, on a :
IAz]|* = (Az, Ax) = A\ (@, z) = |A] [l2]*.
Soit y un élément de H, on a :

lz+yl* =(z+y,2+y) = (2, 2) + (z,y) + (y,2) + (¥, y)
= [|z]]* + 2Re((z, ) + Iyl < ll=]* + 2|{z, »)| + [|ly|I”
< lell? + 2llzlllyl + 191, (par Cauchy — Schwar=)

= (llll + llyl*,
enfin, ||z|| = 0 alors (z,z) = ||z||* = 0, et donc = = 0. O

Théoréme 1.1.2. Soit H un espace préhilbertien muni d’un produit scalaire (-, -), alors pour

tous éléments x,y € H, les identités suivantes sont satisfaites.

a) Dévloppement d’un carrée :
lz +ylI* = [l2* + 2Relz, y) + lly]1*.
b) Identitée de parallélogramme :
lz +yl* + llz — ylI* = 2[|=)1* + 2[ly|*
c) Idetitée de polarisation sur R
Kz, y) = |z +yl* — [z — yII*

d) Idetitée de polarisation sur C

3

Ma,y) =Y iz +ity)”
k=0



1.1. Espace de Hilbert.

e) Formule de la médiane :

r+y

2
2

2
|+ 3l = o1 = el? + Lol

Démonstration. a) Dévloppement d’un carrée :

+ (Y, z) + (v, 9)
= (v,7) + (2,y) +(z,9) + (v, v)
| 2 [|> +2Re(z, )+ | v || -

(z+y,z+y) = (r,2)+(z,9)

b) Identitée de parallélogramme : comme
Iz +yll* = (@ +y, 2 +y) = (@, 2) + (2,9) + (¥, 2) + (v, ) (1.1)
et
lz = ylI* = (& —y, 2 —y) = (,2) — (z,y) — (¥, 2) + (y,9) (12)
d’ou l'identité b par (1.2) + (1.1).

c) Idetitée de polarisation sur R : Pour obtenir c, il suffit de soustraire (1.1) de (1.2),

et alors on a :

2((z,y) + (v, 2) = llz +ylI* = [l= — ylI*. (1.3)

d) Idetitée de polarisation sur C : En remplacant y dans (1.3) par iy, on aura
2((z, iy) + (iy, ) = |z +ay||* — [lo — dy|*. (1.4)

Finalement, (1.3) et (1.4) entraine

<$,y> - (<l’,y> + <y,l‘> + <$,y> - <y,x>)

(2, y) + (y, ) + iz, iy) + i(iy, )

(I +yllI* = llz = ylI* + ille + ayl|* — illz — iy[|*) ,

BN =N =

d’ou d.



1.1. Espace de Hilbert.

e) Formule de la médiane :

Tty
2

2

2
1 2 1
|+ 3l = ol =31+l + Gl - ol

= [l=|* + lly]I*.
O

Définition 1.1.3. (Espace de Hilbert). Un espace préhilbertien H est un espace de
Hilbert s’il est complet par rapport a sa norme induite. Rappelons qu’un espace H et dit

complet si toute suite de cauchy de H est converge dans H.
Exemple 1.1.2. 1. Les espaces R™ et C™ sont des espaces de Hilbert. Plus générale-
ment, tout espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert.

2. L’espace des suites > = {x = (@i)is0, 2 € C, Y57, |x1]2 < oo}, est un espace de Hil-
bert.

Orthogonalité.

Définition 1.1.4. Soit H un espace péhilbertien sur K. On dit que deux éléments x et y

de H sont orthogonauzx si (x,y) =0, on note x 1 y.

Définition 1.1.5. On dit que W et V deux sous-espaces vectoriels de H sont orthogonauz

si tout © € W est orthogonal a tout y € V, e :
Ve e W,Vy € V, (z,y) = 0.

Proposition 1.1.1. Soit W un sous-espace vectoriel d’un hilbertien H, [’ensemble desy € H

tels que Vo € W, (z,y) = 0 est un sous-espace vectoriel de H noté W+ :
Wt ={yeH, (z,y) =0,V ecW}.

Proposition 1.1.2. Soit H un espace préhilbertien alors :
i) 0e Wt

i) Wnwt ={0}.

i) SiW CV alors V+ c W+.

i) W+ est un s.e.v fermé de H.



1.1. Espace de Hilbert.

v) (W)t =wt.

Démonstration. i) Comme (0,a) = 0 pour tout a € W, alors 0 € W+.

ii)

iii)

iv)

D’aprés i {0} C WNW= . On suppose que z € WNW, alors (z,x) = 0 et donc x = 0

d’aprés la définition du produit scalaire.

Soit x € V4t et a € W, alorsa € V (car W C V), d’ou (x,a) = 0 pour tout a € W, on
aura x € W+, donc V+ c W+.

Soit x,y € W+, a € W et a, 8 € K alors :

{ax + By, a) = afz, a) + By, a) = 0,

alors ax + By € W+, et donc W+ est un s.e.v de H. Montrons que W+ est fermé : soit

() neny C W telle que (2,)nen converge vers z dans H, soit a € W on a :
Vn € N,0 = (z,,a) = fa(zy),
ou fu(.) = (.,a), par la continuité de f, on a :
0= fu (lim (@.)) = fule) = (@)

pour tout @ € W. Ainsi x € W+ et W+ est fermé.
Montrons que (W)+ C W+ : puisque W ¢ W = (W)+ Cc W+ d’aprés iii.
Maintenant, montrons que W+ C (W)* : soit @ € W+, soit x € W, 3(x,)pen C W,

telle que (z,)nen converge vers z (lim,, o (z,) = ), on a :
Vn € N0 = (x,,a) = fo(z,),
par la continuité de f, on a :
0= fu (lim () = fule) = (@)

pour tout x € W. Ainsi a € (W)* et Wt C (W)+, dou Wt = (W)L

Théoréme 1.1.3. (Théoréme de Pythagore). Six 1 y alors :

Iz +ylI* = [l2l* + llyl*



1.1. Espace de Hilbert.

Projection Orthogonale.

Théoréme 1.1.4. (Théoréme de projection). Soit H un espace de Hilbert, F' un sous

espace fermé de H,Vx € H/F, Jyy € F unique telque ||x—yo|| = ian |z — yll, vo est appellé
ye

projection orthogonale de x sur F' et noté par Pr(x). La projection orthogonale ainsi définie

la propriété caractéristique :
Vo € H,(z — Pp(z)) € F*.
La projection sur F parallélement o F* notée P, et la projection sur F* parallelement a

F, notée Pp1, et on a Pp+ Py =idy.
Proposition 1.1.3. Soit H un espace préhilbertien et F' un sous-espace de H, alors on a :
1. L’application Pr : H — F est un opérateur linéaire continue.
2. Le noyau de Pp est F*-.
3. (Pp)? = Pr.
4. Pp(z,) — Pr(x), si ||z, —z| — 0.
5. ||x)|* = |Pp(@)l* + | Pes ()%
Définition 1.1.6. Soit F' un sous-espace vectoriel de H, et F (W F+ = {0} et tous les
éléments x € H se décomposent alors de maniére unique en

r=y+2 avec y € F et z € F*.

Dans ce cas on dit que H est la somme directe de F' et F+ (H=F & F*).

Théoréme 1.1.5. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) Soit H un espace

de Hilbert et L : H — K (R ou C) une forme linéaire continue, alors :
dlz € HVy € H,L(y) = (y, ).

De plus, || L]| = ||=|-

Bases hilbertiennes et espaces de Hilbert séparables.

Définition 1.1.7. Une partie G de H est dite dense dans H si :

Vfe€e HVe>0,3gcG; |If—ygl <e

10



1.1. Espace de Hilbert.

ou de maniére équivalente G = H c-a-d si tout f de H est une limite d’une suite d’éléments

(gn)nen de G dans H : ||f — gn|| — 0 quand n — o.

Définition 1.1.8. Une partie F' de H est dite totale si l’ensemble des combinaisons

linéaires finies des éléments de F' est dense dans H.

Définition 1.1.9. Un espace de Hilbert est dit séparable s’il contient une partie totale
dénombrable (rappelons qu’une partie D est dite dénombrable s’il existe une bijection de N
sur D).

Définition 1.1.10. Une famille (e;);e; d’élments de H est dite orthogonale si pour tout
i#jonae,e;) =0.
Définition 1.1.11. Une famille orthogonale (e;);c; d’élments de H est dite orthonormale

si |le;|| = 1 pour tout i € I.

Exemple 1.1.3. Dans R" (ou C") muni du produit scalaire standard, le systéme {eq, ..., e, }

0 siisj
ot e, = (Okn)kef1,2,..n} €l 0i; = { . 7&] est orthonormale.
1 sii=37.

Définition 1.1.12. (Base hilbertienne). Soient H un espace de Hilbert et (e;)ie; une

suite d’éléments de H. On dit que (e;);c; est une base hilbertienne de H si :
i) (ei)ier est une famille orthonormale de H.

ii) (e;)ier est totale .

Théoréme 1.1.6. Un espace de Hilbert H est séparable si et seulement s’il admet une base

hilbertienne dénombrable.

Proposition 1.1.4. Soit H un espace de Hilbert séparable et (e,)nen une base hilbertienne

de H. Alors pour tout x € H, on a :

1ox=7 (T en)en.

2. ||zl =2, en {z en))*  ( €égalité de parseval ).

Convergence faible.

On rappelle qu'une suite d’éléments (x,),>0 d'un espace de Hilbert H converge vers

xr € H silim,_, ||z, —z|| = 0.

11



1.1. Espace de Hilbert.

Définition 1.1.13. Soit la suite (x,)nen. On définit sa limite inférieure par :

liminf |z,| = lim (inf |mnk|> :

—o00 \ k>

La suite I,, = inf x,, est une suite croissante, qui admet donc bien une limite (éventuellement

>n
infinie).

Définition 1.1.14. Soient (x,)nen une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H et x un

élément de H. On dit que (x,)nen converge faiblement vers z si

vy € H, lim (y,2,) = (y, ).

On wutilise alors la notation x,, — x.

Théoréme 1.1.7. Soient (x,)nen €t (Yn)nen deuz suites d’éléments d’un espace de Hilbert

H et z, y deux éléments de H, alors on a :

a) T, — & = (Ty)nen est bornée et ||z|| < lim, o inlf\I |z ]| -

ne

b) x, — x et lim, . ||z, = ||z = lim,—00 ||z, — || =0 .

c) (xp, = x)et (Yo — y) = lim, o0 (Tn, Yn) = (z,Y).

Démonstration. a) La preuve du premier point du théoréme découle du théoréme de
Banach-Steinhaus 2.1.2. En effet, notons L, I'application définie sur H par L,(y) =
(y,x,). Il s’agit clairement d’une forme linéaire continue sur H. Par ailleurs, pour y
fixé, la suite de terme général (L, )(y) est convergente. En conséquence, le théoréme de

Banach-Steinhaus assure que la suite (L,),en est bornée et que I'application linéaire

L:y —<y,x > est continue et vérifie
||| < liminf || L, |

Mais, d’aprés le théoréme de Riesz-Fréchet, on a || L|| = ||z|| et ||Ln|| = ||znllm, ce qui

achéve la démonstration de la premiére propriété.

b) Pour le deuxiéme point, il suffit d’écrire que

2 = | = lleal* ~ 2Re < 2,2, >+,

12



1.2. Les espaces de Lebesgue L”.

comme (x,)nen tend faiblement vers z, on a

—2lim Re < z,x, >= —2||z|*.

n—o0

Cela assure b.

c) Pour la démonstration de la derniére propriété. Il suffit d’écrire que

(T Yn) — (2, )| = [Ty yn) — (2,9) + (2, Yn) — (2, Yn)]
< [(zn — 2, yn)| + (2,90 — V)]
< |lzn = 2||[lynll + [{z, yn — )|

Comme y,, — y alors d’apreés a la suite (y,)nen est bornée. Donc, on a :
(@0 — 2 yn) | + {2, y0 — 9)| < Cllan —zll + [z, yn — y)|-

D’ou le résultat.

1.2 Les espaces de Lebesgue L”.

Généralités.
Soit D = {z € C; |z| < 1} le disque unité du plan complexe C, T = 0D = {z € C; |z| = 1}

le sercle unité, dm := dm(0) = % la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité. On

définit l'espace LP(T) par :
LP(T) = {f:T—>T; /]f|pdm<oo}.
T

Soit L?(T) 'espace de Lebesgue des fonctions définies sur le cercle unité T et dont la puis-
sance 2-iéme du module est integrable, et soit L*°(T) l'espace des fonctions définies et

essentiellement bornées sur T. Ces espaces muni des normes suivantes respectivement :

3 1 27 3
v e @, Wl = ([ 117am) = (5= [ isas)

Ve L>(T), |fllecry = sup.esst|f|=inf{M >0;|f| <M pp.},
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1.2. Les espaces de Lebesgue L”.

sont des espaces de Banach. On note enfin C(T) 'espace des fonctions continues et 2m-

périodiques de T dans C, pour 1 < p < ¢ < 00, on a les inclutions topologiques :

C(T) — L*(T) — LY(T) — LP(T) — L*(T).

Séries de Fourier.

Définition 1.2.1. (Coefficients de Fourier.) On note E := {e,,n € Z}, la famille des
fonctions e, : R — C; e,(0) :==¢e™ 9 R. Sife L*T), on appelle n-ieme coefficient

de Fourier de f, le nombre complexe

27 2w 1 2w

Cn(f) = <f> €n> = fepdm = f(Z)e_medm(Q) _ f(eie)e—mede'

0 0 2 Jo

La série formelle S(f) (ot S(f) =Y. cu(f)en et la suite des sommes partielles Sp(f) =
ZZ:% cn(f), k € N) est appelée série de Fourier de f .

La série de Fourier de f est convergente si la suite des sommes partielles (Sk(f)) converge.

Remarque 1.2.1. Lorsque f ¢ L*(T) n'est pas en général égal a la somme de série de
Fourier Y, ., cn(f)en.

Théoréme 1.2.1. L’application ¢ : L*(T) — I*(Z), f — (ca(f)nez) est un isomor-

phisme isométrique donc linéaire et bijective et pour tout f € L*(T), || fllzz = llea(f)|=-

Bases trigonométrique de L*(T).

Proposition 1.2.1. E = {e,,n € Z} est une base orthonormée de L*(T).

Démonstration. Par conversion en intégrale de Riemann de l'intégrale de Lebesgue de la

fonction continue ex¢; sur 'intervalle [0,27|, on a pour tout k.l € Z,

21 1 2 ‘ . 1 o A
(ex, er) = / ere dm = —/ ek~ dp = —/ =00 gp
0 21 Jo 2 J,

i(k—1)0 pilk=l

est —— ) dont la variation entre 0 et 27 est nulle par

1
i(k—1)
la périodicité. Si k = [, la fonction e?*~D? est la constante 1 et % 027r 1df6 = 1.

0 ifk£L
<ek7€l> = .
1 ifk=1L

si k # [, la primitive de e

Finallement,

14



1.2. Les espaces de Lebesgue L”.

La famille F est donc orthonormée.

[]

Théoréme 1.2.2. F = {e,,n € Z} est une base hilbertienne de L*(T). On a donc le dév-

loppement :

VfELAT), f=3 calfen e Jim |[f = Si(f)l2=0.

neN
Démonstration. Nous savons déja que E est orthonormée, il reste & montrer qu’elle est totale
dans L*(T). E = {e,,n € Z} est totale dans I'espace C(T, ||.||s) car 'ensemble des combi-
naisons linéaires finie des éléments de F est I’ensemble des polyndmes trigonométriques, et
d’aprés le théoréeme de Stone-Weirstrass, pour tout fonction f continue et 27 — priodique,
il existe une suite de polyndémes trigonométriques qui converge uniformément vers f.
Soit f € L*(T) et notons encore f un de ses représentants. Il s’agit de montrer que pour
tout € > 0, on peut trouver une combinaison linéaire finie h. des e, telle que ||f — he||2 < €.
Par densité de C(T) dans L*(T), on peut trouver une fonction g. € C(T) telle que
|f —gell2 < §. Comme E est totale dans C(T), on peut approcher & § prés (au sens cette fois
de la distance associée a ||[|os) par une combinaison linéaire finie h. des e, :[|ge — hellos < 5.
En utilisant I'inclusion topologique de C(T) dans L*(T), on peut alors contréler la norme
L? de la fonction continue g, — h, :
€

lge = el < llgc = el < 5

Finalement en appliquant l'inégalité triangulaire dans L? on obtient :

||f - he“2 = ||f - he + ge — geHQ
< f = gell2 + llge = hell2
<|If = gella + llge = helloo

<€ . €

—+-=c

2 2

Comme f et € étaient quelconques, E est bien totale dans L*(T). O

Théoréme 1.2.3. (Bessel, Plancherel, Parseval). Pour toutes f,g € L*(T), on a :

1. Inégalité de Bessel : pout J C 7

2.

keJ

2

7 F)e e dm(6)
0

27
< [ ispam
0

15



1.3. Espace de Hardy.

2. Identité de Plancherel :

D

kEZ

2

" e
0

dm (0) /0 " dm.

3. Identité de Parseval :

Z/o 7rf(z)e_m‘;dm(ﬁ)/0 FMewkdm(Q) = fgdm.

kEZ 0

1.3 Espace de Hardy.

Nous introduisons maintenant un des deux espaces de fonctions holomorphes principaux
que nous étudierons. L’espace de Hardy H?(T) (resp. H°°(T)) est 'ensemble des fonctions
f € L*(T) (resp. L>(T)) tel les coefficients de Fourier de signe négatif sont nuls, autrement
dit,

H*(T) ={f € L*(T): ¢u(f) =0, pour n <0},

H®(T):={f € L>™(T): cu(f) =0, pour n <0},

avec ¢, (f) = [ f(e?)e™™dm(f) est le n-ieme coefficient de Fourier.
Soit H?*(D) 'espace des fonctions holomorphes sur D, f € Hol(D), telle que sa norme

|| 2y définie par : )

1 .
£y = sup o= [ |f(re?)[?db,

O<r<1 2T 0
est finie.

On définit 'espace H>°(D) par :

H>®(D) = {f € Hol(D) : sup f(z) < oo} .

zeD

Théoréme 1.3.1. (La limite radiale). Supposons que f(z) = Y% c,2" une fonction

dans H*(D), et f* une fonction dans L*(T) tel que :
. +m .
f*(eze) _ chezne’
n=0
alors lim,_,,- f(re®®) = f*(e?) existe presque partout sur T, de plus
1 2y = (1"l z2emy-

16



1.3. Espace de Hardy.

On peut identifier H*(T) & l'espace H*(D) d’aprés le théoréme suivants :

Théoréme 1.3.2. L’application

@ :H*(D) — H2(T)
foo—=e()=r,

est un isomorphisme isométrique. Avec f* sa la limite radial.

Remarque 1.3.1. 1. Compte tenu de l’existence d’un isomorphisme isométrique entre
H?(D) et H*(T), dans la plupart des livres, on trouvera la notation H?, laquelle dési-

gnera indifféremment H*(D) ou H?(T) suivant le contexte.

2. Puisque H? est un sous-espace fermé de l’espace de Hilbert L*(T), il est aussi un espace

de Hilbert muni du produit scalaire induit par celui de L*(T) défini par :

(fr9)m2 =(f"g")12 = R F*(2)g*(2)d6.

2m Jo

Propriétés 1.3.1. Soit f une fonction holomorphe sur D de la forme f(z) =), -4 cn2" :

1. L’espace de Hardy H? est isométriquement isomorphe a 12, alors on a une autre écri-

ture de la norme de f € H? :

1£1l2 = (anﬁ)é-

n>0

2. On dit alors que f est dans l'espace de Hardy ssi la suite (c,), appartient a 1*. Autre-

ment dit, on a :

1 2w ] )
f € ]’I2 <~ Z |Cn|2 < 00, (Cn = 2_/ f(ew)e_med(g) .
T Jo

n>0
Définition 1.3.1. On définit ['orthogonale de H? notée (H?)* par :

(H?)*: = {g € L*(T); (f,g) = 0, ¥f € H?}
= {g € L*(T), cu(g) =0, n>0}.

17



1.3. Espace de Hardy.

Corollaire 1.3.1. Soit g € (H?)* alors :

9(2) = Y T =cZ+c o e A

n<-—1

= E(C_l —f- 6_22 —f- 0_322 —f- )

(c__1+c__2z—|—c__3z2+ ) :

N J/
-~

I
|

€ H?

alors (H?)*+ = zH?2.

Définition 1.3.2. "Le noyau reproduisant” Un espace de Hilbert H des fonctions
analytiques sur un domaine 2 C C, est un espace de Hilbert a noyau reproduisant s’il
existe une fonction Ky : Q. x Q — C tel que :

— pour chaque \ € Q, K\(.) = K(\,.) appartient a H.
— f(N) = {f, K\)3 pour tout f € H et A €.
Dorénavant, nous abrégerons espace de Hilbert a noyau reproduisant par RKHS (reproducing

kernel Hilbert space).

Théoréme 1.3.3. Soit H un espace de Hilbert qui admet un noyau reproduisant Ky. Alors

ce noyau est unique et déterminé uniquement par ’espace de Hilbert H.
Démonstration. Soit Ky(z) = K(\, z) un noyau reproduisant de H. Supposons que H admet

un autre noyau reproduisant K A(2) = K(\, z). Alors, pour tout z, A € Q, nous avons

HKA &= <KA R K — K’A>

= <K,\ — Ky, K,\> — <K>\ — Ky, f(,\>
K)\ z

(2) = Ka(2) = Ka(2) + K\(2)

0

[]

Théoréme 1.3.4. Soit H un espace de Hilbert de fonctions sur un ensemble Q. Alors H
admet un noyau reproduisant si et seulement si pour chaque \ € €, le fonctionnel linéaire

f = f(X\) est borné.

18



1.3. Espace de Hardy.

Démonstration. Soit K le noyau reproduisant de H. En utilisant I'inégalité de Schwartz,

pour chaque A € 2, nous avons

L= 1 B0 < AT

par conséquent, I’évaluation en A est bornée sur H. Réciproquement, supposons que pour
chaque A € Q, lapplication f — f()\) est bornée. Alors, par le théoréme de la représentation

de Riesz, pour chaque A € €, il existe une fonction h) € H telle que

F) = {f;ha) -

On pose K, au lieu de hy. Alors, H admet un noyau reproduisant. n

Définition 1.3.3. Soit Q) un ensemble et K : Q x Q — C une fonction. On dit que K est

hermitienne, si pour tout ensemble fini de points (zn)iv C Q, et tout (cn)iv C C, nous avons

N
Z K (zj, %) € R.

1 j=1

Mz

[

K est appelée définie positive si

E cje KK zj,zl ) > 0.
1 j=1

=

Théoréme 1.3.5. Soit H un espace de Hilbert a noyau reproduisant K. Alors K est définie

positive.

Démonstration. En effet, utilisons la définition 1.3.3 et les propriétés du produit scalaire on

a .

N N N N
ZZC_jCiK(ZjJZz ZZ CiC; KZ“KZ]>

i=1 j=1 i=1 j=1

N N
Z Z <cz zi) CJKZJ>

=1 j=1

N
Z ¢ K,

=1

.

2
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1.3. Espace de Hardy.

Théoréme 1.3.6. L’espace de Hardy H* est un RKHS c-a-d admet un noyau reproduisant

donné par la formule :

1 _
/{)\(2’) = XZ’ )‘72 € ]D),

et
f()\) = <f7k)\>7f€H27

de plus
1

2 _ _
[EAll” = (kx, k) = TP

N

UE WAE (z \cm)

Démonstration. Fixons A € Q. Si f(z) = > 7 ¢,2", alors par 'inégalité de cauchy-schwarz,
1
oo 2
n=0 n=0
1 3
= [|f |z (1_—|)\’2)

Ainsi, ’évaluation en A est une fonctionnelle bornée. Finalement, on note que

(f,ky) = ch)\” <§: cnz”,ixnz
n=0 n=0

1
= (/. m%
d’ont ky(2) 1—1Xz et 1
kx(z) = K(\ z) = —.
-z
[
Lemme 1.3.1. Soit g € L'(T), si g(0) = [, gdm alors :
2 [ [99(:) oz a4() = [ lo(2) = g(0)Pam(z) = [ lo(e)dm — lo(O)F
g(z) étant lextension de Poisson de g.
Corollaire 1.3.2. (Identité de Littlewood-Paley). Soit f € H?, alors
1
£ 172 = [F(O)* + 2/@ /(=) log mdA(Z)- (1.5)
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1.4. Espace de Dirichlet D,,.

Démonstration. La preuve est immédiate, en remplagant dans le lemme 1.3.1 |Vg(2)|? par
2
219'(2)I"- 0

En posant dv(z) = log #dA(z), le produit scalaire sur H? s’exprime :

(f. )2 = £(0)g(0) + /f g (2)dv(z), Vf,ge H>

1.4 Espace de Dirichlet D,.

Le prochain espace & I’étude est 'espace de Dirichlet. Ce dernier possede plusieurs pro-
priétés semblables a celles de H?, mais elles sont de maniére générale plus difficiles a obtenir.
On pose :

dAo(2) = (14 a)(1 + |2|*)*dA(2), 0 < a < 1.

Ou dA(z) = dady/7, 2 = x + iy (dA(2) = rdrdd/m, z = re?).

Les espaces de Dirichlet sont définis par :

_ {f & Hal(D), [ = 1FOF + [ 7P dA) < oo}-

Ainsi lorsque o = 1, D; = H? est l'espace de Hardy classique et lorsque o = 0, Dy = D est

I’espace de Dirichlet classique.

Définition 1.4.1. On désigne par A < B, s’il existe une constante absolue c, telle que :
A <c¢B.

A = B signifie que A < Bet B< A.

Proposition 1.4.1. Soit f € Dy, si f(2) =Y _,5¢ca2", alors :

A5 =Y (L n) e,

n>0
Pour la preuve de la proposition, nous avons besoin du lemme suivant.
Lemme 1.4.1. Soit n un entier positif et 0 < r < 1, alors :
/1 (1 —r)%dr < ;
0 (14 n)tte
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1.4. Espace de Dirichlet D,,.

Démonstration. Soit n un entier positif et 0 <r <1, on a:

1.
1 -1
/ (1 —r)%dr > / (1 —r)%dr
0 0
1 1—% 1 n+1 17%
> — rdr = — 4
n® Jo n® [n+1],
n+1
> ; 1 — l
~ (n41)aft n
> 1
~ (n+ 1)a+1
2.

1 1- 1
/ (1 —r)%dr = / (1 — 7)==y 4 / (1 —r)%dr
0 0 _ 1

(VAN
3
T
Q
o\
T
3=
<
3
—~
—_
|
<
N—
=9
3
_l’_
o
=9
3

(03
1 1\ 1 1\ 1
=nl—° —— — 1—= ——
" (n+1> < n> " n+ 2 n +n(1+0‘)
1
+—

VAN
3,_.
|
Q
VR
3
+
—_
|
3
+ | =
[\]
N———
7 N
|
S|
N———
3
x
S,
:»—l
2

VAN
3,_.
|
Q
—_
N———
—_

D’ou le résultat.
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1.4. Espace de Dirichlet D,,.

Démonstration. "de la Proposition 1.4.1"
Soit f € D,. On a :

/yf (2)]2 dAy (= //2ﬂ|chnz"121+a)(1—|z]) drdf

n>1
a+1/2\c ]222”1) r3)rdr
n>1
2(a+1) Z|cn| / -1(1 _ p2yagy
n>1
= Z |C”| n)otl = Z |C”| n)etl
n>1 n>1
VZ|Cn‘2 1— —a
n>1

Donc, on obtient :

12 = D leal(n+ 1),

n>0

]

Remarque 1.4.1. D’aprés la proposition précédente, on peut redéfinir ’espace de Dirichlet

D, par :

D, = {f € Hol(D), /112 =" (1+n)"?fenf? < oo} .

n>0

f)= / F(2)PdAa(2).

Proposition 1.4.2. D, est un RKHS sur D, et pour tout z,A €D et 0 <a <1 :

Et, on pose,

1

kx(z) = 1= ae)ra’

et
fQ) = (f,k), f € Da

Corollaire 1.4.1. Soit 0 < a <1, alors

a2 1
1" =

-~ . \eD
(1= A2
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Chapitre 2
Opérateurs linéaires bornés.

Ce chapitre se concentre sur les propriétés fondamentales des opérateurs linéaires bornés,
de leurs adjoints et des opérateurs compacts, qui jouent un role important dans les espaces
de Hilbert.

2.1 Opérateurs linéaires bornés.

Définition 2.1.1. Soient (E,|.||g), (F,|.|r) deux e.v.n sur le corps K. Un opérateur
linéaire borné T : E — F' est une application de FE dans F qui vérifie :
1. Linéarité :Vr,y € E;a, € K : T(ax + py) = oT'(z) + T (y).
2. Bornitude : AM > 0;Vx € E - | T(2)||r < M|z||Eg.

Remarque 2.1.1. Pour un opérateur linéaire, l'image de x par T est notée par Tz au lieu

de T(z).

Notation 1. On note par L(E, F') l’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés définis

de E vers F, et L(E) si E=F.

Remarque 2.1.2. Si E et F sont des espaces normés, alors lespace L(E, F') est un e.v.n

sur le corps K.

Définition 2.1.2. (Norme d’un opérateur). Soit T : (E,|.||g) — (F,|.||r) un opéra-

teur linéaire borné. On définie la norme d’un opérateur noté |T'|| .z ) par :
L(E,F)

TN ey = sup || Tz]|lp = sup ||Tz]|r

Izl z<1 |zl z=1
[Tz

lelszo ]l
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2.1. Opérateurs linéaires bornés.

Propriétés 2.1.1. (Propriétés de la norme sur L(E,F)).
1. Soit M > 0. Si :
Vo € B, ||Txl| < Mz,

alors
7] < M.

2. Vr € B, ||Tz|| < T[]z

3. 7T = min{M > 0;||Tz|| < M||z||,Yz € E}.
Théoréme 2.1.1. Soit T' : E — F un opérateur linéaire, alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. T est borné.

2. T est continue sur E.

3. T est continue en 0.

Théoréme 2.1.2. (Théoréme de Banach-steinhaus, (démonstration 1.1.7-a ) Soit
E et F deux espace normés et (T,,(z))nen une suite d’opérateurs linéaires et continues définie
sur E dans F, si la suite (T,,(z))nen converge vers un opérateur T(x), alors cet opérateur est

linéaire et continu de plus, on a
|IT]| = lim inf ||T].
n—oo k>n

Définition 2.1.3. Soient E et F deux espaces de Hilbert et T € L(E, F). L’unique appli-
cation linéaire T* € L(F, E) telle que pour tous x € E,y € F on ait :

(T(x),y)r = (x,T"(y)) &,

est appelée adjoint de T, de plus on o ||T|| = ||T7].
Proposition 2.1.1. Soient E et F des espaces de Hilbert. L’application T — T* est ,
antilinéaire et isométrique de L(E, F) dans L(F, E). De plus, VT € L(E,F)
i) (TH)*=T.
i) | 7T = [T
iii) (TS)* = S*T*.
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2.1. Opérateurs linéaires bornés.

Démonstration. Par définition du produit scalaire et de I'adjoint, Vx € E, y € F, Ty et I €
LE,F)et \€Kona:

(z, (T1 + NT3)"(y)) = ((T1 + \T3) (), y)
Tl(x)7y> _'_)‘(TZ(Q:)?Z/)
z, 17 (y)) + (., T5(y))

z, (T3 + AT3)(y)),

o~ o~~~

ainsi T est antilinéaire. Elle est isométrique d’aprés la définition 2.1.3.
Montrons que (7*)* = T. Pour cela on montre que pour tous z € F et y € F, on a
(Tz,y) = ((T")"z,y). On a:

(Tz,y) = (z, T7y)

O

Tout d’abord on rapelle que la norme opérateur est une norme d’algébre et donc, en
particulier, ||TT*| < ||T|||T*|| = |T||*. D’autre part, en utilisant encore une fois de plus un

corollaire d’Hahn-Banach et la définition de la norme opérateur, on obtient :

ITT™|| = sup |[T°T(z)|

Izl <1
= sup [T"T(x),y)|
lzll<1,]lyll<1
> sup [(T"T(z),z)]
llell<1
= sup [(T'(x), T(x))|
Izl <1
= IT|I*.
On a donc égalité |T*T|| = ||T||*. Enfin, pour vérifier que (T'S)* = S*T*, il suffit de

montrer que pour tous z € F et y € F on a ((T'S)*z,y) = (S*T*z,y). On a, par défintion
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2.2. Opérateurs compacts.

de I’adjoint,
(TS)z,y) = (x,TSy)

= (T"z, Sy)
= (S"T"x,y).

Comme ceci est vrai pour tous vecteurs z,y, on a l'égalité (T'S)* = S*T*.

2.2 Opérateurs compacts.

Les opérateurs compacts constituent une classe importante d’opérateurs linéaires conti-
nues. Dans toute cette section, H; et H, sont des espaces de Hilbert, et 'on note By, et

By, leur boule unité fermée respectivement.

Définition 2.2.1. On dit qu’une application linéaire T de Hy dans Hy est compacte si
[tmage de la boule unité fermée de Hy par T est relativement compacte dans Hs.
Rappelons qu’une partie G C Hy est relativement compacte si pour toute suite (T,)nen de

G, il existe un sous-suite (Ty(m))nen qui converge dans Hs.

Notation 2. On note KC(Hy, Hy) l'ensemble des opérateurs compacts de Hy dans Hy. Dans
le cas Hy = Hy = H, on note K(H).

Proposition 2.2.1. Soient Hy et Hy deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire de

H, dans Hy. On dit que l'opérateur T est compact si, pour tout B C Hy,
B est borné dans Hy = T(B) est relativement compact dans Ho.

Définition 2.2.2. En d’autres termes, T est un opérateur compact si, pour toute suite

bornée (x,)nen dans Hy, la suite (T'x,)nen contient une sous-suite convergente.

Proposition 2.2.2. Tout opérateur linéaire compact est continu, i.e. K(Hi, Hy) C
L(Hy, Hs).

Démonstration. Soit T un opérateur linéaire compact de H; dans Hs. Soit EHI =
{x € Hy, ||z|| < 1} est la boule unité fermée de H;. L’ensemble By, étant borné, son image

par T est relativement compacte donc bornée alors il existe une constante C' telle que

VQT € FHU ||T7.I'||H2 S C
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2.2. Opérateurs compacts.

On en déduit que

Vo € H, . ||Tx||H2=Ha:||HI||T( )nstcHanl.

T
2 1,

L’opérateur T est donc continu. n

Proposition 2.2.3. Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert séparables et T' € L(Hy, Hs).

Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. T compact.
2. TT™* compact.
3. T compact.

4. T*T compact.

Théoréme 2.2.1. Soient Hy, Hy et Hy trois espaces de Banach, et soient S € L(Hy, Hs)
et T' € L(Hy, Hs). Si T est compact, ou bien si S est compact, alors Uapplication T o S est
compacte : T o S € K(Hy, H3).

Démonstration. Si S est compact, alors, pour tout borné M C H;, S(M) est compact.
Or, l'image d’un compact par une application continue est compacte, donc, T'(S(M)) est
compact. 11 résulte que T'S(M) C TS(M) est relativement compacte. Si T est compact,
alors, pour tout borné¢ M C Hy, S(M) est aussi borné et donc T'S(M) est relativement

compacte. O

Définition 2.2.3. Soit T € L(Hy, Hy). On dit que T est un opérateur de rang fini si Im(T)

est de dimension fnie. Le rang de T est la dimension de son image.
Proposition 2.2.4. Un opérateur de rang fini est compact.

Démonstration. Soit T' € L(Hy, Hy) un opérateur de rang fini. L’opérateur T est continu
donc, pour tout z € By, : ||Tz|| < ||T||. Alors, T'(Bpg, ) est borné dans Hs, et par conséquent,
T(By,) aussi. De plus, Im(T) est fermé car c’est un espace vectoriel de dimension finie,
donc, T'(Bpy,) C Im(T) = Im(T). Enfin, T'(Bp,) est fermé borné de l'espace vectoriel de

dimension finie Im(7T), il est un compact de I'm/(T'). D’ou, il résulte T' € IC(Hy, Hs). L’espace

IC(Hy, Hy) est fermé et tout opérateur borné de rang fini est compact. O

Théoréme 2.2.2. Soit T un opérateur de Hy dans Hs, a image T(H,) de dimension finie.

Alors T est compact.
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2.2. Opérateurs compacts.

Démonstration. En effet, puisque 'opérateur T transforme tout ensemble G de H; a un
ensemble borné T'(G) dans un espace de dimension finie 7'(H;) ce qui implique que T'(G)

est précompact. ]

Corollaire 2.2.1. Toute limite dans L(Hy, Hy) d’opérateurs de rang fini est un opérateur

compact.

Théoréme 2.2.3. Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert. Alors :
T € K(Hy, Hs) si et seulement s’il existe une suite (T,,), € L(Hy, Hy), T, est de rang fini,
qui converge vers T dans L(Hy, Hy).

Démonstration. Soit T' € KC(Hy, Hs) et € > 0. Comme T'(Bpg,) est compact alors, il existe
N. € Net {y1,v2,...,yn.} € Hs tels que

T(8) < | B o) (2.1)

On pose F,. = Vect {y1, 9o, ..., yn. } est un espace vectoriel de dimension fnie, donc un fermé
de lespace de Hilbert H,. Soit P. € L(H,) la projection orthogonale de Hy sur F.. Soit
T. = P.oT. Comme T,(Hy) = P.oT(H;) C F,, T. est de rang fini, et d’aprés 2.1, pour tout
x € By,

1Tz = Tew|| = ||Tw — P(T2)l| = inf [|Tz —y|| <e.

D'ou ||T'— T.|| < e. Réciproquement, un opérateur de rang fini étant compact et 'ensemble
des opérateurs compacts étant un fermé de £(H;, Hy), une limite d’une suite d’opérateurs

de rang fini est bien un opérateur compact. 0

Définition 2.2.4. "Opérateur de Hilbert-Schmaidt"”. Soit H un espace de Hilbert sé-
parable, et soit (er)r une base hilbertienne de H. Un opérateur linéaire T : H — H est un

opérateur de Hilbert-Schmidt (ou simplement HS) si :

> |ITen|® < 4oc.

k>1

Le réel | T35 = s ITenll® est appelé la norme de Hilbert-Schmidt de T .
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2.2. Opérateurs compacts.

Théoréme 2.2.4. Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Démonstration. Soit une base hilbertienne (e;) de H. on pose ¢ = 3, ||Tex||*. Soit & > 0.
Alors il existe N, € N tel que Y,y | Te||” < €2. On pose F. = Vect {y1,...,yn.}, et
P.: Hy — H, la projection orthogonale sur F.. Alors T, = P. o T est de rang fini et

IT =T < |T = Tellfis = D ITexl|* < €%

k>N,

Ainsi T est limite d’opérateurs de rang fini il est donc compact. O
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Chapitre 3

Opérateurs de composition sur les

espaces de Hardy et Dirichlet.

Dans ce chapitre, nous explorerons les opérateurs de composition sur les espaces de
Hardy et de Dirichlet. Dans la premiére partie, nous examinerons ces opérateurs dans le
cadre des espaces de Hardy, en soulignant leurs caractéristiques comme la compacité et la
bornitude. Dans la seconde partie, cette analyse sera élargie a ’espace de Dirichlet, ot nous
examinerons également les caractéristiques des opérateurs de composition, telles que leur

bornitude et leur compacité.

3.1 Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy:.

Définition 3.1.1. Soit o : D — D une fonction holomorphe, 'opérateur de composition

sur H*(D) de symbole ¢ est défini par :

Cy, - H?*(D) — H*(D)
f ’_>C<p(f):f090-

Proposition 3.1.1. Soit ¢ : D — I une fonction holomorphe, l'opérateur C, est un

opérateur linéaire.
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Démonstration. Soient f,g € H* et a,b € C, on a :

(Colaf +bg))(z) = ((af + bg
= (af +bg)(p(z

~—
O

©

~

|
=
o
5
&
+

alors Vz € D, (Cy(af +bg))(2) = (aCy(f) +bC,(9))(2). O
Théoréme 3.1.1. Soient ¢,v : D — D deux fonctions holomorphes, si C, et Cy, sont
des opérateurs de composition, alors :

CyCy = Cyoy.

Démonstration. Notons que,

(CoCyf)(2) = (Co(fo))(z) = (fopop)(2) = (Cyopf)(2), Vz € D.
Donc
CuCy = Cyoyp.
O

Théoréme 3.1.2. "Principe de Subordination de Littlewood (1925)" [16] Soit v une
fonction holomorphe de D dans D, et ©(0) = 0, pour toute fonction f € H*(D), on a :

IC(Nlz < [1fl2-

Remarque 3.1.1. 1. Le principe de subordination de Littlewood implique alors que tout
opérateur de composition C, : H> —s H? est continu, et une contraction |Cy| <1 si
©(0) = 0.

2. S1¢(0) =a # 0, il suffit de considérer l’automorphisme du disque unité, pour chaque

point p € D, (transformation de Mobius) :




3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

qui transforme D en lui méme, il échange p avec l’origine et il est son propre inverse.
Posons p = ¢(0). La fonction holomorphe ¢ = oy, 0 ¢ prend D en lui méme et fize
Vorigine. Par la propriété d’auto-inverse de oy, (a,'(z) = ap(z)), nous avons ¢ =
ap o et cela se traduit par 'équation de l'opérateur C, = CyC,,. On a vu que Cy
est borné (Contractante), et on sait que le produit des opérateurs bornés est toujours
borné. Il reste donc a montrer que les opérateurs de composition sont bornés quand le
symbole est un automorphisme du disque unité (C,,), ce qui se prouve par changement

de variable, et on a le lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Pour tout p € D, Uopérateur C,, est borné dans H*(D), de plus :

el (20

1 —|p|

Démonstration. Supposons que f est holomorphe dans une partie du disque fermé, RD =

{|z| < R}, pour certain R > 1. Comme

en passant a la limite & 'intérieur de 'intégrale de sorte que :

1 [7 ,
117 =5 [ 17 () as

Par un simple changement de variable on a :

I£oal? =52 [ 1f (e () o

—T

1 " 7 !/ 7
- L [ o )
_i " it |2 1_|P|2
Y _W|f(€ )’ |1—ﬁe“|2dt
1—|p|2 1 " it |2
S T (% 1@ dt)
1+
- T
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Théoréme 3.1.3. [16] Soit ¢ une fonction holomorphe de D dans D avec ¢(0) # 0, alors

C, est un opérateur borné dans H*(D), et

1+ [¢(0)|

Coll < o —2

Démonstration. 1l a été indiqué précédemment que C, = CyC,,, oit p = ¢(0),7) fixé.
D’apreés le lemme précédent et le principe de subordination de Littlewood, qui montrent que
les deux opérateurs sont bornés dans H?*(D), d’ott C,, est le produit d’opérateurs bornés de

H?*(D). Comme ||Cy|| < 1, on déduit que :

1+ [ (0)]

Coll < NCyll |Cap|| S A T2
1Cell < NGl Coull < /71000

]

Lemme 3.1.2. [16] Soit ¢ une fonction holomorphe de D dans D, si C, est un opérateur

de composition et ky le noyau reproduisant, alors :
Cokn = Ky
Démonstration. Pour tout f dans H?, on a :

<f7 C;kA> = (Cof k)
f

= (fop k)
= [(e(2))
= (f ko)
On obtient :
(f,Coka) = (f ko), Vf € HY(D).
Ce qui implique que C k) = ky(y). n

Proposition 3.1.2. [16] Soit f € H*(D) alors :
1
<1

V1—=1(0)

Démonstration. En utilisant le lemme précédent avec A = 0, on obtient :
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Coko = Ky (o)

2
comme ||k = — wg alors ||k, HH2 = = \w( ToPE © |kol| 2 = 1. D’autre part
kool 2 = [CoRoll < ICEIHIRoll e
par conséquent [|C|| = [|Cy|| > ——— 0

1-[p(0)]?”
Corollaire 3.1.1. [16] Soit ¢ une fonction holomorphe de D dans D, la norme de ’opéra-

teur de composition C, est égale a 1 si et seulement si p(0) = 0.

Démonstration.  — Si¢(0) =0, alors 1 < ||Cy|| <1, alors on a : ||Cy|| = 1.
— Si ||C,]| = 1, alors |p(0)* <0, donc on a : ¢(0) = 0.
[

Théoréme 3.1.4. Un opérateur T sur H? dans lui méme est un opérateur de composition

si et seulement sl existe une fonction ¢ holomorphe de D dans D, telle que
T ky = kyon

Théoréme 3.1.5. Si f,(z) = 2", pour n € N, T est un opérateur de composition de H?*(D)
dans H?*(D) si et seulement si, T f,, = (T f1)" pour tout n € N.

Compacité des opérateurs de composition.

Théoréme 3.1.6. [16] Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, si ||¢|le < 1 alors C,, est

un opérateur compact sur H*(D).

Démonstration. Pour chaque entier positif n, on définit I'opérateur :
T.f =Y alf)e* (f € H (D))
k=0

ainsi T}, envoi H?*(ID) & 'ensemble engendré par les n premiéres puissances de ¢. D’aprés la

comparaison des normes de H2(D) et H>(D), T;, est donc borné et de rang fini sur H*(D).
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

On affirment que lim,_,; ||C, — T,,|| = 0. Cela résulte du calcul ci-dessous :

+o0o
I(Co =T) (NI =] D erl(f)e"
k=n+1
400
< > le(DH I8
k=n+1
400
< Y le(Dlllells
k=n+1
+00 % 00 %
< (3 lor) (3 o)
k=n-+1 k=n+1
ool

S HsOHionH'

Ot nous avons utilisé respectivement : 'inégalité triangulaire, la comparaison des normes
de H?(D) et H>*(DD), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et enfin la somme de la série géométrique,

I'hypothése que [|¢|lo < 1. Ainsi

ool

IC — Tl <
1—lell%

]

Théoréme 3.1.7. C, est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H? si et seulement si ¢

satisfait la condition suivante,
2 1
it)|2
o L1—lp(e?)]

{en(2)hnen = 12" Fnew s

dt < oo. (3.1)

Démonstration. On pose
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

une base orthonormeée de H?, alors C,, est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H? si et

seulement si,

o 0 27
00> 213 [[Cpenl? = Z/O o () at
n=0 n=0
:/2” i (L [ ()™ gt
o noo \ 1= p(e)f?

2 1
= / +2dt,
o 1—[p(e?)

ce qui achéve la preuve. O

Remarque 3.1.2. On sait que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact (théoréme
2.2.4) alors si la fonction holomorphe ¢ : D — D satisfait la condition 3.1, l'opérateur C,

est compact.

Théoréme 3.1.8. Soit ¢ une fonction holomorphe de D dans D, les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. C, un opérateur compact sur H*(D).

2. Si{fu},en une suite bornée dans H*(D) et converge uniformément vers zéro sur tout

compact de D, alors ||Cyf,| — 0.

Démonstration. - On suppose que C,, est compact. Soit (f,),cy une suite bornée de H*(ID)
telle que f, — 0 uniformément. La suite des fonctions f, o ¢ admet par compacité de
I'opérateur é’: Olome sous-suite qui converge dans H?(ID). Puisque {((z)} est un ensemble
compact pour tout z € D, il vient que f,,(p(z)) — 0. Ainsi, la limite de la sous-suite est la
fonction nulle. Cet argument peut-étre appliquénéjtogute suite extraite de la suite (f, 0 ), o
on en déduit que la suite (f, o ), oy elle-méme tend simplement vers la fonction nulle. En
outre, la fonction ¢ étant continue, la suite (f, o ¢), .y converge uniformément vers 0 , on
en déduit f, o p — 0 dans H?*(D).
n—00

- Réciproquement, soit (gy),,cy une suite bornée. La suite (g, ),,cy est normale, on peut donc
en extraire une suite (gn, ),y qui converge uniformément vers une fonction g de H*(D). La
suite des fonctions g,, — g est alors bornée dans H?(D) et converge uniformément vers la

fonction nulle. On en déduit que la g,, 0 ¢ —gop — 0 dans H%(D). On a ainsi montré que
n—

I'opérateur de composition Cy, est compact. n
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Définition 3.1.2. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. On définit la fonction de
comptage de Nevanlinna de ¢ pour tout z € D\{p(0)} par :

1 :
Zweip_l({z}) log (m) ;2 € (D),
0 ;2 ¢ (D).

Théoréme 3.1.9. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe et soit f € H*(D), alors :

1C 11l = 1£(0(0))* + 2/@ [f' (W) Ny (w)dA(w). (3:2)

Démonstration. Appliquant I'identité de Littlewood-Paley 1.5 & la fonction f o ¢,

1f o @l = [ ((0))* = 2/ |(f o) (2)[ log %dA(Z)

o1
—2/|f D I4(2) 1o A ).

La fonction ¢ est localement univalente sur D, sauf sur un nombre dénombrable de points
ol la dérivée de ¢ s’annule.

Donc l'ensemble Z = {z € D : ¢/(z) = 0} est dénombrable et D\Z peut s’écrire comme
une union des rectangles disjoints R; ou sur chaque rectangle ¢ est biholomorphe. On note
par 1; I'inverse de la restriction de ¢ sur R;.

Par la formule de changement de variable usuel, si w = ¢(z), alors
dA(w) = | (2)[ dA(2),
pour tout j on a :

! 21 ()] log 2) = 0 w
Jo 1D OPon aai) = [ 17 os i)

J

Par sommation sur j, ol x; est la fonction caractéristique de I’ensemble ¢ (R;), on obtient :
1
L1 1) hom aa(: Z/ 71/ log 77 A ()

- Z/MR]_)\ /() log wj<w>|df4<w>

J

- / 1/ (w) ;xxw) 1ongA<w>,
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

si w € o(D)\p(z) chaque point de p~!({z}) est de multiplicité 1 , donc
Z XJ ! Nw(w),
Tl

pour w € (D) presque partout, alors on a :

/|f ||<P()|10g—dz4 /|f )P N, (w)dA(w).

]

Théoréme 3.1.10. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Pour tout w € D\{¢(0)}, on
a:

N,(w) < log

Démonstration. Soit ¢ : D — I une fonction holomorphe telle que ¢(0) # 0, si {z;},_, est

I'ensemble de zéros de v, alors ¢(0) <[], |z;| donc, on a :

log(¥(0)) < log (H !Zﬂ) = log|zl,

jed jed
d’ol

1
Zlog ] = < log (W) : (3.3)

Maintenant, on considére la fonction :

_w—(2)
Puisque ¢ est holomorphe de D dans D et w € D tel que ¢(0) # w, alors ¥(0) # 0
I'inégalité 3.3 devient :

90 < e[ L=720)

comme 9(z) = 0 si et seulement si p(z) = w, on a I'inégalité :
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Théoréme 3.1.11. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, alors C, est compact sur

H?*(D) si et seulement si
N,
lim o) =0

1
|w|—1— log Tw]

Démonstration. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe.

N

=0.
lw|—1- log ﬁ

On montre que C,, est compact sur H?*(D). Soit {f,}, .y une suite de fonctions de
H?(D) qui converge uniformément vers 0 sur tout compact de . D’apres le théoréme

de la convergence faible 3.1.8, il suffit de montrer que :
|Co full = 0.
Soit € > 0 donné, de I'hypothéese de IV, on choisit 0 < r < 1 tel que :

1
N,(w) < 510gm quand r < |w| < 1.
w
Comme f, — 0 uniformément sur tout compact de D, on peut choisir n. tel que
|ful < +/E sur rDU{¢(0)},Vn > n.. Alors pour tout n, par la formule de changement
de variable sur H? suivante on a :

1CofI3 = I (0 (O) + 2/@ e | ¢(2) Plog - dA(2)

E

= [ f((0))[* + 2/@ | f'(w) [* Ny (w)dA(w).
Nous obtenons :

ICofull® = | a2 0D + / 1) Now)dAw) + / ()] N, (w)dA(w)

\rD

<5—|—6/D N(p(w)dA(w)—i—a/D £ () log — dA(w)

\rD ‘U)'

§5+€/D N¢(w>dA(w>+g/D\f;(w)121og ledA(w)

=+ S (1 FEI = 17O + 5 (1fall* = (o))

<e+ 4S9
- 2 2 7
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Ou dans 'avant-derniére ligne, nous avons utilisé la formule 3.2 deux fois : la premiére
fois avec f(z) = z, et la deuxiéme avec f,, et dans la derniére ligne nous avons utilisé

le fait que || f,|| < 1 pour chaque n. Donc :
|Cofull = 0.

Ce qui montre la compacité de C,,.

. On suppose que C, est compact sur A 2(D) et on montre que :

1
Ny(w) =o <log m) quand |w| — 17,

qui est équivalent a :
N, (w
lim L) =
lw—1- 1 — |w|
Pour a € D, le noyau reproduisant normalisé est :
1 —p?
fol2) = T

1 —pz

Comme || f,|| = 1,Vp, et f, — 0 uniformément sur tout compact de D quand [p| — 17,

on obtient :
lim_[|C,f,| = 0.
Ip|—1
Puisque o, (z) = f:;z est un automorphisme spéciale de D, pour tout p € D, alors :

N, (op(w)) = Ngpop(w), Vw € D.

Appliquant la formule de changement de variable 3.2 et l'inégalité de la moyenne

suilvante :
2

r2

1

o(2) < /D( )N¢(w)dA(w), VD(z,r) C D(0, 5), (3.4)

on obtient :

IC LI > 2 / | £ [* N (w) dA(w)

L O
—2 [ BN ()4 (w)
2lp?

S 1—|p?

/D ‘a;(w) |2 Ny (w)dA(w).
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Posons W = a,(w), on a :

2|p|?
1—|p|?
2|p|? /
— Ny oo (W)dA(W
1 - |p|2 D D <P( ) ( )
2|p|?
—1—p?

ICot, 2 > / N, (ap(W)) dA(W)

[ Neyestiaaw).

En appliquant I'inégalité :

N0 < 5 [ Ny(AG), 9(0)£0;0 <7 <[0(0)] (3.5)

a l'intégrale précédent, avec
w - ap o SO7

on obtient :

2 2|p|?
||O<pfp|| > 41_—|p|2Nap°<p(O)

_ 8IpP No(p)
1+ [p|1—p|

On notera que dans la premiére ligne de ’équation précédente, 'application de I'in-

égalité de la moyenne 3.4 sur le disque %]D nécessite que :

oy ()] > 3.

mais |a,(¢(0))] — 1 quand |p| — 17, alors cela reste vrai pour tout p. Par conséquent,

pour toutes ces p,

N,
ICfol” > ¢ o(p) , Ol ¢ est constant.

p|

Comme la compacité de C,, implique que ||C,, f,,|| — 0 quand |p| — 1, alors la derniére

inégalité donne I'estimation souhaitée de la fonction N,,.

]

Théoréme 3.1.12. Supposons ¢ une fonction univalente de D dans lui méme, ensuite C,

est compact sur H*(D) si et seulement si,

1 _
lim —|¢(Z)‘ = 00.
lz[=1- 1 — 2]
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3.1. Opérateurs de composition sur les espaces de Hardy.

Démonstration. soit w € (D), et soit z 'antécédent de w par ¢. Comme ¢ est univalente,
alors N,(w) = —log |z|. Maintenant, si |w| tend vers 1, alors |z| aussi par continuité de ¢ et
compacité de . Dans ce cas, — log |w]| est équivalent & 1 —|w| et —log|z] & 1 — |z|. D’apreés

le théoréme précédent, 'opérateur C, est compact si et seulement si :

N, —1
lim —Aw) = lim —og\z] =

= =0.
lz»1- —log|w|  |z»1- —log |w]

Soit, si et seulement si

1—
lim 2]

S ol )}
z-1- 1 — Jp(2)]

]

Le théoréme suivant donne une autre caractérisation de la bornitude de 'opérateur de

composition sur I'espace de Hardy H?(ID), ceci utilise la fonction de comptage de Nevanlinna.

Théoréme 3.1.13. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, alors C,, est borné sur H*(D)

st et seulement s,

N,
sup so(w)

= < 00.
weD logm

Démonstration. <) Supposons que SUPyep ng(w)

e < 00, (Supposons que ¢(0) = 0 sans perte

de généralité), on utilise la formule de changement de variable 3.2, on a :

|w

IC(HIE = (O + / ()] Ny(w)dA(w)
e / 1 (w)[log = dA(w)

1
|w]
< max{1, C}||f[.
Donc C,, est borné sur H*(D). =) Supposons que C, est borné dans H?(D). D’apres la

preuve de théoréme 3.1.11, on a :

N,
ICfoll® = 1 Lp(f)‘, ol ¢ est constant ,
— P

tel que :

1 —p?

fo(2) = 1—pz
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3.2. Opérateurs de composition sur les espaces de Dirichlet D,,.

Comme ||C,f,||* < oo, on a donc,

N
sup 2(p) < 00.
peD 1- ‘p’

Ce qui terminer la preuve. O]

3.2 Opérateurs de composition sur les espaces de Diri-

chlet D,,.

Définition 3.2.1. Pour une fonction holomorphe ¢ a partir de disque unité dans lui-méme,

p: D — D, on définit l'opérateur de composition sur D, par :

Cy, : Dy — D,
Jfr—fop.

Définition 3.2.2. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. On définit la fonction de

comptage généralisée de Nevanlinna associée a [’espace de Dirichlet D, par :

> mpwywen(l — [W))* 2 € D\{p(0)},
0, z ¢ (D).

Pour 0 < a < 1, ot chaque w est compté avec sa multiplicité. Notons que N, o(2) = 0
lorsque z ¢ (D).

Par convention, on considére N, ,(z) = 0 lorsque z = ¢(0).

Remarque 3.2.1. Si o = 1, alors N, est comparable & la fonction de comptage de

Nevanlinna de H? que nous avons définis précédemment, ie :
)

Nat(2) = No(z) = 3 log—, 2 € D\p(0)}.

jw|’

z=p(w),weD

Notons que —log|w| <1 — |wl|, |w| = 1~.

Lemme 3.2.1. Soient 0 < a < 1, ¢ : D — D wune fonction holomorphe et soit f une

fonction mesurable sur D on a :

/D (f 0 9)(2) |9 ()] dAn(z) = (o + 1) / F(2)Npal2)dA(2). (3.6)
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3.2. Opérateurs de composition sur les espaces de Dirichlet D,,.

Démonstration. On suppose que ¢ n’est pas constante. L’ensemble Z = {z € D : ¢/(z) = 0}
est dénombrable et D\Z peut s’écrire comme une union des rectangles disjoints R; ot sur
chaqu'un ¢ est biholomorphe. On note par v; l'inverse de la restriction de ¢ sur R;.

Par la formule de changement de variable usuel, avec z = 1;(w), pour tout j on a :

)

J

(RN A=) = (40) [ fla) (1= o))" dw).

Par sommation sur 7, on déduit que :

[ Fea@ et ane) = s [ s (ijw (1- |wj<w>|2>a) aAw),

Ou x; est la fonction caractéristique de 'ensemble ¢ (R;).

L’ensemble Z est dénombrable donc il est de mesure nulle, donc le premier membre de

I’équation égale a

/D (f 0 9)(2) |9 ()] dAu(2).

Et aussi si w € p(D)/¢(Z) on a

> ) (L= [y (w))* = (1= 12P)" = Noa(w).

wep(D),p(2)=w

Théoréme 3.2.1. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors pour 0 < o < 1,
1. C, est borné dans Dy <= Ny o = O(1 — |2|)*, |2| = 1".

2. Cy, est compact dans Dy <= N, o = 0o(1 —|2])*, |z| = 17.

Démonstration. 1. <) Soit N,, = O(1 — [2])%,|2| — 17, d’aprés le changement de
variable 3.6 On a

ICDIE = 17eONF + [ 1500 ()P () dAa)
— IFO)F+ (1 +a) / T Npa(2)dA(2)
SUOP++a) [ IFEF (- [)"dAe)
= 1.
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3.2. Opérateurs de composition sur les espaces de Dirichlet D,,.

=) Supposons maintenant que C, est borné dans D,. On considére la fonction test

donnée par
(L—]A3"2
F = e D.
\(2) 1-x)

Et
2

B = | (1 Py

ZXZ"
= (Z(l - n)l_a|/\|2n) (1- |/\|2)2_a

n

= 1.

Nous avons, par 'inégalité de la moyenne suivante :

Nopa(2) < % / Ny o(w)dA(w), VD(z,r) C D(O,%), (3.7)
D(z,7)

Da (Co () = [ | (B(e) P dAo(w
~ (1 0) [ IF()| Nyal:)AG)
- 2\ 2—« Nso,a(z)
= (1— ]APR) /Dmdfl(z)

2\ 2— N%a(z)
2 (1=AF) /D(A,lg*') |1_—5\Z|4d14(2)
2= [ o oo DA
L Newl)
AL
Donc

N ,a(A) 2 2 2 2
sup —= st Ssup [|Cy (B, S IC|17 sup IRl S NCI1 < oo
xep (L= [A)" ™ aep AeD
. <) Soit Ny o = o(1—|2]), |2| = 1. Soit (f,),, est une suite dans D, converge faible-

ment vers 0. Il suffit de montrer que ||C, (f,)||, = 0 quand n — oco. La convergence

o
faible de f,, & 0 implique que f,, — 0 et f; — 0 uniformément sur tout compact de D.
Soit € > 0 il existe p, € (%, 1) tel que

Nyo <e(1—1z])7, pour pe < |2| < 1.
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3.2. Opérateurs de composition sur les espaces de Dirichlet D,,.

Par changement variable on a

1Cy Fllly = (2 O + / (£ 09) () 1¢(2) dAa(z)
= L OF + (1 +a) / () Noal(2)dA(2)
L(0) 1 (2)° Nypo(2)dA(2) + € T(2)]? (1 = |2])*dA(z
< 1£a(0) +/ ()P Npa(2)dA() + /mwu(n (1 |2])*dA(2)

peD

SUROF+ [ £ Naal2)dA() + =
D
Nous avons f/ — 0 uniformément sur le disque fermé pD, donc ||Cy, (f,)]],, — 0,n —
0.

= ) Supposons que pour > 0 et la suite (\,), C D tel que |A\,| — 1 et
Npa (An) 2 B (1= [Aa])"

On a la fonction test o
(=)
(i-7)

z € D.

fn(z) =

C’est une suit bornée dans D,, converge faiblement vers 0 . En effet, elle est convergente

uniformément vers 0 sur les compacts, on a
2\1-% 2y (1-%)/2
(T—[AL) 2 <2(1 =N\ :

D’autre part, par le changement de variable 3.6 et inégalité de la moyenne 3.7, nous

obtenons

ol = [ 1 (fuetw)) dAutu)

Neol2) dA(2)

xl—)\n227a —
LRI free

—2—a
> ¢ (1= A /D(A " Ny o(2)dA(2)
N, A
Z Co %a( g)a
(1 - |)‘n| )
> cof8.

Ot ¢1, ¢ sont indépendants de n. Donc C, n’est pas compact, contradiction.
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3.3. Opérateurs de composition dans les classes de Schatten.

Application aux théoréme 3.2.1.

Théoréme 3.2.2. [22] Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Soit 0 < a < 1, alors il

existe ng € N pour tout n > ng on a :

8et

n+1 1
Nyo(2) < 1P ("),

<1l—|z| < ——.
n—1

SRS

Corollaire 3.2.1. Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors pour 0 < a <1, on a :
1. Sisup,s; D, (¢") < 00, alors C, est borné dans D,

2. Stlim, oo Dy (¢") =0, alors Cy, est compact dans D, .
En conséquence, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.2.2. Soit p : D — D une fonction holomorphe. Alors pour 0 < a <1, on a :
1. 8i Dy (¢") = O (), alors C, est borné dans D,.
2. SiD, (¢") =0 (n%), alors Cy, est compact dans D,,.

3.3 Opérateurs de composition dans les classes de Schat-

ten.

Dans cette section, nous détaillons les valeurs singuliéres d'un opérateur compact, qui

agit sur un espace de Hilbert séparable H. Nous présentons aussi les classes de Schatten S,,.

Les valeurs singuliéres des opérateurs compacts.

Définition 3.3.1. Soit T' € L(H) un opérateur compact, on définit les valeurs singuliéres

de T par
M(T]) = VA (T*T),n € N¥,

i.e. ; les valeurs singulieres de T' sont les valeurs propres de l'opérateur |T'| = (T*T)% (est

un opérateur compact défini positif ), listées par ordre décroissant en module. En particulier,
A(T) =T

Proposition 3.3.1. Soit T € L(H) est un opérateur compact. Alors, il existe dans H deux

systémes (¢n),, et (¥n), orthonormaux tels que

T = Z Sn <'> @n) ¢n,
n=1
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3.3. Opérateurs de composition dans les classes de Schatten.

ol (sy), est la suite des valeurs singulieres de T'.

Corollaire 3.3.1. Soit T € L(H) un opérateur compact, on a

Démonstration. En effet, on a Vf, g € H,

(Tf,9) = sn(f,0n) (n, 9)

n=1

= <f> an <ga¢n> 90n>
=(f,T"g).

Donc, T*g = Zoo:1 509, ¥n) on- -

Définition 3.3.2. On dit qu’un opérateur compact T défini sur un espace de Hilbert H est
de Schatten de classe p, 0 < p < 0o, autrement dit T' € S, si la suite des valeurs singulieres
qui lui associée (sy,), est dansl, (i.e.; Y |spf < oo ).

Pour tout opérateur T' de S,, on pose

1

I71ls, = (Z |sn|P>p = I(s0), 1, -

n>1
Si Hy = Ha, on pose S, (Hi, Hi) == S, (H1).

Proposition 3.3.2. ([17]) Soient T un opérateur compact sur un espace de Hilbert H et
p > 1. Alors, T € S, si seulement st,

2
2

(T*T)2 € Sh.

M|

De plus,
ITs, = 17T |5 -

Proposition 3.3.3. La classe S, est un idéal dans l’algebre des opérateurs bornés. De plus,

si A et B sont deux opérateurs bornés et T' € S,. Alors,

AT Bl|s, < [[A[llIT]ls, || B
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3.3. Opérateurs de composition dans les classes de Schatten.

Classes de Schatten S, (D,,).

Définitions.

Définition 3.3.3. L’espace de Bergman pondéré ou a poids noté AP ou bien LP(D,dA,)
pour —1 < a < 400, c’est l’espace des fonctions analytiques, p-integrables par rapport a la

mesure dA,

AP = [P(D,dA,) = {f . [ analytiques sur D, || f||po = (/ |f(z)|pdAa(z)) ’ < —|—oo} :
D

Un exposé détaillé sur les espaces de Bergman peut étre trouvé dans Hedenmalm-
Korenblum-Zhu [21] and Zhu [20].

Définition 3.3.4. (L’opérateur de Toeplitz).
Soit ¢ € L*(T), lopérateur de Toeplitz avec le symbole 1 est 'opérateur Ty, défini par

T, : H> — H?
fr—=Tyf = Pf),

ot P est la projection orthogonale de L*(T) sur H?.

Définition 3.3.5. Soit a > —1 et soit 1 une fonction positive dans L' (D, dA,). L opéra-
teur de Toeplitz Ty avec symbole v agissant sur l'espace de Bergman A% est défini par

Tyf(2) :/D%d/la(w), fe A

Les opérateurs de Toeplitz de la classe de Schatten sur les espaces de Bergman.

Théoréme 3.3.1. Soit ¢ € L' (D,dA,) une fonction non négative sur D, et soit o > —1
et 0 < p < oo. Alors, Ty € S, (A2) si et seulement si la fonction

~ 1

#C) = /AW) B(w)dAu(w), 0<r<1,

appartient a LP(D, d\).

Iei, dM\(z) = (1—|22) 2dA(z) est la mesure hyperbolique dans D, et A(z,r) =
w: o, (w)| < r estle disque pseudo-hyperbolique de centre z et de rayon .

Nous allons utiliser ce résultat pour notre étude des opérateurs de composition de la classe

de Schatten sur les espaces de type Dirichlet.
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3.3. Opérateurs de composition dans les classes de Schatten.

Une caractérisation de I'appartenance a la classe de Schatten .S, pour 0 < p < oo de
I'opérateur de composition dans l'espace de Hardy H? a été obtenue par D. Luecking et K.
Zhu [19]. Leur résultat est le suivant : soit 0 < p < 0o et soit ¢ : D — D analytique. Alors,
C, € S, (H?) si et seulement si

N,

ﬁ? € LP(D, d)).

log Tl

Ensuite, nous allons étendre ce résultat a tous les espaces de type Dirichlet D, avec 0 <

a < 1.

Théoréme 3.3.2. Soit p : D — D analytique, 0 < a <1 et 0 < p < oo. Alors, Cy, € S,(Dy)

st et seulement si

% € LP2(D,d\).

Pau et Paleaz dans [12] montre cette résultat utilisant une relation bien connue entre
les opérateurs de composition et de Toeplitz ainsi le théoréme 3.3.1, en effet, supposons
que ¢(0) = 0, cette hypothése simplifie ainsi I'étude de I'opérateur de composition C,, sur
I'espace D,. Si ¢(0) = a # 0, on peut redéfinir ¢ a l'aide d’une transformation de Mdbius
ay, telle que ay,(0) = 0, et ainsi réécrire C,, en termes d’un opérateur de composition Cy, ot
Y = a0 . Etant donné que Ca, est inversible, il suffit alors d’étudier Cy.

Pour établir un lien avec les opérateurs de Toeplitz, considérons une application linéaire
U, : D, — A2 est définie par U,f(z) = f'(z). Cette application est unitaire, et on a
UsC,U: = D, sur A%, ou D, est un opérateur de composition pondéré défini par D, f(z) =
fle(2))¢'(2).

Par conséquent, I'étude de I'appartenance a S, de C, : D, — D, est la méme que celle de
D, : A2 — A2.

Le résultat suivant montre la relation entre D, et un certain opérateur de Toeplitz agissant

sur I'espace de Bergman AZ.

Lemme 3.3.1. Supposons que ¢ : D — D soit analytique avec p(0) =0, et soit

_ Noo(2) 5
U(z) = —(1 C R e D. (3.8)

Alors DD, = Ty dans A2.

Pour conclure, on utilise le théoréeme 3.3.1, qui caractérise les opérateurs de Toeplitz dans

les classes de Schatten, montrant que Ty, € Sp/2 (A2) si et seulement si¢ € LP/*(ID, d)), ol ¢
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3.3. Opérateurs de composition dans les classes de Schatten.

est la fonction définie en 3.8. En combinant ces résultats, on en déduit que C, € S, (D,) si
et seulement si D, € S, (A2), ce qui équivaut & Ty, € Sy (A2). Finalement, par le théoréme

3.3.1, cela revient a dire que (ivfg(f))a € LP2(D, d)).
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