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Introduction générale

Ce mémoire est constitué de trois chapitres, qui sont liés entre eux, pour
définir les opérateurs, plus précisément Les opérateurs p-sommants, et Les
opérateurs Lipschitz p-sommants.

Le chapitre 1 est consacré a un rappel sur quelques notions élémentaires,
en particulier toutes les définitions et résultats qui seront utilisées dans le
chapitre 2 et le chapitre 3.

Le chapitre 2 est consacré a 1’étude de 'opérateur p-sommant sur 1’es-
pace de Banach, pour cela on a commencé par des définitions et propriétés
élémentaires afin d’énoncer les théoremes importants de Pietsch sur la dom-
ination et la factorisation, ainsi que trois exemples illustrant ces opérateurs.

Dans le chapitre 3 on a donné une version non-linéaire naturelle d’un
opérateurs p-sommant qu’on appelle un opérateur Lipchitz p-sommant sur
un espace métrique. Une étude analogue a 1’étude faite au chapitre 2 avec
I'opérateur p-sommant. et le lien entre 'opérateur p-sommant est ’opérateur
en question.



Notations Significations

K=RouC Corps des scalaires

R, L’ensemble des scalaires réels positifs

p* Le conjugué de p; % + 1% =1

E F.G Espaces de Banach

XY, 7 Espaces métriques

L(E.F) Espace des opérateurs linéaires de £ dans F’
L(E,F) Espace des opérateurs linéaires et bornés (continus)
Ex Dual topologique de I'espace FE

EF Dual Lipschtiz de I'espace E

(x*, ) = (z, %) = z*(x)

Crochet de dualilé entre E et E*

L

Espace de Lebesgue

p
Bp = {z € B [|lz]| < 1}

Boule unité fermé de F

Bp-

Boule unité fermé de E*

Bg: Boule unité fermé de Ef

IL,(E, F) L’ensemble de tous les opérateurs p-sommants de E dans
F

p(T') La borne inférieure des constantes vérifant 'inégalité (2.4)

Hﬁ(X YY) L’ensemble de tous les opérateurs Lipschtiz p-sommants de
X dans Y

m, (T) La borne inférieure des constantes vérifant 'inégalité (3.1)

TABLE 1 — Tableau des notations




Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on a donné les notions et les outils qu’on aura a utiliser
dans ce mémoire. Dans la premiere section de ce chapitre on définit les espaces
vectoriels, les espaces topologiques, les espaces métriques, les espaces normés,
et les espaces de Banach qui vont jouer un role fondamentale dans toute la
suite. Un autre outil puissant qu’on aura besoin c¢’est la topologie faible et
faible-x qui sera l'objet de la deuxieme chapitre, enfin la derniere section
va exposer des théoremes de base de 'analyse fonctionnelle concernant les
opérateurs linéaires.

1.1 Espaces de Banach

Définition 1.1.1 Soit E un ensemble quelconque, on définit sur E une premiére
loi interne + :

+:ExE—FE

qui vérifie :

Ve,y e K r+yek stabilité,

Ve,y e K r+y=y+x commutativité,
Vo,y,2 € E (r+y)+z=z+(y+2) associativité,

Jee E\Vx e B r+e=et+r==zx élément neutre,
Vee F,dJt € £ r+it=r+xr=e€ élément symétrique.



Une deuxieme loi externe - :

- KxE—FE
qui vérifie :
Ve e E,Va € K a-r ek stabilité,
Ve € E,Va, € K a-(f-z)=(apf) -z associativité,
Vo,y € E,Va € K a-(x+y)=(a-x)+(a-y) distribution de - sur +,
Vo € E Vo, €K (a+p)-x=(a-z)+(B-x) distribution de + sur -,
Ve ek lxk-x=x élément unité.

Le triplet (E,+,-) s’appelle espace vectoriel surle corps K. Les éléments
de E s’appellent des vecteurs. Les éléments de K s’appellent des scalaires.

Définition 1.1.2 Un sous ensemble F' d’un espace vectoriel (E,+,-) sur le
corps K, s’appelle sous-espace vectoriel et on le note par (F,+,-) s’il

vérifie :

1. F+ .

2. Vx,y € F r+yel stable pour +,
3. Ve e F.Vae K a-xeF stable pour -.

Exemple 1.1.1 Voici des simples exemples :

1. (R, +, ) la droite numérique munie de l’addition et la multiplication habituelle
présente un espace vectoriel.

2. Soit E un espace vectoriel, et soit I’ensemble :

F(E,K)={f: E — K}.
On définit l'addition et la multiplication sur cet ensemble par :

VreE (f +9)(x) = fz) + g(x),
Vo € E,\Va € K (af)(z) = af(x).

Le triplet (F(E, F),+,-) est un espace vectoriel.



Définition 1.1.3 Soit E, I deux ensembles quelconque. On définit sur £ une
topologie T qui est une famille de sous-ensembles de E qui vérifie :

1.9, Fer.

2. Toute intersection finie d’éléments de T est dans T c-a-d :

3. Toute réunion quelconque d’éléments de T est dans T c-a-d :
UieIOi cT.

On appelle le couple (E,T) espace topologique dont les éléments sont
appellés des ouverts.

Exemple 1.1.2 Soit E = {a,b,c,d} ot

T= {E7®7{a}7 {avb}}

Le couple (E,T) est un espace topologique.

Définition 1.1.4 Soit E un ensemble quelconque. On appelle métrique sur
E toute application définie par :

d:ExE—R,

qui vérifie :

Ve,y e B dlz,y) =0 x=y séparé,
Ve,ye E d(z,y) = d(y, x) symétrie,
Ve,y,z € B d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2) inégalité triangulaire.

Le couple (E,d) s’appelle espace métrique.

Exemple 1.1.3 Si E = R l'application d : (v,y) € R> — | —y| € R, est
une distance sur R.

Remarque 1.1.1 Les espaces métriques sont des espaces topologiques.



Définition 1.1.5 Soient (Ey,dy) et (Ea,do) deuz espaces métriques. Une
application bijective f : E1 — FE5 est nommée isometrie si, pour tous x et
y de Ey,

dQ(f(‘r)a f(y)) = d1($,y>.

Définition 1.1.6 Soient (E.d) et (F,d) des espaces métriques. Une appli-
cation f de E dans F est un isomorphisme si :

1. f est bijective.

2. f et sa réciproque f~1 sont continues.

Définition 1.1.7 On dit qu’un espace métrique complet E est un complété
(ou une complétion) d’un espace métrique (E, d)si, les deux conditions suiv-
antes sont satisfaites :

1. E est un sous-espace de E.

2. E=E.

Définition 1.1.8 Soit (E,+,:) un espace vectoriel sur le corps K. On ap-
pelle norme sur E une application définie de E dans R, comme suit :

z— |z,
telle que :
1Nz e E |z]| =0 2 =0,
2.Vz € E,VA €K [Az ]l = [Alll]l,
3. Va,y € E [z +yll < [l=] + [lyl-

Le couple (E, ||-||) est appelé espace normé.
Si la condition 1) est suprimée, l'application qui a x fait correspondre ||z||
s’appelle semi-norme. Alors ||x|| peut étre nul sans que x le soit.

Exemple 1.1.4 On peut définir sur l’espace réel R™ les normes suivantes :

1.
n
Izl = Jal,
=1

n

1/2
lall = (Do2)

i=1

9



|l = s .

Remarque 1.1.2 Définissons l’application :

d:ExE — R,

Montrons que d est une métrique sur E, pour tous x ety de E :
Ldz,y)=0<|z—y|=0c2z—y=0cz=y.

2. d(z,y) = |[—(z —y)l = lly — |l = d(y,z).

3. d(z,z) = |z =zl = [lo —y+y—2| < llz—yl+lly—=zl = d(z,y) +d(y, 2).

Donc d est une métrique sur E que 'on appelle métrique associée a
une norme ||-||.

Corollaire 1.1.1 Tout espace vectoriel normé est un espace métrique.

Remarque 1.1.3 L’%inverse n’est pas vrai.

Définition 1.1.9 Dans un espace métrique (E,d), on appelle suite de Cauchy

toute suite (x,) d’élément de E ayant la propriété suivante :
Ve>0,IreN:(p>retq>r)= dz,z,) <e.

Définition 1.1.10 Un espace vectoriel normé E est dit espace de Ba-
nach, si il est complet. C’est-a-dire si toute suite de Cauchy (z,), de E
est convergente dans E.

Exemple 1.1.5 1. La droite réelle constitue un espace de Banach.
2. Soit K un espace de Hausdorff compact. On désigne par :

Ck ={f: K — C},
Ck est un espace de Banach dont la norme :

If|I' = supl f ()]
zeK

10



3. Soit 1 < p < oo un nombre réel, l'espace formé par les suites (xy,)nen,

telle que :
>zl < oo
n=0

munt de la norme
Jally = (E]%W) (1.1)

est un espace de Banach qu’on le désigne par 1,(R) ou l,.
4. L’espace formé par les suites bornées est un espace de Banach noté [ (R)
(ou ls) dont la norme

[ (@n)nlloo = sup|a,|.
neN

6. Soit (2, %, 1) un espace mesuré, f une fonction X-mesurable. On définit
suivant les valeurs du réel p les normes suivantes

1l = 1 (Jals@®Pan()? 1 <p<oo
inf{C,|f(x)| <C, pp sur Q} p=o0.

Pour 1 < p < oo, lespace de Banach L,(j1) = L,(2, 3, ) représente l’es-
pace de toutes les classes d’équivalences, modulo [’égalité presque partout, des
fonctions X-mesurables telles que || f||, < oo, X est la tribu de Lebesgue et p
la mesure de Lebesgue.

1.2 Opérateurs linéaires

Définition 1.2.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K.
On appelle opérateur de E dans F toute application u définie de E dans F
par :

uw:Du)CE — F
r — y=u(z)

L’ensemble D(u) de tous les x € E pour lesquels l'opérateur u est défini,
s’appelle domaine de définition de 'opérateur u.

11



Définition 1.2.2 L’opérateur T est dite linéaire, si pour tout v,y € F et
rekK:

wz+y) = ulzr)+uly),
u(Ar) = Au(z).

En d’autre terme, u est linéaire si, et seulement si :
Va,y € E,VA,peK u(Az + py) = Au(x) + pu(y).
Remarque 1.2.1 Dans le cas F = K, on trouve les formes linéaires.

Définition 1.2.3 L’opérateur u est continu au point xq, Si :

Ve >0, 30 >0 tel que : Vo € E, ||z — zo]| < 6 = [Ju(x) — u(xo)| < e.

Puisque la continuité de u peut étre caractérisée par les suites, u est continu
en xqo si pour toute suite (x,)nen C F tel que :

. -l o = u(zn) lI-lle u(wo).

Définition 1.2.4 Un opérateur linéaire u de E dans F est dit borné s’il
est défini partout dans E et transforme tout ensemble borné de E en un en-
semble borné de F'.

La linéairité de u entraine [’équivalence de cette définition avec la précédente.

Théoreme 1.2.1 Soient E et F des espaces normés. Soit u un opérateur
linéaire de E dans F. Alors

u est continu <= u est borné.
Donc on a,
u est borné = 3IM > 0,Vx € E : ||u(x)||r < M||z| g

La borne inférieure des nombres M vérifiant ['inégalité précédente s’appelle
norme de 'opérateur u et se note ||ul|,

[ull = nf{M =0 flu(z)[[r < M||z|[z}.

Pour plus de détails voir [10, p. 215-216].

12



Remarque 1.2.2 Si E et F sont des espaces normés, alors L(E, F) [’est
aussi. L(E, F) est noté L(E) si F = E.

Théoreme 1.2.2 Pour tout opérateur borné u d’un espace normé dans un
espace norme, on a :

Jull = sup flu(@) | = sup L
< o Tells

Définition 1.2.5 Soit E un espace vectoriel normé. On appelle dual topologique
de E et on le note par E* l'espace L(E,R) de toutes les formes linéaires
continues définies sur E. E* est un espace normé, et on définit la norme de

u € E* par l'une des formules équivalentes suivantes :

1.
I —Cil
z€E—{0} HiUH
2.
|ul| = sup |u(z)];
lz]|<1
3.
|ul| = sup |u(z)|;
[lz]|=1
4.

|u|| = inf{M > 0, |u(z)| < M|z|;z € E}.

Cela permet d’écrire
u(@)| < [ful] - [Jz]].

Pour des raisons qu’on va voir, on utilise souvent la notation
u($) = <ZE, u>>

(ou des motations voisines). Le dual de E* est appelé bidual de E et noté
par E**, i.e. l’espace des formes linéaires continues sur E*.

Définition 1.2.6 Soit ["injection canonique suivante :

Jp: E — E™, (1.2)

13



qui a tout © €E associe Jg(x) telle que
(Jp(x),x*) = (x,2*), 2" € FE"
cette application est une isométrie i.e,

()]

g = ||z||p, VzeFE

On dit que l’espace de Banach E est réflexif si
Jep(F)=FE" (Jg bijection)

Introduisons la notion d’espace réflexif [4, p. 39].

Parmi les outils principales qu'on aura besoin la notion d’opérateur dual.
Voir [10, p 223-224].

Définition 1.2.7 Soient E et F deux espaces de Banach, u un opérateur
linéaire borné de E dans F', on appelle opérateur dual de u et on le note par
u* application :

u* F*— B

qui vérifie :
Ve e E,\Vy* € F*: (u(z),y*) = (x,u*y*).
Théoréme 1.2.3 Siu est un opérateur borné, donc u* l’est aussi et on a

lullc,ry = 10| (e 1) (1.3)

1.3 Topologies faible et faible-x

Soit (z,,) une suite de points d’un espace vectoriel normé E. Soit f € E*,
il se peut arriver que (f(x,)) converge cependant que (z,) ne converge pas,
d’ou les deux définitions suivantes, voir [3, p. 67].

On définit sur I'espace de Banach F, en plus de la topologie forte (associée

a la norme), la topologie faible o(FE, E*) (est la topologie la moins fine sur F
rendant continues toutes les formes linéaires sur F). Soit (z,), une suite de

14



E, et z € E. On dit que (x,), converge faiblement vers x si et seulement si
pour tout x* € E*
(", x) = lim(z", z,,).
n

De méme, on définit sur 'espace de Banach E* la topologique faible-x,
pour chaque x € F on considere ’application

o, E — R
fo= euf) = (f,2)

La topologie faible-x notée o(E*, E) est la topologie la moins fine sur E*
rendant continues toutes les applications (¢ )zcp-
Soit (x}), une suite de E*, et z* € E*. On dit que (z}),, converge *-faiblement
vers z* si et seulement si pour tout x € F

(x*, z) = lim(z}, x).

1.4 Formules et inégalités

L’inégalité de Holder Soient

a=(ag,...,a,),b=(by,....0,) ER" p>1

on a :

zn:|akbk| < (zn:|ak|p>1/p<zn:|bk p*>1/p*. 14
k=1 k=1 k=1

Dans le cas continu, pour toute fonction f € L,(u),g € Ly+(p) on a :

*

[ it@siane < ([ ropane)”"( [ soran) " 0

L’inégalité de Minkowski Soient

a = (al, ...,an),b = (bl, ey bn) S Rn,p >1

on a :

(i’ak + bk’p> v < (ihk‘p) w + <i’bk’p> l/p. (1.6)
k=1 k=1 k=1

15



Dans le cas continu, pour toute fonction f,g € L,(u),p > 1 on a:

([1r0+sran)” < ( [15pan)” +( [ oran)”

Pour la démonstration voir [10, p. 46].

1.5 Théoremes fondamentaux

Soit E un espace vectoriel sur R.

Définition 1.5.1 Soitx,y € E , on appelle segment joignant les deuz points
x,y l'ensemble de tous les éléments de la forme

ar+py,  «pf=20, a+f=1

Définition 1.5.2 Un ensemble M C FE est dit convexe, si Vx,y € M, le
segment joingant ces deux points est inclu dans M.

Définition 1.5.3 Soit A C E, on appelle enveloppe convezxe de l’ensemble
A le plus petit conveze contenant A, et le note par conv(A).

Théoréme 1.5.1 (Théoréme de Hahn-Banach forme analytique).
Soit
p:E—R

une application qui vérifie :
p(Ax) = A\p(z), VreE, VA > 0.
plx+y) <p(x)+ply), Vo,ye k.

Soit d’autre part, G C E un sous espace vectoriel et soit g : G — R une
application linéaire telle que

o@) <ple),  Veed.
Alors, il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, i.e.

g(z) = f(x), Vr € G.

16



et telle que
flz) < p(a), Vz € E.

Pour la démonstration de ce théoreme voir [4, p. 2.

Remarque 1.5.1 Concernant le dual topologique d’un espace normé, on
peut introduire la norme moyennant le produit de dualité entre E et E* de
la maniere suivante :

g+ = sup |(z,2")|.
rEBE

[E
Les trois corollaires suivants ainsi que leurs démonstrations proviens de
[4, p. 3-4].

Corollaire 1.5.1 Soit G un sous espace vectoriel de E et soit g : G — R
une application linéaire et continue de norme

G- = sup |(z, g)|

r€Bg

g1

Alors, il existe f € E* qui prolonge g telle que :

£l = llglla=-
Corollaire 1.5.2 Pour tout xo € FE, il existe fy € E*, tel que
1 foll = [|zoll et (fo, zo) = [lzol[*.
Corollaire 1.5.3 Pour tout x € E on a :
x| = su ;)| = max |(f, z)].
Joll = sup [(f,0)] = g |{f, )

c-a-d le sup est atteint.

Définition 1.5.4 Soit E un espace normé, on appelle hyperplan d’équation

l’ensemble

H={z€E, f(z)=a}l

avec, f est une forme linéaire et a € R.

17



Définition 1.5.5 Soient A C E et B C E. On dit que ’hyperplan H
d’équation [f = a| sépare A et B au sens
1. large st

flz)<a; VYxeA e f(r)>a; VreB
2. strict si
>0, fr)<a—¢ VreA e f(r)>a+e VreB
Notons qu'un hyperplan est fermé si et seulement si sa fonction f est continue.

Théoréme 1.5.2 (Théoréme de H-B premiére forme géométrique).
Soit 2 un espace normé et A, B C E deux ensembles convexes, non vides,
disjoints. Supposons que A est ouvert, alors il existe un hyperplan fermé qui
sépare A et B au sens large.

Théoréeme 1.5.3 (Théoréme de représentation de Riesz). Soient1 <
p < oo et e (LP)*. Alors il existe u € LP" unique telle que

(orf) = /uf Vi e I?.

De plus, on a
[ull o = l[ll(zr)--

Pour plus de détails voir [4, p. 61]

Remarque 1.5.2 Dans la suite on va noter u(x) par ux.

18



Chapitre 2

Opérateurs p-sommants

Dans ce chapitre on a défini les opérateurs p-sommants (1 < p < o00)
et étudié leurs propriétés (d’idéal et d’injectivité) fondamentales, les deux
théoremes de domination et de factorisation due a Pietsch.

2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 2.1.1 Soient 1 < p < 0o et E un espace de Banach. Une suite
(x) dans E est fortement p-sommable si la suite scalaire (||zx||) est dans
,. On note par (,(E) l’ensemble de toutes ces suites dans E dont la norme

définie par \
Il = (D lleell”) " (2.1)
k

Définition 2.1.2 Soient 1 < p < o et E un espace de Banach. Une suite
(xx) dans X est faiblement p-sommable si les suites scalaires (f(xy))x
sont dans ¢, pour toute f € E*. On note par Eg“ible(E) I’ensemble de toutes
ces suites dans X dont la norme définie par

Sl

x| = su )P ). 2.2
o) = sup. (;m o) (2:2)
Dans le cas p = 0o

() = Lo (E), [z [I72" = |(z4) oo = sup [|zll- (2.3)

1<k<n
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Définition 2.1.3 Supposons que E et F' deux espaces de Banach et u : E —
F un opérateur linéaire. On dit que l'opérateur u est p-sommant, (ou ab-
solument p-sommant), si il existe une constante C' > 0, et pour toute
suite finie (xg)}_, de E on a

(Sturele) < sup (Siatanl) (2.4)
k=1 @ €Bps N1y

On note par IL,(E, F'), l’ensemble de tous ces opérateurs de E dans F', et par
mp(u) la borne inférieure des constantes C. vérifant (2.4).

Remarque 2.1.1 1. De (1.1) et (2.2), la formule (2.4) peut s’écrit :
(uzr)ioally < C - )izl (2.5)

Donc les opérateurs p-sommants transforment des suites faiblement p-sommantes
vers des suites fortement p-sommantes.
2. Sip =00, la formule (2.5) s’écrit :

[ (uae)P_ylloe < C - || ()i, || L0

o ’

et de (2.3), on aura :

sup ||uxg|| < C - sup |lxk].
1<k<n 1<k<n

On conclut que si p = 0o l'ensemble Il (F, F') sera identique a L(E, F).

Proposition 2.1.1 (La relation entre l’espace 11,(E,F) et l’espace
L(E,F)). Soitu: E — F un opérateur linéaire. Si u est p-sommant. Alors,
u continu.

Preuve. Prenons le cas n =1 dans (2.4). Soient
uvell(E,F)etx e E
donc

luz]| < mp(u) - sup |z*(x)|

en vertu du Corollaire 1.5.3, on constate que
[uz|| < mp(u) - ||z
qui exprime la continuité de u sur E. Avec I'inégalité intéressante

[ull < mp(w). (2.6)

20



Proposition 2.1.2 L’ensemble IL,(E, F') muni de l’addition et de la multi-
plication par un réel est un espace vectoriel.

Preuve. Montrons que IL,(E, F') est un sous-espace vectoriel de L(E, F').
1. II,(E, F') est non vide, car u = 0 (I'opérateur nul) on a

z*EBpx*

0<C- sup <zn:|x*(xk)|p);, vC > 0.
i=1

2. Soient u et v deux opérateurs p-sommants, ou il existe C; telle que
n 1 n 1
(S} < e sup (Sl (w)lr)’
k=1 e*€Bpx Ny
et il existe C5 telle que
n 1 n 1
(Sleael)” <G sup (Sl ()
k=1 r*€EBpx* 1

Appliquant 'inégalité de Minkowski (1.6), on trouve

(b eredr) < (Sedr)’ + (e’

<C- sup (ilw*(m)lp)’l’ (2.7)

r*€Bpx*

par conséquent
u+vell,(E,F).

3. Soient u un opérateur p-sommant et o un réel quelconque, donc il existe
C telle que

(Slemealr)” = - (Yl

< la|C - sup (i|x*(mk)|p>; (2.8)
k=1

CE*EBE*

par conséquent
(au) € IL,(E, F).

Proposition 2.1.3 7, est une norme sur lespace I1,(E, F).
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Preuve. Pour tous u et v deux opérateurs p-sommants et (zx)}_; une suite
d’éléments de E, on a
1.

mp(u) >0

(car les constantes C' sont positives).

2. Si m,(u) = 0 donc
(Y luanl)” =0
k=1

c-a-d u est nul. Si I'opérateur nul vérifie (2.4). Alors

0<C- sup |z*(xy)|, VzekFE.

x*GBE*
Il est clair que la borne inférieure des nombres C' est 0, donc
mp(0) = 0.

3. Soit a un réel quelconque, on va montrer que my(au) = |a|m,(u).
Comme u € IL,(E, F'), on a d’apres I'inégalité (2.8)

mp(au) = inf(|a|C)
= |a|infC

= |a|m(u).

4. Soient u et v deux opérateurs p-sommants, on a d’apres I'inégalité (2.7)
mp(u+v) < mp(u) + mp(v).

Proposition 2.1.4 Le couple (IL,(E, F),m,) est un espace de Banach.

Preuve. Montrons que si (u,), est une suite de Cauchy de IL,(E, F'), alors
elle converge dans le méme espace.
On a
Ve > 0, Fjo, Vi >G> jo, mp(u; —u;) < e
Donc, pour toute suite finie (z)7_; d’éléments de E on a

(D~ wiralr) <2 s (Sla)

k=1 T*EBpx*
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Sii— 400
(Sl —und) <@ s (Shrear).  (@9)

b1 r*€EBpx*

Et puisque II,(E, F') C L(E, F), on trouve u; — u dans L(E, F), et d’apres
I'inégalité (2.9)

u; = u dans L(E,F).
Théoréme 2.1.1 (Théoréme d’inclusion). Sil <p < q < co. Alors,
1,(E,F) C 11,(E, F).

En plus
Tg(u) < my(u).

Preuve. Soient (x)}_; C E et A\, = ||u:vk||%71, donc,
[udizi|[” = Xglluay|[” = [luzk |
par suite

(i\\u:ﬂk\!‘ﬁ; = (iumkxkﬂp); (2.10)

siw e Il,(E, F), on aurra

<Z||u)\kxk||p> < mp(u) - sup (ZAPL'E Tp |p>

r*EBpx*

De la formule (2.10), on trouve

<Z||uxk||> < m,(u)- sup (Z)ﬂx >

r*EBpx*

Soit d’autre part o = # et = %. Comme



On peut appliquer I'inégalité de Holder (1.2)

(inumnq)’l’ < m(u)-(i(mq%)”- oup (Sl wl)

k=1

IN

< (ankn ) Nl
multipliant les deux membres par

(Zuu:cku )

on trouve
(Zuumku) < () - | () [,

donc

et d’apres (2.11) on a

2.2 Propriété d’idéal

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de composition). Soit 1 < p < oco.

1. Siue L(E,F) etvell,(F,G). Alors
vu € IL(E,G) et my(vu) < my(v) - ||ul.
2. Siu€ell,(E,F) etve L(F,G). Alors

vu € IL(E,G) et my(vu) < v - mp(u).
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Preuve. 1. Supposons que

vell(F,G) et ue L(E,F) et (z)j_, CE.

On trouve
n 1
(Slewzlr)” < mw) - sup (Zw wnl)”
k=1 yrEBp
1
< m(v) - sup ( xkp)p
yEBF* Z| |
1
< m) - ol sup (UL Y
! y*€Bps Z HU ||

de (1.3) < m()-[u’]- sup (Zyx 7 |p)

r*EBpx*
Donc vu € II,(E, G), en plus
mp(vu) < mp(v) - luf-

2. Supposons que u € II,(E, F') puisque v € L(F,G), on obtient :

(Swinr)’ < HUH'(iHmka);

< loll - mpfu) - sup (Zp: np)’.

o*E€Bp»
D’apres ce qui précéde, on tire que
vu € IL(E, G) et my(vu) < mp(u) - [|v]|.
On peut constater les deux propriétés importantes suivantes [12, p. 37-38].

Corollaire 2.2.1 (Propriété d’idéal). Si

UEL(F,F()) et wGﬁ(EO,E),

alors,
vell,(E,F) = uww e II,(Ey, Fy).
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2.3 Propriété d’injectivité

Corollaire 2.3.1 (Propriété d’injectivité). Si F' un sous-espace de Fj
et soit ["isométrie

i F— Fy.
Alors,
uwell,(E F) < iuell,(E, F).
En plus,
i) = my(u).
Preuve. - Le premier sens est immédiatement tiré d’apres la composition
et on a :

mp(iu) < mp(u). (2.12)
- Soit iu € I1,(E, Fy), donc pour toute suite (xi)i_, C E, on a :

(ZH iu)x|/? ) < mp(iu) - sup (Z|x T, |p>

x EBE

Mazis, comme
n

(Sl (Znuxknp)

k=1
Donc .
(ZHukap) < mp(iu) - sup <Z]a: T, \p)
k=1 z*€Bp~
c-a-d
u € IL,(E, F).
En plus, on a
mp(u) < my(iu). (2.13)

De (2.13) et (2.12) on trouve

mp(iu) = my(u).
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2.4 Exemples

Soient K un compact et la fonctionnelle §; définit, pour tout k € K, par
On remarque que d;, € C(K)*.
Soient p une mesure de probabilité sur K et 1 < p < oo.
1. L’opérateur suivant constitue un exemple de base pour les opérateurs p-

sommants.
Soit ¢ € L,(K, p1), Vopérateur de multiplication suivant

M, :C(K) — Ly(K,p)

fo= My(f)=Ffe¢
Cet opérateur est p-sommant, avec
(M) = [[o]-

En effet, soit (fx)i_,; € C(K), on a

(M (F))i I <§;‘|Mw(fk)|yg);

(kiufwug)i

- <i/l(|90(t)|1’|fk<t)’pdu<t)>;
( /K §|fk<t>rp\so<t>rpdu<t));
(

/KZ!<5t,fk>\p!go(t)\pdu(t)>

S =

'ﬁ\»—‘

< su ( o, p / t)[Pdp(
teII() Z| t> Ji) ’ | (E)[Pdpu(t
< sup Ot, fr)|

lels @K*(Z' FOP)
< lelly - 1A I
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Donc l'opérateur en question est p-sommant et on a

Tp(My) < [|ollp-
Mais, d’apres 'inégalité (2.6), on a
Tp(My) 2 [[Mollp = llllp-
Par conséquent
mp(My) = [[ol[-
2. Comme cas particulier, 'opérateur
By CK) = LK.
I = Jp(f) = fy

est p-sommant et de plus

mp(Jp) = 1.
En effet, il suffit de prendre ¢ = 1 dans 'exemple précédent.
3. L’opérateur d’inclusion suivant

iy Loo(B 1) = Ly(K.p)
fo= ()=
est p-sommant et on

mp(ip) = 1.

2.5 Théoréemes de Domination et Factorisa-
tion de Pietsch

On rappelle qu'une mesure de probabilité sur un espace compact K est
une mesure positive de Radon p € C'(K)* telle que u((K) = 1.

Théoréme 2.5.1 (Théoréme de Domination). Soient 1 < p < oo et
u € L(E,F). Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. u absolument p-sommant.

2. 1l existe une mesure de probabilité i sur Bg- et une conctante C' > 0 telles
que pour tout x € F :

1
luz] < 0(/ 2 @)Pdp(a?)) s Ve e B, (2.14)
B
La démonstration est provienne de [2, p.28-30]
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Preuve. 1= 2) Soient
well,(E,F) et m(u)=1.

On considere les deux sous-ensembles suivants de C'(Bg-) ('espace des fonc-
tions faible-* continues sur Bp-) :

1 ={f € C(Bw), sup f(z*) <1},

z*€Bpx
et

Sz = conv{f € C(Bg-), f(a") = [*(x)|", |luz|| = 1}.
Montrons que S est convexe. Soient

fi,fo€S; et 0<a<l.

On a
sup {afi +(1—a)fo}(@") < «a sup fi(z*)+(1—a) sup fo(z")
Tz*€EBpx* Tr*EBpx* Tz*EBpx*
< a+l—a
= 1.

Donc, S; est convexe, de plus il est ouvert.
Soit, d’autre part f € Sy, donc il existe une suite (zx)}_; € E et des scalaires
positifs A, ..., A, avec

YAk =1 et Juzg| =1, pourtout k=1,.,n

tels que
Flx) =50 Ala* () [P (en vertu de la convexité)
donc
n
sup f(z*) = sup > Aela"(zp)[”
z*EBp« T*EBpx* 1
n
= sup Z|x*(/\,:a7k)|p
v €Bpx j

vV
—
]
>
x>
=
>
ol
5
3

de (24) = > Nefluz,|”



Par conséquent la fonction f n’appartient pas a S, ce qui fait que les deux
sous-ensembles S et S5 sont disjoints. Par la application du Théoreme Hahn-
Banach (1.5.2), il vient qu'’il existe A > 0 et une mesure de Radon u sur Bg-
telles que :

Jo,. F@)dpa) <X VfeS et [y fa)dp(a*) >\ Vf €S,

Comme d’une part, S; contient toutes les fonctions négatives, la mesure p
doit étre positive, ce qui nous permet d’assurer qu’elle est une mesure de
probabilité.

D’autre part, S contient la boule unité ouverte de C'(Bg-+), donc

[ pendua) < s fa). e s,

par conséquence \ > 1.
D’apres ce qui précede, on peut dire que si z € E et |juz| =1

Jp,.

ce qui entraine (2.14).
2= 1) Soit (x4)p_, C E donc

r(@)[Pdp(z™) 2 1 = |luz]]”.

S =

uz| < 0(/ |x*(xk)]pdu(x*)> L Vk=1,..n.
B+
Ce qui entraine

uel? < ([l @oPdute)). VE =L
B~
Par sommation des membres de la suite, on obtient

Slualr <3 ([l @olduta)) vk =1,.om
k=1 1/ Bpx

k=
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et puisque la somme est finie

S sl < m}:ﬁ/\wxﬂwu )
k=1

<cof (SJe (aPdua”))
Bpx " =1
< O sup 2" () [P dp(z”)
I*EBE*; Bgx
< C? sup Z|x () [Pu(Bg+)
e €Bpx 1
< C” sup Z|x*(xk)|p
.Z‘*EBE* =1

Donc

hSA

(Stetr)’ = (s Soter)

x GBE*
1
=c7wp(§]fumﬁ?
x*EBE* k=1

ce qui implique que u est p-sommant.
Lemme 2.5.1 Soient (2, , 1) un espace mesuré, tel que
u(2) <oo et 1<p<qg<oo.

1. Si f € Ly(p). Alors,

feLy(u) et [Ifll, < n()r 5| £, (2.15)

2. 5i f € Loo(p). Alors,

FeLyu) et [Iflly < u)7 ) f]lw
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Preuve. Soit r = ﬁ et puisque
1 _
Lop_a-p v,

roq q q
1. Par l'application de I'inégalité de Holder, il vient

I = ([ o7
= ([ 1 1rpd)?
< (/ W) ([ 1Pt
= @) ([ 171w’

= w5 £l

2. Si on pose ¢ = 00, il découle

1£1lp < 17 |1 foo-

Remarque 2.5.1 Par la suite on va donner une deuxieme démonstration
du Théoréeme d’Inclusion en basant sur le Théoréme de Pietsch et le lemme
précédent.

Soient u € IL,(E, F) et 1 <p < g < oo donc

D=

ledu(a))
Wdp())"

huall - < mp(w)( [, ot

De (215) < mp(w)( [y, |2

Q=

Par conséquent u € IL,(E, F'), et de plus
() < my(u).
Citons quelques conséquences du Théoreme de Domination de Pietsch.

Théoréme 2.5.2 (Théoréme de Factorisation). Soient l'injection isométrique

i:E — C(Bg+)
r — i(x) =2"(x)
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et l'application identique
Jp: C(Bp=) = Ly(Bp=, 1)

avec |1 une mesure de probabilité. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. uell,(E,F).
2. 1l existe une mesure de probabilité sur B« et une application bornée

w: G (E) =G — F

telle que
Wipl = U.

Dans ce cas w est choisie telle que

[w]l = mp(w).

Preuve. 1= 2) Soit u € II,(E, F), on doit démontrer lexistence de l'ap-
plication w définie ci-dessus.
Soit x,y € E tel que

(Jpi)r = (Jpi)y = f € (jpi)(E)

donc
Juz —uyll = [fu(z— )|
(e (251) < m)([ @ plduta)?
< mylu) / 1Goi) (& — y)[Pdp)?
< m@l0Gp) ) — God) W)l
= 0.
Donc
ur = uy.

Alors, on peut définir Uapplication w de (j,0)(E) dans F par :

wf =ux
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E F
1 1w
2 Jo
i(F) G
C c
= . ij
C(Bg-) Ly(p)

FI1GURE 2.1 — Diagramme de factorisation d’un opérateur p-sommant

et on a
u=wjyi et |wfllr < m(u)|lfll, (2.16)

1l vient de la dérniere inégalité que 'application w est bornée.
2 = 1) Supposons qu’il existe une mesure j1 de probabilité sur Bg« et une

application w telle que
U = Wipl.

Mais, comme on a démontrer que
Jp € Up(C(Bp-), Lyp(Bp=, 1)) et mp(jp) = 1.
Il vient de la propriété d’idéal des opérateurs p-sommants que IL,(E, F') et
mp(u) < Jw]- (2.17)
D’apreés Uinégalité (2.16) et (2.17), il découle que
[w]] = mp(w).

Remarque 2.5.2 A l'aide du diagramme illustré par la figure (2.2), on peut
décomposer un opérateur p-sommant autrement :

Lpu = Ulpv.
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avec
157 ={f:Bp- > K: sup |f(z")] < oo},

$*€BF*
et v =jsi, et |u|l =1 et
m(u) = ||al. (2.18)
Voir [1, p. 17].
u
E F _
L
(3 EEF'
iv u
Lo (p) Ly(p

FIGURE 2.2 — Deuxieme diagramme de factorisation d'un opérateur p-
sommant

Le Théoreme de composition 2.2.1 fait la composition des opérateurs p-
sommants et les opérateurs bornés. La Proposition suivante établie la com-
position des opérateurs p-sommants et q -sommants.

Proposition 2.5.1 Soient 1 < p,q < 0o et u € IL(E, F) et v € II(F,G)
et

1. 515 > 1. Alors,

vu € II,(E,G) et ms(vu) < mp(u)my(v).
2. 851s<1. Alors

vu € IL(E,G) et m(vu) < mp(u)my(v).

La démonstration de cette proposition provienne de [2, p. 35-38].
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Preuve. 1. 5is>1.
Comme w € IL,(E, F), donc il existe d’aprés le Théoréme de Factorisation

(2.5.2), une application bornée w sur G = (j,i)(E) C L,(Bg-, j), telle que
U = Wjpt.
Soit y* € F*, donc
Yy w = (jpi)(E) C Ly(Bg~, p) = K,

cette application est continue. Moyennant le Corollaire (1.5.1) du Théoréme
de Hahn-Banach, on constate qu’on peut prolonger cette application sur tout
Uespace L,(Bg-, jv) par une application g et telle que

e < mp(w)[ly]l- (2.19)

gl
Remarquons d’une part que
g€ Lp*(BEMPJ)a
et d’autre part
w* : F* — G" C Ly«(Bpg~, ).
y. = wy =g
On peut conclure que pour tous r € K

y (uz) = ((wjp) z)"(y)

= wy ((Jpi)z)
:/B v*(2)g(z")du(z*)  Va € E. (2.20)

Remarquons que
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et

* * p p

D + p _ p—1 p—1

En se basant sur l'inégalité de Hélder, l'inégalité (2.19) implique

ly* (uz)] < /B " ()| ]2" ()]s g (") |dps(2”)

IA
/N
S
!
EX
*
—
=
T w
U
=
8
*
~—
N—
|
S
!
EX
*
8
=
S
8
=
ﬁ*
S
=
—~
8
*
N—
S

IN
/N
B

*
—~
N
)

QU
=
8

*
~—

~——

IA
/N
S
9
B
*
—~
=
)
QU
=
8
*
~—
N—
|
B
*
&
~
_=
=
—~
&
=
S
S
=
&
*
N—
Q|
/N
Sl
3
S
8
Z
S
U
=
—~
&
N
N—

Soit la suite (xy)}_, € E, et on pose

2z, = xk</ |x*(:vk)|sd,u(x*)> "o k=1,2,3..n
B

Avec cette notation, le systéme précédent s’écrit

Pate))" ([ ot ’

@l < (f *|x*<zk>|5du<x*>);( | e o) dina) )

(/B *|g(x*)|p*du(x*));*(/3 *|x*(xk)|8d,u(x*)>(p)52</3 *Ia:*(xk)lsdu(w*));

—s 1

([ 1o @ran) ™ ([ @)l dute))"
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Ce qui implique

el < ([ loPau)” [l dute)
<( [ )™

Mais, par hypothése on a

§_|_§:1 = g:__l
P q p s
—sq =S ,q q s
= = (T 1) =—2+" (2.21)
(p)? ¢ s p p
—S S S S
LM s, a5 5,4y
P? » p p p p p

Donc

el < ([l de)” [ ol die),

Par sommation des deuxr membres, on aboutit a

(D) = ([ o) (3 [ ol )

1

< (/B*lg( ol )3 / Z\x P9 duu(z >)a
< (/B *|9(91:*) me: ))59:*5591;(2‘%*(%)'5)3(/3 *|g($*)\p*du(x*)>‘lz
< ([ o)™ s (Seor)

3
—

< ol swp (Yl @l?)"

BE* k=1
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Comme v € IL,(F,G) on a

(in(vu)w)l = <i|\(vu)zk|\s(/ 2° ()l ("))
s+ (inwu)zkn (3 1 topiute)’

1
s

IN

1 1
< (v) sup ( Y (uzg)|1dp(x” )q sup < ¥ (x) Pdp(z )p
sup. ZI ) P ZI )
1
< my(v) sup ( Z|x ()P dp(x )q sup <Z|x xp)|Pdp(x ))
y*EBpx r*EBgx«
1
< (v) sup ( o (zp)|*dp(z )q
S Z| )P dp(a”) S

ST

X sup ( Z|x* (xk) |sd,u(:(:*))
k=1

r*€EBpx*

IA

m() sup (Dl (@) dule) " sup gl

z*€BR y*EBpx

w =

(2.19) < m,(v) SUP*(Z\x*(:Ck)FdM(SL’*)) ().

LU*GBE
Ce qui exprime que
vu € (B, G) et ms(vu) < my(u)my(v).

2.5 s<1

+ >

v
—_

1
p*

==
|
Ql*—‘

c’est-a-dire
1<qg<p"<oco.

Par Uapplication du Théoréme d’Inclusion (2.1.1), on tire que
vell«(E,G) et mp(v) < my(v).

D’autre part on a p + p* = 1. On applique la premiére partie de cette
démonstration avec

pr=q et s=1.
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On trouve
v E Hl(E, G)

D’apres la derniere inégalité

m(vu) < () (0).
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Chapitre 3

Opérateurs Lipschitz
p-sommants

3.1 Définitions et propriétés élémentaires

En 2009, Farmer et Johnson dans leurs article [9] ont introduit la notion

des opérateurs Lipschitz p-sommants. Sachant qu’avant cette date 1’étude des
opérateurs p-sommants a été faite sur des espaces normés.
Dans ce chapitre, on va utiliser les notations standard peut étre trouver dans
[12] et [9]. Soient X, Y, Z et W des espaces métriques. On note par ||z —y|| la
distance entre = et y dans X et ||Tz — Tyl la distance entre Tz et T’y dans
Y.

Définition 3.1.1 On dit que Uapplication f : X — Y est de Lipschitz s’il
existe une constante C > 0 telle que

1f(z) = FWl < C -z =yl

pour tous x,y € X. La constante C' s’appelle nombre de Lipschitz et notée
par Lip(f), ot Lip(f) donnée par

Lip(f) = sup 1f(z) = FW)l
wyex Mool

Proposition 3.1.1 /9, Proposition 1.2.2] Si f : X =Y et g:Y — Z sont
de Lipschitz. Alors go f : X — Z est de Lipschitz et

Lip(g o f) < Lip(f) - Lip(g).
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Preuve. Soient f: X — Y et g: Y — Z sont de Lipschitz. Alors pour
tous x,y € X,

(g o f)(@) = (go NWI = lg(f(z))—g

VARVAN
~
~.
A/’B\
\_/\L.i/
S

S

\_/

=

D’olt g o f est de Lipschitz et

Lip(go f) < Lip(f) - Lip(g).

Définition 3.1.2 Soient 1 < p < oo et X un espace vectoriel topologique
métrisable complet. Des suites (xy,) et (yr) de X sont fortement p-sommables
si les suites scalaires (||zi||) et (||yxl|) sont dans €,. On note par £,(X)
l’ensemble de toutes ces suites dans X dont la métrique définie par

I(x) = ol = (Zuxk—yku)

Définition 3.1.3 Soient 1 < p < oo et X un espace vectoriel topologique
métrisable complet. Des suites (xy) et (yx) de X sont faiblement p-sommables
si les suites scalaires (<f,x,>)i et (<f,yr>)r sont dans {, pour toute f €
X% On note par Eg“ible(X) l'ensemble de toutes ces suites dans X dont la
métrique définie par

) = Q)™ = sup (Zu 2~ F)P)’

Supposons que u : X — Y est de Lipschitz entre deux espaces topologiques
métrisables complets X et Y, I'application

U : (LL’k)k — a(l’k) = (u'rk>k7

définie de ¢/**1*(X) dans ¢/*"¢(Y') est de Lipschitz, et on peut dire la méme
chose si u est définie de £,(X) dans £,(Y). Dans les deux cas la norme est
Lip(u). En effet, montrons que u : X — Y est de Lipschitz si et seulement
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si, @ : (90e(X) — ¢Joe(Y) est de Lipschitz. A cet effet, supposons que u
est de Lipschitz et soient (zx) et (y) de £/*™¢(X). On a

la(z,) — aye)|| = |la(ze) — alye)]l)™

= |(uai)e — (uye )]}
1

= sup (Z|g ULy, —g(uyk>|p>

gEBy¢ n

< Lintgon)- mp (Sl - S’

< Lip(u) - [|(zx) = (yk)||f‘”“e

D’ou, @ est de Lipschitz et

Lip(u) < Lip(u). (3.1)

Inversement, supposons que 4 : £J9¢(X) — ¢Joie(Y) est de Lipschitz.
Soient (z1) et (yx) sont de £J*"'*(X) on a ensuite

I i) = (o154 = [[arw) = i) I < Lip(a) - o) — () I

En particulier, si £ = 1, alors :

sup |g(uz) — g(uy)| < Lip(a) sup |f(z) — f(y)|
9eByy JE€Byy

si et seulement si,
luz — uyl|f**e < Lip(a) - [lx — y|lJ**".
et, u est de Lipschitz avec,
Lip(u) < Lip(a). (3.2)

De (3.1) et (3.2), on a
Lip(u) = Lip(a).
De la méme fagon on peut montrer que u : X — Y est de Lipschitz si et
seulement si @ : £,(X) — £,(Y) est de Lipschitz.

43



Définition 3.1.4 Soit 1 < p < co. Une application de LipschitzT : X —Y
est dite Lipschitz p-sommant s’il existe une conctante C telle que pour
toute (x1), (yx) de X et tous réels positifs ag, on a

> ]| Ty = Tyy|P < CP- Sup >kl flak) = )l (3.3)
EOxt

ot By: la boule unité qui est un espace de Hausdorff compact de X*, et X*
le dual Lipschitz :

Xi={f: X = R:|f(z) - f(y)| < C|lx —yl|, pour certaines C > 0, f(0) =
0}; tel que X* est un espace de Banach de toutes les fonctions a valeurs
réelles avec la semi-norme Lip(-). Si on pose a; = 1 en raison de la densité
des nombres, la définition est la méme. On note par 7} (T) la borne inférieure
des conctantes C' pour lesquelles l'inégalité (3.3) est vérifiée et par IL}(X,Y)
l’ensemble de toutes les applications Lipschitz p-sommants de X dans Y .

Proposition 3.1.2 L’ensemble I1/(X,Y) muni de l'addition et de la multi-
plication par un réel est un espace vectoriel.

Preuve. 1l est facile.

Proposition 3.1.3 7T£ est une semi-norme sur l’espace HZ’;J(X, Y).

Proposition 3.1.4 [9, Proposition 1.2.3] Soient X, Y les complétés de X, Y
successivement. Si T : X — Y est une application de Lipschitz, alors T a
une extension T : X — 'Y telle que

A

Lip(T) = Lip(T).

Preuve. Puisque les fonctions de Lipschitz sont continues et X dense dans
X il y a au plus une extension de Lipschitz. Pour montrer qu’'une extension
existe, on observe que si () est une suite de Cauchy de X, alors la condition
de Lipschitz implique que (T'(xy)) est de Cauchy de Y. Aussi si (zj) et
(yx) sont deux suites de Cauchy dans X avec la méme limite dans X alors
|k —yi|| = 0 dout || T(xx) — T (yx)|| — 0 donc lim T'(z) = lim T'(y;) dans Y,

A~

ainsi, on peut définir 7'(lim x) = lim 7'(x)) pour toute (xx) suite de Cauchy
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on a Lip(T) = Lip(T) car :

|7 (lim z,) — T(limyg)|| = |[lim T () — lim T (yz)||
= Hm||7(2x) — T(ys)ll
Lip(T) - lim||zy, — yx|
)

IN

Lip(T) - [|[lim 2, — lim yy ||
Pour deux suites (xy) et (yx) de X.

Une application de cette proposition donne la proposition suivante :

Proposition 3.1.5 Supposons que 1 < p < oo, et X,Y les complétés de
X, Y successivement. o R
Si T : X =Y est Lipschitz p-sommant, alors T : X — Y [’est aussi avec

ou T : extension de T par densité.

Preuve. Pour chaque (), (yx) C X, et tous aj > 0,

> axllTay = Tyell” < (D) - sup (D arlf(wn) = Fl)l”):

k fEBXﬁ &
Soit (4%), (4i) deux suites de X. Alors il existe (xé")), (y,(g")) avec
: P () I TR
lim|| 2, — ;|| =0

et,
lim i — 9| = 0.

Par définition, ) )

T(z) = T(lim z(™).
Similaire, X X

T(j) = T(limy;").



Donc, on a
> arl Ty = Thll? = Y anllim(Tay” — Ty P
— limZakHTx,(C" — Tykn)”p

< 7r TP - sup (thak|f (,ﬁ”))l”)
= w)(T)"- sup (Zak!f @) — [ )\)

FEByy

INA
>]

T) - sup ( arl(x) = Gl ).
g€Bxy

Ainsi, L(T) < 7} (T) et par extension, w/(T) = 7T£’(T|X) < 7T£(T)
Donc, T est Llpschltz p-sommant avec 7. (T) = TE(T) et cela conclut la

p
preuve de la proposition.

3.2 Propriété d’idéal

Avant qu’on énonce et prouve la propriété d’idéal pour les applications
Lipschitz p-sommants, on a le résultat qui trouve dans la Proposition 3.1.1
et dans [13, Proposition 1.2.2].

Dans la théorie linéaire une conséquence de la Définition 2.1.3 est que m,
satisfait la propriété d’idéal pour les opérateurs p-sommants, i.e., siv : X —
Y est un opérateur p-sommant entre deux espaces de Banach X et Y, alors
pour tous espaces de Banach X et Yj et tous u € L(Y,Y)) et w € L( X, X),
l'opérateur uvw : Xy — Y, est p-sommant avec :

mp(uvw) < lul] - mp(v) - [l

Cette propriété avec sa démonstration peut étre trouver dans le Chapitre
2, Corollaire 2.2.1 et [12] par Diestel et al. comme propriété des opérateurs
p-sommants. Dans le cas non-linéaire, il ya aussi la version de la propriété
d’idéal. Cela a été observé par Farmer et Johnson dans leurs article [9] comme
une conséquence immédiate de la Définition 3.1.3 qu’on affirme maintenant
et a prouver.
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Proposition 3.2.1 (Propriété d’idéal dans le cas non-linéaire). Soient
T : X — Y est Lipschitz p-sommant, A: W — X et B:Y — Z deux ap-
plications de Lipschitz, alors BT A : W — Z est Lipschitz p-sommant et on
a7

7 (BTA) < Lip(A) - 7 (T) - Lip(B).

Preuve. Soient (zy) et (yx) de W et ay des scalaires positifs tels que a, = 1
pour chaque k. Comme T est Lipschitz p-sommant et B est de Lipschitz
implique que

A = > | BT Az, — BT Ay,
< Lip(By - > || T Az, — T Ay}
< Lip(B) - my(T)" - by Z|f<Axk>—f<Ayk>|p

= Lip(B)? -7 (T)" - fs%p Z|f o A(xy,) — f o Alyp)|P.
€

Puisque, par définition, f € X* et A : W — X sont de Lipschitz, alors f o A
est de Lipschitz par la Proposition 3.1.1, avec Lip(f o A) < Lip(f) - Lip(A)
et fo A(0) = 0. Donc fo A € W¥ Puisque Lip(f) < 1, on trouve par
normalisation que

A < Lip(B)"-m)(T)"- sup ((LZP( fod) Z‘LZOsz)) sz’;(?(oyfél))

)

feBXii
. Az f o A(yx)
< Lip(B) - nk(T) . Lip(f)PLi E‘o’“
< LipB)-m/(T) leézu( ip(f)" Lip(A Li Lip(f o A)
< Lip(B)? -7, (T)" - Lip(A) - up > lg(zx) — g(ur)I”-
ge

Donc, BT A est Lipschitz p-sommant, et
my (BT A) < Lip(B) - wy(T) - Lip(A).

Farmer et Johnson, dans leurs article [9] ont montré que la Définition
3.1.3 de Lipschitz p-sommant est ’analogue "précise’ de la Définition 2.1.3
en raison de la proposition suivante qui a été prouvé par Farmer et Johnson
dans [9, théoreme 2].
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Proposition 3.2.2 Supposons que 1 < p < oo. Soit T : X — Y un
opérateur linéaire entre les espaces de Banach X et Y. Alors, T est p-
sommant si, et seulement s’il est Lipschitz p-sommant et

7 (T) = mp(T).

Preuve. Supposons que T est p-sommant. Alors, quel que soit le nombre
naturel n et le choix de z1,...,x, de X, on a

n

Z||T$k||p§7p(T)p' sup Z|f($k)|p‘
=1

FeBx

Puisque T est linéaire, alors pour (z;,)7_; et (yx)f_, de X avec xj, = 21, — yi
et on prend a = 1 pour chaque k, on a

DTz = TylP = Z|IT(2k —ue)ll”
k=1 k=

< (mp(T))" - sup (Z’f 2k — Yk ’p>

fE€Bxx

= <7Tp( )P - sup (Z’f 2r) ‘)

J€Bxx

< (m(T)r- sw (Z\f a) = f)l")

D’ou
k

STz = Tud? < (w1 sup (SIS = Sl

feByy N

Cela montre que T est Lipschitz p-sommant et

7 (T) < 7 (T). (3.4)

p

Réciproquement, si T' est Lipschitz p-sommant, alors T est p-sommant
d’apres le Théoreme 2 dans [9] avec

mp(T) < 7l (T). (3.5)



De (3.4) et (3.5), on obtient

Remarque 3.2.1 On observe également que les opérateurs dans [12, Fz-
emple 2.9(a)-(e)] sont des opérateurs linéaires bornés et p-sommants, alors
par la Proposition 3.2.2 tous ces opérateurs sont également Lipschitz p-
sommants. On observe aussi de la Proposition 3.2.2 que les opérateurs de
multiplication 'on trouve dans [12, Exemple 2.9(a)]); M, : C(K) — L,(u) :
f= f-pet[12, Exemple 2.9(c)]; My, : Loo(pt) = Lp(p) : f = f-¢
aussi satisfait ©h (M) = ||l,. Similaire, Uopérateur d’inclusion qui trouvé
dans [12, Ezemple 2.9(b)]; j, : C(K) — L,(u) ot K est un espace séparé
compact (espace de Hausdorff) et u est une mesure de Borel positive sur
K, et [12, Exemple 2.9(d)]; i, : Loo(pt) — Ly(p) pour tout espace mésuré
o-funi (0,3, ) aussi satisfait 7} (j,) = (K et T (ip) = ()P re-
spectivement. Enfin, pour les opérateurs diagonals trouvés dans [12, Exemple
2.9(e)]; Dy : b — €, = (an) — (Anan) ou N, est un membre du £, aussi
satisfait 7 (Dy) = || Allp.

3.3 Propriété d’injectivité
Maintenant, on donne le théoreme principal.

Théoreme 3.3.1 Supposons que 1 < p < oo, et soient X,Y deux espaces
vectoriels topologiques métrisables complets. Une application v : X — Y est
Lipschitz p-sommant si et seulement si @ : (37" (X) — £,(Y) est Lipschitz.
Dans ce cas m}(u) = Lip().

Preuve. Supposons d’abord que w est Lipschitz p-sommant. Alors pour
tout (xy), (yx) de X et tous réels positifs ay tels que ax = 1 pour chaque k,
on a

Sl —ugl? < (mE@) - s (DI @) — Ful?).

fEBXﬁ
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Soient (z) et (yx) de £/9™(X), alors on a,

[a(xr) = alyr)ll, = (Z‘|uxk—uyk|]p>p

7T : SUP (Z’f -Tk yk)‘p)
= 7, (u)- H(m) - (m)Hﬁ“’”e-

IN

Donc, @ : £19"¢(X) — £,(Y) est de Lipschitz et

Lip(a) < 7} (u). (3.6)

Inversement, supposons que 1 : Eg‘”ble(X ) = £,(Y) est de Lipschitz. Alors
pour toutes suites finies (xy), (yx) dans X on a :

(Sl —unll?)” = Jilee) — ),
k
< Lip(a) - (@) — (o) I

= Lip(a SUP <Z|f ) yk)|p>

D’ou, u est Lipschitz p-sommant et

72 (u) < Lip(a). (3.7)
De (3.6) et (3.7), on a

nk(u) = Lip(a)
Du théoréme ci-dessus, on a montré que IIX(X,Y) = Lip(¢J*™¢(X), £,(Y))
isométriquement isomorphiqument.

On a maintenant la propriété d’injectivité suivante d'une application Lip-
schitz p-sommant.

Théoreme 3.3.2 Soient X, Y et Yy espaces vectoriels topologiques métrisables
complets. St u Y — Yy est une application isométrique, alors v € Hé(X, Y)
st et seulement si uv € Hﬁ(X, Yo). Dans ce cas, on a aussi :

Wﬁ(uv) = ﬂzf(v).
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FI1GURE 3.1 — Diagramme explicatif

Preuve. Soit uv : £**¢(X) — £,(Yy) . Afin d’appliquer le Théoreme 3.3.2,
on montre que uv est Lipschitz. Pour réaliser cet objectif :

soit (zk)k, (yk)r € H*(X) avec x = (xx)r, et y = (yx)r- Puisque u est
isométrique et v est Lipschitz p-sommant, on a

1
l@we —@wyly, = (Dl —woyelf, )
k
1
- (an—vykn@)”
k
< wh(v)- Sup <Z|f k) yk)|p>

= m,(v)- IIHS - yll,’j‘”bl@-

D’olt, uv est Lipschitz et Lip(uv) < wl(v).
D’apres le Théoreme 3.3.2, on conclut que uv est Lipschitz p-sommant et

mr (uwv) = Lip(uw) < ) (v). (3.8)

p

Inversement, supposons que uv € II7(X, Yp), on montre que v € IT} (X, Y).
Soient (wg) et (2x) de X, et puisque u est isométrique, on a :

1 1

(Zvak —vzk]]§’/>p = <ZHUka — uvzk\]%)p
(2 (2 .
< mp(ue)- s (Z|f wr) = FP)”.
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D’ot, v est Lipschitz p-sommant et

ml(v) < Wlf(uv). (3.9)

p

De (3.8) et (3.9), on a

3.4 Théorémes de Pietsch

Théoréme 3.4.1 [9, Théoréme 1] Soient 1 < p < oo etT : X — Y. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes pour T et C' > 0.

1. T est Lipschitz p-sommant.

2. Il existe une probabilité v sur Bx: telle que :

|7z —TylP < C7- / (@) — F@)Pu(f).

By
(Pietsch Domination).

3. Pour certaines (ou toute) application isométrique J de Y dans l’espace
1-injectif Z, il existe une factorisation :

Lo (1) ——=% oL (1)

A B

7
- T J
X 24 > 7

FIGURE 3.2 — Diagramme de factorisation d’un opérateur Lipschitz p-
sommant

avec une probabilité u et Lip(A)-Lip(B) < C. (Pietsch Factorisation).
On a besoin a cette remarque pour démontrer le théoreme précédent.

Remarque 3.4.1 Supposons que X est un ensemble, (Y, ||-||) est un espace
métrique et f : X — Y est une fonction injective. f et ||-| définissent une
métrique sur X comme suit (a,b) — ||f(a)— f(b)||. Cette métrique nous per-
met d’identifier isométriqguement X avec le sous-espace métrique (f(X), ||-||)
de (Y, ||-]|) et f est une isométrie.
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Preuve. (Théoréme de Pietsch-cas non linéaire).
2 = 3) Puisque chaque espace X intégre dans un espace C'(K), ona le dia-
gramme commutatif suivant en prenant K = By :

oo, p

T pAX 5L (
l&/

FIGURE 3.3 — Deuxieme diagramme de factorisation d'un opérateur p-
sommant

avec Byol,o0A = JoT. On a en mesure d’etendre By a B parce que
Z est un l-injectif avec Lip(By) = Lip(B). Ainsi By = Bj;_ . Comme ix
et J sont de Lipschitz et la composition des applications de lipschitz est de
Lipschitz par la Proposition 3.1.1. Alors A est aussi de Lipschitz, puisque J
est une isometrie et par la condition 2), on a pour touts z,y € X :

|BilopAt — BiloyAyll, = |JTx — Tyl = | T — Ty|?
< v / (@) — F)Pdu(f)

By
Puisque la fonction f est de Lipschitz, f € By: donc Lip(f) <1let [,0A

est injectif, alors par la Remarque 3.4.1 on a :

| B1 oo pAx — Byl ,Ayllh C? - Lip(f)? - ||z — yl%

<

< O o=yl

— P . _ p
= O | pAz [oo,pAyHLp(m

Donc B est de Lipschitz et Lip(B;) < 1. Aussi :
Lip(A) = Lip(Jwix) < Lip(Js)Lip(ix) < 1.
Puisque B; a une extension, i.e., By etend a By = Bjw, avec Lip(B;) =

Lip(B) on a :
g Lip(A) - Lip(B) < C.

53



3 = 1) Puisque I, est Lipschitz p-sommant avec W;’(qup) = 1 par la
Remarque 3.2.1 et J est une isometrie, alors par la condition 3) et propriété
d’ideal (cas non-linéaire) on a :

(1) = ©EJT) = ﬁ(Blo[OOJ,oA)

p

< Lip(By) - m) (Iep) - Lip(A)
= Lip(By) - my(Isyp) - Lip(A)
= Lip(B;) - Lip(A)

— Lip(B)- Lip(A) < C

1 = 2) Supposons que 7/ (T) = 1. Soit @ un cone convex dans C(By:)
composé de tous combinations linéaires positives de la forme ||Tz — Ty| —
C? - |f(z) — f(y)|P, comme x et y vont sur X. Maintenant dit condition 1)
que @ est disjointe de cone positif P = {F' € C(By:) : FI(f) > 0,Vf € Bx:}.
P est clairement ouvert et convexe de C'(By:). En effet, P est ouvert car
P = UpF71(0,00) ot F € C(Bxt). P est convexe il est un cone et ainsi
QNP = g, autrement gy, € () pour certaines ensemble fini M C X et
g (f) > 0 pour tout f € Bx: o'

gu= Y |Te=Ty|" = C"-|f(x) = fy)I"

z,yeM

En effet au contraire, si g); € @ pour certaines ensemble fini M C X et
grm(f) > 0 pour tout f € Byt, alors

DTz =TyllP = C7-|f(z) = fly)I’ >0,

z,yeM
de sorte
STz =TyllP > - Y |f(x) = f)P.
z,yeM zyeM
D’ou

Tz =Ty|P>C? sup D [f(x) = f(y))”

z,yeM feBXﬁ z,yeM

contrairement a 1" étant Lipschitz p-sommant. Donc, PNQ = &. d’ou, par le
Théoreme de séparation et Théoreme de représentation de Riesz, il y a une
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mesure de Baire p finie et signé sur By: et ¢ un nombre réel de sorte que
pour tous G € Q et F € P,

/ Gdp <c< / Fdu.
By B

xt

Car 0 € @ alors ¢ > 0. Aussi, car toutes les fonctions constantes positives
appartiennent & P, alors ¢ < 0 de telle sort que ¢ = 0. Comme || By, dp est
X

positif sur le cone positif, la mesure signé pu est positive qu’ on peut supposer
par changement d’echelle est une mesure de probabilité. D’ou

J

| ITs =1y~ If@) - fw)laut) <o.

Bxﬁ

Gdu§O</ Fdu

B

Xt xt

de sorte que

Donc

|Tz—TylP < C7- / (@) — F@)Pdu(f).

Bxii

3.5 Théoreme d’inclusion

Le résultat du théoreme de I'inclusion dans le cas linéaire et sa preuve est
trouvé dans [12, Inclusion Theorem 2.8] et dans le chapitre 2 Théoreme 2.1.1.

Maintenant on donne et prouve le théoreme de l'inclusion dans le cas
non-linéaire.

Théoreme 3.5.1 Soit 1 < p < g <oo. i T : X — Y est Lipschitz p-
sommant, alors T" Lipschitz g-sommant et

(T < W]f(T).

q

Preuve. Soit 7} (T) < oo, alors par le Théoréme de Pietsch 3.4.1, pour
quelque mesures de probabilités y sur By:, on a

| T — Tyl < (H(T))P- / (@) — F@)Pdu(f).

Bxu
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Par la décroissance de L,-métriques on a par conséquent

e =Tyl < @ ([ 1560 swPan)

< w0 ([ 156 - fwldu)’

x#

72~ Tyl < (@) [ 1$@) - F)lduth)
By
Cela montre que T est Lipschitz g-sommant par le Théoreme de Pietsch 3.4.1,
et
T (T) < 7i(T).

Une conséquence immédiate de théoreme de I'inclusion est que tout ap-
plication T : X — Y est Lipschitz 1-sommant pour 1 < p < oo, alors 7" est
Lipschitz p-sommant et
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Résumé

Dans ce travail, on a donné les définitions des opérateurs p-sommants et
les opérateurs Lipschitz p-sommants (1 < p < oo) et étudié leurs propriétés
fondamentales (propriété d’idéal et d’injectivité), les deux théoremes de dom-
ination et de factorisation due Pietsch pour chaque opérateur. On a étudié le
lien entre les opérateurs p-sommants et les opérateurs Lipschitz p-sommants.
Mots clés:Opérateur p-sommant, opérateur Lipschtiz p-sommant, Propriété
d’Idéal et d’Injectivité Théoremes de Composition, Domination et Factori-
sation, Inclusion.

Abstract

In this work, we gave the definition of p-summing operators and Lipschtiz
p-summing operators (1 < p < o0o) and studied their important properties
(injectivity and ideal properties) , Pietsch’s domination and factorization
theorems for each operator. We introduced the relationship between them.
Keywords: P-summing operators, Lipschitz p-summing operators, Proper-
ties of Injectivity and Ideal Theorems of Composition, Domination-Factorization,
Inclusion.
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