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Résumeé

Ce mémoire est divisé en quatres chapitres structurés comme suit.

le premier chapitre est consacré a la stabilité de Lyapunov en donnant quelques
résltats sur les équations diiférentielles a retards constant et dépendant de 1’état.

Le second chapitre a pour but I’étude de 'existence et de 'unicité de la so-
lution des équations différentielles a retards constant en outre , la dépendance
Continue des Solutions par rapport aux données Initiales est discutée.

Le troisiéme chapitre est consacré a I'étude de l'existence et 1'unicité de la
solution des équations différentielles & retards dépendant de I’état.

Nons terminons notre travail par le quatriémme chapitre en se basant sur
I’étude de la stabilité d’” une certaine équation différentielle de troisiéme ordre &
retard. Nous établisons des théoréme sur la stabiliés asymptotique ,et a la fin de
ce chapitre on etudie la bornitude de la solution de I’équation envisagée.

Mots-clés :Equations differentielles a retard dépendant de l'état,stabilité de
Lyaponov,asymptotiquement stable.
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Abstract

Our work includes four chapters. The first chapter deals with the stability of
lypunov , we give some results on the differential equations with delay variable
delay In the second and third chapters , we establish both the existence and
uniqueness of the . differential equations both with delay and variable delay We
finish our work by studying both the stability of certain differential with delay
and variable delay and asymptotic stability some examples are given.

Keywords :Delay differential equations,stability of lypunov,asymptoticaly
stable .
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Notations

C = C(]=h,0,R™)  Déspace de Banach des fonctions continues de [—h, 0]a valeurs dans R".

un ouvert de R x C.

dx

E.

désigne la norme euclidienne dansR".

un ouvert deR x R™.
une partie deR x C.
I’espace des fonctions continues et bornées.
i est une norme quelconque.
(C,|I-llc)  Vespace de Banach des fonctions continues.
[l est la norme sur C définie parve € C, [[¢]|. = supge(_.o [|4(0)]]-
Q2 un ouvert deR x C
représentela dérivation a droite
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Introduction

Ce mémoire présente sommairement la théorie de stabilité de certain équations
différentielles avec et sans retard. L’analyse des équations différentielles a retard, a
commencé dans les années (50) ; et I'une des premiéres approches est présenté par
"Krasovskii’ (1977), qui généralise la deuxiéme méthode de 'Lyaponov’. Ensuite
de nombreux auteurs, ont développé différents problémes, concernant ’analyse
de la stabilité des équations différentielles, avec un argument retardé. Parmi les
équations différentielles a retard, on distingue ceux qui sont a retard constant
et Dépendant de ’Etat . Ce mémoire est divisé en quatres chapitres structurés
comme suit.

le premier chapitre est consacré a la stabilité de Lyapunov endonnant
quelques résltats sur les équations diiférentielles a retards constant et dépendant
de I'état. Le second chapitre a pour but I’étude de 'existence et de I'unicité
de la solution des équations différentielles a retards constant en outre , la dépen-
dance Continue des Solutions par rapport aux Données Initiales est discutée. Le
troisiéme chapitre est consacré a I’étude de I'existence et I'unicité de la solution
des équations différentielles a retards dépendant de 1’état. Nons terminons notre
travail par le quatriémme chapitre en se basant sur ’étude de la stabilité d’
une certaine équation différentielle de troisiéme ordre a retard. Nous établisons

des théoréme sur la stabiliés asymptotique ,et & la fin de ce chapitre on etudie la

bornitude de la solution de I’équation envisagée.



Chapitre 1

Notions de la stabilité de Lyaponov



Chapitre : 1 Notions de la stabilité de Lyaponov

1.1 Notions de stabilité des systémes dans le cas
général
Définition 1.1 On considére le systéme (1.1) tel que

= f(t, z). (1.1)

f: Ry x D — R continue en t, localement lipschitzienne en x avec D C R. On
dit que O est un point d’équilibre du systeme(1. 1) si f(t.0) =0 pour tout t > 0.

Définition 1.2 [7] Le point d’équilibre 0 de (1.1) est
e Stable (s) si, pour tout € > 0, il existe 0(e,tg) > 0 tel que

|z(to) ]| < & = |[2(t)]| < &Vt > to > 0. (1.2)

e Uniformément stable(U.S) si, pour tout € > 0, il existe d(€) > 0, indépen-
dant de ty tel que(1.2) soit satisfaite.

e [nstable sil n’est pas stable.

o Asymptotaquement stable(A.S) s’il est stable et il existe une constante posi-
tive ¢ = ¢(ty) > 0 tel que x(t) — 0 lorsque t — oo, pour tout ||z(ty)|| < c.

e Uniformément asymptotiquement stable (U.A.S) s’il est uniformément stable
et il existe une constante positive c, indépendante de ty : telle que pour
toute ||z(to)|| < ¢, x(t) — 0 lorsquet,t — oo uniformément en ty c’est
a dire, pour tout n > 0, il existe T =T(n) > 0 tel que

[z <.t 2 to+T(n), Vl|z(t)|l <

e Globalement uniformément asymptotigement stable(G.U.A.S), s’il est uni-
formément stable,d(€) peut étre choisi pour satisfaire a la condition
lim, ., 0(g) = o0, et pour chaque couple de nombres positifs n et ¢, il
existe
T =T(n,e) >0 tel que

[z(O)]| < n,Vt > to +T(n),V|z(to)| < c.
e FErponentiellement stable s’il existe des constantes positives ¢, k,et X tel que
2 (&) < kllz(to) e =), V]| (to) || < e. (1.3)

e Globalement exponentieliement stable si(1.3) est satisfaite quelle que soit
la condition initiale x(to). Ces concepts de stabilité d’un point d’équilibre
peuvent étre illustrés 1.1. La position A correspond a un point d’équilibre
instable, la pasition B a un point d’équilibre stable et la position C a une
position d’équilibre asymptotiquement stable.
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\

FIGURE 1.1 — Stabilité de l’équilibre d’une bille

Définition 1.3 [7] Les solutions de(1.1) sont

o Uniformément bornées s’il existe une constante positive c, indépendante
de to > 0, tel que pour tout a €)0,c[, il existe = (a) > 0, indépendante
de to satisfaisant

[z(to)ll < a = |lz(®)]| < 8,9t = to. (1.4)

Globalement uniformément bornées si(1.4) est satisfaite pour n’importe
quelle valeur de a assez grande uniformément ultimement bornées s’ il
existe deux constantes positves b et ¢ indépendante de ty > 0, telles qu’a
chaque a €)0, ¢[, est associée une constante positive T'= T (a,b) > 0 indé-
pendante de to satisfaisant

|z(to)]| < a=|lz(t)| <Vt >ty +T. (1.5)

Globalement uniformément ultimement bornées si(1.5) est satisfaite pour
n’uporte quelle valeur de a assez grande.
Nous appellerons la constante b la horne ultime.
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1.1.1 Fonctions de classe K et de classe KL

Définition 1.4 [7] Une fonction continue « : [0,a][— R est dite de classe K si
elle est strictement croissante et «(0) = 0. Elle est dite de classe K st a = 00
et ar) — oo lorsque r — 0.

Définition 1.5 [7] Une fonction continue ,f : [0,a[x[0,00[— R, est dite de
classe KL si, pour tout fizé, Uapplication B(r,s) est de classe K. par rapport
a r et, pour tout r fixé, Uapplication B(r,s) est décroissante par rapport a s et
B(r,s) — 0 lorsque s — 00.

Lemme 1.1 [7] Soit a; et as des fonctions de classe K sur [0,a[, a3 et oy des
fonctions de classe Ko et une fonction de classe KL. Notons l'inverse de «; par
a; b Alors,

ayt est défini sur [0, ay(a)] et appartient  la classe K.

oz test défini sur [0,00[et appartient a la classe K.

a1 0 ap de classe K.

a3 0y est de classe K.

o(r,s) = ag(B(az(r), s)) est de classe KL .

Voici une reformulation des notions de stabilité utilisant les fonctions de classe

K et KL

O R O

Proposition 1.1 [7] Le point d’équilibre x = 0 de(1.1) est :

1. Uniformément stable si et seulement s’il existe une fonction o de classe K
et une constante positive ¢ indépendante de ty tel que :

[z < a(llz(ot)]), vt = to = 0, V[|z(to)|| < c.

2. Globalement uniformément stable si et seulement si l'inégalité précédente
est satisfaite pour toute condtion initiale x(ty).

Proposition 1.2 [7] Le point d’équilibre x =0 de(1.1) est :

1. Uniformément asymptotiquement stable si et seulement s’il existe une fonc-
tion de classe KC et une constante positive c indépendante de ty tel que

(@)l < Blz(t)[],t = t0), vt = to = 0, V[|x(to)|| < c.

2. Globalement uniformément asymptotiquement stable si et seulement si l’in-
égalité précédente est satisfaite pour toute condtion initiale x(ty).
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1.1.2 Théorie de la stabilté de Lyapunov

Dans ce qui suit donnerons quelques défnitions et théorémes concernant la
stabilité au sens de Lyapunov. Les résultats que nous développerons aux cha-
pitres 4 s’appuierons sur ces concepts pour démontrer les propriétés de stabilité
asymptotique.

Définition 1.6 Soit 0 'origine de R™, D wvoisinage de 0. Siot U une fonction a
valeurs réelles définie sur D telle que :

1. U(0) = 0.
2. U(x) >0 sixz#0.
On dit que U est définie positive dans D.

Définition 1.7 On consideére le systéeme(1.1). Soit D C R™ un voisinage de 0
et V: Ry x D — R une fonction continue et différentiable. La fonction V est
dite :
1. Semi définie positive si :
— V(t,0) =0,Vt € R;.
— V(t,z) > 0,Vt e R ,Vx € D.
2. Définie positive si :
— V(t,0) = 0,Vt € R,
— 11 existe une fonction W;(x) définie positive(voir la défnition 1.6) tel
que :

Wi(x) <V(t,z),Vt € R,,Vx € D

3. Décrescente s’il existe une fonction Wy(x) définie positive tel que
V(t,z) < Wy(z),Vt €e Ry,Ve € D

4. Radialement non bornée si :V (t,x) — oo quand ||z| — oo
V(t,x) est dite définie négative (semi-définie) si —V (t,x) est définie positive(semi-
définie)

Lemme 1.2 [7] Soit V : D — R une fonction continue définie positive sur un
domaine D C R qui contient l'origine. Soit B, C D avec r > 0. Alors, il existe
des fonctions vy et ay de classe K, défnies sur [0,1], telles que

ay([|l]]) < V(z) < ao(flzl]),

pour tout x € B,.. Si D = R, les fonctions o et ay seront définies sur [0, oo
et linégalité précédente aura lieu pour tout x € R™. Par ailleurs, si V(x) est
radialement non bornée alors oy et an peuvent étre choisies dans la classe IC.
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Remarque 1.1 Soit V (t,z) une fonction définie positive et décrescente sur D.
D’apres la définition et le lemme précedents il existe des fonctions oy et ag de
classe IC telles que

ar([lz]]) < V(z) < ao(|x])), Vo € B, C D.

Si de rlus V (t,z) est radialement non bornée sur D alors les fonctions oy etas
sont de classe K.

Définition 1.8 (Fonction de Lyapunov)
On considére le systéme(1.1) :

&= [f(t, ().

Soit D un voisinage de 0 et V : Ry x D — R une fonction continue et différen-
tiable.
* On dit que V' est une fonction de Lyapunov si elle vérifie les deux propriétés
sutvantes :

1. 'V est définie positive.
2. V(t,x) <0 pour tout t € Ry, x € D.

* On dit que V' est une fonction de Lyapunov stricte, si elle vérifie les deux
propriétés suivantes :

1. 'V est définie positive.
2. V(t,x) <0 pour tout t € Ry, x € D — {0}.

Remarque 1.2 V(t,z) est aussi une fonction de Lyapunov (stricte) si elle est
définie négative et sa dérivée stable est semi-définie positive (définie).

Théoréme 1.1 [7] Soit x = 0 un point d’équilibre du systéeme(1.1) et D C R un
domaine qui contient ['origine. Soit V : R, x D — R une fonction continument
différentiable tel que

Wi(z) < V(t,x) < Wy(x),

ov. oV

4 <
o f(te) <0,

pour tout t > 0 etx € D, ou Wi(x) et Wa(x) sont des fonctions continues définies
positives sur D. Alors x = 0 est uniformément stable.

Théoréme 1.2 [7] Soit x = 0 un point d’équilibre du systéeme(1.1) et D C R un
domaine qui contient l'origine. Soit V : R, x D — R une fonction continument
différentiable tel que

Wi(x) < V(t,z) < Wy(z),

av IV

ot %f(t,x) < —Ws(x),

10
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pour tout t > 0 et x € D, ou Wi(x), Wy et W5(x) sont des fonctions continues
définies positives sur D. Alors x = 0 est uniformément asymptotiquement stable.
Si D = R™ et Wyi(x) est radialement non bornée, alors x = 0 est globalement
uniformément asymptotiquement stable.

Théoréme 1.3 [7] Soit x = 0 un point d’équilibre du systéeme(1.1) et D C R un
domaine qui contient ['origine. Soit V : R, x D — R une fonction continument
différentiable tel que

kallz]] < V(t z) < koll]|®,

av. IV

2 o 70 < _ a
S f(t2) < kgl

pour tout t > 0 et x € D, ou ky, ko, k3 et a sont des constantes positives. Alors
x = 0 est exponentiellement stable.

Si toutes les conditions sont vérifiées globalement, alors x = 0 est globelement
exponentieliement stable.

Théoréme 1.4 [22] Soit V (t,z) une fonction définie sur Ry, ||z|| > p ot p >0
peut étre assez grand, tel que

i) ar(||lz|]) < V(t,x) < as(||z]]), 1 € Koet ag € K,

i) 9 + 9L f(t,x) < 0.
Alors les solutions de(1.1) sont uniformément bornées.

Théoréme 1.5 [22] Si en plus de la condition(i) du Théoréme (1.4),
G+ 9V f(t,x) < —as(||z]|]) ot oz est continue et strictement positive, alors les
solutions de(1.1) sont unaformément ultimement bornées.

1.2 Quelques résultats sur les équations a retard

1.2.1 Introduction

Les équations a retard sont souvent plus réalistes pour décrire des phénomeénes
naturels comparés a elles méme sans le retard. Tout d’abord,nous allons donner
les définitions préliminaires et les critéres de stabilité. Pour z € R" ||.||est une
norme quelconque. Pour r > 0 et H > 0, on définit
Cy = {¢ € C([-r,0,R) : ||¢]lc < H} avec (C,]|.||c) 'espace de Banach des
fonctions continues ¢ : [—r,0] — R et ||.||. est la norme sur C' définie par

Vo € C,l|lglle = sup [o(0)]].

0e[—r,0]

Soit = : [ty — 7, tp + A] — R™ continue ou ¢ty > Oet A > 0.Pour ¢ fixé dans
to, to + A, on définit la fonction :

xy =z(t +0), —r<0<0.

11
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x; € C([—r,0],R™) et c’est restriction de x a lintervalle [t — r,¢] translaté a
[—r, 0].Considérons,a présent

T = f(t,xy) (1.6)

ou f: I x Cyg — R" est une application continue, localement lipschitzienne en
son second argument et tel que f(t,0) = 0 quel que soit ¢ € R. De plus,
f satisfait a la condition :

VH, < H,3L(Hy) >0, [¢]lc < Hy = |[f(t, @)l < I(Hy).

Une fonction z(t) est dite solution de(1.6) si elle est définie et continue sur
[to — r,to + A] vérifie x(t) = p(t) sur [to — 7, to], est différentiable sur [tg, ¢y + A]
et satisfait (1.6) sur [to, to + A].

Remarque 1.3 Une application tel que f, difinie sur un ensemble de foctions,
est parfois désigné sous le nom de fonctionnelle au lieu de fonction.

1.2.2 Définitions et théorémes de stabilité et bornitude de
solutions

Définition 1.9 [10] Le point d’équilibre 0 de (1.6) est
* Uniformément stable(U.S) si, pour tout € > 0, il existe 6(¢) > 0, tel que

lelle < 6 = ||z(t, to, p)|| <&, ¥t >1to > 0.

* Uniformément asymptotiquement stble(U.A.S) s’il est uniformément stable
et il existe une constante positive c lel que pour tout n > 0, il existe T' =
T(n) > 0 de telle sorte que

lelle < c= et to, @) <n,¥t = to +T(n).

* Globalement uniformément asymptotiquement stable si la condition précé-
dente est varie quel que soit p € C'.

Les définitions de stabilité et bornitude peuvent étre données de la méme maniére
que pour les équations défférentielles ordinaires,i.e,en remplagcant la condition
initialle zo et la solution x(t,ty, xo) par ¢ et zy(ty, @), respectivement. De méme,
une fonctionnelle V(.) a valeurs dans Ry x C' est dite définie positive s’il existe
une fonction scalaire w vérifiant w(f) > 0 pour § > 0 et w(0) = 0, telle que
V(t,ze) > w(||z(t)]), Vo, € C, ¥Vt € R.

Théoréme 1.6 [20] Soit V (¢, z¢) : [ty, +00o[xCx — Ry une fonctionnelle conti-
nue satisfaisant une condition locale de Lipschitz.V (t,0) =0 , et telle que :
(i) Wo(llz()]l) < V (&, 2:) < Wi([[z(@)[]) + Wa([l2(2)]]2)
oi ||[z(t)[|2 = (fi_, l=(s)||*ds)

12
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(ii) Vi) < —Wal(llz(®)l]),
ou, W;(i = 0,1,2,3) sont de classe IC. Alors la solution nule de(1.6) est unifor-
mément asymptotiquement stable.

Théoréme 1.7 [20] Soit V (t, ;) : [to, +oo[xCy —> Ry une fonctionnelle conti-
nue satisfaisant une condition locale de Lipschitz.H = oo , et telle que :

(i) Wollz(6)]]) < V(t,20) < Walle(@)]]) + Wa( [, Wa(llz(s)]))ds)

(ii) Vivey < ~Wa([2(Il) + M, pourM > 0,,
ot, Wi(1 =0,1,2,3) sont de classe K. Alors la solution nule de(1.6) sont unifor-
mément bornées et uniformément ultimement bornées.
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Chapitre : 2 Equations Différentielles & Retard Constant

Dans ce chapitre on expose la théorie générale des équations différentielles &
retard constant ou indépendant de I’état.

2.1 Généralité

Dans ce premier paragraphe on, s’intéréesse a 'existence et 'unicité des solu-
tions d’'une équation différentielle a retard indépendant de 1’état. On commencgera
d’abord par donner quelques définitions générales.

Définition 2.1 Soit h > Oun nombre réel donné, on désignera par
C = C([=h,0],R™) l’éspace de Banach des fonctions continues de [—h, 0]
a valeurs dans R™ muni de la norme de la convergence uniforme

[6]l-no = sup [$(0)],Vo € C (2.1)
0e[—h,0]

ot |.| désigne la norme euclidienne dans R™.

Définition 2.2 Soient 0 € R, > 0 et x € ([0 — h,0 + o], R). Pour tout
t € [o,0+ al, on définie z, € C' par

z(0) = z(t + 6),V0 € [—h,0].

Remarque 2.1 Pour tout t fizé, la fonction x; est obtenue en considérant
la restriction de la fonction x sur lintervalle [t — h,t], translatée sur [—h,0].

Définition 2.3 Soient D un ouvert de R x Cet f : D — R™ une fonction
donnée. On appelle la relation

2(t) = f(t,24), (2.2)

“won

une équation différentielle a retard sur D, ou le symbole représente la déri-
vation a droite. On notera par EDR(f) l'équation différentielle a retard (2.2)
définie par f.

Définition 2.4 Soit x une fonction de I C R dans R".

1. On dit que x est solution de l’équation (2.2) s’il existe o € Ret o > Otels
que x € C([o — h,o +a),R"), (t,z;) € D et x vérifie I'équation (2.2) pour
tout t € [0,0 + ).

2. Pour o € R et ¢ € C donnés, x est dite solution du probleme auz valeurs
initiales

2y = b, (2.3)

s’il existe o > Otel que x soit solution de ’équation (2.2) sur
[0 —h,0+a)et x, = ¢.

{a‘s(t) = f(t,z),t >0,

15



Chapitre : 2 Equations Différentielles & Retard Constant

3. On désignera par x(o, ¢, f) la solution du probléeme (2.3) sur [oc—h,o+a).

Remarque 2.2 Lorsque h = 0, l’équation (2.2) se réduil & une équation diffé-
rentielle ordinaire. Le lemme suivant réduit [’étude de [’existence et de ['unicité
du probléme (2.3) a celle d’une équation intégrale.

Lemme 2.1 Soientc €e R,¢p € C et f: D C R x ¢ — R"™une fonction conti-
nue. Alors,z(o, ¢, f)est une solution du probléme (2.3) en (o, ¢) si et seulement
si x(o, ¢, ) est une solution de l’équation intégrale

{x(t) — 6(0) + [ f(s,x5)ds, t>o0,

. (2.4)

Preuve 2.1 Condition nécessaire : Soit (o, ¢, f) une solution du probléme (2.3),
alors

(t) = f(t.xy).t > o,
Ty = 0.

Par intégration, on obtient

/otx'(S) =z(t) —x(o) = /:f(s,xs)ds,t > 0.

Comme x(0) = x(o +0) = zo(0) = ¢(0) on obtient
{x(t) = ¢(0) + f; f(s,z5)ds, t>0o
Ty = ¢.

Condition suffisante : Soit x(o, ¢, f) une solution de ’équation intégrale (2.4).
Alors,

h—0 h h—0 h

z(t) = lim 2t +h) = ol = lim — / f(s,xs)d

Comme f(t,z;) est continue en t, en appliquant le théoréme de la moyenne, on a

h—0 h

lim — / f(s,x(s))ds = f(t,x),

d’ou le résultat.
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Chapitre : 2 Equations Différentielles & Retard Constant

2.2 Existence et Unicité

Notre objectif dans ce paragraphe est d’établir des conditions nécéssaires pour
I'existence et 1'unicité d’une solution du probléme (2.3). L’idée est d’utiliser le
Lemme 2.1 pour ramener 'existence de la solution a celle d’'un point fixé d'un
opérateur integral.

2.2.1 Existence

Commencgons d’abord par donner un certain nombre de lemmes que nous
utiliserons ultérieurement.

Lemme 2.2 Siz € C([oc — h,0 + «|,R"), alors z; est une fonction continue
en t, pour tout t € [o,0 + a].

Preuve 2.2 Comme x est continue surloc —h, o+ ], alors elle est uniformément
continue c’est a dire que pour tout € > 0 il existe § = §(e) > 0 tel que pour tout
(t,s) €lo—h,o+a] X[oc—h,o0+a,

[t —s| <0 =|z(t) —z(s)| <e. (2.5)

Soient (u,v) € [o,0 + a] X [0,0 +a], |[u—v| <4, on a
(u+0,v+60)€foc—ho+a]x[oc—ho+ (2.6)
pour tout @ € [—h,0]. D’apres (2.5) et (2.6) pour tout (u,v) € [o,0+a]x [0, 0+a],

u+60—v+0|=u—vl <d=|z(ut+0) —zx(v+0)| <€ V0 e [—h,0].

Et par suite
lu—v| <0 = |z,(0) — z,(0)| <€ VO[—h,0].

Le lemme suivant réduit I’étude de ’existence et de I'unicité a celle d’une équation
intégrale avec condition initiale nulle.

Lemme 2.3 Soient (0,¢) € Rx C et ¢ € C([o —h, +00), R") la fonction définie
par :

o(0) = ¢(0), ~h <0<, 27
o0 +0)=0p0), t>0. '
Si x est une solution du_probleme (2.3) en (o, )
alors y(t) = z(t+ o) — ¢(t +0),t > —h , est solution du probléme suivant :
{y(t) =I5 f(o +5,000s+y)ds,  £20 28)
Yo =0

17
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Preuve 2.3 En effet, on a y(t) = z(t + o) — ¢(t + o), pour t € [—h,+00),
d’apres(2.7) on obtient

pour tout 6 € [—h,0]. D’ou, yo = 0.
Montrons maintenant que y satisfait la seconde équation de (2.8). D’aprés Uhy-
pothése on a :

t t
/ f<0+57¢a+s+ys>d3 = / f(0+57xo+s)d57
0 0

pour tout t > 0, et

¢ t+o t+o
/ flo+8,2544)ds = / f(s+o0,251,)ds — / f(s+0,251,)ds.
0 0 ¢

Alors, d’aprés le lemme 2.1 on a

13 t+o t+o
/ flo+ s,2545)ds = / (s+o)ds — / &(s+ o)ds,
0 0 ¢

et par suite

/ f(U‘f‘S,(ZBg_;.s—i-ys)dS:x(t—l—U)—[1;0(0)7 t > 0.
0

D’autre part comme x(t + o) = y(t) + ¢(t + o) = y(t) + ¢(0), alors

/0 F(o+ 8, Gors +ys)ds = y(t) + ¢(0) — 4(0) ¢ >0.
D’ou le résultat.

Remarque 2.3 Inversement, si y est une solution du probleme (2.8), alors on
obtient la solution x du probleme (2.3) par la transformation précédente (i.e.

y(t) = z(t + o) — ¢(t + 0),t > —h). Par conséquent l’existence et l'unicité du
probleme (2.3) est équivalente a celle du probleme (2.8).

Définition 2.5 Soient V une partie de RxC', et C°(V,R") I’espace des fonctions
continues et bornées. Si f € C°(V,R™) on notera par || f|| = sup |f (¢, ¢)|la norme
de f dans C°(V,R™).C°(V,R") munie de cette norme est un espace de Banach.
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Définition 2.6 Pour tout o, 8 on définie les ensembles suivants :
Ia - [Oa Oé],
By ={y € C:|¢]-no < B},
A(a7ﬁ) =Y € O([_h7 a]7Rn) Yo = O7yt € B57Vt S Ia~

Lemme 2.4 Soient Q) un ouvert de R x C,W C Qun ensemble compact
et fo € C(Q,R"™). Alors ils existent un voisinage V- C Q de W tel que
% e C%V,R"), un voisinage U C C°(V,R®) de f¥ et des constantes
poisitives M, a et (3 tels que f° € (V,R") et

[flo,9)| <M,  V(o,0)€V,VfeU.
De plus on a pour tout (a°,¢°) € W,
(07 4,00 + 1) € VIV E Ly € Aa, B).

Preuve 2.4 Soient (0,¢) € Wet «,7,€e des constantes positives. Considérons
I’ensemble

Ve (0:0) = (0 —€o+ate) x{peC:l¢=ollno<v+e}

V(eow) (o, ¢)est un voisinage de (o,¢) € W dan s 'ouvert §Q.

Etant donnée que fO est continue sur ) et & fortiori sur le compact W
alors il existeM > 0 tel que
|f0(0-7¢)| <M—€7 V(U,¢) e W

D’autre part la continuité de f° en (o,¢) € W entraine l’existence d’un voisinage

Ve(a77)(07 ¢) de (Ua ¢> tel que
1Ot 0)] < M —€,Y(t,¥) € V(a,7)(0, 9).

La famille d’ouverts {V(co, ¥)(0, )} o.0)cw forment donc un recouvrement deW ,
commeW est compact il existe un sous-recouvrement fini de W qu’on notera

(ol oY), ..., (c™, ¢™) tel que
W cC Uﬁlv(eai;yi)(aia ).
Posons @ = maxj<j<p, @',y = maxj<j<, V. Alors pour tout (t,4) € W on a
| — &' —no <7 +e et te(—e,a+e).
En faisant tendre ¢ vers 0 on obtient

[ — 'l no <7 +e et t€0,al
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1l est alors clair que [’ensemble
V=UL(lo"o'+a] x {$ € C: [l = ¢'[no < 7}),
est un voisinage deW , et
/0, 9)] < M,¥(0,0) € V.

Finalement, on obtient f° € CO(V,R™).Montrons maintenant [’existence d’un
voisinage U C CO(V,R™) de f° tel que :

f(o.8)| <M, Y(o,9)eV  Vfel.
1l reste a montrer que :
(" +t,0%,, +y) eV, Vtel,  VyeAp).
Soient € > Qet choisissons o, 8 tel que
0<fB<y+e, a < a,

et
H(z)UOth - Qbo”fh,o < S/ - B + E,V(UO,¢O) € W7t € Ia-

Alors pour chaque y € 121(04, p) etteaona
19 + Goort — 0l —no < [|yell—no + [|Goore — %o < 7 + €.
En faisant tendre € vers 0, on obtient
Hyt + $0'0+t - ¢0H7h,0 < ’_}/th € [aavy € A(Oé, 5)7
c’est a dire . )
(0 + b,y + doosr) € V,VE € Lo, Vy € A(er, B).

D’ou, le résultat.

Lemme 2.5 Soient 2 C R x C' un ouvert, W C € un ensemble compact,
% C C(Q,R"), U un voisinage de f°,Vun voisinage de W et M, a, 3 des constantes
positives. Considérons [’opérateur,

T: W x U x A(Oé,ﬁ) — C([_hva]7Rn)v
ou

T(o,9, f,y)(t) = 0,Vt € [=h,0],

t
70,6, £0)(0) = | (0 + 5,000+ 05, VE € L (29)
0
Alors, il existe un compact K de C([—h, o], R"™) tel que l'application
T:WxUx A, f) — K,

est continue. De plus si Mo < (8 alors

~

T:W x U x Aa, ) — A(a, B).
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Preuve 2.5 Montrons d’abord que
T (0,0, [,y)(t) = T(o,0, f,y)(T)] < M|t — 7[,Vt, 7 € I, (2.10)

et
|T(o,0, f,y)(t)—T(o,0,f,y)(7)| < Ma, vVt e I,. (2.11)

Pour tout t, 7 € « tel que 7 > t, la relation 2.9 nous donne
(0.6, F)0) = Tlo0 L)) = | [0+ 5.0 s
t
< [ U0+ 5.Gar+ wollds
t

D’autre part, d’apres le Lemme 2.4 on a

(0°+,0) o +y) €V,VE € I,y € A(a, B),

/ |f(0-+87¢~)0+5+y5)|<M7 VfGU
t

Donc .
/ F(0 + 5, Guse + ys)|ds < M(r — ).
t

Finalement on obtient
|T(U7 ¢, f7 y)(t) - T(O-a g, f7 y)(T)| S M|T - t|’ Vta T E Ia

qui n’est autre que la relation (2.10). De nouveau, d’aprés le Lemme 2.4 on obtient

T (o, ¢, f,y)(t)] =

o t
/ f(O' + s, ¢U‘+S + ys)ds < M/ ds < MO(,
t 0

d’ot la relation (2.11).
Considérons maintenant [’ensemble

K ={g c C([=h,a],R") : |g(t) — g(7)| < M|t —7|,]9(t)] < Ma,go = 0}

Montrons que K est compact dans C([—h,a],R™). Il est clair que K est
un ensemble borné et fermé dans C([—h,a],R"™), de plus la relation

Vg € K, |g(t) — g(T)| < M|t —7|,Vt,7 € I,
entraine que K est uniformément équicontinue. D’aprés le Théoréme d’Ascoli K

est relativement compact dans C([—h,al,R™). Comme K est fermé il est donc
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compact. Etant donné que ImT C K [lopérateur T définie par (2.9) prend ses
valeurs dans K. Montrons maintenant que l’application

T:WxUx A, f) — K,

est continue. Soit {(0", ¢, f*,y") ns1 une suite de W x U x A(a, B)

telle que (o™, ¢", f™, y") — (6°,¢°, f°,4°) dans W x U x A(a, 8). Puisque K
est compact alors il existe une sous-suite qu’on notera simplement
{T(c®, ", f* y*) hrentelle que T(o®, &%, f*,y*) — N € K. Or

puisque (o™, ", f*, y") — (02, ¢°, f0,4°) et f*, fOsont continues alors

fk(ak + S?Q;ak-i-s + y?) — fO(UO + S?Q‘ggo—i—s + yS)J\V/S S IOH

et comme f*, O sont continues|f*(o* + s, dpris + y¥| < M,le Théoréme de la
convergence dominée entraine que

t t
N0 = tim [0 5.+ s = [ 10004 5 b+ a0
k—o0 0 0
D’ou
Jim T(a*, ¢", 5, y")(t) = T(0°, ¢%, f°4°) (1), Vte[-h,0]
—00
lopérateur T est donc continue. Montrons maintenant que st Mo < 3 alors

T:W x U x Ao, ) — A(a, ).

1l suffit pour cela de montrer que K C A(a,ﬁ). Soit g € K. On a pour chaque
t € laet 6 € [—h,0]
9:(0)] = lg(t +0)] < Ma < 3,
d’on
g: € Bﬁ,Vt el,.
De plus, par définition de K on a

g0:O.

D'ou K C A(w, )
. Le théoréeme suivant assure [’existence locale d’une solution de I’équation diffé-
rentielle a retard (2.2).

Théoréme 2.1 (Ezistence). Soient Q un ouvert de R x C et f° € C(Q,R").
(i) Pour tout (o,¢) € Q le probléme (2.3) admet au moins une solution en

(0, 9).
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(17) Plus généralement, si W C Q est un compact, alors il existe un voisinage
V C Q de W tel que f© C COV,R™), et il existe un voisinage U C
CUV,R™) de f° et a > 0 tels que, pour tout (o,¢) C Wet f C Uil existe
au moins une solution x(o, ¢, f) du probléeme (2.3) en (o, ¢) sur l'intervalle
[0 —h,0+al.

Preuve 2.6 L’idée consiste a utiliser le Lemme 2.5 et de montrer que le probléme
(2.9) admet une solution en utilisant le Théoreme du point fize de Shauder. La
preuve est divisée en deux étapes.

Etape 1 : Posons W = (0,¢). Montrons que l'opérateur

T(0.¢.f°,) : Ala, ) — C([~h,a],R"),
définie par
T(o, ¢, f*,y)(t) = 0,9t € [~h,0],

ﬂa¢ﬂwm:/3%mm@ﬂ+w@, viel,
0

est compact. D’apres le Lemme 2.5, il existe un compact K de C([—h, a], R™) tel
que l’opérateur

T(0, 6, f°,.) : Ala, B) — K,

est continu. L’opérateur T est donc compact. Si on choisit o > 0 tel que Mo < 8
alors, d’apres le Lemme 2.5 on a

T(o,0,f°,.) : fl(a,ﬁ) — A(a,ﬂ).

De plus, d’aprés la définition, il est clair que A(a,ﬂ) est un ensemble fermé,
borné et convexe dans C([—h,a],R™). Par conséquant, d’aprés le Théoréme du
point fixe de Shauder il existe v € C([—h,al,R") tel que

v = T(O-7 ¢7 f()?v)?

c’est a dire que

() = 0,Vt € [~h,0],

¢
v(t) = / (0 + 8015 + ys)ds, vt € I,.
0

D’aprés la Remarque 2.3 la solution v du probléme intégral précédent n’est autre
que la solution du probleme (2.3).

Etapes 2 : Soit W C Qun ensemble compact et f© € C(2,R"™). Alors d’apres
le Lemme 2.4 il existe un voisinage V. .C Qde W telle que f° C CO(V,R"), et il
existe un voisinage U C C°(V,R™)de f° et des constantes positives «, 3 et M tel
que fl(o,0)| < M pour tout (o,¢) € V et f € U. Considérons l’opérateur

T:W x U x Aa, 8) — C([—h, o, R"),
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ou
T(o,9, f,y)(t) =0,vt € [=h,0],

(0,6, f.9)(t) = / P04 5hoss +y)ds,  VtE L.

D’aprés le Lemme 2.5 T est continue et il existe un ensemble compact K de

C([=h,a],R"™) tel que
T:W xUx Aa, ) — K.

T est donc un opérateur compact. De plus si on choisit a > 0 tel que Mo < (8
alors d’aprés le Lemme 2.5 on a

T:W x U x A(a, 8) — A, B)

Comme fl(a,ﬁ est un ensemble convexe borné et fermé et T compact. Alors
d’aprés le Théoreme du point fize de Shauder, pour tout (o,¢) € W et f € U
Vopérateur T admet un point fize y = y(o, ¢, f) tel que

y(t) = 0,Vt € [—h, 0],

¢
y(t) = / fo(a + SPors + Ys)ds, Vt e 1,.
0

D’aprés la Remarque 2.3 la solution ainsi obtenue est donc une solution du pro-
bleme (2.3) en (o, ¢) sur [oc — h,o + a.

2.2.2 Unicité

Le théoréme suivant nous donne des conditions suffisantes pour avoir I'unicité
de la solution.

Définition 2.7 Soient Q0 un ouvert de R x C et f : Q@ — R"™ une fonction
continue. On dit que f = f(t,¢) est lipschitzienne en ¢ dans les compacts de 2
st pour tout compact K dans €2, il existe une constante L > 0 telle que

[f (@t d1) = f(E, d2)| < Ll[o1 — a2l -no
a chaque foit que (t,¢1) et (t,¢2) sont dans K.

Théoréme 2.2 (Unicité). Soient Q@ C R x Cun ouvert et f : Q@ — R™ une
fonction continue telle que f(t, ) soit lipschitzienne en ¢ sur tout
compact de Q.Si(c, ¢) C Q alors le probléme (2.3) admet une solution unique en

(0, 0).
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Preuve 2.7 Soient x et y deux solutions de ’équation (2.2) sur [ — h,o + «f
telles que x, =y, = @, c’est-a-dire que

z(c+0)—y(oc+60)=0,Y0 € [—h,0].

On veut montrer que x(t) = y(t), pour tout t € (0,0 + «]. En effet, raisonnons
par labsurde et supposons que x(t) # y(t), pour certain point t € (0,0 + .
Alors,

s = inf{u € [0,0 4+ o] : x(u) # y(u)},
satisfait

c<s<t<Lo+aq,
et

z(s) = y(s).
Soit L le constant lipschitzienne de f(t,¢) dans tout ensemble compact de

contenant les trajectoires (t,x;), (t,y),t € Io. Comme x,y sont uniformément
continues sur [0 — h,t] il existe n € (0, 1) avec s +n < ¢ tel que (u,x,) et (u,y,)
appartiennent a un ensemble compact

pour tout u € [s, s + 7).

Pour chaque u, on aura
2(u) — y(u)vert = \ [ tw0) = S
<

s+n

< [ 1.5 = .

< Ln max ||Tw — Yull-no
wE(s,s+n]

< Ln max max |z(w+0)—y(w+0)|
weE(s,s+n] 0€[—h,0]

Comme x(s) = y(s), alors

|z(u) —y(u)| < Ln ohax [z(w) — y(w)].

De plus étant donné que Ln < 1 alors

max_|a(w) — y(w)] = 0

weE([s,s+n)]

ce qui contrendit Uhypothése s = inf{u € [o,0+a] : z(u) # y(u)}. Par conséquent
x(t) = y(t), pour tout t € [o,0 + .
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2.3 Dépendance Continue des Solutions par Rap-
port aux Données Initiales

Le théoreme suivant assure la dépendance continue des solutions par rapport
aux données initiales.

Théoréme 2.3 (Dépendance continue). Soient 2 C R x C'un ouvert,

(0% ¢%) € Qf° € C(Q,R") et 2° une solution de ’EDR(f°) en (o, ¢°) qu’on
suppose qu’elle existe et est unique sur [0 —h, b]. Considérons l’ensemble compact
définie par : WO = (t,29) : t € [0°,0] et soit VO C Q un voisinage de WO tel que
f0e CO(VOR™). Si{(a", ", f*)}es1 , est une suite telle que 0% — o0, pF — ¢°
et [|f*¥ — fOlvo — 0 quand k — oo, alors il existe k° tel que la solution
ok = 2% (o, ¢*, f¥) de PEDR(f*) en (o, ¢*) pour k > kO existe et est définie sur
Uintervalle [o% — h,b] et 2% — 20 uniformément sur [0° — h, b].

Remarque 2.4 Comme les solutions ¥ ne sont pas toutes nécéssairement défi-

nies sur [0° — h,b], alors par : x¥ — 2% uniformément sur [0° — h,b], on veut
dire que pour tout € > 0, il existe un ki(€) tel que pour tout k > ki(e), " est
définie sur [0 — h + €,b] et 2¥ — 2° uniformément sur [0 — h + €, b].

Preuve 2.8 Soit fO € C(Q,R"). Posons W = WU {(c*,¢*) : k > k°}. On
a ot — o0 ¢F — @°, alors (o*, ¢%) : k > kO est compact, d’otn W
est compact. Comme (0°,¢°) € WO C Q et 0% — 0, ¢* — ¢°, pour
kY suffisamment grand choisissons o, B tel que V' soit un voisinage de
{(o%, %) 1 k > Kk} et VI C VO. Il existe alors un voisinage
V=vuvlcVlcQdeW telle que f° € C°(V,R").
D’apres le Théoreme 2.1, comme W C Q compact, pour k > Kk° il existe un voi-
sinage U C CO(V,R") de f° et o > 0 tels que, pour tout (o®,¢*) € W et f € Uil
existe une solution x*(o* ¢* f*) du probleme (2.3) en (o, ¢*) définie
sur Uintervalle [o% — h,o* + o], ot a est indépendante de k. Considérons I’opé-
rateur
T:W x U x Ao, §) — C([—h, o], R"),

tel que

(0", 6", f*,y)(t) = 0,¢ € [~h, 0],

0
yk<t) = T(Ukv ¢k7 fkvyk>(t) = / fk(ak + s, ¢§.k+s + yf)ds,Vt el,.
t
Alors, d’apres le Lemme 2.5, il existe un compact K de C(|—h, a|,R™) tel que
T:W x U x Ao, B)K,

est continue. On a y*(t) = a*(o* +t) — ¢* (o +t) € K qui est compact, alors la
suite {y*}rspo contient une sous suite {y™},>p0 qui converge uniformément vers
un y dans [—h,a]. D’aprés le Lemme 2.5 T est continue, d’ot

y" =T(o", ¢", f",y") — T(o°, ¢°, f°,4°) = ¢°,
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ot y°(t) = 2°(6°+1) — ¢°(6° +1). La suite {y*}), converge uniformément vers y°
sur [—h, a]. Par conséquent z* converge uniformément vers z° sur [0° —h, 0% +a].
Si aF — 2% uniformément sur [0° — h, b], montrons que pour tout € > 0, il existe
ki (e) telle que x* est définie sur [0 — h + €,b] pour k > k'(e) et 28 — 2°
uniformément sur [0° — h + €,b]. On a 2* est définie sur [o* — h,b] et converge
uniformément vers x° sur [0 — h,b] alors pour tout € > 0 il existe k°(e€) tel que

Vk > ko(e) = |2 — 2% <. (2.12)
D’aute part o% — 0° sur R entraine pour tout € > 0 il existe ké(e) telque
Vk > ko(e) = |o" — 0% < ¢
donc
of <%+ €,
il en résulte que
(0% —h+¢€,b] C [0 — h,b] et (0" —h+¢,b] C [0° — h,b). (2.13)

Pour tout ¢ > 0, choisissons ki(e) = max(ko(¢), ky(€)), dans ce cas (2.12) et
(2.13) sont satisfaites pour k > ky(€). Par conséquent pour tout € > 0, il existe
ki(e) telle que z* est définie sur [0° — h + €,b] pour k > ki(e) et aF — 20
uniformément sur [0° — h + €, b].

2.4 Prolongement de la Solution

Dans le paragraphe 2 on a montré que sous certaines conditions sur f 'EDR(f)
admet une solution locale. Dans ce paragraphe on établit des conditions suffi-
santes pour avoir une solution maximale.

Définition 2.8 On Suppose que la fonction f dans équation (2.2) est continue
et soit © une solution de cette équation définie sur l'intervalle [0 — h,a),a > o.
On dit que T est un prolongement de x s’il existe b > a tel que T soit définie sur
[0 — h,b), coincide avec x sur [o — h,a) et vérifie l’équation (2.2) sur [0,b).

Définition 2.9 On dira que x est une solution mazximale sur [c—h,a),a > 0 si x
n’admet pas de prolongement sur cet intervale. On dira dans ce cas que [0 — h, a)
est intervale d’existence maximal de la solution x. Le théoreme suivant nous
donne une caratérisation importante de la solution maximale.

Théoréme 2.4 (Prolongement). Soient 2 un ensemble ouvert de R x C et f €
C(Q,R™). Si z est une solution mazximale de I’équation (2.2) sur [0 — h,b), alors
pour tout compact W dans 2, il existe ty tel que (t,x;) & W pout tout ty <t < b.
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Preuve 2.9 Supposonsb < oo et considérons d’abord le cas h = 0. Comme W est
compact d’apres Uétape 2 du Théoréme 2.1 il existe a > 0 tel que l’équation (2.2)
admet une solution en tout point (c,y) € W sur [c,c+ «a]. Supposons maintenant
le contraire c’est a dire qu’il existe une suite (tg, ) € W,y € Ret(b,y) € W
telle que ty, — 0™, 2y, — y quand k — oo. D’aprés le Théoreme 2.1 il existe un
voisinage V- C Q de W contenant (b,y) tel que f est bornée dans V. La solution
x est alors uniformément continue sur [o,b) et x(t) — y quand t — b~. La
solution z(t) admet dans ce cas un prolongement sur un certain intervalle [0, b+a)
ce qui contredit I’hypotheése de départ. Considérons maintenant le cas h > 0 et
supposons qu’il existe une suite des nombres réels tp, —> b~ quand k — oo et
une fonction i € C' tellesque

(tk e,) € W, (0,0) € W, (tg, z1,) — (0,0), (2.14)
quand k — oo. Ainsi, pour tout € > 0,
lim ( sup |z, (0) —w(Q)\) = 0. (2.15)
k=00 \ 6e[—h,—¢|

Puisque x4, (0) = z(ty + 0) pour tout 8 € [—h,0] et t;, — b~ quand k — oo,
alors comme x est continue, limg__,o xtk(0) = limg_oo x(tx + 0) = x(b + 0)
pour tout 0 € [—h,0). Par conséquent, d’aprés (2.15) on obtient x(b+ 6) = 1(0)
pour tout @ € [—h,0). Donc (tk,x, ) — (b,xp) quand k — oco. (2.14) entraine
que (ty,z,) — (b,xp) € W. D’apres le Théoreme 2.1 il eviste o > 0 tel que
Uéquation (2.2) admet une solution en (b,xy) sur (b,b+ o). Ce qui contrendit
I’hypothese.

Corollaire 2.1 Supposons que Q est un ouvert de R x C' et fC(2,R™). Soient
x une solution mazimale de ’équation (2.2) sur [0 — h,b) et W [’adhérence de
Uensemble {(t,z;) : 0 < t < b} dans R x C. Si W est compact alors il existe
une suite {ty} de nombres réels, t, — b~ quand k — oo telle que (tg,xy,) tend
vers 02 quand k — oo. St h > 0, alors il existe ¢ € C tel que (b,¢) € 0N et
(t,x¢) — (b,%) quand t — b~.

Preuve 2.10 Si W est compact d’aprés le Théoreme 2.4, il existe kg € N tel que
la suite (tg,xy,) € S, (tg,xr,) § W pour tout ty, < tp < b et t, — b~ quand
k — oo, et donc la limite de (ty,xy,) tend vers 0Q2 quand k — oo. D’oq,
la premiére partie du corollaire. Si h > 0, supposons qu’il existe une suite des
nombres réels t, — b~ quand k — oo et une fonction ¢ € C' telles que

(tk, zy,) € W, (b, 0) € W, (ty, my,) — (b,0), (2.16)
quand k — oo. Ainsi, pour tout € > 0
lim ( sup |z, (0) —w(e)\) =0 (2.17)
k—00 \ ge[—h,—¢]
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Puisque x4, (0) = x(ty + 0) pour tout 6 € [—h,0] et t, — b~ quand k — oo, et
comme x est continue,

lim w4, (0) = lim z(ty +60) = 2(b+0)
k—o00 k—so00

pour tout 8 € [—h,0). Par conséquent, d’aprés (2.17) on obtient

x(b+0) = (8) pour tout § € [—h,0). Donc (t,x,) — (b, xp) quand k — oo.
D’apres (2.16) on déduit que (tg,xy,) —> (b,xp) € W. Le Théoréme 2.1 entraine
Uexistence d'un o > 0 tel que I’équation (2.2) admet une solution en (b, xzy) sur
(b,b + o/). Ce qui contredit I’hypothése. x est donc une solution mazimale de
Uéquation (2.2) sur [o — h,b). D’ou (ty, ¢, ) — (b,xp) € Q\ W. Comme Q est
un ouvert de R x C, on obtient (b,xy) € 002 et (t,z;) — (b,xp) quand t — b~.

Théoréme 2.5 Soient() un ouvert de R x C, f : Q — R"™ une fonction comple-
tement continue; c’est a dire que f est continue et envoie tout ensemble fermé
borné de €0 dans un ensemble borné de R™, et x est une solution maximale de
Uéquation (2.2) sur [ — h,b). Alors, pour chaque ensemble fermé borné U dans
Q, il existe ty tel que (t,x) ¢ U pour ty <t <b.

Preuve.Dans le cas h = 0, U est fermé borné dans R x R™ , donc U est compact
dans 2. Le résultat découle du Théoréme 2.4. Considérons maintenant le cas
h > 0. Supposons le contraire, dans ce cas il existe une suite réelle (¢ )k, ty — b~
quant k — oo elle que (tx, ¢, ) € U pour tout k. Comme h > 0, il en résulte que
I'ensemble {(t,z;) : 0 <t < b} est borné. Par conséquent, puisque f: Q — R"™
est complétement continue, il existe une constante M telle que

|f(1,0)| < M pour tout (7,¢) € {(t,z;) : 0 <t < b}. L’équation intégrale (2.4)

donne
t+1
| fsaas
t

pour tout ¢,t + 7 < b. Par suite, x est uniformément continue sur [o — h,b).
D’aprés le Théoréme d’Ascoli ensemble {(t,z;) : 0 <t < b} est compact dans
Q). Ce qui contrendit le Théoréme 2.4

lz(t+ 1) — z(t)] = < Mt
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3.1 Position du Probléme

Beaucoup de modéles intervenants en dynamique des populations dans les-
quels on tient compte de l'effet de la réponse de rétro-action font appel & un
retard non pas constant mais fonctionnel. Dans beaucoup de cas on est ammené
a considérer des équations a retard fonctionnelle du type :

2(t) = g(z(t —r(xr))), (3.1)

ot g: O — R" avec O C R" un ouvert et r : U C C — [—h,0] le retard
fonctionnelle défini sur un ouvert U de C' = C([—h, 0], R™) & valeur dans [—h, 0],
ou h > 0.

En utilisant les notations du chapitre 1 sur les équations diffirentielles & retard
indépendant de I'état, I’équation (3.1) peut étre ré-écrire sous la forme suivante :

z(t) = f(xy), t>0, (3.2)
a laquelle on associe la donnée initiale
ro=¢ € C,
o,
f=goevol(idx (—r)), (3.3)

et ev est I'application d’évaluation définie par
ev: C x [—h,0] — R",

(¥,5) —> ev(¥),s) = P(s).
La difficulté principale & laquelle on est confrontée quand on étudie les équations
différentielles a retard dépendant de I’état du type (3.2) est que les
résultats classiques sur 'existence et I'unicité des solutions des équations diffé-
rentielles a retard indépendant de I'état ne peuvent pas s’appliquer. En effet, le
Théoréme 2.2 du chapitre 1 impose que f soit localement lipschitzienne
sur U. Si on suppose donc que g et r sont localement lipschitzienne, la relation
(3.3) imposerai que l'application d’évaluation ev est également localement lip-
schitzienne. Voyons maintenant ce que implique une telle hypothése.
En effet, on a alors dans un voisinage de C' x [—h, 0]

lev(d, s) — ev(ih, )] < L(|[¢ — ¥ll-no + |s = t]),
ce qui donne, puisque ev(g, s) = ¢(s),

|6(s) — ()] < L(ll¢ = ¢l -no +[s — t]).

Si ¢ =1, on obtient
[¢(s) — o(t)| < Lis —t].
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Il en résulte que ¢ est localement lipschitzienne. On est donc amené a changer
'espace des phases C'([—h, 0], R"™). Une idée pour contourner cette difficulté serai
alors d’imposer que g et r soient de classe C''. Dans ce cas pour obtenir que f
soit également de classe C* il faudrait, d’aprés la relation (2.3) que Papplication
d’évaluation ev soit également de classe C*. Or si ev est de classe C'! alors

Dsev(¢, 5)1 = (),

ot Dyev(¢, s) est la dérivée partielle de ev par rapport a s. On obtient alors que
¢ est de classe C1. On est donc amené & reformuler le probléme de valeur initiale
(2.2) dans le nouvel espace C' = C*([—h, 0], R"™). Munissons C' de la norme

18110 = 19]l-n0 + 6]l -no

C' muni de cette norme est un espace de Banach. Dans ce cas I’application ev est
continument différentiable. Si on suppose donc que g et r sont continuments diffé-
rentiables alors 'application f = goevo (id x (—r)) sera également continument
différentiable de U dans R". Considérons l'équation (2.2), avec f : U — R
continument différentiable ott U € C! est un ouvert. Une solution z de I’équation
(2.2) est donc une application z : [—h,t.) — R" 0 < te < +oo continument
différentiable et telle que la courbe [0,t.) > t — x; € C! soit elle méme conti-
nument différentiable. En partculier la continuité en ¢ = 0 entraine

relation qui n’est pas satisfaite par tous les éléments ¢ de U. La relation précé-
dente nous force donc & chercher la solution non pas dans un ouvert U de C!
mais dans l’ensemle

X=X;={pcU:d(0) = f(&)}. (3.4)

Définissons I’application linéaire et continue p : C* 3 ¢ — $(0) € R”. 1l clair
que X = (p— f)~1(0). On est donc amené a formuler le probléme (3.2) comme

suite

Pour avoir un semiflot sur X avec des propriétés de différentiabilité il faut imposer
des hypothéses supplémentaires sur f. Dans la suite du chapitre on supposera
que :

(H1) f:U —> R" est continiment différentiable sur l'ouvert U C C'.

(H2) Chaque dérivée Df(¢), ¢ € U, admet un prolongement linéaire continu
Def(¢) : C — R™
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(H3) Pour tout ¢ € U il existe un voisinage ouvert V- C U et L > 0 tels que
pour tout ¢, 9 € V, |f() = f()| < Ll = ¥l -no -

Proposition 3.1 Si (H1), (H2) sont vérifées et X # 0 alors X définie par (3.4)
est une sous-variété de codimension n dans U et dans C*.

Preuve. On a X = (p — f)7!(0). Il suffit d’établir que chaque dérivée est sur-
jective, dans ce cas le noyau fermé est de codimension n dans C*. Soit ¢ € X.
Montrons que (p — D f(¢))(C') C R™ contient une base de R™. Soit by, by, ..., b,
une base de R". On a det(by, by, ..., b,) # 0 si et seulement si (by, by, ..., b,) sont li-
néairement indépendant et comme det est une application continue, alors il existe
un voisinage (b +V)}_,de (br)}_y, et choisissons V' un voisinage de 0 € R" assez
petit tels que les n composants du vécteur (xy, @, ..., ) € [[1—;(by + V') forment
une base de R".

D’aprés 'hypothése (H2) et puisque D, f(¢) est continue en 0 € C, il existe un
voisinage W de 0 € C' tel que

Def(9)(W) C V. (3.6)
Soit € > 0 assez petit, définissons I'ensemble W = {x € C': ||x]|| < €} et posons
€ € €
by = (%, 0,...,0),b2 = (0, BTR 0,...,0),....;b, = (0,...,0, %),
qui est une base de Rn telle que |bk| = 57 pour tout k € 1,2,...,n. Définissons

maintenant les fonctions

x1(0) = (550,0,...,0), x2(0) = (0,

€ €

(2h 57000, s X (60) = (0,0, 5

On a |[x&|l = supge_pn o) 5510 < 5 < €,c’est a dire que x € W
p(xk) = xk(0) = by, pour tout k € 1,2, ...,n. D’aprés la relation (3.6)
et puisque yx € W pour tout £ € 1,2,...,n, on a

Def(0)(xx) € V.
Etant donné que D, f(¢) est linéaire et (—xx) € W il vient,

—D.f(0)(xr) = Def(0)(—xx) € V.

0)

Par suite,

(P = Def(9))(xk) = p(xr) = Def(0)(Xx) = bk — De f(0)(xx) € b +V,

pour tout k € {1,2,...,n}. Finalement on obtient que

((p - Def(¢))(X1)> (p - Def(gb))(XQ)a ) (p - D f H bk: + V 7

est une base de R™. D’ou le résultat.
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3.2 Existence et Unicité

3.2.1 Existence de la Solution

Dans tout le reste de ce chapitre on supposera que f satisfait les hypothéses
(H1)-(H2)-(H3). Commengons d’abord par donner une formulation intégrale adé-
quate au probléme (2.5).

Lemme 3.1 Soient T > 0 et ¢ € X. Alors, v € C'([~h,T],R) = C*([~h,T))
est une solution du probléme (3.5) si et seulement si x5 € U pour tout s € [0,T]
et x est une solution du probléme intégral

{x(t) = 6(0) + [I f(z)ds,  te€[0,T],

Preuve. Condition nécessaire : Soit # € C'([—h,T]) une solution du probléme
(3.5), alors z; € U pour tout t € [0,7] et

:t(t):f(xt)v le [OaTL
o = Qb € X.

Par intégration, on obtient
t t
/ t(s) = x(t) —x(0) = / flzs)ds, tel0,T].
0 0
Comme z(0) = ¢(0) on a

2(t) = ¢(0) + [ f(xy)ds, € [0,T).
Ty = qb e X.

Condition suffisante : Soit x € C([—h,T]) une solution de 'équation intégrale
(3.7). Alors,

Comme f(z;) est continue en t, en appliquant le théoréme de lamoyenne, on a

5 1
hino h

[ rteas = s,

D’ou le résultat. Pour T' > 0, on désignera par Cj([—h, T],R") = C3([—h,T]) le
sousespace fermé des applications y € C*, qui sont nulles sur [—h, 0]. Posons

r=y+ ¢,
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telle que

{&w—wm t € [=h,0), (3.8)

o(t) = 6(t) +14(0), t € [0,00).
Le lemme suivant réduit ’étude de 'existence locale de la solution du probléme
intégral (3.7) a celle d'une équation intégrale avec condition initiale nulle.

Lemme 3.2 Posons © =y + ¢. Alors © € C'([—h,T)) est une solution du pro-
bleme intégral (3.7) associé a (3.5) si et seulement si y € C}([—h,T]) est une
solution du probléme intégral

{%_Og (v + 6) = f(9))ds, € [0.T) (39)

Preuve.Condition nécessaire : Soit # € C*([—h,T]) une solution du probléme
(3.7) tel que z =y + ¢ . On a alors I’équation suivante en y

mwzuw—ézlﬁuﬂm—W@
= /Ot f(ys + és)d‘s - t¢(0)
= [t 8 o)

=AQﬂ%+$J—fwﬂ%,

pour tout ¢t € [0,7]. De plus y(t) = z(t) — ¢(t) = ¢(t) — ¢(t) = 0 pour tout
€ [=h,0], d’ou yo = 0.y |jompest de classe C" telle que

yt) = flye + ét) - (ﬁ(O), vt € (0,17,
avec A . _
4(0) = f(yo + ¢0) — 0(0) = f(9) — ¢(0) = 0.
Par conséquent y € CJ([—h,T]) € C*([—h,T]). Condition suffisante : Soit y €

CY([=h,T]) une solution du probléme intégral (3.9) avec x = y + ¢, d’out pout
tout ¢ € [0, 7]

m&—[u&+@wﬁwmw3[ﬂmw—ww,
d’apres (3.8) on obtient

#(t) = y(t) + (1) /fxs

pour tout t € [0,7]. D’aprés le Théoréme de la moyenne on déduit que = €

CY([~h,T)).
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Remarque 3.1 D’aprés les lemmes 3.1 et 3.2, l'existence de la solution du pro-
bleme (3.5) est équivalente a celle du probleme intégral (3.9).

Lemme 3.3 Soit 'application linéaire continue
Er Cl([—h,O]) — Cl([—h,T]),

définie par

Er(t) = 6(1)  pourt € [~h,0),
Er¢(t) = ¢(0) +16(0)  pourt € [0, 7).
Alors pour tout ¢ € C*([—h,0]),
||ET¢||1—h,t <1+ T)||¢||1—h,t-

Preuve.Soit ¢ € C*([—h,0]), on a

Er¢: [=h, Tl prew. — R"

Etant donné que R
ET¢ = ¢ |[—h7T]7v¢ € Cla

on a

ETo|., . = ; ; 1
1T = s 1601+ s 1600 (3.10)

D’aprés (3.8) on a
0(1)] = [6(t)] < @]l -no, V€ [=h,0),

6(t)] = 16(0) = t6(0)] < ||l -no + Tl -no, ¥t € [0,T],
ce qui donne, pour tout ¢ € [—h, T

[O(8)] < 118]l-n0 + T dll-no (3.11)

De plus A
(0)] < |6llnp. t € [~h.T] (3.12)
Les relations (3.10), (3.11) et (3.12) entrainent que

1Ezgll-nz < [[¢ll-no + I&ll-no + TlSll-no

sowpw+wmw)+T@mpw+wmm>

=1+ D)9l 0-

D’ou le résultat.
L’hypothése (H3) entraine le lemme suivant.
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Lemme 3.4 Soit ¢ € X, il existent r(¢)) > 0 et L > 0 tels que

Vo =4+ (CH([=h, 0])r(¥),

est une partie de U et

1£(¢) = FOOI < Ll = xll-no, Vo, x €V, (3.13)

o (CH[—h,0]))r(v) est la boule ouverte dans C'([—h,0]), centrée en O et de
rayon r(1)).

Proposition 3.2 Soit 1 € X, pour tout € > 0, il existent T = T(e) € (0, 57+5]
et v = r(e) € (0,r(x)] tels que pour tout ¢ € 1 + (C*([—h,0]))r et pour tout
t €10,77, A

b€ by + (CH([=h,0])).,

ot () est donné par le Lemme 3.4.

Preuve.Fixons € > 0, comme 9 et sont uniformément continues sur [—h, 1],
alors il existe T'= T'(¢) € (0, 52| tel que pour tout t € [0, T],

' 2041
6= dall < i { 00, 5 .
En particulier, puisque @ZA)O =1 on a
I = 1 < min {r (0. 5 (3.14)
Donc, R
Y eVy VEe[0,T]. (3.15)

Pour ¢ € Vi, et t € [0,7] on

160 — Vell“ o < 16— ¥l Lir = |1Brd — Exy|| Ly s

d’ou puisque E7r est linéaire

16 = il o < N1Er(d = )| Lng-

D’aprés le Lemme 3.3, on obtient

160 = DellLno < L+ D)@ — )| 2nz- (3.16)

Les relations (3.14) et (3.16) entrainent que
|p¢ — d’”£h,o < |l¢¢ — thlfh,O + || pe — le—h,O
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Y
<A+~ D)+ -
On peut donc choisir 7 = r(e) = m . Dans ce cas on a pour tout ¢ €
¥+ (CY([—h,0])), et tout pour ¢ € [0,T],
H¢Et - ¢Hl—h,0 < e

Le corollaire suivant raméne 'existence de la solution du probléme (3.9) dans une
boule de Cj([—h, T]).

Corollaire 3.1 Soient i) € Xet posons

€= @, T € (0,T(e)],r € (0,7(e)],
¢ € Xy, =X N+ (CH[=h,0)r)ety € (Co([—h, T)))e. (3.17)

Alors, X
Y + ¢ € Vi = b + (CH([=h, 0])) ), ¥t € [0, T,

ou r(¢), T(e) et r(e) sont donnés par le Lemme 3.4 et la Proposition 3.2 respec-
tivement.
Preuve.Soit 'application linéaire continue
jT : Cl([_hv T]) — C([Oa T]7 Cl([_ha 0])))7
définie par jr(y)(t = y;. On a puisque y € (C3([—h,T])).
gr(y) 1 [0,T] > t — y; € ' ([—h,0]),
el 2no < lgelltnr <. (3.18)
De plus d’apres la Proposition 3.2
r(Er(9)) : [0,T] 3t — & € C'([=h, 0)),
60 € ¥+ (CM([=h, 0])).e. (3.19)
Les relations (3.18) et (3.19) entrainent que
lye + b — le—h,O < Hyt|’£h,0 + H@gt — W|£h,o < 2,
mais d’aprés (3.17) on a 2¢ = r(¢) d’ou

Y + ot € Vi, ¥s € [0,T). (3.20)
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Corollaire 3.2 Soient (¢,y) € Xy, x (C3([=h,T))). et définissons l'application

(3.21)

Ry, (6,9)(t) = [y (f(ys + &) — 6(0))ds, s €[0,T]
RT’I‘(¢7 y)(t) = 07 te [_h7 0]7

alors Ry, (6,y) € CY([—h,T]), autrement dit
Ry, : Xy, 7 % (Co([=h, T)))e — Cy([~h, T]).
ou €, T et r sont donnés par le Corollaire 3.1.

Preuve.Notons Rz, (¢,y) = 2. La restriction z | [0, T] est de classe C' avec

Z(t) = f(yt + ngt) - ¢(O), (O’ T]v (3'22)

et d’apres le théoréme de la moyenne, la dérivée en ¢ = 0 est

Fyo + ¢0) — 3(0) = F(0+ ¢) — $(0) =0,

2(0) = 0.
et
Ry, : Xy, x (Co([=h, T)))e — Cy([~h, T]).

Le Théoréme suivant rameéne la solution du probléme (3.9) & celui d’un point fixe
de 'application Ry, .

Théoréme 3.1 La solution sur [0,T] du probleme intégral (3.9) est le point fize
de Uapplication Ry, , ou T est celui du Corollaire 3.1. Avant de démontrer le
Théoreme 3.1 nous aurons besoin de certains résultats préliminaires. Montrons
d’abord que Ry, est une application contractante par rapport a la deuzrieme va-
riable.

Proposition 3.3 Soit ¢ € X, pour tout ¢ € Xy, y,w € (C§([—h,T])) ona

2Ly !
oL + 1 Y —Wi_p 1

HRTr (¢a y) - RTr (¢a w)Hl—h,T <

ou €, T et r sont donnés par le Corollaire 3.1 et L est la constante lipschitzienne
de f.

Preuve.Posons z = Ry (¢,y) et v = Ry, (¢, w). On a pour tout ¢t € [0, 77,

|z — v||,11’T = matye—n,|2(t) — v(t)| + mazec—n | 2(t) — 0(1)]. (3.23)

39



Chapitre : 3 Equations Différentielles a Retard Dépendant de I’Etat

En utilisant (3.21) on arrive a

2(t) — ()] = / (F(gs + &) — Flws + B2))ds

T ~ A~
< [ 1+ 60 - flu+ 6 | ds
0 N A
< Tsren[éaf};“f(ys + ¢s) — f(ws + &s).
De plus, d’apreés (3.13)

|2(8) = v(t)] < TL max |lys — wsllLp

€[0,T]
D’autre part, il est clair que
max llys — tho <y —wl| h,T>
s€[0,T
ce qui entraine
|2(t) = v(t)] < TLlly — w||), 7 (3.24)

D’apres (3.13), (3.22) on obtient,

|2(t) = 6(t)] = f(yt + ) — fwe + &) < Lllys = willLp,

et puisque y(u) = w(u) = 0 pour tout u € [—h, 0],

e — wellt o = max | / is))ds |

0e[—h,0]

IN

| 1966) = is)ds < T e i) = )] < Tlly = il

D’ou
2(t) — o(t)] < TL|ly — wll%), o (3.25)
En combinant (3.23), (3.24) et (3.25) on obtient,

|z — UH£h,T <2TLl|ly — w||£h,T'

Comme T < on obtient le résultat désiré.

1
T 2L+1
Proposition 3.4 Soient ©» € X et 6 > 0, il existent T = T(5) € (0,T(e)] et
r=r(0) € (0,7r(e)] tels que

Vo € Xy, | B, (0, 0) |1y < 6, (3.26)

o € =€(d) > 0.
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Preuve.Soit €(6) € (0, minr (), 2). La Proposition 3.2 permet de choisir T} =
T(e(0)) et r1 = r(e(d)) de sorte que

)
¢ € ¢+ (C'([=h. 0])). a)C¢+(01([—h,0]))7"(¢)—‘/w,
-

pour tout ¢ € ¢(C'([—h,0]))r! et t € [0,T1]. L’inégalité €(§) < 2 permet de
choisir T'=T'(5) € (0,T1] et r = r(0) € (0, r;] suffisamments petits tels que,

T(Lr(¢) + [f (@) |+ | 4(0) | +r) + L(A+T)r+ L(5) +7r <. (3.27)

Soient ¢ € Xy, 7,2 = Ry, (¢,0) et t € [0,7T], on a d'une part

A0l [ 16 s+ 7160 <7 (s 1701 +60). G2
D’autre part puisque ¢ € Xy,
| $(0) [<] 6(0) = (0) | + [ $(0) < [|6 = ®l|Lp ot [ $(0) [< 7+ [ 9(0) | . (3.29)

De plus (3.13) entraine pour tout x € Vy,

FW) < 1F00) = FO + [F (@)

< Ll — 0l o + 0] < Lr(e) + £ )] (3:30)
En combinant (3.28), (3.29) et (3.30) il vient,
|Aw|ST(Lm¢»+uwm+|¢mn+w). (3.31)

D’un autre cot
2(t)] = f(dt) — $(0)
<|F(0) = F(e |+ | F () = f(o) | + | £(ho) = 6(0) |
=| f(de) = f(de | + | F(sh) = f (o) | + | o — $(0) |
<Ll — @Zt|’1—h,o + Lo — 7/Ajoul—h,0 +1|¢ — W‘l—h,o-

En combinant la derniére inégalité avec (3.16) et puisque ¢y € ©+(C([—h, 0]))(6)
on arrive a

0] < LA+ D)6 = dllZpo + L € () + 6 — ¥lIZs -
De plus comme ¢ € Xy, alors
12(t)] < L(1 + T)r + Le() + . (3.32)
Finalement les inégalités (3.27), (3.31) et (3.32) entrainent
o000 < T(£r(0) + )]+ 600) +7) 4 L+ T+ £e(0) 47 <8

Les Propositions 3.3 et 3.4 entrainent le corollaire suivant.
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Corollaire 3.3 Pour tout e > 0, posons A\ = % + %( — %) € (0,1),
§=5(1~- %) , T'="T(9) et r =r(0). Alors Uapplication Ry, envoie l’ensemble

Xpr X (CH([=h,T)),, de X x C3([—h,T]) dans une boule fermée (Ci([—h,TY),.
de (C3([—h,T))e.

Preuve.Fixons € > 0, en utilisant la Proposition 3.4 pour

d=5(1- %) et en appliquant la Proposition 3.3 sachant que

¢ € Xy, C Xyrw),y € (CH([=h,T)),.,7 <7(e) et T < T(e), on a

1Bz, (6, 9)| L r < 1R (6,y) = B (6,005 0 + R (6, 0) L
2L

2L+1

2L
< Ae+ 6
Sopa1net

< 2L +e(1 2L )
=or+1 "2V Tar 1

<

‘|y|’£h,T+5

Finalement, on obtient
||RTr (¢7 0) |£h,T S €.

Proposition 3.5 L’application Ry, est de classe C*.

Preuve.Définissons d’abord les applications linéaires continues suivantes

Er : CY([=h,0]) — CY([—h,T]),
ET¢(t) _ {¢(t)7 t.E [_h’())
»(0) +te(0), tel0,T).
Jr - Ol([_h’T]) — O([O’T]v Cl([_h’ O]))),
Jr(y)(t) = ye.
gn s R" — C*([0,T7),
Jné(t) = .
Iy C([0,T]) — C*([0,T7),

Ir(w)(t) = / y(s)ds.
ET . CY([0,T]) — CY([~h,T)),

{z(t), te 0,7,

B0 = C0) 1420, t € [=h,0).
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Considérons 'ensemble ouvert
Ur =n € C([0,T],C*([~h,0])) : n(t) € Upourtout t & [0,T],
et I'opérateur de classe C!
fr:Ur>n+— foneC([0,T]).
Ry, est alors une composition des 9 applications linéaires et continues suivantes :
X x Co([=h,T]) 3 (d,y) = (9, y) € C*([~h, 0]) x Co([=n,T)),

CH([=h,0]) x Co([=n,T1) > (¢,9)

— (Er¢,y,p¢) € C'([~h, T]) x Cy([~h, T]) x R",
CY([~h,T]) x CY([~h,T]) x R" > (v,w, &)
— (v+w,§&) € CY([—h,T]) x R",
jr x id : CY([=h,T]) x R" — (C[0,T], C*([~h,0])) x R",
fr xid: (C[0,T),C*([=h,0])) x R" — C([0,T]) x R,
id X j, : C([0,T]) x R" — C([0,T]) x C*([0,T)),
C([0,T]) x C*([0,T]) > (a,b) — a — b € C([0,T)),
Iy C([0,T]) — C([0,T7),
Er : CY([0,T)) — C*([~h,TY)).

D’otu le résultat.

Preuve du Théoréme 3.1.D’aprés la Proposition 3.3 le Corollaire 3.3 et la
Proposition 3.5, application R;, est de classe C' et envoie la partie X, x
(CH([=h, T))re de X x C3([—h,T]) dans la boule fermée (CE([—h,T])x ou A =
2L 4 %(1 — 52L_) | De plus RTr est contractante par rapport & la deuxiéme

2041 2L+1
variable. Le Théoréme (1.3) du chapitre 1 entraine alors que l'application

Y, : Xyp — Co([=h, ),

définie par

Yr,(¢) =y =y € (Co([=h, T)))xe et Rr,(¢,y) =y,
est de classe C''. D’ou pour tout ¢ € Xy, on a y® € (C}([—h,T]))x est un point
fixe de ’application Rr, et satisfait

t
it = B (00)(0) = [ (v +6) = d(0)ds,
0
avec yo = 0. Pour tout ¢ € Xy, y? est une solution locale du probléme intégral

(3.9)
Le Théoréme 3.1 entraine le résultat d’existence suivant.
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Proposition 3.6 z( —y(¢)+<23|[—h, T est une solution locale du probleme (3.5).

Preuve.L’application
STT : Xwﬂ“ — Cl([—h,T]),
définie par )
S, (¢) = 2! =y + ¢|[=h,T| = Yr,(¢) + Er, ¢,

est de classe C*. Donc pour tout ¢ € Xy, t € [0,7] on a z = 29 € C*([~h,T))
et d’aprés le Corollaire 3.2 2(®) satisfait 1’équation intégrale

:Wﬁww+wwzlw@+&>¢mme /f%

2(t) = 6(t), Vit € [~h,0).
C’est & dire que 2(%) est une solution locale du probléme intégral (3.7). Par consé-

quent, pour tout ¢ € Xy ,,t € [0,77], le Corollaire 3.1 entraine alors que 'appli-
cation z = 2(®) € C'([—h, T]) est une solution locale du probléme (3.5).

3.2.2 Unicité de la Solution

Dans ce paragraphe on voudrai montrer I'unicité de la solution du probléme

(3.5).

Proposition 3.7 Si z : [-h,t,) — R" et y : [-h,t,) — R™ sont deuz so-
lutions de l’équation (3.5) avec xo = yo et t<t,. Alors x(t) = y(t) pour tout
€ [—h, tx).

Preuve.Soit z : [—h,t,) — R" et y : [—h,t,) — R™ deux solutions de I’équa-
tion (3.5) avec zg = yo et t, < t,, c’est-a-dire que
VO € [—h,0],z(0) —y(0) = 0.

Il suffit de montrer que z(t) = y(t), pour tout ¢t € (0,t,). En effet, raisonnons par
I’absurde et supposons que z(t) # y(t), pour certain point ¢ € (0,t,). Alors,

s =inf{u € [0,t,) : 2(u) £ y(u)},

satisfait
0<s<t<t,

et

par conséquent
Ty = Ys. (3.33)

D’aprés 'hypothése (H3) il existe un voisinage ouvert V- C U de x5 et L > 0 tel
que,
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|f()f(x)] < Lll¢ = x||-n,0 pour tout ¢, x € V.

Comme z, &, y, § sont uniformément continues sur [—h, t] il existe n € (0, 1) avec
s+mn <t tel que z, et y, appartient & V pour tout u € [s,s +n) C [—h,t]. On
aura alors pour tout u

u s+n
|z(u) —y(u)| = /(f(xw)—f(yw))dw'ﬁ/ f (@) = f (w)]dw

< Ln max ||Ty — Yuwl-no
wE([s,s+7)]

=L +6) —y(w+0
"wéﬂi}inwﬁi}é‘x(w ) — y(w +0)]

(3.33) donne alors

|z(u) —y(u)| < Ln x| [z(w) — y(w)].

Comme Ln < 1 on obtient

max |z(w) — y(w)].
wE([s,s+n]

ceci contredit 'hypotheése s = inf{u € [0,t,) : z(u) # y(u)}.
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Chapitre 4

Etude de la stabilité et bornitude
d’une certaine équation
différentielle du troisiéme ordre non
autonome avec retard
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4.1 position du probléme

Dans ce chapitre,nous étudions la stabilité asymptotique des solutions de
I’équation différentielle & retard du type

(a®) )z’ (1)) +a(t)z” () + b(t)z' (t) + e(t) f(a(t — 1)) =0, (4.1)

et la bornitude de

(a(®)(p()x' (1)) +a(t)a” (1) + b(t)a' (8) + c(t) f(a(t — 1)) = e(t), (4.2)

our > 0, et les fonction p(t), ¢(t), a(t), b(t), c(t), e(t) et f(x) sont continues en t €

[0, +oo[ et x € R.En outre , il est supposé que les dérivées p' (t), ¢ (t),a (t),b (t), ¢ (t), f (1),
existent et sont continues pour tout ¢,z avec f(0) = 0. En plus, il est également
supposé que la fonction f(z(t —r)) satisfait une condition de Lipschitz en x(t —1)

Alors la solution est unique.

En 1974, Hara [41] a étudié le comportement asymptotique des solutions de
I’équation différentielle sans retard sous la forme :

2" a®)x” () + b))z (t) + c(t) f(z) = e(t), (4.3)

et a montré que toutes les solutions de ’équation (4.3) sont uniformément bor-
nées et vérifient 2(t) — 0,2 (t) — 0 et z" () — 0 quand t — oo.

En 2005, A.I.Sadek [69], a considéré I’équation différentielle non linéaire du troi-
siéme ordre suivante, avec un retard constant r assurant la stabilité du systéme

" at)z () +bt)z (t) + c(t) f(z(t — 1)) = 0. (4.4)

Il est tout a fait clair que nos deux équations se réduisent aux équations étudiées
par Omeike [16], Sadek [1] en posant p(t) = ¢(t) = 1. Le résultat suivant a été
prouvé.

Théoréme 4.1 [1]
On suppose que a(t),b(t), et c(t) sont continument différentiables sur [0, +oo[ et
que les conditions suivantes sont satisfaites :
S10<ag<a(t) <A0<b <bt) <Betl<c <c(t) <C; pour tout
t €10, 4o00].
Se 0< fo < @ avec v # 0 et £(0) =0,|f (z)| < fi <1 pour tout x
53 Cl()bo —C>0.

: 1, agby— a
Sy bo(t) + pay(t) — ;c (t) < 2h=C tel que p = J%b;LC

Ss fooo Ic'(t)| < o0, ¢ (t) — 0 lorsque t — oo.
Alors la solution nulle de (4.4) est uniformément asymptotiquement stable, pourvu
que

r < min { 2C0f0 aobo - C aobo - C + 4@00(1 — fl) }
f10 ’ (1 + ao)boflc’ 2f10(1 -+ 2,U -+ 2&3 -+ ao) -+ (aobg — C)C ’
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4.2 Hypothéses et résultats principaux sur la st-
bilité asymptotique

Tout au long de cette partie, nous utilisons les notations suivantes

Alt) = a(t) B(t) = b(t)p(t) — a(t)p ()
p(t)q(t) PA(t)

On suppose qu'’il existe des constantes positives ag, by, co, ar, n, m, i, d, 61, C, L, M, N,
telles que les fonctions qui apparaissent dans 1’équation (4.1) vérifient les condi-
tions suivantes :

i) 0<ag<a(t) <ap,t>0,

i) —L <p(t)<0,—L<q(t)<0,t>0,

iii) f(0) = 0,0 < & < L% avec x # Oet| f'(x)] < 4.

Nos résultats principaux sont les théorémes suivants.

Théoréme 4.2 En plus des hypothéses i) — iii), supposons que les conditions
sutvantes sont vérifiées

Cl)m<p()<M,O<m<q()Metp()20 pourt > 0.
c(t)

)O<n<c()§b()<N N<b() (t) <0,t>0.
Cs) p(t)e(t)) Sl(Q(t)C( ) <0,t>0.
M
04) a0 < o< M51
05) % ( ) <dy < n(l —OéMdl)
Alors la solution nulle de (4.1) est uniformément asymptotiquement stable, pourvu
que

< mi 2com? 2c3
r < min
N6 (1+a+m2) ad N

ol cy = %[n(l —aMéby) —do] >0, et cz = (2% — 1) > 0.

M\"M
Théoréme 4.3 En plus des hypothéses i) — iii), supposons que :
Hl) 0<by <b(t)<Netl<co<c(t)<C; pourtoutt > 0.
0<m<q(t) p(t) < M, pour tout t > 0.

Hy)
Hs) (p(t)e(t)) < (q(t)e(t)) pour tout t > 0.
H4) aogbg > Mn?él
MC’5
Hs) o<y = %
Hs) B ( ) + pA(t) - ‘C ) < (b Mc‘sl) pour tout t € [0,00), tel que
pP= 51
Hz) fo c(s)]'|ds < E < oo.

Alors la solut@on nulle de (4.1) est uniformément asymptotiquement stable, a
condition que

. c1m? 2(agm — pM?)
r < min ,
M6 C(1 4 p+ pm?) C Mm?26,
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ol ¢y = M‘Mg - —Mfr”:‘sl.

Remarque 4.1 Lorsque p(t) = q(t) = 1, les conditions (Hy),(Hg) et (H7) du
Théoreme 4.3 sont une extension des conditions (Ss3), (Ss) et (S5) du Théoréme
de [1] pour M = m = 1. Dans la condition (iit) du Théoéme 4.3 on suppose que
|f'(z)] < 61, mais dans Uhypoth‘ese (S2) du Théoréeme [1] on a |f (z)] < fL <1
ce qui est particulierement limaté.

Considérons dans l’espace des phases x,y,z le systeme différentiel équivalent a
Uéquation(4.1) :

1
R0
1
v = 5 (4.5)

2 = —A(t)z — Bty — e(t) f(z) + e(t) / YS) g1 (5))ds

Preuve du Théoréme 4.2 :
On définit la fonction de Lyapunov W (¢, x4, y, 2;) comme suit

O(t
W(t, e, ys, 2¢) = eXP(_g)V(taxt; Y, 2t), (4.6)
ou
2
V(t e,y 2) = p()e(t) (@) + ag(t)BE) T + ag(t)e(t) f(z)y
1 (a(t) , (4.7)
+ y? 4 az’ +2yz}+)\/ / €)d¢ds,
2{ (t> —r Jit+s
et F(x fo u)du,v et \ étant des constantes positives qui seront déterminées
plus tard
Notons que 6(t) = [ D(s)ds avec
oM [2a,p%(t) — asp(t)p (t) /
D) = — t)| >
() 2 |: pg(t) agC() —07
ol as = ﬁal +2n(1 — aMé) + N, et az = % + T‘L‘;LQ

On remarque que puisque p(t) et ¢(t) sont des fonctions continues et bornées,
alors 6(t) est convergente pour tout ¢ > 0. En effet,

/ot D(s)ds = aM /0@ [pp<(> - C;;g((;)) } %C@} -

(t) ’ ’

—p (s) D aasM  aagM N

< M — d

< a1« /0 ( 2(s) )( p(s)) s+ o + 5
aaoML  aasM  aasMN

< + -

< w < 0.
m2 2m 2 -
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A partir de la définition de V' dans (4.7), nous observons que la fonction ci-dessus
peut étre réécrite comme suit

0 t
V+W +VQ+A/ / y*(€)dEds,
— t+s

ou
2

Vi = p(t)e(t)F(z) + aq(t)B(t)%

Vy = 1{%;f + az? —|—2yz}.

+ aq(t)c(t) f(x)y,

et

Tout d’abord considérons

= %{%;f + a2’ + 2yz}
a(t)

= G Ly gl - 2

Grace a (1), (C4) et (Cy) nous avons

~—

a(t) 1
o -2
a

Donc il existe une constante positive telle que

Vo > 8y(y* + 27). (4.8)

D’autre part, en utilisant les hypothéses du théoreme 4.2, et étant donné que
n < b(t) < p(t)B(t), nous obtenons aprés quelques réarrangements

c(t) f(z) }2 _ag(t)fP(x)c(t)
B(t) 2B(t)

V1 =p(t)c(t)F(z) + %q(t)B@){y +

o= [ rrss, [ s

Les conditions (i) — (m), (CY) et (Cy), nous donnent

ca®)f*(z) c(t) fix)
°B(t)  — 2

Notons que

—aMp(t)elt)

> OzM51p / f

D’ou
i > p(t)c(t)/o (1 —aMdy)f(u)du > d4F(z).
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et 1

04 = 1—aMody) > 1— Méy) =0

4 =nm(l —aMd) > nm( VG 1)

Ainsi & partir de (4i7), on obtient,

040
> 20,2

; (4.9)

(%1

Il est clair que, a partir de (4.7),(4.8) et (4.9), nous avons
V(t, 4, Y, 2¢) > Ooy* + 0227 + +)\/ / €)déds.
—r Jit+

Par conséquent, la positivité de ft sl 2(£)d¢ entraine qu'il existe une constante
positive suffisamment petite k, de sorte que

V(t,xe,y, 2) 2 k(2® +y* + 2%) = K[ X (0%, (4.10)

ou k = min{dy, 240 }et X (t) = (x(t),y(t), 2(t)).
Nous pouvons donc trouver une fonction continue Wy (|| X (¢)||) telle que

Wo([[X(@)I) 20 et Wo( X)) < W(E, Xy).

Puisque f'(x) < 6, alors f(z) < 6,2 et cela implique que F(z) < (51% . Selon les
hypothéses du théoréme, nous obtenons

N CL1L
B(t) < —+ —
=g+

par conséquent, il est facile de montrer que

0 t
V <65 4y 4 )+ / / 22(€) + 42(€) + 2(6))deds,
—r Jit+s

ol
1 N L
5 = 5 max{NM&(1 + o), aM(- + B2 4 aMNG + Da+1,0+ 1}
2 m m
et
56 = max{l,)\}.

Comme 0 < @ < “ alors

0(t)

m(a? +y? + 2%) < exp(—%)V SW =exp(——2)V <V,

ot 7 = kexp(—%). Donc l'existence d'une fonction continue
Wi (|| X (@)|)+Wa(]| X¢l2) qui satisfait inégalité W (t, X;) < Wl(HX(t)“)“‘Wﬂ(ﬁ,r | X (s )||2d5)%)
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est facilement vérifiée. Par conséquent, la premiére condition du Théoréme 1.6

est satisfaite.
Pour la dérivée temporelle de la fonctionnelle V (¢, x4, ys, 2;), le long des trajec-

toires du systéme (4.5), nous avons

’

Vias) (2,90, 20) = (0(8)e(t) F(2) + =4 (1) B(t)y® + alq(t)e(t)) f(x)y

2
+ [%q - g?’f(t(;) +G(t) + /\r}
i L(t }
retyan) [ U s [ e
G(t) = ;p((?) + ac(t) % ‘() — B(1).

/ / / . .
Commme g ¢ = (q¢) — gc ,nous obtenouns ce qui suit :

Sa B =5 B0y
= 2o OO BOW = 5 () OB

par conséquent ,nous avons

Vias (o 2) = (p)() F(0) + 5.7 0(0elt) BOW* + alatt)e(t) oy
ag(t)B'(t)  aq(t)c (H)B() a(t)p' (1)
[ - R - e e
1 2
{m — ozA(t)] z
retyas) [ B wenis - [ e

Maintenant, nous vérifions

’ (6% ’ 2 ’

H(t,z,y) = (p(t)c(t)) F(z) + m(t}(t)(i(t)) B(t)y” + alq(t)e(t)) f(z)y <0,

pour tout z,y et £ > 0. Si (¢(t)c(t))” = 0, alors

H(t,z,y) = (p(t)e(t)) F(z) <0.
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Si (q(t)c(t))” < 0, la quantité entre crochets ci-dessous peut étre écrite comme
suit,

e T e

Ht,2.9) = a0 | B F@) + S5 B(002 + afah]
. [p0e®) . aBO [ @)’ actf )
= @0 | S v B~ 58

, R . . p(t)c(t))l > PN
I'hypothése (C3) implique que (et = 1 d’on

ac(t) .

H(t o) < (o)) [ [1 - <u>] f(u)du.

De (cl)et (c2)nous obtenons ¢(t) < M B(t),ainsi
H(t.2.9) < (a)c(0) | (1= ada)fa)du
(a(t)e(t) -

nm

IA

F(z) <0.

Donc, en combinant les deux cas, nous avons H (¢, z,y) < 0 pour tout ¢t > 0, x et
y. Selon les hypothéses du théoréme,nous obtenons

Blt) 1+
et
(o V@R () = (b() + d ()p(t)p (1) — a()p()p” (¢) + 2a(t)p”
s p*(t)
< 2a1p 2(t) — [2n(1 — aMéy) + Np(t)p (t)

- PA(t) ’
par conséquent, il est facile de voir que

et
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En conséquence (4.11) devient
17(4_5) (t, 20,y 2) < [D(t)ey + Mr]y? — c32” — )\/ Y2 (€)deE
rel+az) [ L7 s

En utilisant 'inégalité de Schwartz |uv| < L et |f'(2)| < d1,nous obtenons

t , 5 5 t
[ U londs < 27 50 [ e
et
t , 5 (5 t
ac(t)z/t_ ]%f (z(s))ds < aN%zQ%—%/t_ Y2 (€)dE.
D’ou

. 0N O N
‘/(4.5)(757%7 Yt, Zt) < - [02 - D(t) - 7’()‘ + 17)} 112 - [03 — o ! T} 22

nN

" [ﬁu ta)- A] / (€ de.

Si on prend g%(l + a) = A la derniére inégalité devinent

(SlN 1+Oé 2
B “ﬂy

‘./(4.5) (t,ze, e, 2) < — [02 — D(t)

Par (4.6),(4.10) et en prenant v = k nous avons

. o(t), d D(t)

W(4.5)<t7$t>yta Zt) = eXp(—T(%V(t, xtaytazt) - TV(t,xt,yt,zt))
ot 0N 1+« ONr
< exp(—%[—(@ — IT( — + 1)7)y* — (3 — a 12 )27

Par conséquent, si

i 2com? cs
r < min
N1+ a+m2) adN |’

on a
Wias) (@, ye, 2) < —By? +2%),  pour > 0.

Posons W3 (|| X||) = B(y* + 2%). W3 est définie positive, en effet,
si || X || = 0,cela implique que x =y = z = 0,et donc W3(0) = 0.
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Inversement, si W5(|| X|) = B(y? + 2?) = 0, alors y = z = 0 et le systéme (4.5)se
réduit a

z = —c(t)f(x) = 0.

La condition (Cs) entraine f(x) = 0, et par (7i7) on conclut que f ne s’annule que
pour z = 0. D’ou, la seule solution du systéme (4.5) pour lequel W3(||X]||) =0
est la solution x = y = z = 0. Ainsi, en vertu de ce qui précéde, nous concluons
que la deuxiéme condition du Théoréme 1.6 est satisfaite, donc la solution nulle
de I’équation (4.1) est uniformément asymptotiquement stable.

Preuve du Théoréme 4.3

On considére la fonction de Lyapunov U (t, zy, 4, z¢) définie comme suit

U(t,xt7yt, Zt) = eXp<_%)X(taxtayt7zt)a (4'12)

ou

Xt 1, 20) = p(O)e(t) F (&) + a(t)elt) f )y + 52

( ) (4.13)
+ pyz + —— (HA()JFB )y +A/ / €)deds,
—r Jt+s
telle que F'(z fo w)du. (3 et /\ sont des constantes positives qui seront déter-
minées plus tard et n(t) fo )]'|ds < 00.0n peut réécrire (4.13)comme

suit

Nt 21y, 2) = pp(t)e(t)F () + a(D)e(t) f(2)y My2+1(z+uy)

) 2

Un calcule simple montre que

0O k) + S () ) - O I

/2 / £)déds.

X(t xe, ye, 20) = o (p(t)C(t)F (z) = q(t)C(t)) F(x) + pg(t)et) F(z) + q(t)e(t) f(2)y
_l’_
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Puisque p(t) > q(t) et que U'intégrale j; L Y2(£)dE est positive, alors

(e, =) = na(t)e®w(t) + 10 (B(t) A -4 “—2)y2

2 p o q(t)
1 2
+ §<z—|—uy) .

oun V(t) = F(z)+ if(:v)y 2upy Par (iii) on obtient

W(t) = F(z) + i@ +of @) = £ f?

> [ (1= 27 @) stz o

Soit R(t) = B(t)—%—ku(/l( )— q(t)) En utilisant la condition (Hs) on a R(t) > 0
et grace aux conditions (H;) er (Hy) on obtient

c

X(t, e, ye, 22) 2 pmeo (1) + % (B(t) +pA(t) — a_ ’“‘—2)) Y +% (z+uy) > 0.

p gt
D’ou il existe une constante positive k; telle que
X(E, 2, ye, z) > ka(2® + 7 + 2%). (4.14)

Par conséquent, de la meme maniére que la preuve du théoréme précédent, on
déduit que

Wo([[X@0I) < Ut Xy) < Wa([X D) + Wa ([ X @)])2-

Soit X(5.5)(t, x4, Y, 2) = X(5.5) la dérivée temporelle de la fonction x(a.5)(t, ¢, ye, 2¢),
le long des trajectoires du systéme (4.5)

(q(0)elt)'v? + (a0)el) Fl)y + ( ¥ —A(t)>z2

!

X(a5) = p(p(t)e(t)) F(z) +

2p (t)
+(L8et0r @) - nB) 4 2 )2+ 3 (B) O+ aa) 0 - S0 )
e+ [ BF s [ R

a partir duquel on déduit

’

X = u((p(t)C(t)) - <q<t>c<t>>/F<x>) T ula(t)elt) P()

_l’_
/N
=
|
N
=
~——
W
[}

q(t)
+ aOl0) 1@y + o0y + (D) o) = B0+ 20 ) 7
LBy () + gy ) = L) © )2 + ey +2) [ L F (w(s))s
i 2 t—r P 5)
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Mais
(@B (1) + u(a) () = (a0 () = 4(0 [B/ (040 (0 - 3¢ <t>}
/ 1
) [B(t) A - ;c(tﬂ
, , / 1,
< [uA (0+ ()~ o <t>},

puisque pA(t) + B(t) — 1c'(t) > pA(t) + B(t) — 5 — % > 0, et par (Hs) on

obtient ) ’
o < wlae) (OF (@) + 0e) (OF @ + 5000 0" + (= 40 )2
1 1 2 q(?) ! 2
g0 (B0 + a0 = 260 )2+ (45elo)f () - w0 4 2
Fem+) [ U7 wlonds—a [ s

on réarrange

Vs < ulae) (V) + Lq0) (B’ F () - %)y ; (L - A(t)) 2

2 q(t)
(D015 0) = B0+ 20 )+ e+ 2) [ LD oty
Ly / Pe)de.

En utilisant linégalité de Schwartz |uv| < 1(u? + v?) et comme |f'(z)| < &;, on a

pc(t)y /t %f’(I(S))ds < uéfryz +/~L§;102 /t y*(€)de,
et
) [ 7 wlopas < 2504 2O [ xggae
D’ou
Xas) < plq(t)e(t) U(t) + %q(t) (B' +pA(t) - %C')zf

.
+(B8et0r @) - ns) 4 a0+ LT )24 (S35 4 K )
(

q(t)
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Si A = 49 4 C0 inggalité précédente devient

2m?2 2m2)

I

1 R A U
()Y 00 + a0 B+ 1) = 2

2m

0
+ (ﬂc(t)f'(x) —puB(t) + A + 0—512(# +1+ umz)r> v (415)

Grace & (4.12) on calcule

/

U(4_5)(t,a:t, Yty 21) = exp(—%) {X(S.S)(t,xt, Yty 2t) — M@)’#mx(t, e, Ut Zt):| .

En posant 8 = mcy, en utlisant (4.14)et (4.15) et puisque
(q()e(t)) —[(q(t)e(t)) | < 0 on a

Gt < exp(="0) Sato) (B (0= 3¢ 1))
q(t) , Cé; 5 5
+ <mc(t)f (x) — uB(t) + A\r + 2—m2(u +1+pum )r)y

+ (Cglr + ﬁ - A(t)) 221.

Par (i), (H,)(Hs)et (Hs)

q(t) / M051 (lobg + M2O(51 b()
O R TS Va0
1, agby MCS
<38 - 5%
<0
Utilisons (Hg)
OB @)+ 14(0) = ¢ 0+ S0 (0) - (o) < 5 (g = ) <0
D’ou
. — b MCHo cé
Utas)(t, o4, Ye, 2¢) < exp( ﬂgi?) {( _ i(i\[}; - 1) + 2m12 (b+1+ ,um2>7~) y?

Corr p ag\ o
+( 9 +E_M2)Z .
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. _"(t) _—-FE , .
La condtion (H;) montre que e # > e 7 . Par conséquent, si

. m2ec; 2(agm — pM?)
261C(1 4 p+ pum?)”  CM?md, ’

- %,alors
Uias)(t, 20, 1, 20) < =42 +22), pour >0

A savoir, la seule solution du systéme (5.5) pour lequel (‘](5.5)(757 T, Yr, 2e) = 0 est
la solution x =y = z = 0 (voir la preuve du théoréme 4.2). Ainsi, en vertu de ce
qui précede, nous concluons que les conditions du Théoréme 4.18 sont vérifiées,
donc la solution nulle de I’équation (4.1) est uniformément asymptotiquement
stable.

Dans le cas e(t) = 0 nous établissons les résultats suivants :

Théoréme 4.4 En plus des hypotheses du Théoreme 4.2, si nous supposons que
e(t) est continue dans R et

/Ot le(s)]ds < 0o

pour tout t > 0, alors toutes les solutions de ’équation perturbée (5.2) sont uni-
formément bornées.

Preuve du théoréme 4.4
La preuve de ce théoréme dépendra de la fonction estimée W (t, zy, y, 2¢) déja
utilisée dans la preuve du théoréme 4.2.0n a montré que

0 t
o | X [P< Wt X)) < 65 || X | +0 / / | X(6) |? deds,  (4.16)
—r Jit+s

L’équation (4.2) est équivalente au systéme

_ 1
p(0)”
|

V= (4.17)

z = —A(t)z — B(t)y — c(t) f(x) + c(t) /ti p—f,(:v(s))ds + e(t).

Nous avons

W(4.17) (t7 Tt, Yt Zt) = W(4.5) (t7 Tty Yt Zt) + (y + OZZ)@('[;)
Puisque W(4_5) < 0 pour tout t,z,vy, 2z, alors

Waan < (y +az)e(t) < ([y[+alz]) [e) [<ns(ly | +alz])[el) ],
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ol 73 = max{1,a}.Notons que | z |< 1 + 2% nous avons

W(4.17) <m3(2+y°+2°) | e(t) |
<23 le(t) | +ns || X |1 et) |
<oy | e(t) | +%W(t,xt,yt,zt> le(t) ] .
1

Rappelons que ny || X [|*< W(t, 21, yr, 21)-
Soit 1 = max{2ns, * } alors

W(4.17) —nWe(t)].

Multiplion chaque coté de l'inégalité par exp(—n fo | e(s) | ds),nous obtenons

Wia1m exp(—n / | e(s) | ds)—nW | e(t) | exp(—n / le(s) | ds) < n | elt) | exp(—7 / le(s) | ds)).

Intégrons chaque coté de I'inégalité entre 0 et ¢, nous obtenons

Woarmesp(=n [ [ e(s)|d9) = W(0) < 1= exp=n [ |e(s) | ds).

ou z(0),4(0),2(0) = (0,0,0).Puisque fo | e(s) | ds < E pour tout t,cela implique
W (t, 2,y 2) < W(0)e™ + [e"F —1].
Maintenant , puisque W (¢, x;, yt, 2;) est bornée ,et par concluons que

[ 2(t) [< D, [ y(t) [< D, | 2(¢) [< D,V > 0.

Théoréme 4.5 En plus des hypothéses du Théoreme 4.3, si on suppose que e(t)
est continu dans R et

t
/ |e(s) | ds < oo pourtout t >0,
0

alors toutes les solutions de ’équation perturbée (4.2) sont uniformément bornées.

Preuve du Théoréme 4.5 : Le reste de cette preuve est similaire a la preuve
du théoréme 4.4 et par conséquent elle sera omise.
Nous donnons deux exemples pour illustrer nos principaux résultats :
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4.2.1 Exemple 1

Nous considérons I’équation différentielle suivante du troisiéme ordre a retard
nonoutonome

((1 1 2 1.

s () () + (sint £ 10} (1)

1 1, 1 1 x(t—r) (4.18)

) () + (4 ) (x(t — 1 y=¢!
T O (g Pt ey =
Maintenant, il est facile de voir que

1 1 1 31 1 13

= <p(t) = —< - -=<(t) = —< =

y S =g tssysW=gmtssy
—1<p(t)<0,-1<q ()<, et p(t)>0 pourtout t e [l,+o0],

1 ,

1§@:1+1+$2 avec x #0,et | f(x)[<2=14.

1 1 11

1S W =qgaypg iSO =g tst

—1<b(t)<c(t) <0; pourtout t € [1,4o00].

(p(t)e(t)) < (q(t)c(t)), <0 pourtout t € [1,+o0.

39 1 41
T <alt)= Zsint—f— 10 < Z’t € [1, +ool,

M 2 - <1 1
—=—=<a<=z-= .
ao 13 3 M51
1, 1 7
§a(t):§c0st<n(1—aM(51)<5—2,
et
e(t)=e"!
ou

o0
/ et < o0.
1

Toutes les hypotheses du Théoréme 4.4 sont bien remplies.Nous pouvons conclure
que toute solution de (4.18)est uniformément bornée.

4.2.2 Exemple 2

Nous considérons I’équation différentielle a retard du troisiéme ordre non-
autonome suivante
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i ()
8(1+1¢t2) 8 414+¢2) 8
(20 +e )x (36 + eZt) z (1) (4.19)

i <m * 20> <m(t2(;)r) T 200(1963:;:_2(?— 7“))) =2

— <q(t) = — <pt) = — <A1
8 a(t) 8(1+t2)+8 < p(t) 4(1—|—t2)+8 -
1 / !
-2 <p({t)<O0m—<-<q(t)<0, pourtout te[l,+o0|
1 f@) 1 1 , 1

— < == = —_—— 0,et < — =4.
200 S &~ 200 Taooa e e 7Ol S @S =

Il en résulte facilement que

! < c(t) 1 + ! < p(t) L

—_ C — —_ [ —

20 20(1+¢) 20 =P T 100

36 <b(t) =36+e " <37; et 20<a(t)=20+e" <21,

—2<b(t)<0; —1<a(t)<O0,
1 /
~20 <c¢ <0; pourtoutt € [1,+00].

Puisque p(t) — q(t) = m,il est facile de voir que

(p(t)e(t)) = (a(t)e(t)) = (p(t) = a(B)e () + (0 (1) — ¢ (1)e(t) <0,
alors (p(t)c(t)) (g(t)e(?)) pour tout t € [1,+oc].Maintenant ,onvérifie les
condition (Hs)et (Hg),on a

IN

—~

o DO (1) = [b(t) + apt)p' (1) — a(t)p(t)p” + 2a(t)p” (1)
Bi)= 0
< —b(t)p(t)p ;)(;;2@() “(t) < 0.68
A — ¢ @pt)a(t) —a()(p (H)a(t) + p(t)q (1))
(p(t)a(1))?
—d (1) (P (t)q(t) + p(t)q (1)
SR 0710}
Onap= %A@C& = 2.5, on obtient 1 = ;1 = 0.004. On déduit que
pA'(t) + B (t) — %c’(t) <1ll< 2]1\4((;\‘);; — Msél) = 5.62.
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Finalment nous avons [ 2¢*™ < oo.
Ainsi Toutes les hypothéses du Théoréme 4.5 sont satisfaites, nous pouvons
conclure que chaque solution de (4.19)est uniformément bornée.

Remarque 4.2 Léquation (4.1)peut etre réécrite comme suit

" o) + Bt + () f(x(t —1)) =0, (4.20)
. p(t)q (t) + 2q(t)p' (t) + a(t) q ()p (t) + q(t)p"(t) + b(t)
olt) POl A (D)
et

Si on applique le Théoréme de Sadek on montre que toute soltion x(t)de (4.20)
est uniformément bornée et satisfaite x(t) — 0,2'(t) — Oet 2" (t) — 0 quand
t — oo alors la différentiabilité de o et B est exigée,ce qui implique la nécessité
de la dérivée seconde de q et de la troisieme dérivée de p. Or dans notre théoréeme
ces dereniéres conditions ne sont pas mécessaires puisque mous avons juste eu
besoin de p ,p’ et q .

Remarque 4.3 Nous avons montré que les solutions du systéme Sp.q(4.5) sont
unformément asymptotiguement stables et sont aussi proches du systeme S(.1).
Le systeme(4.5) peut étre considéré comme une perturbation régulicre siVey,eq >
O,i < p(t) < é eté < qt) < é,ou singuliére si Vey,e9 > O,i < p(t) < é
eti <qt) < é . Finalement, les solutions de S, , restent proches de Si1 quelle
que soit la perturbation, sans méme avoir utilisé la théorie des perturbations.
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Conclusion

Le but de ce mémoire est d’étudier la stabilité ou sens de Lyapunov
et la bornitude de la solution d’une certaine équations différentielle a
retard de troisieme degré, pour cela on exprime quelques notions de la
stabilité de Lyaponov et nous avons etudier I'existence et 'unicité des
solution de I'équations différentielles a retard Constant et dépendant
de l'etat .
Des hypothéses et résultats principaux montrant la stabilité asymp-
totique ont été efféctués. Des exemples ont été étudier pour but de
démontrer la bornutude des solution.
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