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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons abordé les équations différentielles ordinaires et les équations
différentielles fractionnaires en ce qui concerne leur existence des solutions. Nous avons
également converti ces équations en un systéme pour prouver l'existence des solutions. De
plus, présenté plusieurs définitions et théories des dérivées fractionnaires pour valoriser le
travail. Ainsi, nous avons résolu certaines équations différentielles (ordinaires -

fractionnaires) sous la condition de la décomposition.

Mots clés :

Dérivées fractionnaires, équations différentielles ordinaires, équation différentielle frac-

tionnaire, systéme différentiel, calcul différentiel fractionnaire.



Abstract

In this work, concerns us by ordinary differential equations and fractional differential
equations in terms of existence and solution. We also converted these equations into a
system to prove the existence of solutions. We presented several definitions and theories of
fractional dissectors to evaluate work. As well as solving some differential equations

(ordinary - fractional) under the condition of decomposition.

Keywords :

Fractional derivatives, ordinary differential equations, fractional differential equation,

differential system, fractional differential calculus.



Notation

Dans tout ce qui suit, les notations suivantes serons utilisées.

R : Ensemble des nombres réels.

N : Ensemble des nombres entiers naturels.

C : Ensemble des nombres complexes.

) : Un ouvert borné de R"™ de frontiere réguliere.

C([a,b]) : L’espace des fonctions continues sur [a, b).

C™(la, b)) : L’espace des fonctions continument différentiables sur [a, b].

LP(Q2) : Espace de Lebesgue 0 < p < 0.

LY(Q) : Est 'ensemble des fonctions f : E — R.

Vu = <a‘9—;‘1, 887“2, ceey %) : le gradient de la fonction w.

A=>7" 88—; : Le Laplacien.

I': La fonctiz)n Gamma.

B : La fonction Béta.

E.(z) : La fonction Mittag-Leffler.

I f,Ii* f : L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville(resp a gauche et a droite)

d’ordre aw € C(R(cx) > 0).

D¢ f, Dy f : La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville(resp a gauche et a droite)

d’ordre aw € C(R(cr) > 0).

“De f,°Dg f : La dérivée fractionnaire de Caputo (resp a gauche et a droite)

d’ordre aw € C(R(cx) > 0).

GD3+ D¢ f : La dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov (resp a gauche et a
droite) d’ordre a € (R(«) > 0).

C' : constante réelle.
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Introduction

Calcul fractionnaire est une généralisation de la dérivation et de l'intégration ordinaires
a un ordre arbitraire. Les dérivées d’ordres non entiers sont a présent largement appliquées
dans de nombreux domaines, par exemple, en probabilité, viscoélasticité, électronique, éco-
nomie,mécanique et en biologie, etc. Un intérét particulier pour la dérivation fractionnaire
est lié a la modélisation mécanique des gommes et des caoutchoucs. En bref, toutes sortes de
matériaux qui conservent la mémoire des déformations antérieures notamment a caractere
viscoélastique. En effet, la dérivation fractionnaire s’y introduit naturellement.

Il n’existe pas de méthode générale pour résoudre tous les types d’équations différentielles
fractionnaires. La méthode de résolution dépend du type d’équation et de ses conditions
initiales. Parmi les méthodes courantes :

Les méthodes analytiques : ces méthodes consistent a utiliser des transformations inté-
grales et d’autres analyses mathématiques pour obtenir une solution exacte de 1’équation.

Les méthodes numériques : ces méthodes utilisent des techniques de calcul pour appro-
cher la solution de I’équation. Parmi les méthodes numériques courantes, citons la méthode
des différences finies et la méthode des éléments finis.

Les logiciels : de nombreux logiciels sont disponibles pour résoudre les équations diffé-
rentielles fractionnaires. Parmi les logiciels les plus courants, Mathematica, MATLAB et
FreeODE.

Il y a eu de nombreux autres contributeurs a ce domaine, parmi les scientifiques qui
ont contribué a trouver des solutions pour les équations différentielles fractionnaires, on
peut citer : Albert Senftenberg : Mathématicien américain renommé pour ses travaux sur la
résolution des équations différentielles partielles fractionnaires et leurs applications dans di-
vers domaines scientifiques et techniques. Samuel Samkovitch : Mathématicien serbe célebre
pour ses contributions au développement de la théorie des équations différentielles partielles
fractionnaires et leurs applications en physique mathématique, en ingénierie, et dans de

nombreux autres domaines. Thab Abdelrahman : Chercheur dans le domaine des mathéma-
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tiques arabes, a réalisé de nombreuses études et recherches sur la résolution des équations
différentielles partielles fractionnaires et a publié de nombreux articles scientifiques dans ce
domaine. Ernesto Monografia : Mathématicien italien réputé pour ses travaux sur la théo-
rie des équations différentielles partielles fractionnaires et leurs applications en dynamique
des fluides et dans les domaines de I'ingénierie. Ces scientifiques ont apporté des contribu-
tions significatives a la résolution des équations différentielles fractionnaires, et leur travail
continue d’inspirer de nouveaux développements et applications dans ce domaine.

Ce memoire contient quatre chapitres :

Le premier chapitre, nous allons aborder certains outils mathématiques, ainsi que
des fonction spéciales comme la fonction Gamma, Béta et Mittag-Leffler, et nous étudie-
rons 'existence et I'unicité des problémes de Cauchy et de Cauchy-Lipschitz, et quelques
définitions des systémes différentiels.

Le deuxiéme chapitre, nous utilisons quelques définitions sur les équations différen-
tielles ordinaire ( EDO ).

Le troisiéme chapitre, représente les définitions et propriétés des dérivées et intégrales
fractionnaires, avec quelques exemples.

Le quatriéme chapitre, est consacré résolutions d’un équation différentiel fraction-

naire, et équation différentielle d’ordre a.

10
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L’importance de I’étude

Ces derniéres années, le calcul fractionnaire a suscité un regain d’intérét et a été appli-
qué a divers probléemes liés aux sciences, a l'ingénierie et aux mathématiques appliquées.
Les nombreux problémes physiques qui semblent présenter des propriétés inhérentes aux
dérivées fractionnaires et aux intégrales fractionnaires sont particuliérement intéressants.
Certaines des applications les plus notables concernent la viscoélasticité, les processus de
diffusion et I’écoulement des médias poreux, pour n’en citer que quelques-unes.

Ces applications ont motivé le développement théorique du calcul fractionnaire et de ses do-
maines connexes, et de nouvelles méthodes de résolution des équations différentielles doivent
étre développées pour étudier certains de ces problémes modernes.

Le développement du calcul fractionnaire remonte a la fin du 17 siécle jusqu’au milieu du
19 siécle. Dans cette époque, de nombreux articles ont été rédigés puis rapidement accueillis
et adoptés par la communauté scientifique. Certains des principaux contributeurs au déve-
loppement de la théorie du calcul fractionnaire furent Leibniz, L'Hopital, Liouville, Abel,
Riemann, Griinwald-Letnikov.

Le calcul fractionnaire a acquis une importance croissante dans divers domaines de la sci-
ence et de I'ingénierie. De nombreux systémes dans ces domaines sont régis par des équations
différentielles contenant des dérivées d’ordre non entier. Il est bien connu qu’une équation
différentielle est une description concise de systémes physiques, biologiques, sociaux ou tech-
niques. L’ordre de I’équation différentielle représente la complexité du comportement dyna-
mique du systéme. Plus I'ordre est grand, plus le systéme est complexe. C’est sur ce sujet que
nous sommes confrontés a une question. Si I'ordre d’un systéme augmente avec la vitesse,
on dit que le systéme posséde de la mémoire. La mémoire est un ingrédient vital connu dans
la description de systémes complexes. Ce phénoméne a conduit & un développement et une
application majeurs du calcul fractionnaire, notamment pour décrire le comportement des
systémes impliquant la mémoire. Le développement a débuté avec la publication d’un article
d’Oldham et Spanier, intitulé "The Fractional Calculus", qui a généré un regain d’intérét
pour le sujet. Cela vient du fait que des méthodes de nature complexes sont impliquées dans
la résolution d’équations différentielles fractionnaires, et on pensait qu’il était grand temps

de développer.

11
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Probléme étudié

L’objectif principal de ce travail est d’examiner des équations différentielles fractionnaires
(EDF) a travers les dérivées fractionnaires. Nous tentons d’aborder I'existence et certaines
solutions analytiques de cette équation, en utilisant et en maitrisant les théories techniques
et méthodes traditionnelles, comme le théoréme de Cauchy-Lipschitz, Lemme de Gronwall,
etc. on utilise dans (EDO) équations différentielles ordinaires, pour Iexestence et résolution

d’un équation différentielle fractionnaire en générale.

12



Chapitre 1

Outils mathématiques

1.1 Espaces Des Fonctions Continues

Définition 1.1.1 On note par C™(Q2) lespace des fonctions n fois continiment différen-
tiables sur 2 (n >0),

munit de la norme suitvante :

||f||Cm:ZHf(k)||c: max|f(k)(x) , meéeN.
k=0 k=0

e

En particulier sin = 0, C°(Q) = C(Q) lespace des fonctions continues sur Q muni de

la norme

11l = max |7 ()]

1.1.1 Espace L7(Q)

Soit intérvalle 2 C R.

1. Pour 1 < p < o0, 'espace LP(2) est 'ensemble des classes des fonctions réelles mesu-

rables f sur €2, vérifiant

b
/ F(2)?| dz < +oo.

De plus LT (2) est un espace de banach muni de la norme suivante :

£l = (/ \f(x)|”); .

2. Pour p = oo, l'espace L>®(Q2) est 'espace des fonctions mesurables f bornées presque

par tout sur €2, c’est-a-dire

13



1.1. Espaces Des Fonctions Continues

Loo(2)={f:Q — C; f est mesurable et 3C >0; |f(z)] < C p.psur Q}.

L’espace L>(2) est I'espace des fonctions mesurables f bornées presque par tout(p.p)

sur {2, de plus est un espace de Banach muni de la norme suivante :

| fll oo =nf{M >0:|f(z)| < M p.p sur Q}.

Espace L'

L’espace L! fait référence a un espace fonctionnel utilisé en mathématique. Il est composé
de toutes les fonctions intégrables au sens de lebesgue sur un certain ensemble mesurable.

Formellement, pour un ensemble mesurable E donnée L'(E) est ’ensemble des fonctions
f+ E — R telles que I'intégrale de la valeur absolue de f sur E est finie.

En d’autres termes, si f € L'(E), alors

[ If@lde < o

1.1.2 Lemme de Gronwall

Définition 1.1.2 (Lemme d’intégrale)
Supposons qu’une fonction f continue sur I = [0,T] C R, (Attention on ne s’intéresse

qu’aux fonctions a valeurs dans RT ), vérifie

f(z) < / " a(s) f(s)ds + bla),

pour tout x € I, ot a(x),b(x) sont des fonctions continues sur I dans RT. Alors, on a
[inégalité
f(z) < b(x) +/ exp (/ a(a)da> b(s)a(s)ds,
0 s

pour tout x € [0,T.

14



1.2. Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

1.2 Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma d’Euler et Béta, Mittag-Leffler,
qui seront utilisées dans les autres chapitres. Ces fonctions jouent un role trés important

dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.2.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler I' est une fonction qui prolonge la factorielle aux valeurs

réelles et complexe.

Définition 1.2.1 On définie I'(«) par

+oo
IN()) :/ t* e tdt.
0
La fonction I' s’étend o € R\Z™ tout entier.

Remarque 1.2.1 La fonction Gamma peut étre définir ausst par la limite

nln®
r = I R 0.
()= I D (axny >

Propriétés de la fonction Gamma

Une propriété importante de la fonction Gamma I'(«) est la relation de récurrence sui-
vante :
1. T(a+1) =al'(a), Re(a)>0.
2. La fonction Gamma d’Euler généralise le factoriel, car I'(n + 1) = n!, Vn € N* .
On définit le prolongement de I' (o) pour « négatif comme suit :
e Pour —1 < a < 0, alors 0 < o+ 1 < 1 et I'(a) est bien définie par la formule
d’Euler, mais pas I' («).

On convient alors de définir I' (o) par la relation I' (a) = F(a;l), et on étend le

procédé de proche en proche.
e Pour —(n+1) <a <n (n>0), on aura
r 1
Mla)= —ttatntl)
ala+1)...(a+n)

I' (o) est une fonction monotone et strictement décroissante.

On aI'(1) =1 et pour @ = 0, I'(a) est infinie, il en sera de méme pour toutes
les valeurs entiéres négatives de a, c’est a dire I' (—1),'(=2), ... , I'(—n), ... sont

infinies.

15



1.2. Fonctions spécifiques pour la dérivation fractionnaire

e Pour 0 < a < 1. Dans l'intervalle |0; +o00[, 'abscisse et I'ordonnée du minimum

sont a ~ 1,465 et I' (a) =~ 0,8856. Cette derniére valeur est évidemment proche

3 NZ3
del' | = | = — =~ 0, 8862.
De plus, T' («) est une fonction monotone et strictement croissante pour a > 2

donc elle est convexe pour a €]0, +00].

Graphe de la fonction Gamma

Le graphe de la fonction I' () pour o € R est tracé sur la figure ci-dessous :

wav’;Cﬂc}

o

FIGURE 1.1 — La fonction gamma

Fonction Digamma

La fonction 1 (z) d’Euler aussi appelée fonction digamma est la dérivée logarithmique

de I'(2) :
v = o)
. oo
Y (z) = 1;;;) =—7+ /%dt, Re(z) > 0.

0
Comme I' (z) ne s’annule pas, et que les poles de IV (2) sont les mémes que ceux de I' (2),

et ¥ (z) est une fonction méromorphe ayant des poles simples en n (n € N), avec un résidu

égal & —1.

16



1.3. Probléme de Cauchy

Représentation intégrale de la fonction

' (2)
1
La représentation intégrale de la fonction m sur le contour de Hankel est donnée par
z
t1z
== t*dt.

['(z) 2w ‘

H,,

1.2.2 Fonction Béta

Définition 1.2.2 La fonction Béta d’Euler notée B(x,y) est définie par l'intégrale sui-

vante :

B(z,y) :/0 t" 1 —t)v"'dt, (Re(z) >0, Re(y) > 0).

Remarque 1.2.2 La relation entre la fonction Béta et Gamma d’Euler est donnée par

L(2)C(y)

Ble.y) = Iz +y)

1.2.3 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.2.3 On appelle fonction de Mittag-Leffler la fonction définie par

Z a > 0.
k::OF Ozk+1

Définition 1.2.4 La fonction de Mittag-Leffler a deux paramétres joue également un role
trés important dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette fonction est définie par un
développement en série suivant :

gl“aknLB a,8>0, zeC.

1.3 Probléme de Cauchy

Une équation differentielle est une équation du type v’ = f(¢,y), ou f est une fonction
définie sur un ouvert € R? ( Q est appelé le domaine de I'équation différentielle). Une
solution de cette équation différentielle est une fonction y définie et dérivable sur un intervalle
I, et telle que pour tout t € I, (t,y (1)) est dans Q, et ¢/ (t) = f(t,y (1)).

Une équation différentielle de la forme précédente s’appelle une équation différentielle

du premier ordre. On recontre aussi souvent des équations du deuxiéme ordre du type

17



1.3. Probléeme de Cauchy

y" = f(t,v,y). Plus généralement, une équation différentielle d’ordre m est une équation
du type y™ = f(t.y"" ", . y).

Définition 1.3.1 Soit un ouvert Q2 € R2et (ty,yo) un point de Q, f: Q — R. On appelle
probléme de Cauchy en (tg,yo) la recherche d’une solution a I’équation différentielle sous les
hypothéses supplémentaires que y est définie sur un intervalle contenant to et que y (to) = yo.

S’écrite de la forme

1.3.1 Existence et unicité

Théoréme 1.3.1 Soit U est un ouvert de Rx R et f € (U,R). On suppose f(x,y) lipschit-
zienne par rapport & sa variable x sur un voisinage de (xo,%o), ¢’est a dire qu’il existe un
voisinage de (xg,yo) dans U et un constant L > 0 tel que pour tous (x,y) et (z,y) dans ce
voisinage

1z y) = fzy)ll < Lz — 2]

Alors on a les propriétés suivantes.

Existence locale
Il existe T > 0 et x € L'([to — T, ty + T); J) solution du probléme de Cauchy

{ y = f(t,y)

y(to) = Yo
Unicité

Si y est une autre solution du probléme de Cauchy ci-dessus, elle coincide avec x sur un

intervalle d’intérieur non vide inclus dans [tg — 7', ¢y + 7.

Théoréme 1.3.2 On suppose f € (I X R;R) et globalement lipschitzienne par rapport a x.
Alors, quelque soit (xg,y0) € I x R, il existe un unique x € I'(I;R).

Exemple 1.3.1 Montrer que le probleme de Cauchy

Posséde une solution unique pour —1 < x <1,-2 <y < 2.

18



1.3. Probléeme de Cauchy

Solution de I’exemple : Il suffit de montrer que
I) f est continue sur D.
IT) e existe et est continue sur D.

Yy
IIT) 3M et Jh.

Nous avons

y'(z) =2z(y(z) + 1) = f(t;y(t)) = 2t(y(t) + 1),
y(0) =0= (2o =0A1yo=0),

(~1<2<1IA-2<y<2) = (D=[-11x[-22Aa=1Ab=2).
I) f(t;y(z)) = 2z(y(x) + 1) est une fonction continue sur D.

IT) Comme f(z;y(z)) = 2z(y(x) + 1). Alors,

0
8—]; = 21 = sup | f(z;y(z))] < 2.

Ainsi, la dérivée partielle de la fonction f par rapport & y existe et est continue

sur D.
IIT) 3M et 3h. Comme

fxsy(x)) = 2z(y(x) + 1).

Alors
M = sup | f(z;y(2))]
M = 6.
De plus
b
h = mi —
mln(a’7 M)’
h = min(1, =),
1
h=—.
3
Donc J = |— ,%] et le probléme de Cauchy admet une unique solution

[-3,3] — [-2,2).
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1.3. Probléme de Cauchy

1.3.2 Systémes différentiels

Un systéme différentiel ordinaire linéaire est une collection de plusieurs EDO avec plu-

sieurs fonctions inconnues dépendant de la méme variable de la forme

4

\

=ki=n

qg;y“0r<>—m®
=ki=n

ZZ@A)TU—@W

r=0 i=

(1.1)

r=ki=n

ZZ%A)T@—%@

r=0 i=

Le systéme en k équations différentielles ordinaires et est dit d’ordre n car il implique

les dérivées n iémes des k fonctions inconnues yy, o, ...

, yr de la variable t.

Exemple 1.3.2 Le systéeme suivant représente un systéme différentiel d’ordre 3

(t—
Y (1), 2 (1)

ot les fonctions inconnues x (t)

f@—tU () =
tw (t) +y" () + ()

2) & (&) +ty' () + 2 te!

U

1.3.3 Probléme de Cauchy de systémes différentiels

Soient {2 C R"™ un ouvert connexe non vide, I un intervalle de R et f : I x 2 — R" une

fonction continue.

On appelle probléme de Cauchy, le systéme suivant,

{ Y/ (t) = f(t,Y (1))
Y (to)

to) = Yo
v (1) y1 (to)
OouY((t) = : Yoet Y (to) = Yy est conditions initiales.
Yn (t) Yn (tO)

On appelle solution de Systémes différentiels ordinaire d’ordre 1

Yit) = f (Y (1),

une fonction Y de classe C sur un intervalle J C I et & valeurs dans €2 .
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1.4. Théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz

1.4 Théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz

Théoréme 1.4.1 (Cauchy-Lipschitz) Q étant une partie ouverte d’un espace réelle de Ba-
nach E C R", I un intervalle ouvert de R et f une fonction continument différentiable de
I xQ dans E. Alors pour tout xo € I et tout Yy € €1, il existe un intervalle ouvert J C I tel

que ’équation différentielle ordinaire vectorielle d’ordre 1
Yit)=f(tY (1),

admet une solution Y (t) différentiable sur J et vérifiant Y (ty) = Yp.
Nous utiliserons la méthode des approximations successives de Picard pour démontrer le

théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz.

Existence de la solution

Soit D = [tg — d,to + d] X [yo — w,yo + w| C I X Ag un compact avec § > 0, w > 0.
of

On sait que f est continument différentiable sur D, ce qui entraine que e existe
et continue sur D. Donc ‘?)_5 (t, y)‘ est bornée sur D et posons A = sup ’% (t, y)’ :

(t,y)eD
Appliquons la formule des accroissements finis a la fonction y — f (¢,y (¢)) sur I'intervalle

{I’} X [y17y2] - D7
of
HC € [y17y2] ) f (t7y1) - f (t7y2> - a_y (t7y) (yl - y2)’

d’ou
de €y, ye), |f () — fFtye)| < Alyr — .

Ainsi, f satisfait a la condition de lipschitz relativement a y dans le domaine D.

D’autre part, f est continue sur le compact D, autrement dit sup |f (¢,y)| = M < +oco.
(t,y)eD

Posons h = min ((5, ﬁ) , et définissons une suite de fonctions y, () pour |t — to| < h par

yn (1) = 4o (1) + /ttf (S, Yn_1(8))ds, k=1,..,n.

Le théoréme a démontrer consiste a vérifier que y,, (t) converge pour tout
x € [to — T,to + T) et que la limite y(x) de la suite y, (t) est une solution de I’équation
y'(x) = f (z;y(x)) qui satisfait a la condition y(z¢) = yo.
Pour cela, nous allons montrer que la suite y, (z)* est une suite de Cauchy.

Pour tout m a n la quantité |y, (t) — yn (¢)]-
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1.4. Théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz

Nous avons

Comme lim

[ym (1) — yn (1)

[Ym (1) = yn (1)

n—+oo n!

= |ym (t) — Ym—1 (t) + Ym—1 (t) — Y1 (t) — Un (t)|
< N () = Y1 @)+ -+ |Yng1 (B) — Y1 (2)]
k=m—1
= Z |Yr+1 (8) — g (1)
k=n
k=m—1 t
>~ Z f (Sa Yk (S)> - f (87 Yk—1 (8)) ds
k=n to
k=m—1 t
< 3 A () =y (o)l ds
k=n to
k=m—1 ‘ k—1
w(Als — sol)
<
< >y A/t ) ds
k=n 0
k=m—1
wAk t
< _
< ; =) |s — 50" ds
k=m—1 k=m—1 k
< 7|t—to| Swz o
k=n k=n
n! 1—(m—n)h
(Ah)” 1
=0. Al
[~ (m—n)h 0. Alors,

Im |y, (t) —yu(t) | =0, Vt € [ty —0,t0+ 9.

n——+o0o

Ainsi, la suite y, (t) étant convergente Vt € [ty — 0,1y + 0], on dit alors que y, (t) converge

uniformément vers y ().

Comme Vt € [tg — d,to + d] : Y, (to) = yo. Nous avons, donc y (t9) = yo.

De plus, on sait que

1.

continue sur /.

nous obtenons

Si yy, (t) converge uniformément vers y(t), ¥Vt € I et si y, (t) est continue = y (t) est

. . 4 . t t .
. Si y, (t) converge uniformément vers y (t) = nl—lgloo Sy yn (s)ds = [, nETmy" (s)ds
nous pouvons passer a la limite dans la relation de récurrence (1.1) dit formule des

approximations successive de Picard. En dernier,

y(t) = y(to) + /t f(s,y(s))ds.
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1.4. Théoréme d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz

L’unicité

Pour montrer 'unicité de la solution, nous aurons besoin du lemme suivant. Soit y ()
une solution du probléme de Cauchy satisfaisant.

Supposons qu’il existe une autre solution z (t) telle que z(ty) = y(to). Alors,

2(t) = y(to) + /t f(s,z(s))ds.

De plus,

y(t) — =(t)] = / (f (5,9 (5)) — f (5.2 (s))) ds

to

< [Ieaen - sl
< k:/t|y(s) — 2z (s)|ds, Vte[to—d,to+ 4.
to
En appliquant le lemme de Gronwall, nous obtenons
W) =0 < K [y o) = o) ds
) -] < K [ My () — y (s0) ds, Vi € [t — bt + o).

Ce qui implique que |y(t) — 2(t)| < 0, donc y(t) = 2(t). Autrement dit le probléme de
Cauchy admet une unique solution, par conséquent le probléme (1.9) admet aussi une unique

solution.
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Chapitre 2

Equation différentielle ordinaire (EDO)

Dans cette partie, nous allons présenter quelques notions et définitions élémentaires sur

les équations différentielles ordinaires utilisable a travers ce travail.

2.1 Equation différentielle ordinaire d’ordre n

Définition 2.1.1 On appelle équation différentielle ordinaire d’ordre n, toute équation de

la forme
y () = f (ty (), .y (1) (2.1)
avec f est une application de I x A CR"™ dans A C R .
Définition 2.1.2 Une équation différentielle ordinaire d’ordre n est dit linéaire si la fonc-

tion f est linéaire par rapport a y et a toutes ses dérivées. Autrement dit, ’EDO d’ordre n

est dit linéaire si elle s’écrit sous la forme

> 0050 =90 22)

ol gy, (t) # 0, g; (t) sont appelée les coefficients lesquels peuvent étre variables ou constants,
y) sont les dérivées de la fonction inconnue y par rapport at et g (t) est la fonction second

membre.

Remarque 2.1.1 Pour la fonction second membre g(t) = 0, on appelle équation homo-

gene.

Exemple 2.1.1 Soit y® () 4+ 3y® (t) — y (t) = In (1 +t) est une équation différentielle

ordinaire linéaire d’ordre 3 a coefficients constants avec second membre.
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2.2. Equations différentielles ordinaires du premier Ordre

Remarque 2.1.2 Si équation différentielle ordinaire n'est pas de la forme de (2.2) dit

équation différentielle ordinaire non-linéaire.

Exemple 2.1.2 Soit y® (t)y (t) + 3ty® (t) + ty? (t) = tsin (1 +t) est une équation diffé-

rentielle ordinaire linéaire non-linéaire a coefficients variables avec second membre.

Remarque 2.1.3 La relation (2.1) est la forme implicite de I’EDO, tandis que la relation

(2.2)est la forme explicite résolue normale.

Solutions de I’équation différentiel

On appelle solution ou intégrale de I’équation différentielle ordinaire (2.1) tout couple
(I,y) formé d’un intervalle ouvert I C R et d’une fonction y vérifiant les conditions
sulvantes :

I) y soit n-fois dérivable sur I.

IT) Vo € I, y vérifie (2.1).

2.1.1 Solutions d’un équation différentiel linéaire

La solution générale de (2.1) est donnée par y, = y, + y, avec y;, est la solution de

'équation homogéne (2.2) et y, et la solutions particuliére de (2.1).

2.2 Equations différentielles ordinaires du premier Ordre

Définition 2.2.1 On appelle une équation différentielle linéaire une équation de la forme
Y+ a(t)y = b(t). (2.3)

Ou a(t),b(t) sont des fonctions continues sur I.

La solution d’équations différentielles homogénes :

Une équation différentielle homogéne est une équation de la forme

y +a(t)y=0.
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2.2. Equations différentielles ordinaires du premier Ordre

Ot a (t) est continue sur /. On a

d
y = —a(t)y = YW _ —a(t)dt

— /@/%y _ /—a(t)dt
— Inly| = —/a(t)dt +c

—y(t) = ce”Je®dt L c R,
d’ott la solution d’équation différentielle homogéne est donnée par :

yp (t) = ce St ¢ e R,

La solution d’équations différentielles particuliére

Meéthode la variation de la constante : On a y, = kf ou f(t) =e /oW = F,
La méthode consiste a faire varier la constante ¢ de la solution d’équation différentielle
homogene 1y, (t) = ce~ /¥4 et a dire la constante ¢ devient la fonction a trouver c(t)
avec yp (t) = ¢ (t) e~/ M on remplacant dans (2.3) .
Alors
y; _ C/(t)e—fa(t)dt _ C(t)a(t)e_fa(t)dt,

donc

(e T _cp)a(t)e™ T o OE L g(t)e(t)e™ O = b(t) = ¢/ (t)e™ 2B = p(1)

On retrouve c(t) et
yp (1) = c(t) e” 2O,

La solution générale de I’équation (2.3) est
y(t) = yn () + y, (1) = ce IO L c(t)e=Jold ¢ e R,
Exemple 2.2.1 Soit I’équation : ¥Vt € R\{—1,1},
3y/(t)(t* — 1) — 2ty(t) = 0

Donner la solution générale de [’équation.
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2.3. Equations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre

Solution de I'’exemple :

L’équation représente une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 a variables séparées.

Nous avons

3y (t)( t2—1)—2ty() 0

2t
:>ln|y(t)|:§ln‘t2—1}+c, ceR.
— y(t) = k(> = 1)5, keR.

La solution générale y, de I’équation est :

y, () =kvVt2 —1, keR.

2.3 Equations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre

L’équations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre écrite sous la forme

a(t)y"(t) +b(t)y' (1) + c(t)y(t) = f() (2.4)

ou a(t), b(t) et c(t) sont des fonctions connues et t € [ — R.

Equation homogéne a coefficients constantes

Une équation différentielle linéaire de seconde ordre a coefficient constantes est du type

ay’(t) + by (£) + ey(t) = 0. (2.5)

Equation caractéristique est

ar’* +br +c=0. (2.6)

Soit A = a? — 4ab discriminant de 1’équation caractéristique (2.6).

La solution homogene de I’équation (2.5) est

1. Si A > 0, 'équation caractéristique admet deux solution r; et ro réelles.

La solution générale s’écrit

y(t) = O1€T1t + CQ€T2t , C1,C5 € R.
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2.3. Equations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre

2. Si A =0, 'équation caractéristique admet une racine double r réelle.

y(t) = (Cl + Cgt) et , 01, 02 € R.

3. Si A <0, I'équation caractéristique admet une racine complexe riet rs.

y(t) = e (Cy cos(Bt) + Cysin(Bt)) , C1,Cy € R.
Exemple 2.3.1 Soit I’équation
(t) — () = 26"

Trouver la solution générale y, de ’équation.

2.3.1 Equation de Bernoulli

On appelle une équation de Bernoulli une équation de la forme
v +alt)y=>0(t)y", neNetn>1. (2.7)

Meéthode de résolution :

Dans ce type d’équation, on divise (2.7) par y™ on a

Yy 4 a(t)y " = b(t).

Par le chengement variable : z = y'™" = 2/ = (1 +n)y'y ™™, nous obtient une équation

différentielle du premier ordre en z sous la forme

1
1—n

2 +a(t)z = b(t).

Exemple 2.3.2 Déterminer la solution générale de [’équation
(y'(8) — 2ty (1)) V/y(t) = ¢°.

Solution de I’exemple :

L’équation représente une équation de Bernoulli avec a = —%, car

(y'(t) — 2ty())V/y(t) = 12 = y'(t) — 2ty(t) = 2y~ 2 (1).
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2.3. Equations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre

Comme o = —%. Alors,

Njw

A0) = 450 =y} = 2(0) = Sy (W 0) = 7
— gz'(t) —2tz(t) = 3.

En remplacant y et ¢’ dans I’équation (2.7) nous obtenons

N[
N[

Y (1) — 2ty(t) = Py 2 (1) = ' (D)y2 (t) — 22y(t)y3 (1) = 12,

2
— gz/(t) —2tz(t) =t

qui est une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 linéaire avec second membre. Pour sa
résolution, nous passons par deux étapes :

Etape 1 :

gz’(t) —2tz(z) = 0 = / CZ%) = B/tdt,
s In|2(t)] = ;ﬂ te ceR
Ainsi, la solution générale z;, de 'EDO linéaire sans second membre est
Zp = ke%t2, k € R.

342 3¢

2(t) = k(t)er” = 2/(t) = K/ (t)e?"” + 3th(t)e2"

En remplacant z et 2’ dans ’équation (2.7).

Donc, la solution générale z, de I’équation est

Comme z(t) = y%(t) Alors, la solution générale y, de I'équation est

s 1

yg(t) = (0162 — §t2 - —) ’ , C1 € R.
2.3.2 Equation de Riccati

Définition 2.3.1 On appelle équation de Riccati toute équation différentielle ordinaire

d’ordre 1 qui peut se mettre sous la forme

v =FOy ) +g)yt)+h(t) (2.8)

ot f,g et h sont des fonctions continues de I C R dans R.
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2.3. Equations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre

Méthode de résolution :
Dans ce type d’équation, vous devez connaitre la solution particuliére y, (t) de I’équation

Riccati. On élimine le terme indépendant de y en changeant la fonction, en posant

et

En remplagant y et 3’ dans I’équation (2.8), on a

0= S0 = 10 (n0+5) +90 (w0 + ) +r0

1 2y, (¢ g(t
= RO +9 @m0 +ho)+ |10 (55 + 28+ 43,
car y, (t) est une solution particuliére de 'équation (2.8), nous obtenons

_Z/ (t> — f(t) (221 4 2yp (t)) + g<t)

2 (1) @) z() z(t)
1 1
— £z + P00 0 +9 () 5
donc, 2’ (t) = —[g(t) +2f (t) yp (t)] 2 (t) — f (t) est une équation différentielle de la forme

(2.3).
Et la solution générale de I’équation de Riccati (2.8) est
1
29 (1) + 2 ()

Exemple 2.3.3 Trouver la solution générale de [’équation

y () =yp (1) +

y'(t) = 2ty°(t) — ty(t) — t.

Solution de I’exemple :

L’équation représente une équation de Riccati. Nous remarquons que y,(t) = 1 est une

solution particuliére.

yh(t) — 2ty2(t) + ty,(t) +t =0
yp(t) = 1=y, (t) = 0.
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2.3. Equations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre

Ainsi

yn(t) — 2ty2(t) + typ(t) +t =0 —2t +t + ¢
= 0.

Donc y,(t) = 1 définie bien une solution particuliére de ’équation.

Posons

y(t) =1+ —— = y/(t) = —

2(t) 22(t)’

En remplacant y et 3’ dans I’équation, nous obtenons

Ty 20\ . _Z/(t) L ? Ly
(1) = 2t2(t) — ty(t) — t = 20 2t(1+z<t)) +t(1+ ) t,

—2(t) = 2t + 3tz (t),

qui est une équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 1 avec second membre.
Pour sa résolution, nous passons par deux étapes.

Etape 1 : EDO sans second membre

—2(t) = 3tz(t) = d;(%) = -3 / tdt

3
— In|z(t)| = —§t2 +c, ceR
Ainsi, la solution générale de 'EDO linéaire sans second membre z;, est

342

2n(t) = ke 2", keR.
Etape 2 : EDO avec second membre (méthode de la variation de la constante)
—3¢2 / r_ —342 -3¢
2(t) = ke 2" = 2'(t) = K'e 2" + 3tk(t)e 2
En remplacant z et 2z’ dans I’équation, il vient

—2(t) = Btz(t) + 2t = —Ke 3" + 3th(t)e 3" = 3th(t)e 3 + 2t

— / / te~2tqt,

= —§€2t +c, 1€ R.

Donc, la solution générale z, de I'équation est

342
2t

zg =cie2’ ——, ¢ €R.
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2.3. Equations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre

Comme y(t) =1+ ﬁ Alors, la solution générale y, de I’équation est

3 -1
yg<t) =1 + (01€§t2 — 5) , Cc1 € R.

342
312 _ 3
et cre2” — 5 # 0.

2.3.3 Equation de Clairaut
Définition 2.3.2 Oute équation différentielle ordinaire d’ordre 1 de la forme
y(@) =ty (1) + 9 (1) (2.9)

ot g est une fonction a valeur dans R continue et dérivable sur I C R, est dit équation de

Clairaut.

Méthode de résolution :
Pour résoudre 'équation de Clairaut (2.8), nous utiliserons le changement de fonction

y' (t) = z (t), 'équation de Clairaut (2.8) devient
y(t) =tz (t) +g(z(t)).
Dérivons cette derniére équation par rapport a ¢, on a
y(t) =y () + 9 (1)

y(t)=z@)=z0)+t () +2 (1) g (2(?))
donc
Z(t)(t+g (2(t) =0.

Ainsi, on distingue deux cas :
Zt)=0=z(t) =c,
alors la solution générale y, de la forme
y(t)y=ct+g(c), ceR.
Si
t+g (z(8) =0=z() = ()" (-1),
nous obtenons une solution singuliére y, de la forme

0 =t6) (D +9((9) (=)
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2.3. Equations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre

Exemple 2.3.4 Résoudre l’équation suivante

Solution de ’exemple :

L’équation est une équation de Clairaut. Pour sa résolution, posons ¢(z) = y/(x). Ainsi,

y(t) =ty (1) + (4 (1)" = (1) = /(1) + ('(1))°

= /(1) = 2(t) + /() + 22(6)2'(8),
= 2'(t)(t + 22(t))

y(t) =0.
Etape 1 : Si 2/(t) = 0. Alors, z(t) = ¢, ¢ € R. Donc, la solution générale y, de I'équation

de Clairaut est

y,(t) =ct+c* ceR.

. t
Etape 2 : Si ¢t +2z(t) = 0. Alors, z(t) = ~3

Donc, la solution singuliére y, de ’équation de Clairaut est
1
J(t) = -t
ys(t) = —

2.3.4 Equation de Lagrange

Définition 2.3.3 Toute équation différentielle ordinaire d’ordre 1 de la forme

y() =tf (' (1) +9( (1) (2.10)

ou f et g sont des fonctions continues et dérivables sur un intervalle I C R, est dit

équation de Lagrange.

Méthode de résolution :
Pour résoudre I’équation de Lagrange (2.10), nous utiliserons le changement de fonction
y' (t) = z avec u une nouvelle variable et t et y sont des fonctions dépendant de la variable
z, ’équation de Lagrange (2.10) devient
t'(2)y (t(2)) = 2t' (2)
=t'(2) f(2) +1(2) f'(2) + ' (2)
=t (2) (2= f(2) =t(2) ['(2) + ¢ ().
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2.3. Equations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre

Ainsi, deux cas peuvent se présenter :
/
g9 (2)

1. Siz—f(z):0=>t(2)f’(2)+9/(z):O:>t(2):_f/(z)’

nous obtenons la solution singuliére y, de 1’équation de Lagrange

ACIICI
b () =550 0 (e).

2. 81 z— f(2)#0,

nous obtenons une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 de la forme (2.3)

ol QL )
e TE A o)

alors la solution générale y, de 'équation de Lagrange (2.10) est
Yg (2) = (tn (2) +1,(2)) f (2) + 9 (2).
Exemple 2.3.5 Soit I’équation

y(t) =2ty () + Iny'(2).

Détermaner la solution générale.

Solution de 'exemple :

L’équation représente une équation de Lagrange. Pour sa résolution, posons

y'(t) = u.
Ainsi,
y(t) =2ty (t) + Iny/(t) = y(u(t)) = 2t(u)u + Inu,
— ui' (1) = 2ut (u) + 2(w) + -
e _ut'(t) = 2t(u) + i

laquelle est une équation différentielle ordinaire d’ordre 1 de fonction inconnue z et

de variableu ( pour tout z,y'(t) > 0 ). Elle peut, aussi s’écrire comme

t'(u) = —at(u) -
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2.3. Equations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre

Pour la résolution de I’équation, nous passons par deux étapes.

Etape 1 : EDO sans second membre.

Nous avons
2 dt d
t'=—t= | —=-2 —u,
U t U
— In|t(u)| = —2Inju|+¢, ceR.

Ainsi, la solution générale de 'EDO linéaire sans second membre est
th(u) = kt™2, ke€R.

Etape 2 : EDO avec second membre (Méthode de la variation de la constante).

Nous avons
t(u) = k(uw)u? = t'(u) = k' (v)u? — 2k(u)u>.
En remplacant x et 2’ dans ’équation, nous obtenons

t'(u) = —=tu) — = = K(u)u? - 2k(uw)u™> = —~k(u)u? - =

— /k;’(u)du: —/du,

= k(u) = —u+c, ¢ €R
Donc, la solution générale t, de I’équation est
ty(u) = au?l—ut, ¢ eR.
En dernier, comme y(u) = 2t(u)u+ Inu. Alors, la solution générale y, de I’équation devient

y(u) =2ciu™" +lnu—2, ¢ €R.
Réduction d’une équation différentielle ordinaire d’ordre n a un systéme diffé-
rentiel d’ordre 1

Avant de commencer a résoudre des EDOs d’ordre quelconque, nous allons nous rendre
compte qu'’il est possible de réduire I'ordre d’'une EDO d’ordre n a un systéeme d’EDO d’ordre
1.

Soit I'équation différentielle ordinaire d’ordre n écrite sous la forme normale

y " (@) =f(ty ),y (@), (2.11)
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2.3. Equations différentielles ordinaires du deuxiéme ordre

avec f est une application de I x A C R" dans A C R.

Introduisant le changement de fonctions auxiliaires vy, y1, ..., ¥, de tel sorte que
() =y* V@), k=1,..n
En dérivant le systéme (1.6), nous obtenons
v (1) =y® (1) =y (1) = ypa (), k=1,...,n.

Ce dernier systéme représente un systéme de n EDO d’ordre 1

y; (t) 01 0 ...0 Y1 (1)
ys (t) 00 1 ...0 Yo (t)
: 0 0 0 1 :
Yl (t) 00 ... 00 Yn (1)

Le systéme (1.7) peut se mettre sous la forme d'une équation différentielle vectorielle

unique du premier ordre de la forme

d
SY () =MLY (0.
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Chapitre 3
Equation différentielle fractionnaire

Le but de ce chapitre est de présenter de maniére synthétique et unifiée les éléments de

la théorie du calcul fractionnaire sur lesquels s’appuient nos travaux décrits dans ce travail.

3.1 Dérivation fractionnaire

Historique

En (1695) I'Hopital envoie une lettre & Leibniz. Dans son message, une question impor-
tante sur l'ordre de la dérivée a émergé : que pourrait étre une dérivée d’ordre n = 5?

Dans une réponse, Leibniz prévoit le début du domaine que l'on appelle aujourd’hui
calcul fractionnaire (FC). En fait, FC est aussi ancien que le calcul traditionnel proposée
indépendamment par Newton et Leibniz.

Contrairement a ce qui se passe dans le cas du FC. Cette différence avec le calcul classique
peut étre considérée comme un probléme pour la lente progression du FC jusqu’en (1900).
Aprés Leibniz, c’est Euler (1738) qui a remarqué le probléme d’une dérivée d’ordre non
entier.

Fourier (1822) a suggéré une représentation intégrale afin de définir la dérivée, et sa
version peut étre considérée comme la premiére définition de la dérivée d’ordre arbitraire
(positif).

Abel (1826) a résolu une équation intégrale associée au probléme de la tautochrone, qui
est considérée comme la premiére application de la FC.

Liouville (1832) propose une définition basée sur la formule de différenciation de la fonc-

tion exponentielle. Cette expression est connue comme la premiére définition de Liouville,
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3.1. Dérivation fractionnaire

la deuxiéme définition formulée par Liouville est présentée en termes d’intégrale et est dé-
sormais appelée la version de Liouville pour 'intégration d’ordre non entier.

Aprés une série d’ouvrages de Liouville, 10 ans aprés sa mort a été publié I'article le
plus important de Riemann, qui a développé indépendamment une approche des dérivées
d’ordre non entier en termes de séries convergentes pratiques.

Hadamard (1892) a publié un article dans lequel la dérivée d’ordre non entier d’une
fonction analytique doit étre calculée en fonction de sa série de Taylor.

Marchaud (1927) a introduit une nouvelle définition de 'ordre non entier des dérivées.
Cette définition coincide avec la version de Liouville pour les fonctions & suffisamment
bonnes.

Erdelyi-Kober (1940) a présenté une définition distincte de l'ordre d’intégration non
entier qui est utile dans les applications impliquant des équations intégrales et différentielles.

Caputo (1967) a formule une définition plus restrictive que celle de Riemann-Liouville
mais plus appropriée pour discuter de problémes impliquant une équation différentielle frac-
tionnaire avec des conditions initiales.

Aprés le premier congrés a 1'Université de New Haven, en(1974) la FC s’est dévelop-
pée et plusieurs applications ont vu le jour dans de nombreux domaines de la connaissance
scientifique. En conséquence, des approches distinctes pour résoudre les problémes impli-
quant la dérivée ont été proposées et des définitions distinctes de la dérivée fractionnaire

sont disponibles dans la littérature, voir ([13]).
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3.1. Dérivation fractionnaire

3.1.1 Quelques définitions des dérivés fractionnaires

Un probléme de longue date du calcul fractionnaire est qu’il existe trop de définitions.

Il existe de nombreuses définitions de la dérivée fractionnaire, qui peuvent étre étudiées
toutes ou énumérées. Nous en citons quelques-uns :

Dérivé fractionnaire de Caputo et Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Kolwanker-
Gangal, mod Jumarie, Grénwald—Letnikov, Sonin—Letnikov, Liouville, Hadamard, Marchaud,
Riesz , Riesz-Miller, Miller-Ross, Weyl, Erdélyi-Kober, Machado, Chen—Machado, Coim-
bra, Katugampola, Caputo—dérivé de Katugampola, Hilfer, Hilfer-Katugampola, Davidson,
Chen, Atangana—dérivé de Baleanu, Pichaghchi,....

Malheureusement la plupart de ces dérivés fractionnaires possédent de nombreuses pro-
priétés inhabituelles.

Il existe des tentatives visant a unifier les conditions et les caractéristiques qui doivent
étre remplies pour une définition générale des dérivées fractionnaires.

Nous avons généralement considéré Df* comme une dérivée fractionnaire.

e Liouville dérivative :

1 d

D“ = — t—s)"“f(s)d - t : 1
1) = i =9 es, —so <t < 4o (31)
e Dérivé gauche de Liouville :
D f(t) = ! &, (t—s) """ f(s)ds, 0<t<+oo (3.2)
ot I'(n— a)dtro ’ ' '
e Dérivé droit de Liouville :
v af
Dy f(t)= —F—— — )" f(s)ds, t : .
P10 =m0 s <o (33
t
e Dérivé gauche de Riemann-Liouville :
1 d" t
Do f(t)= [ (t—5) " f(s5)d <t : 3.4
SO = g =TT G a<i<ts (@)
e Dérivé droit de Riemann-Liouville :
v b
D _ —a+n—1 <b. .
P10 = Fo g / f(s)ds, 1< (35
e Dérivé gauche de Caputo :
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3.1. Dérivation fractionnaire

dsn

D () = ;)/ (t— 5) o+ ( @ (s)) ds, a<t<+oo.  (36)

DY f(t) = m/ (s —t)- o+t (%f (s)> ds, t<b. (3.7)

Dérivé gauche de Griinwald-Letnikov :

LR (o) (F — )k
CDRf(t) = kz:; / F<(n>£t& +>1> + F(nl_ a)/(t — syl ) (5)ds, (3.8)

Dérivé droit de Grunwald-Letnikov :

n—1 (k) a _a k—a 1\ b
F Dy f(t) = ;_0 ! F((n)ﬁta +)1) + Fén 1_)a)/(s — el i (5)ds,  (3.9)

Dérivé de Weyl :

D2 f(t) = (F_(B;% |:/ (s =) f(s) ds] , < +o0. (3.10)
'
Dérivé de Marchaud :
:
Dof () = F(la— a)%/f(t()t;i(s)ds, —c0 < t < +oo. (3.11)
Dérivé gauche de Marchaud :
¢
De f(t) = F(IO‘_ a>/f<t>s;f () s, 0<t < +oo. (3.12)
0
Dérivé droit de Marchaud :
oo
Dy f () =+ (11_ 3 / / (Sl;af W s, ¢ < +oo. (3.13)
'

Dérivé gauche de Hadamard :

Dy f(t) = 0<t<+oo. (3.14)

o [FB)—f(s)
r(1 —a){(ln(t/s))mds’



3.1. Dérivation fractionnaire

e Dérivé gauche de Chen :

t

1 d
D¢ t) = ———— t—s) “ d t . Nl
80 = e = @) s e<t <o (315)
e Dérivé droit de Chen :
¢
DS =y | -9 F9)ds, t< (3.16)
o _F(l—a)dt s s) ds, c. )
e Dérivé de Davidson-Essex :
N 1 dn+1—k —atn1 dk
Dg f(t) = T = a) dirik (t—s) Tk (s) | ds, 0<t<+o0. (3.17)
0
e Dérivé de Canavati :
t
Do‘f(t)—;i/(t— )y d—nf() d +l<a< <t<+
ta _F(l—n+a)dt 5 ds™ o 5 7 “a=n a o
(3.18)
e Dérivé de Jumarie :
Dy f (t) = / —otnl d—nf (s))ds, 0<t<+oo. (3.19)
0 (n—a) dt” dsm ’
0
e Dérivé de Riesz :
¢
_q o [ - $) 7T () ds
Dy f(t) = — > , —oo <t (3.20)

2 cos(aZ)I (o) dt» ++fo (s =) f(s)ds

t

e Dérivé de Cossar :

N
1 d .

t

e Local fractional dérivative :

PR Gatd L)

£—00 £

(3.22)
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3.1. Dérivation fractionnaire

e Dérivé Katugampola :

[(te) = 1)

Dg f (t) = 8li_>r£1Q : (3.23)
e Dérivé Osler :
rQ
S (3.24)
21 Jp(as) (€= 2)
Nous pouvons voir [13].
Remarque 3.1.1 Pour 0 < a < 1,n =1, en général les définitions ci-dessus,
1. Dérwé gauche :
1 t
DL f(t) = m/ (t— ) f'(s)ds, —oo<a<t. (3.25)
2. Dérivé droit :
b
Do — — _ T < . .2
v f (1) F(l—a)/(s O~ f(s)ds, t<b< 400 (3.26)
t
Et
D* (DPf(t)) = D**Pf(t).
O
1. Dérwé gauche :
t
DU (t) = d/(t ) £ (s)d <a<t (3.27)
“T—ad s s)ds, oo <a<t. .
2. Dérivé droit :
1 d y
Df(t)= = [ (s =) " f(s)ds, t<b< +oo. 3.28
F0) = sy BT @ds t<b<a (329
t
Et
t—a)™®
D (DPf (1)) = DB f (¢ _L‘
(D% () = D75 (1)~ RS
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3.1. Dérivation fractionnaire

3.1.2 Quelques définitions des intégrales fractionnaires

e Intégrale gauche de Riemann-Liouville :

t

I f(t) = ﬁ/ (t—s)""f(s)ds, a<t< oo (3.29)

a

e Intégrale droit de Riemann-Liouville :

1 Ly
I = — — )" ds, t<b. .
0= / s (s)ds, t< (3.30)
e ! /t— Tl f(s)ds, 0<t<+ (3.31)
F @ s S, 0. .
0
e Intégrale de Weyl :
(63 1 7
W f _Fa/s_t (s)ds, t<b. (3.32)
e Intégrale gauche de Chen
. t
(6% a—1
I8 f(t) = m/ (t—3s)""" f(s)ds, t>c. (3.33)
e Intégrale droit de Chen :
1 (&
0= 5 / (s— )" f(s)ds, t<ec. (3.34)
t
e Intégrale Cossar :
. t
PO = / (t— )L f(s)ds, t>c. (3.35)
e Intégrale gauche de Erdélyi :
(at9) '
o ot™o\¢ a—1 o _
I9,f (t) = W/ (t —s)* ' s7BHD=1 £ () ds. (3.36)
0

Intégrale droit de Erdélyi :
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3.1. Dérivation fractionnaire

a at? ) o oyo—1 o(l—a—pB)—
25 () = Fs / (57 — 7)1 7(=a=A)=1 £ (5 g, (3.37)
t
e Intégrale gauche de Kober :
t
T . t_(a+’8) a—1 A3 d
l,ﬂf (t) - F(Oz) (t - 8) s f (S) S. (338)
0
e Intégrale droit de Kober :
o ol
st () = Fr / (s — )* " 5B f (s) ds. (3.39)
t

Nous pouvons voir [13].

Remarque 3.1.2 Pour 0 < a < 1,n =1, en général les définitions ci-dessus,

1. Intégrale gauche
1o f (1) = —/(t—s)a_lf(s)ds, o <a<t.
a
2. Intégrale droit

Ibaf(t):ﬁ/(s—t)a_lf(s)ds, t<b< +oo.

t

3.1.3 Propriétés Fractionnaire

Toutes les définitions visent & satisfaire les propriétés habituelles de la dérivée standard.
La seule propriété héritée par toutes les définitions de la dérivée fractionnaire est la propriété
de linéarité. Cependant, voici les inconvénients d’une définition :

I) La plupart des dérivées fractionnaires ne satisfont pas :
DeC = 0.
IT) La plupart des dérivées fractionnaires ne satisfont pas a la régle du produit connue :
D%fg=gD"f + fD%.
IIT) La plupart des dérivées fractionnaires ne satisfont pas a la régle du quotient connue :

Do f — fDo
Doflg =" ngf 9
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3.2. Quelques-unes des expressions les plus connues de dérivée fractionnaire

IV) La plupart des dérivées fractionnaires ne satisfont pas a la régle de la chaine :

Df(g(6) = (g(1))* f3 (9(1)).
V) La plupart des dérivées fractionnaires ne satisfont pas :
DPDf = DPraf.

VI) Genéralisation Formule de Leibniz :

Da Z 804 kf Z 804 k f(t)
k=0 k=0

3.2 Quelques-unes des expressions les plus connues de

dérivée fractionnaire

Dans cette section on va restreindre a trois approches les plus populaires et les plus
praticable qui sont I'approche de Griinwald Letnikov, de Riemann-Liouville et I’approche

de Caputo.

3.2.1 Dérivée fractionnaire de Rimann-Liouville

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est la plus connue et répandue.

L’approche de Riemann-Liouville se base sur la définition de l'intégrale fractionnaire
comme une a prolongation a de l'intégration d’ordre entier a un ordre réel.

Nous allons définir d’abord 'intégrale de Riemann-Liouville.

On peut commencer par examiner une formule (unique) qui donne des primitives suc-
cessives d’une fonction continue, par exemple.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, b pouvant étre fini ou infini.

Ty

e Une primitive de f est donnée par

e Pour une primitive seconde on aura
(I 2f / / f(r)dr | ds.
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3.2. Quelques-unes des expressions les plus connues de dérivée fractionnaire

e Le théoréme de Fubini nous raméne cette intégrale double a une intégrale simple

t

1) 0= [ (=) s

e Puis une itération donne
(17f) () = /Wf(T)dT-

Approche de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a,t] alors la dérivée fractionnaire d’ordre p avec

n — 1 < p < n au sens de Riemann-Liouville est définie par :

t

[y sy

a

1 d”

aRfo(t) = F(n—p)%

d" n—p
= (o)

Composition avec l’intégrale fractionnaire

L’opérateur de différenciation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de 'opérateur d’intégration fractionnaire, et en générale on a :
o« DY (If) (t) =¢ DY f(1).
Sip—q <0, on pose
o« DUf() = IR A(),

et

J p—k
_ t—a)
I9(EDPF(t)) =B DP79f(t) — Epret (—
(a tf( )) a t f() ko[a tf()L:“F(p—k‘%—l)
On déduit alors que la différenciation et l'intégration fractionnaire ne commutent pas en

générale.
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3.2. Quelques-unes des expressions les plus connues de dérivée fractionnaire

Composition avec les dérivées d’ordre entier

< (EDLI(W) = DI (1),

mais
)k—p—n

o [ d" o f®(a)(t —a
o () o S

On déduit alors que la différenciation fractlonnalre et la différenciation conventionnelle

ne commutent que si f* (a) = 0 pour tout k =0,1,2,...,n — 1.

Composition avec les dérivées fractionnaires

Proposition 3.2.1 soit j —1<g<j et n—1<p<n:

q P q+p : qk (t_a)_p_k
DL (EPLAE) = D0 = I ) 5 S

et

"y (EDr0) = D - Y [For ]

k=0

par suite deux opérateurs de dérivations fractionnaires BDY et DI ne commutent que si

p=gqet [fo_kf(t)} pour toutk =0,1,2,...,n et [ng_kf(t)] pour toutk =0,1,2, ..., J.
t=a

Transformée de Laplace

Définition 3.2.1 Soit f une fonction qui posséder la transformée de Laplace F(s).

Pourn—1<p<n ona:

i
D)

L(§DEFW) (5) = #'F () = > s [§ D7 f(0)]

0

t=0

b
Il

3.2.2 Dérivée fractionnaire de Caputo

L’avantage principale de I’approche de Caputo est que les conditions initiales des équa-
tions différentielles fractionnaires avec des dérivées de Caputo acceptent la méme forme
comme pour les équations différentielles d’ordre entier, c-a-d qu’elles contiennent les valeurs

limites des dérivées d’ordre entier des fonctions inconnues en borne inférieure ¢t = a.
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3.2. Quelques-unes des expressions les plus connues de dérivée fractionnaire

Définition 3.2.2 Soitn—1<p <n, n &N et f une fonction, telle que dit

——f€ L' [a,b], la dérivée fractionnaire d’ordre p de f au sens de Caputo est définie par :
t

! —5)" " f()ds
TR IEY

I'(n—a
0

CDaf(t) =

_ (57 f(t)) De (1°£ (1))
= f(O)I° (CD“f(t))
Z J® t - a) .

Les dérivées au sens de Caputo sont plus familiéres du point de vue physique car elles

conduisent a une valeur nulle pour la dérivée d’une constante. De plus, les conditions ini-
tiales d’une équation différentielle fractionnaire au sens de Caputo s’expriment en termes de
dériwvée d’ordre entier, tandis que les conditions initiales d’une équation différentielle frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville s’expriment par des opérateurs fractionnaires qui

n’ont pas de sens physique défini, au moin pour le moment.

Transformée de Laplace

Soit f une fonction qui posséde la transformée de Laplace F(s), pourn —1<p<n

on a :

L(EDE0) () = 9P (5) — 5o FDr )]

k=0

3

t=0

L(CDIf (1) = "F () — s f (a)

3.2.3 Dérivée fractionnaire de Grinwald-Letnikov

L’idée principale de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov est de donner une
généralisation de la définition classique de la dérivation entiére d’une fonction a des ordres
de dérivée arbitraire. Ce qui permet d’exprimer la dérivée d’ordre entier p (si p > 0) et
'intégrale répétée p fois (si p < 0), d’une fonction f comme ceci :

Soit f : [a;b) — R une fonction continue, b pouvant étre fini ou infini.

Pour une fonction f donnée, d’aprés la définition classique de la dérivation.
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3.2. Quelques-unes des expressions les plus connues de dérivée fractionnaire

e La dérivée premiére :

e La dérivée seconde :

) = i D2 ) fE—2m)

h—0 h?

Et par récurrence pour n nous obtenons :

£ (#) = lim— 57 (=1t < Z ) Flt—kh). (3.40)

noy n! B I'(n+1)
)] (=KWK Th+1-kTk+1)
Remarque 3.2.1 La formule (3.40) s’appelle dérivée d’ordre n a gauche, de méme en

prenant les différences a droite, on obtient une dérivée d’ordre n & droite

£ (1) = tim 2 3 (21t ( ’ ) f(t+kh),

en remplagant n par o, on remarque que

(_1)k<a>: T (o +1) _ T(k-a
k Tla+1—KT(k+1) T(—a)T(k+1)

alors

v D (t):%ﬁ;r(—a)r(kﬂ)f(t*kh)'

Lintégrale fractionnaire se traduit par l’expression suivante :

n

- 1 I'(k+ )
912 (1) =¢ Dy f(t) = lim
¢ t hsohm* e T () I' (k + 1)

F(t+kh).
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3.3. Relation enter les dérivées pour a €]0,1]

1. Pour a =1,

n

9I1f(t) = lim L ZF(%(?:l;lle)f(tJrkh),

h—0h—1

en tenant compte de t + kh = a et que f est continue, alors :

t—a t

CI(t) = / ft—2)dz = / (t— 7" £ (s) ds.

0 a
2. Pour a =2,

t

SI2f(t) = / (t— )" £ (s) ds,

a

et par récurrence on peut généraliser les formules (1.13) et (1.14) sous la forme suivante :

t

G10f(1) = ﬁ / (t — )" f(s)ds,

0

et

 f®(a) (t — a)* t 1
P10 = S R T ] 0 e

Composition avec les dérivées d’ordre entier
F Dy (FDIf(4) =7 Dy (7D f(8)) = D7 f(¢).

3.3 Relation enter les dérivées pour a €|0, 1]

En résumé, différentes définitions de dérivées et d’intégrales fractionnaires ont été pré-

sentées dans ce chapitre.
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3.3. Relation enter les dérivées pour a €]0,1]

Lien entre les dérivées fractionnaires

La définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est le cas particulier des
dérivées au sens de Riemann-Liouville. Si la fonction est absolument continue et si 'intégrale
de sa dérivée existe, les opérations d’intégration et de dérivation peuvent étre permutées,
on calcule alors l'intégrale fractionnaire de la dérivée de la fonction. On dit alors que la
dérivation fractionnaire obtenue ainsi est définie au sens de Caputo. Les deux définitions

des dérivées coincident lorsque f(a) = 0.

Remarque 3.3.1 — Si f est de classe C™ et « €]0, 1], alors en effectuant des intégra-

tions par parties et des différenciations répétées on obtient :
1. a"Dgf(t) =6 D2 f(0).

2. "Dy f(t) =5 Dy f(t) + prts—=

— Si f(a) =0, dans ce cas l'approche sont équivalentes.
Elles sont rappelées dans le tableau, toutes les expressions des dérivées sont définies

pour un ordre de dérivation appartenant o lintervalle o €]0, 1].

DY C (t—a)’,p>—1. e
Rimann-Liowville | ED& (C) = ﬁ (t—a)™™ % (t —a)’~* | BDaeM = oM
Caputo “De(C)=0 T —arD (Fﬂ(f 2_1'_)1) (t — a)ﬁ_a Dot = N\
Grunwald-letnkov | D& (C) = ﬁ (t—a)“ % (t —a)?™ | OD2eM = \oeM

Le tableau de dérivées fractionnaire

Remarque 3.3.2 DY (f (1)) =S D2 (f(#)) =0= f(t) = ic D+l ) (t— a)i—n-i-a.

a (i—n+a+1

Rimann-Liouville Caputo Grunwald-letnkov

EDe (BD2f (1) =8 D*f (1) | D (CD*f (1) =C D™ f (1) | §D* (SD7f (1)) =¢ D™ (1)

a D (GI°f (1) = f (#) D EI°f) =11 D (GIf (1) =1 (1)

a0 @Df (1) =f () = fla) | FI*(EDf (1) =f () = f(a) | ST (EDf (1) = f(t) — f(a)

(@) =E P | S @) =S Py | S (€ 0) =8 Py

Le tableau de composition avec les dérivées fractionnaires o € ]0.1]

ol




3.3. Relation enter les dérivées pour a €]0,1]

3.3.1 Transformée de Laplace des dérivées fractionnaires

Définition 3.3.1 Soit f(x) une fonction réel de la variable temporelle x intégrable, et p
un nombre complexe.

e La transformée de f(x) notée L(f (t)) ou F (s) définie par :

+o00

L(f(t)= /e—stf(t)dt, s € C.

0
e La transformée de Laplace inverse est donnée par :

Res+i00
Ft) =L (F(s)) = / e F(1)dt.

Res—ioco

Avec Res > sg, sg est réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de
["intégrale de Laplace.

e La transformée de Laplace de la convolution :

LB *g() =L /f(t—zr)g(x)da: — F(s).G(s).

Sous U'hypothése que F (s) et G (s) existent.

e La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de (R-L) de f est donné par :
LD f (1) = s"F ()~ I F (1) _,.
e La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de caputo est donné par :
LEDYf(t) =s"F(s)—s*"f(a).

e La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de (G-L) est

donnée par :

L(EDf(t) =s"F (s).
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Chapitre 4

Résolutions d’un équation différentielle

fractionnaire

Dans ce chapitre on symbolisons D¢ f(t) =¢ D f(t) + kF = J;()a()t —

raliser les définitions dans le chapitre précédent, d’aprés le lemme 3.3.1,

= . Pour géné-

esik=0ona
DY f(t) =; Dy f(t).

esik=1,

f(a)
'l—a)(t—a)

Dy f(t) =¢ D f(t) + & =a D{f(t).

4.1 Equation différentielle d’ordre o
Définition 4.1.1 On appelle une équation différentielle linéaire une équation de la forme
¥ 4 h(t)y = b(t). (4.1)

Ou h(t),b(t) sont des fonctions continuent sur I, et 0 < a < 1.

Meéthode de résolution :

On propose que la solution générale de équation différentielle linéaire est donnée par

Yg = Yn + Yp, avec yj, et la solution homogéne (4.1), et y, la solutions particuliere de (4.1).
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4.1. Equation différentielle d’ordre o

4.1.1 Equations différentielles homogénes

Définition 4.1.2 Une équation différentielle homogeéne est une équation de la forme
¥ 4 h(t)y = 0. (4.2)

Ou h (t) est continue sur I.

La solution d’équation différentielle homogéne

La solution homogéne d’équation (4.2) est

Y+ h(t)y = 0=y = —h(t)y

Avec In, est un notation propose. D’oil la solution d’équation différentielle homogéne est

donnée par

yn (1) = ce; 1M ceR.

4.1.2 Equations différentielles particuliére

La solution d’équations différentielles particuliére ( Méthode la variation de la
constante )

La méthode consiste a faire varier la constante ¢ de la solution d’équation différentielle

homogeéne y, (t) = ceq Iah(t), c-a~d la constante ¢ devient la fonction a trouver ¢(t) avec

yp (t) = c(t) ea’ ™ on remplacant dans (4.1). Alors

g = (1) e — e(t)h(t)e, Y,

«

donc
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4.1. Equation différentielle d’ordre o

alors
(1) e 1M = b(t) = @ (t) = e 1P Dp(t)
— c(t) = I "M Wp(1).
On retrouve c(t) et
yp (8) = e MO M Ob(t).

La solution générale de I'équation (4.1) est

y (@)= yn(t) + p (1)
= ce "M o IO e~ I"htp(1) ¢ € R.

o «

Le cas particulaire de I'equation (4.1) pour A(t) = 0, est

4.1.3 Cas particuliers

Soit I’équation différentielle fractionnaire

Dffu(t) = h(t) u(t) = g(t). (4.4)

Nous proposons maintenant quelques techniques pour résoudre 1’équation différentielle frac-
tionnaire.
I) h(t) est une fonction continues :

A) Si on peut écrire h(t) sous la forme

—h(ty= 2% ftgt), (0(1) #0). (4.5)

Proposition 4.1.1 La solution générale de l’équation différentielle fractionnaire homogéne

(4.4) est
c+ Iy

ceR.

) - ZHE Dol

(
0 (1) ’

Preuve

On a la forme homogéne de 'équation (4.4), est

Deu(t) — h () u(t) = 0.
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4.1. Equation différentielle d’ordre o

D’aprés I'équation (4.5), on a

Fun(t) + 2 unt) =0
0(t) Dyunlt) + DFO (1) _
(1) /
D} [0 (1) un(8)] = 0
Donc
un(t) = Wct)' (4.6)

Et la solution particuliére,
0 (t) D'up(t) + D6 () up(t) = 0 (t) (1),
donc
Nous avons
I (0 (t) g(t
uy(t) = 170t 9t) (4.7)

Ou, en utilisant la valeur d’une constante

D’aprés I'équation (4.6) et (4.7), alors

0= SEOQA) g
B) Si on peut écrire h(t) sous la forme
) = 25 6020, (45)

Proposition 4.1.2 La solution générale de l’équation différentielle fractionnaire homogéne
(4.4) est
u(t) =0(t) (c+ 17 (0 (t) g(t)), ceR.

Preuve
D’aprés la forme homogéne de 1'équation (4.4) et d’aprés I’équation (4.8), on a

_ Do)

Djun(t) = = D up(t) =0
0 (t) D?uggt()t)— Do (%h(t) 0,
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4.1. Equation différentielle d’ordre o

on a

Donc

Et la solution particuliére,

0 (t) Difup(t) — D76 () uy(t)

02 ()
donc n 0
o | Up _ g_
o 5| = o1
On a

Ou, en utilisant la valeur d’une constante

up(t) = c ()0 (t),

nous avons

Difup(t) = h(t)up(t) = un(t) Di'e (t) + ¢ (1) Difun () — h(t)e (¢) un(t)

donc
up(t)Dye(t) = g(t),
On obtient o
o (91
e =1 (53)
sortie

D’aprés I'équation (4.9) et (4.10), alors

u(t) =0 () (c+ 17 (0 (t) (1)) -

Exemple 4.1.1 Soit I’équation différentielles fractionnnaire

(4.9)

(4.10)



4.1. Equation différentielle d’ordre o

Solution de ’exemple : On a

F'n—pg+1)
1 L@ 41-5 1
pit T’ " 1, Diy
t t T (i) y(t)
Alors
yn (t) = crt.

La soution particuliére (par la variation de costante )

(Dté— F(l%)t‘é> Yp (1) = ( p(l%o) T E%) _P(g) ?E

4
6

= Ats.

Alors

Donc la solution de ’équation est

Alors
_ L@,
donc
y(t) =1 (t)t + A? Eggt

IT) h(t) = X est constante :

A) Utilisation de la transformée de Laplace.

Proposition 4.1.3 L’égquation différentielle fractionnaire D{u(t) — Au(t) = g(t) En utili-
sant la transformée de Laplace F(s) est obtenu u(t) = L™ <%> Avec G(s) = L(g(t)) et
F(s) = L(u(t)).
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4.1. Equation différentielle d’ordre o

Preuve

Nous avons

L(Dfu(t) = du(t)) = L(Dju(t)) — AL(u(t)) = L(g(t)),

alors
s*F(s) — AF(s) = G(s),
F(s) = SSY(;S))\.
Donc

u(t) = L! (%) :

Exemple 4.1.2 Trouver l’équation en utilisant la transformée de laplace.

Uéquation g(t) =1 +1t,

on a
1 1 s—1
nous avons
o s—1 1
u(t) = L (82(80‘+/\))_L (s(so‘—i-/\)) L ((30‘+)\))

1, A 1
XL (s(sa—ir)\))_L ((sa—ir)\))
L1 = Ba(—at)) — 47 B, (—at®).

A

B) Utilisation de la fonction Mittag-leffer.

Proposition 4.1.4 [’équation différentielle fractionnaire Dfu(t)—Au(t) = 0 a une solution

sous la forme
u(t) = Eq(A\tY),
ou F, est la fonction Mittag-leffier.

preuve.
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4.1. Equation différentielle d’ordre o

Soit u(t) = E,(AtY), on a
Diu(t) = D Eq (M) = AEL(AtY) = Au(t).
Et la solution particuliére, en utilisant la valeur d’une constante
up(t) = c(t) Eu(At7).
Nous avons

Diuy,(t) — h(t)u,(t) = up(t)Dic (t) + ¢ (t) Diug (t) — h(t)c (t) un(t) = g(t).

Donc
Eo (M%) Dic(t) = g(t),
donner o
g(t
t)=I"
0 =1 (g )
obtient

w(£) = Ba( M) (Ej((;\ia)) .

u(t) = By (M) (c +I° (Eag(()t\ia))) .

C) Utiliser la forme exponentielle.

On a résultat

Proposition 4.1.5 L’équation différentielle fractionnaire Dyu(t) — Au(t) = 0, a-t-il une

solution sous la forme
)\l
u(t) = ce**’.

Preuve :

Soit u(t) = ce*at, on a

Dfu(t) = Dfcea' = cDfeta’ + e alDic
= c¢(Ao)%e st + e)‘ith‘c = chetat
= u(t).

Et la solution particuliére, en utilisant la valeur d’une constante

w(t) = ¢ (1) .
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4.1. Equation différentielle d’ordre o

Nous avons

Diuy(t) = h(t)up(t) = up () Dife(t) + ¢ (¢) Diug () = h(t)e (t) un(t) = g(t).

Donc
DR (t) = g(1),
donne
0-r(2).
obtient

e/\at

u(t) = M (c b (jﬁ)) .

Exemple 4.1.3 Soit I’équation différentielles fractionnaire

w(f) = e (9@) |

On a résultat

1

Diy(t) = (1+4)y(t) = V2.
Solution de I’exemple : On a

DgeM = \ve.

Donc
Di At
e 1 )
# — A4 g (1 + ]/) ,
on obtient
A=\ = —4,
et

1 1
Dicy (t) = V2e* = Die.
Donc la soution de I’équation est

y(t) = ce ™ +

1
%.
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4.2. Equations différentielles fractionnaires linéaires ordinaire d’ordre o

4.2 Equations différentielles fractionnaires linéaires or-

dinaire d’ordre o

On s’intéresse a l'existence et a l'unicité de la solution d’une équation différentielle
fractionnaire linéaire d’ordre m = 5 € Q et [m] = j .

Définition 4.2.1 Une équation différentielle d’ordre o si elle s’écrit sous la forme

> a0 () = g 1) (4.11)

ot o = max{a;},_,, ety € Q, g, (t) #0, g;(t) sont appelée les coefficients lesquels
peuvent étre variables ou constants, y\®) sont les dérivées de la fonction inconnue y par

rapport a t et g (t) est la fonction second membre.

Remarque 4.2.1 Pour la fonction second membre g(t) = 0, on appelle équation homo-

gene.

Exemple 4.2.1 Soit y@) (t) + 3y<§) (t) — ty(%) (t) =In(1+41t) est une équation différen-
tielle ordinaire linéaire d’ordre 2 5 a coefficients constants avec second membre.

Le probléme de Cauchy est constituée de (3.1) et de la condition initiale est

Zgz( )y () = g (t)
y( D(t) =y, i=1,.,n—1.

(4.12)

4.2.1 Existence

Avant de commencer & prouver 'existence et a résoudre de (4.12). Nous allons d’abord
réduire une équation différentielle ordinaire d’ordre o (EDF) & un systéme différentiel d’ordre
S (SDF).

Soit a; = &,ﬁ = ;,

Bi pegd {5}

pose l'équation différentielle d’ordre o (4.11) écrite sous la forme normale

0;, B; € N*, alors a; = m; B, m; € N* et a = mf, ot, On

i=n—1

Zfz Yy (8) + £ (t). (4.13)

avec f est une application de I x A CR” dans A CR et «; = Z— On pose

y P () =2 (1), (4.14)
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4.2. Equations différentielles fractionnaires linéaires ordinaire d’ordre o

alors

gy (t) = 2(mi) t), i=1,..,n.

Donc 'équation différentielle d’ordre o (4.13), s’écrite sous la forme

i=n—1

2 ()= > fi(t) () + (). (4.15)
i=1
En introduisant le changement de fonctions auxiliaires z1, 29, ..., 2, de telle sorte que
Zm (1) =2V (1), m=1,..,n. (4.16)

En dérivant le systéme (4.16), nous obtenons

/

20 (t) = zma1 (£), m=1,...,n.

Ce dernier systéme représente un systéme d’EDO d’ordre 1 sous la forme matricielle

Z'(t)=A{t)Z(t)+ F(t) (4.17)
21 (1) 280 0
7 () = 2y (1) 20 = zQ.(t> ) = 0
2 (1) Zn—1 (1) f(@)
et
1 0 0
0 1 0
At) =

fit) fa(t) oo faa(t)

Théoréme 4.2.1 Si A: 1 — M(R) et F : I — R™ sont continues, autrement dit f; (t)
est continue pour tous i = 1,....,n—1 et f (t) est continue, alors pour toutt € I, le probléme

(4.17) admet une solution.

Remarque 4.2.2 Le théoréme précédent est une adaptation du théoréme (C-L) du chapitre
précédent. Ainsi, le probléme équivalent de Cauchy est constitué de (4.17), avec la condition

initiale est

{ Z'(t)=A(t) Z (t)+ F (t) (4.18)

2 (to) = 2™ =1, n—1.
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4.2. Equations différentielles fractionnaires linéaires ordinaire d’ordre o

4.2.2 Solutions de systéme

On remarque que la matrice A (t) est diagonale est nous cherchons B (t) le diagonale de
A(t). Avec

hq(t) 0 0
B (1) = 0 ho(t) 0
0 hp—1 ()

Alors le systéme s’écrire de la forme équvalente
Z't)—B{t)Z(t)=F(t).

On obtient le nouveau systéme non hommogéne suivant

systémes homogénes
Le systéme (4.12) est dit homogéne si F' = 0, c-a-d
Zy(t)—=B(t) Zy (t) =0,

avec Zy (t) = (cizh,i (t) = et =1n — 1).
Alors toute solution Zy de (4.17) est de la forme

i=n—2 i=n—2

zp (t) = Z el Pt — Z cizni (t).

1=1 =1

On va chercher le systéme suivant sous

Avec
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4.2. Equations différentielles fractionnaires linéaires ordinaire d’ordre o

par la méthode de variation de la constante, un z, (¢) pour chaque équation précédente

{ 2 () = B (8) 24 (1) = £ (1)
2 (t) = By () 2 (1) = 2y (F)

zp (1) = 2p1 () -

On obtient

i=n—2 i=n—2

z(t) = Z el Mitdt 4 Zp1 (1) = Z Cizn,i (t) + 2p1 (1)
i=1 i=1
Exemple 4.2.2 soit [’équation différentielle
y") — 5y + 6y = 2¢'.

Solution de I’exemple :

Nous pouvons écrire
D2y — 5Dy + 6y = (Dy — 3)(D; — 2)y = 2¢.

Donc la solution de I'équation (4.19) est

1. La solution homogeéne de I’équation (4.19) est
Yy, = 0162t + 0263t.
2. La solution particuliére (par la variation de costante ). On a

(Dt - 2)y1 = 2€t7

alors
Y1 = Yin+ Y1 = cre” — e
Et, on a
(D = 3)y2 = y1p = —¢,
alors

Yo = cpe” + 2¢.
Donc la solution de I'équation (4.19) est

y (t) = coe® + cre + b,
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4.2. Equations différentielles fractionnaires linéaires ordinaire d’ordre o

Exemple 4.2.3 Soit [’équation différentielle

y(”) R y(/) _|._ y = et. (4.20)

Solution de I’exemple :

Nous pouvons écrire

D}y — Dy +y = (Dy — M) (Dy — Aa)y
= (D: — )\2)(Dt - >\1)?/
= ¢l

Alors
)\1 + /\2 = 1,
)\1)\2 == 3,

La solution de I’équation (4.20) est
1. La solution homogene de I’équation (4.20) est

V3 V3

= c1cos(—) + casin(—).
yn = crcos( 5 ) + casin 5 )
2. La solution particuliére (par la variation de costante ). On a

(Dt - >\1)y1 = €t7

alors
1
Y1 = cleAlt + = el
Et, on a
1
D, — X\ = t
alors
1
t) = Aot t
Yo (t) = 2™ + (1_)\1)(1_/\2>e

= e 4 el
Donc la solution de I'équation (4.20) est

y(t) = et 4 c1eMt 4+ et
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4.2. Equations différentielles fractionnaires linéaires ordinaire d’ordre o

Exemple 4.2.4 Soit I’équation différentielle
g — 4ty + (447 +2) y = (4% — 4t + 3) €', (4.21)

Solution de ’exemple :

Nous pouvons écrire

(Di =M (1)(Dy = A2 (2)y = DtQZ/ — (A (1) + X2 () Dy + (M1 (8) A2 (1) — DiAa (1)) y
= D}y — 4Dy + (4" +4) y.

On a
M) =a)+if(t) =\ ().

Alors
A(t) + X2 () = 2a(t) = 4,

AL (£) Ag () — Dyg (t) = 42 + 4,
La solution de I’équation (4.21) est

1. La solution homogeéne de I'équation (4.21) est

2 oy 2 ;
yp = clet 2t1 4 026t +2tz‘

2. La solution particuliére (par la variation de costante ). On a

(Dt - )\1)y1 = €t7

alors

= clet2+2ti +(1—Xg) el
Et, on a

(Dy — Xa)ya = (1 — A\y) €',
alors

o (£) = o 72 4 e,
Donc la solution de I'équation (4.21) est

2 : 2 o
y(t) — 02€t +2ts 4 clet 2ts + €t.
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4.2. Equations différentielles fractionnaires linéaires ordinaire d’ordre o

Exemple 4.2.5 Soit [’équation différentielle
YU — (4t + 1)y + (4% + 4t — 2) y) — (4% — 8t +2) y = (8t — 4) €', (4.22)

On pose
My A () = a(t) +if(t) = X3 (t) .

Solution de ’exemple :

Nous pouvons écrire
(Dr = M) (De — M) (Dr — A3)y

— D?y — (M () + X (t) + A3 (D)) thy n ( Dy (Mo (t) + A3 (1)) + A2 (t) A3 (2) ) Dy

=Dy A3 (1) + A1 (1) A2 (1) As (1)
+ (D (A2 (8) Az (£) = DeAs (1)) + A2 (8) As (£) — Deds (£)) w

— Dly— (4t +1) D2y + (4> + 4t — 2) Dy — (41> — 8t +2) y.
Alors

a+1 = )+ A3(t) = A1 (t) + 2 (¢),
42 42 = X (t)As(t) — Dida (1)
A2 —8t+2 = (D; (A (£) A3 (t) — Deds () + Ao (£) A3 (£) — Dids (1)),

Ao () = 2t+2i=X3(t), M(t)=1.

)\2)
)\2)

La solution de I’équation (4.22) est

1. La solution homogene de I'équation (4.22) est
Yp = clet + 626t2+2ti + c3et2—2ti.
2. La solution particuliére (par la variation de costante ). On a
(De =M (1) ya = (8t —4) e,
alors
Y = e’ + (4t2 — 4t + 5) e

Et, on a

(D — Ao)y2 = (4% — 4t +5) €,
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4.2. Equations différentielles fractionnaires linéaires ordinaire d’ordre o

alors
Yo (1) = coe” T2 4 (1= \g) €.
Et, on a
(Dy — X3)yz = (1 — A3) e,
alors

Donc la solution de I’équation (4.22) est
y(t) = czet2+2ti + 03et2_2ti + ciet + €.
D’aprés I'équation (4.14) on a le systeme s’écrire de la forme équivalente
YO @) -B@)Y (t) = F ().
On obtient, le nouveau systéme non homogéne suivant :

(2 (1) = 1P () g (1) =

N
=
N

—
o~
N—
|
S
@
=
—~
o~
N—r
<
o
—~
~
SN—
Il

Lo (@) = B () () = £ (1)
Le systéme (4.12) est dit homogéne si F' = 0, c-a-d d’aprés 'équation (4.14) on a

i=n—2

y(t) = IVz(t) = Z I® ¢z () + TPz, ().
i=1

Exemple 4.2.6 Soit [’équation différentielle fractionnaire, avec

DeC =0 et DEDY = D*. On a
Y& — 2y gy = ¢! (t% _ 2%) , (4.23)

Solution de I’exemple :

Nous pouvons écrire

o=

1 1
(Df _92DF + 1) y = (DF — 1)%y.

La soution de I’équation (4.23) est
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1- La solution homogéne de I’équation (4.23)est

Yn = et(cl + tea).

2- La soution particuliére (par la variation de costante ). On a

(Df =)y = ((#5—218)

alors

yl(t):et<cl+ t%—2>.
Et, on a

(Df ~ )y = (té - 2) :
alors

-2 1
Yo (t) = € (tcz—l—lH—F tfﬂ).

Donc la soution de I'équation (4.23) est

—2
y(t) = ¢ <01 + ey L+ —7t<1>‘> .
(%)

Exemple 4.2.7 Soit I’équation différentielle fractionnaire, avec
D¢C =0 et D¥D¢ = D?*. On a

(o T
A\ (E) ()
Solution de I’exemple :

Nous pouvons écrire
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4.2. Equations différentielles fractionnaires linéaires ordinaire d’ordre o

1
est clair = 6 my, = 2. Alors

La soution de I’équation (4.24) est

1. La solution homogene de I'équation (4.24) est

1 L@ 41-5 1
Dy (t) _ 1 = r(s) _ Dft
Yin (1) I'(4) t t
th (t) = Clt.

2. La soution particuliére (par la variation de costante )

L B 11 (TG
(D - 10)t )pr(t)—(F(m) rz (1) F(G)F(%)

o=

(% s

I

o

~
[

oL T L
ci(t) = D, °Ats = 6247,
t r(3)
alors r (10
Yip (t) = AF (%)6_ 1t%7

est
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4.2. Equations différentielles fractionnaires linéaires ordinaire d’ordre o

1 1 10 -
Dtg . 1 t—% mn (t) — Dté _ ;t—% ot + ALt%
)N Iy I

Et

La solution particuliére est

(Ph-r (D)) my = alle i = )

Alors

Donc

yap (t) = ca(t)ts

() = D <t61 (A%f_@ﬁ))

(%
_ p* AFF((%;)F_(%l)t;)
4 (F(?;B)F_(gl))tz,
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(0f = (§) 1 w0 = (21 (5) %) ("ﬂé G <%>F 5%3 fl(%)rr <(§>)r @)
/ )

161 : ( 161)
L rErEre eHre),
CE - D -T(Or) ()
L LTEOTG)

Vérifier que la solution générale satisfait 1’équation différentielle fractionnaire (4.24)

(Df’—té (@H(%))DEH; (%—r(g) %))m:m
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Alors









4.2. Equations différentielles fractionnaires linéaires ordinaire d’ordre o

alors

_ 1
Yo (t) = Cy€ at + E
Donc la soution de I’équation (4.26) est

y(t) = ce ™ +

1
E.

7



Conclusion

Dans ce mémoire , étudié les équations différentielles fractionnaires (EDF) via les dérivées
fractionnaires. nous avons utilisé des théories techniques et des méthodes traditionnelles,
pour l'existence certaines solutions analytiques de cette équation. utilisé les propriétés des

équations différentielles fractionnaires générales dans les équations différentielles ordinaires

(EDO), ce travail est soutenu par quelques exemples.
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