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 مقدمة 

 
ّٰ : بعدّٰوّٰالمرسلينّٰو الأنبياء خاتم على والسلام الصلاة و الرحيم الرحمن اللهّٰ بسم 

ّٰ

ّٰ

 علومّٰوّٰتكنولوجيا مشترك جذع الأولى طلابّٰالسنة إلى الموجهة المطبوعة هذه ٺتضمن

ّٰ.2 الرياضيات مقياس دروسّٰفي

 

 مثل في المطبوعاتّٰهذه لمثل بالحاجة الأستاذ لشعور العربية باللغة المطبوعة هذه كتبت وقد

 .كثيراّٰبها المراجع تنقص التي العربية باللغة و المقاييس هذه

ّٰ

ّٰ

 في تسهم أن أملناّٰوكل الهفوات، و النواقص من تخلو لا علمي نتاج كأي و المطبوعة هذه إن

ّٰ.العلمي والبحث البيداغوجي العمل تطوير
 

 الموفق اللوّّّٰٰٰ

 سليم سافالأستاذ: 
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   الفصل الأول:

 المصفوقات و المحددات 
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 :المصفوفات .1-1

,𝑚،   حقلا و ليكن 𝐾ليكن  :تعريف 𝑛 ∈ ℕ  نأخذ جميع المقادير السلمية𝑎𝑖𝑗  من الحقل𝐾 

𝑖حيث:  = 1,… ,𝑚  و𝑗 = 1,… , 𝑛 :و لنشكل الجدول التالي 

(

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

)  

𝐴و نرمز لها أحيانا بالرمز   مصفوفةنسمي هذا الجدول  = (𝑎𝑖𝑗)  و العناصر𝑎𝑖𝑗  تسمى

و تسمى مجموعة العناصر التي لها نفس الدليل الأول سطرا و تسمى  صفوفة،معوامل ال

 𝑚هي ذات  𝐴مجموعة العناصر التي لها نفس الدليل الثاني عمودا و نقول عندئذ أن المصفوفة 

𝑚من الدرجة ) أو الصنف(  𝐴عمود و نقول كذلك أن المصفوفة  𝑛سطر و  × 𝑛 . 

𝐴𝑖أو إذا كتبنا   = (𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, … , 𝑎𝑖𝑛)  1بحيث ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  تسمى أسطر𝐴  و بالتالي فإن𝑖 

  ،𝑎𝑖𝑗يرمز الى السطر الموجود فيه العنصر 

𝐴𝑗 و إذا كتبنا كذلك = (𝑎1𝑗 , 𝑎2𝑗 , … , 𝑎𝑚𝑗)   1بحيث ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  تسمى أعمدة𝐴   و بالتالي

 . 𝑎𝑖𝑗يرمز الى السطر الموجود فيه العنصر  𝑗فإن 

𝑚مصفوفتين من نفس الصنف    𝐴 و 𝐵لتكن  :تساوي مصفوفتين × 𝑛،  نقول أن المصفوفتين

𝐵 و 𝐴 ذا كانت عناصرهما ) عواملهما ( متساوية على الترتيب أي: متساويتين إ𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 

1بحيث  ≤ 𝑖 ≤ 𝑚   1و ≤ 𝑗 ≤ 𝑛      و نكتب𝐴 = 𝐵 ⟺ 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 

𝐵لتكن المصفوفتين  :مثال = (
1 1 −1
0 0 0
1 0 0

) A   و  = (
𝑎 − b   1  − 1
0       𝑎 + b    0
   1        0           0    

)   

𝐴حتى تكون  bو   𝑎تعين قيم  = 𝐵    

𝐴 = 𝐵 ⟺ {
𝑎 − 𝑏 = 1
𝑎 + 𝑏 = 0

      (∗)                

𝑏نجد:  (*)بحل الجملة  =
3

2
𝑎    و     =

1

2
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المصفوفة التي جميع عناصرها  نسمي مصفوفة صفرية )أو معدومة(، :المصفوفة الصفرية

0و نكتب   0أصفار و نرمز لها بالرمز  = (
0 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0

)    

,𝑚حقلا و  𝐾ليكن  :فضاء المصفوفات من نفس الصنف 𝑛 ∈ ℕ∗ ،  نرمز لمجموعة

𝑚المصفوفات من الصنف  × 𝑛    بالرمز𝑀𝑚×𝑛(𝐾)  و نعرف في𝑀𝑚×𝑛(𝐾)  :مايلي 

,𝐴لتكن   :الجمع .أ 𝐵 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾)      نعرف  𝐴 + 𝐵 = (𝑎𝑖𝑗)1≤𝑖≤𝑚
1≤𝑗≤𝑛

+ (𝑏𝑖𝑗)1≤𝑖≤𝑚
1≤𝑗≤𝑛

 

𝐴 + 𝐵 = (

𝑎11  𝑎12…… . . . 𝑎1𝑛
𝑎21  𝑎22……… . 𝑎2𝑛
                                   
 𝑎𝑚1  𝑎𝑚2…… . 𝑎𝑚𝑛 

) + (

𝑏11  𝑏12…… . . . 𝑏1𝑛
𝑏21  𝑏22……… . 𝑏2𝑛
                                   
 𝑏𝑚1  𝑏𝑚2…… . 𝑏𝑚𝑛 

) 

= (

𝑎11 + 𝑏11  𝑎12 + 𝑏12…… . . . 𝑎1𝑛 + 𝑏1𝑛
𝑎21 + 𝑏21  𝑎22 + 𝑏22……… .𝑎2𝑛 + 𝑏2𝑛

                                   
 𝑎𝑚1 + 𝑏𝑚1  𝑎𝑚2 + 𝑏𝑚2…… . 𝑎𝑚𝑛 + 𝑏𝑚𝑛 

)  ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾) 

𝐵    لتكن :مثال = (
3    4    2
1    0   1

) ∈ 𝑀2×3(ℝ),   𝐴 = (
−1  2    0
−2   0    1

) ∈ 𝑀2×3(ℝ)   

𝐴 + 𝐵 = (
3 + (−1)   4 + 2  2 + 0

1 + (−2)    0 + 0 1 + 1  
) = (

2  6  2
−1  0   2

) 

𝐴لتكن  :ضرب مصفوفة بعدد حقيقي  .ب ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾)  و  𝛼 ∈ ℝ  نعرف 

𝛼𝐴 = 𝛼 ((𝑎𝑖𝑗)1≤𝑖≤𝑚
1≤𝑗≤𝑛

) = 𝛼(

𝑎11  𝑎12…… . . . 𝑎1𝑛
𝑎21  𝑎22……… . 𝑎2𝑛
  .       .         .           .      
 𝑎𝑚1  𝑎𝑚2…… .𝑎𝑚𝑛 

) 

  = (

𝛼𝑎11  𝛼𝑎12…… . . . 𝛼𝑎1𝑛
𝛼𝑎21  𝛼𝑎22……… .𝛼𝑎2𝑛
                                   

 𝛼𝑎𝑚1  𝛼𝑎𝑚2…… .𝛼𝑎𝑚𝑛 

) 
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𝐴 لتكن  :مثال = (
1   1   2
0   3  1
4   5  7

) ∈ 𝑀2×3(ℝ)  و  𝛼 = 2 ∈ ℝ لدينا ، 

𝛼𝐴 = 2(
1   1   2
0   3  1
4   5  7

) =  (
2      2    4
0      6     2
8   10  14

)  

 :خواص

 1. ∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾):  𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴     

2.∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾): (𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶)     

3.  ∀𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾), ∃! 0 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾):  𝐴 + 0 = 0 + 𝐴 = 𝐴     

4.    ∀𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾), ∃! (−𝐴) ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾):  {

𝐴 + (−𝐴) = 0

و

(−𝐴) + 𝐴 = 0

     

 زمرة تبديلية.   (+,𝑀𝑚×𝑛(𝐾))و منه نستنتج أن  

5.  ∀𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾): 1𝐾 × 𝐴 = 𝐴     

6.∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾), ∀𝛼 ∈ 𝐾:  𝛼 × (𝐴 + 𝐵) = 𝛼 × 𝐴 + 𝛼 × 𝐵  

7.   ∀𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾),∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾: (𝛼 + 𝛽) × 𝐴 = 𝛼 × 𝐴 + 𝛽 × 𝐴   

8 .∀𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾),∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾: (𝛼 𝛽) × 𝐴 = 𝛼 × (𝛽 × 𝐴) 

 . 𝐾ف ش على الحقل      (×,+,𝑀𝑚×𝑛(𝐾))و منه نستنتج أن  

𝐴 ليكن  :جداء أو ضرب المصفوفات = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝐾
𝑛  و ليكن كذلك 

 𝐵 = (

𝑏1
𝑏2
.
𝑏𝑛

) ∈ 𝐾𝑛  نعرف 
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𝐴 × 𝐵 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) × (

𝑏1
𝑏2
.
𝑏𝑛

) = 𝑎1𝑏1 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛 

𝐴  لتكن  :تعريف ∈ 𝑀𝑚×𝑝(𝐾) و  𝐵 ∈ 𝑀𝑝×𝑛(𝐾) عدد أعمدة المصفوفة  أن )نلاحظ𝐴 

 ( نعرف:  𝐵يساوي عدد أسطرالمصفوفة 

 𝐴 × 𝐵 = 𝐴𝐵 = (

𝑐11  𝑐12…… . . . 𝑐1𝑛
𝑐21  𝑐22……… . 𝑐2𝑛
                                   
 𝑐𝑚1  𝑎𝑚2…… . 𝑎𝑚𝑛 

 :بحيث  (

𝑐𝑖𝑗 = ∑𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗

𝑛

𝑘=1

= 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑏𝑛𝑗   

= (𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, … , 𝑎𝑖𝑛)(

𝑏1𝑗
𝑏2𝑗
.
𝑏𝑛𝑗

)           

 𝑐11هو جداء السطر الأول للمصفوفة  𝐴   في العمود الأول للمصفوفة𝐵 

𝑐12   هو جداء السطر الأول للمصفوفة  𝐴   في العمود الثاني  للمصفوفة𝐵 

𝑐13   هو جداء السطر الأول للمصفوفة  𝐴   في العمود الثالث  للمصفوفة𝐵 

. 

. 

. 

𝑐1𝑛   هو جداء السطر الأول للمصفوفة  𝐴  للمصفوفة   في العمود الأخير𝐵 

           بنفس الطريقة.  𝐴𝐵ثم نحسب باقي الأسطر للمصفوفة 
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   ملاحظات:  

يساوي عدد أسطر  𝐴 ىذا كان عدد أعمدة المصفوفة  الأولإلا إ 𝐴𝐵جراء الجداء لا يمكن إ .1  

 . 𝐵المصفوفة الثانية 

𝐴  كان إذا .2 ∈ 𝑀𝑚×𝑝(𝐾) و  𝐵 ∈ 𝑀𝑝×𝑛(𝐾)      فإن𝐴𝐵 ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝐾) . 

 .. جداء المصفوفات ليس تبديلي عموما3

𝐴ذا كان . إ4 ∈ 𝑀𝑚×𝑝(𝐾)     0و ∈ 𝑀𝑝×𝑛(𝐾)  نفإ  𝐴 × 0 = 0 . 

𝐴لتكن . 1 :لةمثأ = (
1   0
2   3

) ∈ 𝑀2×2(ℝ)    و𝐵 = (
1   2   1
3   1   0

) ∈ 𝑀2×3(ℝ)   

  𝐴𝐵إذن نستطيع حساب  𝐵أسطر المصفوفة  عدد تساوي 𝐴أعمدة المصفوفة  عددنلاحظ أن 

𝐴𝐵 = (
1   0
2   3

) (
1  2  1
3  1  0

) = (
𝑐11    𝑐12   𝑐13
𝑐21   𝑐22    𝑐23

) 

𝑐11 = (1   0) (
1
3
) = 1 × 1 + 0 × 3 = 1, 𝑐12 = (1  0) (

2
1
) = 2, 

 𝑐13 = (1  0) (
1
0
) = 1, 𝑐21 = (2  3) (

1
3
) = 11, 𝑐22 = (2  3) (

2
1
) = 7, 

𝑐23 = (2  3) (
1
0
) = 2. 

𝐴𝐵و بالتالي :     = (
1    2    1
11  7   2

) ∈ 𝑀2×3(ℝ) 

𝐵𝐴 ة غير معرفة لأن عدد أعمدة المصفوف𝐵 أسطر المصفوفة  عدد لا يساوي𝐴   . 

𝐴لتكن   .2 = (
1   2
0   3

) ∈ 𝑀2×2(ℝ)   و𝐵 = (
1   2 
3   1 

) ∈ 𝑀2×2(ℝ)   

AB  لدينا   = (
7   4
9    3

) 𝐵𝐴    و   = (
1   8
3  9

)     

AB بالتالي :و   ≠ BA   

𝐴لتكن    .3 = (
1   2  1
0   3  4

) ∈ 𝑀2×3(ℝ)      0و = (
0   0 
0    0
0   0 

) ∈ 𝑀3×2(ℝ) 
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𝐴  لدينا  × 0 = 0 

𝐴 لتكن  منقول مصفوفة: ∈ 𝑀𝑚×𝑝(𝐾)،  نسمي منقول مصفوفة𝐴   و نرمز لها بالرمزAt  

 Atتصبح أعمدة  𝐴المصفوفة التي نحصل عليها بإستبدال أسطرها بأعمدتها و العكس أي أسطر 

𝐴و العكس و منه   ∈ 𝑀𝑚×𝑝(𝐾)  فإن𝐴𝑡 ∈ 𝑀𝑝×𝑚(𝐾). 

𝐴 لتكن  مثال: = (
1   3
2   4

) ∈ 𝑀2×2(ℝ)   و𝐵 = (
1   2   3
4   5   6

) ∈ 𝑀2×3(ℝ) 

𝐴𝑡و منه    = (
1   2
3   4

) ∈ 𝑀2×2(ℝ)       و𝐵𝑡 = (
1   4  
2   5  
3   6 

) ∈ 𝑀3×2(ℝ) 

   خواص:

1.  ∀𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑝 (𝐾):  ( 𝐴
𝑡)𝑡 = 𝐴  

2. .∀ 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑚×𝑝 (𝐾):  (𝐴 + 𝐵)
𝑡 = 𝐴𝑡 +𝐵𝑡 

3.∀ 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑚×𝑝 (𝐾):  𝐴 = 𝐵 ⟺ 𝐴𝑡 = 𝐵𝑡     

4 .∀ 𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑝 (𝐾), ∀𝐵 ∈ 𝑀𝑝×𝑛 (𝐾):   (𝐴𝐵)
𝑡 = 𝐵𝑡𝐴𝑡 

5 .∀ 𝐴 ∈ 𝑀𝑚×𝑝 (𝐾), ∀𝛼 ∈ 𝐾:   (𝛼𝐴)
𝑡 = 𝛼(𝐴𝑡)     

  :لةمثأ

𝐴 لتكن  . 1 = (
1   3
2   4

) ∈ 𝑀2×2(ℝ)     

𝐴𝑡لدينا   = (
1   2
3   4

𝑡(𝐴𝑡)   و منه  ( = (
1  3
2   4

) = 𝐴  

𝐴 لتكن  .2 = (
1 3  1
2 4  0

) ∈ 𝑀2×2(ℝ)   و𝐵 = (
2  3 1
4   5 2

) ∈ 𝑀2×3(ℝ) 

𝐴لدينا   + 𝐵 = (
3  6  2
6  9  2

𝐴)و منه  ( + 𝐵)𝑡 = (
3  6
6  9
2  2
) 

𝐴𝑡لدينا   = (
1   2
3   4
1   0

𝐵𝑡   و   ( = (
2  4
3   5
1   2

𝐴𝑡ومنه    ( +𝐵𝑡 = (
3  6
6  9
2  2
) 
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𝐴 لتكن  .3 = (
1   3  0
2   4  1

) ∈ 𝑀2×3(ℝ)   و𝐵 = (
2  3
4   5
0   1

) ∈ 𝑀3×2(ℝ) 

𝐴𝐵لدينا   = (
14   18
20   27

𝑡(𝐴𝐵)   و منه  ( = (
14  20
18  27

   من جهة أخرى لدينا   (

(
1  2
3  4
0  1
)  𝐴𝑡 𝐵𝑡و    = = (

2  4  0
3  5  1

𝐵𝑡𝐴𝑡 و منه      ( = (
14   20
18   27

) 

𝐴 لتكن   .4 = (
1   3
2   4

) ∈ 𝑀2×2(ℝ)  و 𝛼 ∈ ℝ  

𝛼𝐴ومنه:  = (
𝛼  3𝛼
2𝛼  4𝛼

𝑡(𝛼𝐴)    و   ( = (
 𝛼    2𝛼
3𝛼   4𝛼

)  

= (𝐴𝑡)  و لدينا كذلك  (
1  2
3   4

𝛼(𝐴)𝑡و منه ( = (
𝛼  2𝛼
3𝛼  4𝛼

𝑡(𝛼𝐴)إذن      ( = 𝛼(𝐴)𝑡   

ذا كان عدد أسطرها يساوي وفة مربعة إأنها مصف 𝐴نقول عن مصفوفة  المصفوفات المربعة:

 و نكتب   𝑀𝑛(𝐾)،عدد أعمدتها و نرمز لمجموعة المصفوفات المربعة ب: 

𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝐾) ⟹  𝐴 =

(

  
 

𝑎11      𝑎12        𝑎1𝑛
𝑎21       𝑎22        𝑎2𝑛
.            .              .   
.            .               .   
.            .               .    
𝑎𝑛1    𝑎𝑛2           𝑎𝑛𝑛)

  
 

 

𝐴    مثال: = (
1     6
0   10

) ∈ 𝑀2 (ℝ) 2 مصفوفة مربعة من الصنف × 2 

𝐴 لتكن قطر مصفوفة مربعة: =

(

  
 

𝑎11      𝑎12        𝑎1𝑛
𝑎21       𝑎22        𝑎2𝑛
.            .              .   
.            .               .   
.            .               .    
𝑎𝑛1    𝑎𝑛2           𝑎𝑛𝑛)

  
 
∈ 𝑀𝑛 (𝐾)       فإن

  𝑎11           
a22
      a33       .          .             .

                      ann

 𝐴يسمى قطر المصفوفة 
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𝐴لتكن  مثال: = (
1     0    2
0    7    3
6    1     2

) ∈ 𝑀3(ℝ)  :قطر المصفوفة هو
  1           

 7
     2

 

∋ 𝐴لتكن  أثر مصفوفة: 𝑀𝑛 (𝐾) ،  أثر المصفوفة𝐴  :و نرمز له ب𝑇𝑟(𝐴)    هو مجموع

𝑇𝑟(𝐴)عناصر القطر و نكتب:  = ∑ 𝑎𝑖𝑖
𝑛
𝑘=1 = 𝑎11+. . . +𝑎𝑛𝑛 

𝐴إذا كانت  مثال: = (
1     0    2
0    5    3
6    1     2

) ∈ 𝑀3(ℝ)       فإن 𝑡𝑟(𝐴) = 1 + 5 + 2 = 8 

 خواص: 

1 . ∀𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (𝐾): 𝑇𝑟( 𝐴
𝑡) = 𝑇𝑟(𝐴)  

2. .∀ 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛 (𝐾):  𝑇𝑟(𝐴 + 𝐵) = 𝑇𝑟𝐴 + 𝑇𝑟𝐵 

3 .∀ 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑀𝑛 (𝐾): 𝑇𝑟(𝐴𝐵) = 𝑇𝑟(𝐵𝐴) 

4 .∀ 𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (𝐾), ∀𝛼 ∈ 𝐾:   𝑇𝑟(𝛼𝐴) = 𝛼𝑇𝑟(𝐴) 

∋ 𝐴نقول عن مصفوفة  المصفوفة القطرية: 𝑀𝑛 (𝐾) :أنها قطرية إذا تحقق 

∀𝑖 ≠ 𝑗:   𝑎𝑖𝑗 = 𝐴أي       0 =

(

 
 
 

𝑎11  0……0  
0  𝑎22……0  
  .   .      .         .      
  .   .          .      .      
  .    .              .       
   0  0……       𝑎𝑛𝑛)

 
 
 

 

𝐴 مثال: = (
1     0    0
0    5    0
0    0     2

) ∈ 𝑀3(ℝ) مصفوفة قطرية 

∋ 𝐴نقول عن مصفوفة  المصفوفة المثلثية: 𝑀𝑛 (𝐾)  إذا كانت عناصرها  مثلثية علويةأنها

𝑖∀التي تقع تحت القطر أصفار أي   > 𝑗:   𝑎𝑖𝑗 =  و نكتب 0
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𝐴 =

(

 
 
 

𝑎11      𝑎12                    …… 𝑎1𝑛 
    0           𝑎22   ……                 𝑎2𝑛       
 0           0     .           .      .         .      
  0             .                .          .      .      
      .             .                    .       .     .        
   0         0       ……       ……      𝑎𝑛𝑛 )

 
 
 

 

∋ 𝐴و نقول عن مصفوفة  𝑀𝑛 (𝐾)  إذا كانت عناصرها التي تقع فوق القطر  مثلثية سفليةأنها

𝑗∀أصفار أي   > 𝑖:   𝑎𝑖𝑗 =  و نكتب 0

 𝐴 =

(

 
 
 
 

𝑎11   0  0                   … 0     
     𝑎21   𝑎22 0                     0          
  𝑎31         .            .      .      .       

  .     
   .                 .          .           .       

       .            .       .            .      0          
 𝑎𝑛1   ……                       𝑎𝑛𝑛 )

 
 
 
 

 

𝐴 هي كل مصفوفة  ادية:المصفوفة الحي ∈ 𝑀𝑛 (𝐾)   و نرمز لها ب𝐼𝑛  تحقق :     

𝑎𝑖𝑗 = {
0     𝑖 ≠ 𝑗 
1     𝑖 = 𝑗 

 

𝐼𝑛   إذن =

(

  
 

1     0   0      ……0  
 0    1    0    ……  0  
   0    0   1          .    0   
   .      0            .      .  .    
     .      .         …   1    0   
    0     0……       0   1   )

  
 

 (𝑛 )يمثل عدد الأسطر و الأعمدة 

𝐼3 مثال: = ( 
1    0   0
0    1    0
0    0    1

) 𝐼2    و   = (
1  0
0   1

) .......   

∋ 𝐴هي كل مصفوفة  المصفوفة السلمية: 𝑀𝑛 (𝐾)    :تحقق𝑎𝑖𝑗 = {
0     𝑖 ≠ 𝑗 
𝛼   𝑖 = 𝑗 

 إذن  ،  
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   𝐴 =

(

  
 

𝛼     0   0      ……0  
 0    𝛼    0    ……  0  
   0    0   𝛼          .    0   
    .      0            .      .  .    
     .      .         …   𝛼    0   
    0     0……       0   𝛼   )

  
 
, ∀𝛼 ∈ 𝐾        

𝛼 إذا  كان  - = 𝐴   نفإ  1 = 𝐼𝑛  إذا كان  و𝛼 = 𝐴فإن      0 = 0 

∋ 𝐴 (: )أو المتماثلةالمصفوفة المتناظرة  𝑀𝑛 (𝐾)  مصفوفة متناظرة إذا تحقق𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖   

𝑖لكل  = 1,2,… 𝑛  و𝑗 = 1,2,… , 𝑛   أي𝐴 = 𝐴𝑡  

 المصفوفة الحيادية مصفوفة متناظرة و كذلك المصفوفة الصفرية  .1 أمثلة:

Aالمصفوفة . 2 = (
1  2  3
2  0   4
3  4   5

𝐴𝑡مصفوفة متناظرة لأن  ( = (
1   2   3
2   0   4
3   4   5

) = 𝐴 

∋ 𝐴 المصفوفة ضد المتناظرة ) أو المتخالفة(: 𝑀𝑛 (𝐾)  :مصفوفة متخالفة اذا تحقق 

𝑎𝑖𝑗 = −𝑎𝑗𝑖  لكل  𝑖 = 1,2,… 𝑛  و  𝑗 = 1,2,… , 𝑛    أي𝐴 = −𝐴𝑡  

(𝑖 = 𝑗 ⟹ 𝑎𝑖𝑖 = −𝑎𝑖𝑖 ⟹ 2𝑎𝑖𝑖 = 0⟹ 𝑎𝑖𝑖 = 0 ∶  ( نلاحظ   أن

 الصفرية هي مصفوفة ضد تناظرية المصفوفة .1 أمثلة: 

𝐴المصفوفة . 2 = (
  0     2   3
−2    0   4
−3 − 4   0

𝐴لأن  ضد تناظرية  ( = −𝐴𝑡  

∋ 𝐴لتكن  تمرين: 𝑀𝑛 (𝐾)،   بين أن𝐴 = 𝐵 + 𝐶  بحيث𝐵 ∈ 𝑀𝑛 (𝐾)  مصفوفة تناظرية

𝐶 و  ∈ 𝑀𝑛 (𝐾) . مصفوفة ضد تناظرية 

𝐴بحيث  𝐶و  𝐵إيجاد المصفوفتين   الحل: = 𝐵 + 𝐶 

 𝐵    مصفوفة تناظرية أي𝐵 = 𝐵𝑡    و𝐶   مصفوفة ضد تناظرية أي𝐶 = −𝐶𝑡  

𝐵)و نعلم أن:  + 𝐶)𝑡 = 𝐵𝑡 + 𝐶𝑡  و منه 

{
𝐴 = 𝐵 + 𝐶                                                                                  
𝐴𝑡 = 𝐵𝑡 + 𝐶𝑡 = 𝐵𝑡 − 𝐶𝑡                                                                            

  (1) 
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𝐶( نجد  1بحل الجملة ) =
1

2
(𝐴 − 𝐴𝑡)    و   𝐵 =

1

2
(𝐴 + 𝐴𝑡)     

𝐴لتكن المصفوفة  :تطبيقي  مثال = (
1  2  3
4  5  6
7  8  9

𝐴بحيث   𝐶و  𝐵، أوجد  ( = 𝐵 + 𝐶 

 لدينا : 

𝐵 =
1

2
(𝐴 + 𝐴𝑡) =

1

2
(
2     6    10
6   10   14
10  14    18

) 

𝐶 =
1

2
(𝐴 − 𝐴𝑡) =

1

2
(
0 − 2 − 4
2      0  − 2
 4       2     0 

)        

 حلقة المصفوفات المربعة:  

 و لدينا كذلك الخواص التالية: زمرة تبديلية، (+,𝑀𝑛(𝐾))نعلم أن 

1.∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀𝑛(𝐾):   𝐴(𝐵𝐶) = (𝐴𝐵)𝐶      

2.              ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀𝑛(𝐾): {

𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶

و

(𝐴 + 𝐵)𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐵𝐶

 

 ليست تبديلية لأن جداء المصفوفات ليس تبديلي. حلقة (×,+,𝑴𝒏(𝑲))إذن نستنتج أن: 

A∀و لدينا كذلك   ∈ 𝑀𝑛(𝐾): 𝐴𝐼𝑛 = 𝐼𝑛𝐴 = 𝐴  إذن𝐼𝑛  هي العنصر الحيادي بالنسبة

 .حلقة واحدية (×,+,𝑴𝒏(𝑲))لضرب المصفوفات ومنه نستنتج أن  

 المصفوفة القابلة للقلب ) أو العكوسة(:

 أنها قابلة للقلب إذا تحقق:  𝐴نقول عن مصفوفة  تعريف:

∀𝐴 ∈ 𝑀𝑛(𝐾), ∃! 𝐵 ∈ 𝑀𝑛(𝐾):  𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼𝑛 

  𝐴−1  و نسمي المصفوفة (×,+,𝑀𝑛(𝐾))عكوسة في الحلقة  𝐴عندئذ نقول أن المصفوفة   

و نرمز لها ،  (×,+,𝑀𝑛(𝐾)) ( في الحلقة  ×بالنسبة للعملية الثانية ) 𝐴نظير المصفوفة 

 نرمز كذلك لمجموعة المصفوفات القابلة للقلب )العكوسة( بالرمز   و  𝐴−1بالرمز 
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 𝑀𝑛(𝐾)
∗ = 𝐺𝐿𝑛(𝐾) 

𝐴بين أن   ال:مث = (
1  2
1  1
 .𝐴−1 قابلة للقلب و عين مقلوبها  (

   𝐴يكافىء قابلة للقلب     

∀𝐴 ∈ 𝑀2(𝐾), ∃! 𝐵 ∈ 𝑀2(𝐾):  𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼2 

𝐵  :نضع = (
𝑥  𝑦
𝑧   𝑡

 و منه لدينا   (

 𝐴𝐵 = 𝐼2⟹ (
1  2
1  1
) (
𝑥  𝑦
𝑧  𝑡
) = (

1  0
0  1
) ⟹ {

𝑥 + 2𝑧 = 1
𝑥 + 𝑧 = 0
𝑦 + 2𝑡 = 0
𝑦 + 𝑡 = 1

⟹ {
𝑥 = −1, 𝑦 =  2
𝑧 =  1,   𝑡 = −1

 

𝐵𝐴 = 𝐼2⟹ (
𝑥  𝑦
𝑧  𝑡
) (
1  2
1  1
) = (

1  0
0  1
) ⟹ {

𝑥 = −1, 𝑦 =  2
𝑧 =  1, 𝑡 = −1

 

𝐵  إذن  = (
−1     2
1 − 1

𝐴−1 قابلة للقلب و مقلوبها    𝐴   و بالتالي  ،( = (
−1    2
 1  − 1

)    

𝐴 المصفوفة لتكن :تمرين = (
1 2 2
2 1 2
1 1 2

)  

𝐴2تحقق من أن:   − 4𝐴 − 5𝐼3 =  . 𝐴−1 و عين  عكوسة  𝐴ثم إستنتج أن ،  0

𝐴2  لدينا :الحل = 𝐴𝐴 = (
9 8 8
8 9 8
8 8 9

) , 4𝐴 = (
4 8 8
8 4 8
4 4 8 

) ,      5𝐼3 = (
5 0 0
0 5 0
0 0 5

) 

 𝐴2 − 4𝐴 − 5𝐼3 = (
9 8 8
8 9 8
8 8 9

) − (
4 8 8
8 4 8
4 4 8 

) − (
5 0 0
0 5 0
0 0 5

) = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

) 

 𝐴2 − 4𝐴 − 5𝐼3 = 0 ⟹ {
A(
1

5
(A − 4I3)) = I3

(
1

5
(A − 4I3))A = I3

 

⟹ ∃!𝐵 ∈ 𝑀3(ℝ): 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼3 
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𝐴−1    هو قابلة للقلب و مقلوبها  𝐴ومنه نستنتج أن   =
1

5
(A − 4I3)  

 𝑀𝑛(𝐾)  مصفوفتين من 𝐵و  𝐴لتكن  نظرية:

 قابلة للقلب و عندئذ لدينا   𝐴𝐵مصفوفتين قابلتين للقلب فإن  𝐵و  𝐴إذا كانت  .1

(𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1 ننقول أ و  𝐵−1 في الحلقة   (×) بالنسبة للعملية  𝐴𝐵نظير    1−

(𝑀𝑛(𝐾),+,×).  

1−(𝐴𝑝)و  قابلة للقلب   𝐴𝑝 فإن   قابلة للقلب  𝐴 إذا كانت .2 = (𝐴−1)𝑝. 

𝐴   :1مثال = (
−1  1
3   1

𝐴−1مقلوبها هو   مصفوفة قابلة للقلب و  ( =
1

4
(
−1     1
   3     1 

) 

𝐵و   = (
1 2
1  1
𝐵−1 مصفوفة قابلة للقلب و مقلوبها هو  ( = (

−1    2
 1  − 1

)     

 قابلة للقلب ومقلوبها هو   𝐴𝐵قابلة للقلب فإن  𝐵قابلة للقلب و  𝐴بما أن 

(𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1 =
1

4
(
7        1
  − 4      0

)  

= :2مثال    (
1 2
1  1
)   A مصفوفة قابلة للقلب⟸ 𝐴2 = (

3  4
2  3
) ( 𝑝 = مصفوفة قابلة  (2

1−(A2) للقلب و مقلوبها هو  = (A−1)2 = (
−1    2
 1  − 1

) (
−1    2
 1  − 1

) = (
3 − 4
−2    3

)    

 المصفوفات و التطبيقات الخطية:. 1-2

  المصفوفة المرافقة لتطبيق خطي:. 1-2-1

𝐵  و 𝐾ف ش على الحقل    𝑉1  ليكن  = {𝑣1 , … , 𝑣𝑛}  إذن    ،أساس له𝑑𝑖𝑚(𝑉1) = 𝑛   

′𝐵و  𝐾ف ش على الحقل   𝑉2ليكن   و = {𝑤1,… ,𝑤𝑝} إذن    ،أساس له𝑑𝑖𝑚(𝑉2) = 𝑝   

 تطبيق خطي إذن لدينا    𝑓:𝑉1⟶𝑉2ليكن   و

𝑓(𝑣1) ∈ 𝑉2⟹ 𝑓(𝑣1) = 𝑎11𝑤1 + 𝑎21𝑤2 +⋯+ 𝑎𝑝1𝑤𝑝 

𝑓(𝑣2) ∈ 𝑉2⟹ 𝑓(𝑣2) = 𝑎12𝑤1 + 𝑎22𝑤2 +⋯+ 𝑎𝑝2𝑤𝑝 

 .  
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    .  

𝑓(𝑣𝑛) ∈ 𝑉2⟹ 𝑓(𝑣𝑛) = 𝑎1𝑛𝑤1 + 𝑎2𝑛𝑤2 +⋯+ 𝑎𝑝𝑛𝑤𝑝 

𝑎𝑖𝑗بحيث   ∈ 𝐾  لكل𝑗 = 1,2,… , 𝑛  و  𝑖 = 1,2, …𝑝  فإن المصفوفة 

𝐴 =

(

 
 
 

𝑎11      𝑎12        𝑎1𝑛
𝑎21       𝑎22        𝑎2𝑛
.            .              .   
.            .               .   
  .            .               .    
  𝑎𝑝1        𝑎𝑝2         𝑎𝑝𝑛)

 
 
 
∈ 𝑀𝑝×𝑛 (𝐾)  تسمى المصفوفة المرافقة للتطبيق الخطي

𝑓   بالنسبة للأساس𝐵     فيV1  و الأساس𝐵′  فيV2 نرمز لها أحيانا بالرمز  و𝐴 = 𝑀𝐵
𝐵′(𝑓) 

𝑑𝑖𝑚 (𝑉2)يساوي  𝐴عدد أسطر المصفوفة  ملاحظة: = 𝑝   المصفوفة و عدد أعمدة𝐴  يساوي

𝑑𝑖𝑚(𝑉1) = 𝑛. 

𝑓:ℝ2ليكن  : 1مثال → ℝ3 :تطبيق خطي معرف كمايلي 

𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝑦, 2𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 3𝑦)                              

𝐵و لتكن  = {𝑒1 = (1,0), 𝑒2 =  و لتكن كذلك ℝ2أساس قانوني ل  {(0,1)

  𝐵′ = {𝑙1 = (1,0,0), 𝑙2 = (0,1,0), 𝑙2 =  ℝ3أساس قانوني ل  {(0,0,1)

 :إذن لدينا

𝑓(𝑒1) ∈ ℝ
3⟹ 𝑓(𝑒1) = 𝑎11𝑙1 + 𝑎21𝑙2 + 𝑎31𝑙3                             

 ⟹ (1,2,1) = 𝑎11(1,0,0) + 𝑎21(0,1,0) + 𝑎31(0,0,1)  

⟹ 𝑎11 = 1 , 𝑎21 = 2, 𝑎31 = 1                                           

 𝑓(𝑒2) ∈ ℝ
3⟹ 𝑓(𝑒2) = 𝑎12𝑙1 + 𝑎22𝑙2 + 𝑎32𝑙3                            

⟹ (−1,1,3) = 𝑎12(1,0,0) + 𝑎22(0,1,0) + 𝑎32(0,0,1) 

  ⟹ 𝑎12 = −1 , 𝑎22 = 1, 𝑎32 = 3                                   

𝐴     : هي𝑓   الخطي  و منه المصفوفة المرافقة للتطبيق = 𝑀𝐵
𝐵′(𝑓) = (

1 − 1
2      1
1     3 

). 
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  التطبيق الخطي المرافق لمصفوفة:. 1-2-2

 لتكن المصفوفة 

𝐴 =

(

 
 
 

𝑎11      𝑎12        𝑎1𝑛
𝑎21       𝑎22        𝑎2𝑛
.            .              .   
.            .               .   
  .            .               .    
  𝑎𝑝1        𝑎𝑝2         𝑎𝑝𝑛)

 
 
 
∈ 𝑀𝑝×𝑛 (𝐾) 

𝐵  و    𝑛ذو بعد منته  𝐾ف ش على الحقل   𝑉1  ليكن = {𝑣1 , … , 𝑣𝑛}   أساس له  و ليكن𝑉2 

′𝐵و    𝑝ذو بعد منته  𝐾ف ش على الحقل  = {𝑤1,… ,𝑤𝑝}  أساس له ومنه يوجد تطبيق

:𝑓 خطي وحيد  𝑉1⟶𝑉2   و  لدينا 

∀𝑣 ∈ 𝑉1⟹ 𝑣 = 𝑥1𝑣1 + 𝑥2𝑣2 +⋯+ 𝑥𝑛𝑣𝑛  

  ⟹ 𝑓(𝑣) = 𝑥1𝑓(𝑣1) + 𝑥2𝑓(𝑣2) +⋯+ 𝑥𝑛𝑓(𝑣𝑛)    

 و لدينا من جهة أخرى:

𝑓(𝑣1) ∈ 𝑉2⟹ 𝑓(𝑣1) = 𝑎11𝑤1 + 𝑎21𝑤2 +⋯+ 𝑎𝑝1𝑤𝑝 

𝑓(𝑣2) ∈ 𝑉2⟹ 𝑓(𝑣2) = 𝑎12𝑤1 + 𝑎22𝑤2 +⋯+ 𝑎𝑝2𝑤𝑝 

 .  

 . 

 .   

𝑓(𝑣𝑛) ∈ 𝑉2⟹ 𝑓(𝑣𝑛) = 𝑎1𝑛𝑤1 + 𝑎2𝑛𝑤2 +⋯+ 𝑎𝑝𝑛𝑤𝑝 

 و منه ينتج :

𝑓(𝑣) = 𝑥1(𝑎11𝑤1 + …+ 𝑎𝑝1𝑤𝑝) +⋯+ 𝑥𝑛  (𝑎1𝑛𝑤1 + …+ 𝑎𝑝𝑛𝑤𝑝 )  

𝑓(𝑣) = (𝑥1𝑎11 +⋯+ 𝑥𝑛𝑎1𝑛)⏟              
𝑦1

𝑤1 +⋯+ (𝑥1𝑎𝑝1 +⋯+ 𝑥𝑛𝑎𝑝𝑛)⏟              
𝑦𝑝

𝑤𝑝              

 هو: 𝐴ومنه التطبيق الخطي المرافق للمصفوفة 
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𝑓(𝑣) = 𝑦1𝑤1 + 𝑦2𝑤2 + 𝑦3𝑤3 + 𝑦4𝑤4 +⋯+ 𝑦𝑝𝑤𝑝           

بحيث: 

(

 
 

𝑦1
𝑦2
.
.
𝑦𝑝)

 
 
= 𝐴

(

 
 

𝑥1
𝑥2
.
.
𝑥𝑛)

 
 

 

𝑓: 𝐾𝑛على أنه التطبيق الخطي  𝑓في كثير من الأحيان نعين التطبيق  ملاحظة:  → 𝐾𝑝 

,𝑥1)∀المعرف كمايلي: . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐾
𝑛 :   

(

 
 

𝑦1
𝑦2
.
.
𝑦𝑝)

 
 
= 𝐴

(

 
 

𝑥1
𝑥2
.
.
𝑥𝑛)

 
 
   

𝐴 لتكن  :1مثال = (
2   1 − 1
0    1    1 

) ∈ 𝑀2×3
 (ℝ)    وℝ2   ف ش على الحقلℝ  أساسه

𝐵القانوني  = {𝑒1 = (1,0), 𝑒2 = أساسه القانوني  ℝف ش على الحقل   ℝ3و   {(0,1)

𝐵′ = {𝑙1 = (1,0,0), 𝑙2 = (0,1,0), 𝑙3 = نه يوجد تطبيق خطي وحيد و منه فإ  {(0,0,1)

𝑓:ℝ3⟶ℝ2 و لدينا 

∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3⟹ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑙1 + 𝑦𝑙2 + 𝑧𝑙3  

 ⟹ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑓(𝑙1) + 𝑦𝑓(𝑙2) + 𝑧𝑓(𝑙3) 

 من جهة أخرى لدينا:

 𝑓(𝑙1) ∈ ℝ
2⟹ 𝑓(𝑙1) = 𝑎11𝑒1 + 𝑎21𝑒2 = (𝑎11, 𝑎21) = (2,0) 

𝑓(𝑙2) ∈ ℝ
2⟹ 𝑓(𝑙2) = 𝑎12𝑒1 + 𝑎22𝑒2 = (𝑎12, 𝑎22) = (1,1) 

𝑓(𝑙3) ∈ ℝ
2⟹ 𝑓(𝑙3) = 𝑎13𝑒1 + 𝑎23𝑒2 = (𝑎13, 𝑎23) = (−1,1) 

,𝑓(𝑥ومنه   𝑦, 𝑧) = (2𝑥 + 𝑦 − 𝑧, 𝑦 + 𝑧)  و هو التطبيق الخطي المرافق𝐴 

 مباشرة أي: 𝑓أو نحسب التطبيق الخطي 

∀𝑣 ∈ ℝ3⟹ 𝑓(𝑣) = 𝑦1𝑒1 + 𝑦2𝑒2 ;      (
𝑦1
𝑦2
) = (

2   1 − 1
0    1    1 

)(
𝑥
𝑦
𝑧
)  
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(
𝑦1
𝑦2
) = (

2   1 − 1
0    1    1 

)(
𝑥
𝑦
𝑧
)  ⟹ {

𝑦1 = 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧
𝑦2 = 0 + 𝑦 + 𝑧

 

,𝑓(𝑥  :بالتالي و   𝑦, 𝑧) = (2𝑥 + 𝑦 − 𝑧)𝑒1 + (𝑦 + 𝑧)𝑒2 = (2𝑥 + 𝑦 − 𝑧, 𝑦 + 𝑧) 

𝐴 لتكن المصفوفة :2مثال = (

−1   0   1
 2    0    2
1 − 1  2
0   0   1

 أساسه القانوني  ،ℝف ش على الحقل  ℝ3و      (

𝐵 = {𝑒1 = (1,0,0), 𝑒2 = (0,1,0), 𝑒3 = أساسه  ℝف ش على الحقل  ℝ4و   {0,0,1)

′𝐵القانوني  =  {𝑙1 = (1,0,0,0), 𝑙2 = (0,1,0,0), 𝑙3 = (0,0,1,0), 𝑙4 = (0,0,0,1)} 

 المرف كمايلي: 𝑓:ℝ3⟶ℝ4  هو التطبيق  𝐴التطبيق الخطي المرافق للمصفوفة   ومنه

∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3: 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (

−1   0   1
 2   0   2
1 − 1  2
0   0   1

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) 

                  = (−𝑥 + 𝑧, 2𝑥 + 2𝑧, 𝑥 − 𝑦, 𝑧) 

𝐴 لتكن  :3مثال = (
2   1 − 1
0    1    1 

) ∈ 𝑀2×3
 (ℝ)    وℝ2  ف ش على الحقلℝ، أساسه  

𝐵 = {𝑙1 = (1,1), 𝑙2 =  أساسه القانوني  ،ℝف ش على الحقل  ℝ3و   {(2,1)

𝐵′ = {𝑒1 = (1,0,0), 𝑒2 = (0,1,0), 𝑒3 = و منه فإنه يوجد تطبيق خطي    {(0,0,1)

 و لدينا   𝑓:ℝ3⟶ℝ2وحيد 

∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3⟹ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑒1 + 𝑦𝑒2 + 𝑧𝑒3                         

  ⟹ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑓(𝑒1) + 𝑦𝑓(𝑒2) + 𝑧𝑓(𝑒3) 

 من جهة أخرى لدينا:

 𝑓(𝑒1) ∈ ℝ
2⟹ 𝑓(𝑒1) = 𝑎11𝑙1 + 𝑎21𝑙2 = (2,2) 

𝑓(𝑒2) ∈ ℝ
2⟹ 𝑓(𝑒2) = 𝑎12𝑙1 + 𝑎22𝑙2 = (3,2) 

𝑓(𝑒3) ∈ ℝ
2⟹ 𝑓(𝑒3) = 𝑎13𝑙1 + 𝑎23𝑙2 = (1,0) 

 بالتالي :  و
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  𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 + 3𝑦 + 𝑧, 2𝑥 + 2𝑦)   

  .𝐴 و هو التطبيق الخطي المرافق للمصفوفة 

𝐴لتكن المصفوفة   :4مثال = (
1  0
0   1
1   1

)   

,1}بالنسبة للأساس القانوني  𝐴المرافق للمصفوفة  𝑓عين التطبيق الخطي  𝑥}  للمجموعة

,1}الأساس القانوني ℝ1[𝑥]   و   𝑥, 𝑥2}  للمجموعةℝ2[𝑥]. 

,1}وأساسه  ℝف ش على الحقل  ℝ1[𝑥]بما أن  𝑥}   وℝ2[𝑥] على الحقل  ف شℝ و أساسه  

{1, 𝑥, 𝑥2}  فإنه يوجد تطبيق خطي وحيد𝑓:ℝ1[𝑥] ⟶ ℝ2[𝑥]    ومنه 

∀𝑃 ∈ ℝ1[𝑥] ⟹ 𝑃(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥;   𝑎0, 𝑎1 ∈ ℝ  

⟹ 𝑓(𝑃(𝑥)) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2;   𝑏0, 𝑏1, 𝑏2 ∈ ℝ   ;  (

𝑏0
𝑏1
𝑏2

) = 𝐴 (
𝑎0
𝑎1
) 

 (

𝑏0
𝑏1
𝑏2

) = (
1 0
0 1
1 1
) (
𝑎0
𝑎1
) ⟹ {

𝑏0 = 𝑎0 + 0
𝑏1 = 0 + 𝑎1
𝑏2 = 𝑎0 + 𝑎1

          

 و بالتالي 

   𝑓(𝑃(𝑥)) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + (𝑎0 + 𝑎1)𝑥
2    

 .وهو التطبيق الخطي المطلوب

 خواص:

𝐵  و    𝑛ذو بعد منته  𝐾ف ش على الحقل   𝑉1  نليك = {𝑣1 , … , 𝑣𝑛}  و ليكن   ،أساس له

𝑉2   ف ش على الحقل𝐾  ذو بعد منته𝑝  و  𝐵̀ = {𝑤1, … , 𝑤𝑝}  و ،أساس له  𝑉3   ف ش

𝐵1̀و   𝑘ذو بعد منته   𝐾على الحقل  = {𝑢1, … , 𝑢𝑘} .أساس له 

1  .𝐴 + 𝐵 = 𝑀𝐵
𝐵̀(𝑓 + 𝑔) = 𝑀𝐵

𝐵̀(𝑓) + 𝑀𝐵
𝐵̀(𝑔)  معناه أن 𝐴 + 𝐵   هي المصفوفة

𝑓المرافقة للتطبيق  + 𝑔 .    

 تطبيق خطي معرف بالشكل  𝑓:ℝ2⟶ℝ2ليكن  مثال:
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∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦, 2𝑥) 

𝐵و  = {𝑒1, 𝑒2}  أساس قانوني لℝ2 

𝐴  هي 𝐵ساس القانوني وفق الأ 𝑓المصفوفة المرافقة للتطبيق  = 𝑀𝐵
𝐵(𝑓) = (

1  1
2   0

)  

 تطبيق خطي معرف بالشكل  𝑔:ℝ2⟶ℝ2و ليكن 

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑔(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦, 2𝑥 + 𝑦) 

𝐵هي  𝐵وفق الاساس القانوني  𝑔المصفوفة المرافقة للتطبيق  = 𝑀𝐵
𝐵(𝑔) = (

1  1
2   1

) 

 : مصفوفتينالطريقة الأولى لحساب مجموع 

𝐴 + 𝐵 = (
1 1
2 0
) + (

1 1
2 1
) = (

2 2
4 1
) 

 :الطريقة الثانية لحساب مجموع مصفوفتين 

𝑓لدينا   + 𝑔:ℝ2⟶ℝ2  تطبيق خطي معرف بالشكل 

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: (𝑓 + 𝑔)(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑔(𝑥, 𝑦)                    

               = (𝑥 + 𝑦, 2𝑥) + (𝑥 + 𝑦, 2𝑥 + 𝑦) = (2𝑥 + 2𝑦, 4𝑥 + 𝑦) 

𝑓المصفوفة المرافقة للتطبيق  + 𝑔 هي    ساس القانونيوفق الأ: 

 𝐴 + 𝐵 = 𝑀𝐵
𝐵(𝑓 + 𝑔) = (

2  2
4   1

) 

  ∀α ∈ K: αA =  𝑀𝐵
𝐵̀(α𝑓) = 𝛼𝑀𝐵

𝐵̀(𝑓)  .2   معناه أن𝛼𝐴    هي المصفوفة المرافقة

 . (𝛼𝑓)للتطبيق 

  𝑀𝐵
𝐵̀(𝑓0) =  𝑓0هي المصفوفة الصفرية المرافقة للتطبيق المعدوم  0حيث    3. 0

𝐵𝐴 = 𝑀𝐵
𝐵̀1(𝑔 ∘ 𝑓) =  𝑀𝐵

𝐵̀(𝑔) × 𝑀
𝐵̀

𝐵̀1(𝑓)  .4    أي أن𝐵𝐴  هي المصفوفة المرافقة

𝑔)  للتطبيق ∘ 𝑓)   تساوي𝐵  المصفوفة المرافقة للتطبيق𝑔  ضرب𝐴  المصفوفة المرافقة

 .  𝑓للتطبيق 

 :تطبيق خطي معرف بالشكل  𝑓:ℝ2⟶ℝ3ليكن  مثال:
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∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦, 𝑦, 𝑥) 

  𝐵 = {𝑒1, 𝑒2}  أساس قانوني لℝ2   و  𝐵′ = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}  أساس قانوني لℝ3، 

𝐴هي  𝑓المصفوفة المرافقة للتطبيق  = 𝑀𝐵
𝐵′ (𝑓) = (

1  1
0   1
1  0

) . 

 :تطبيق خطي معرف بالشكل  𝑔:ℝ3⟶ℝ2و ليكن 

∀(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ2: 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 + 𝑦, 2𝑥 + 𝑦) 

𝐵  :هي 𝑔المصفوفة المرافقة للتطبيق  = 𝑀𝐵′
𝐵 (𝑔)  = (

1   1  0
2   1  0

) 

 : الطريقة الأولى لحساب جداء مصفوفتين

𝐵𝐴 = (
1 1 0
2 1 0

)(
1 1
0 1
1 0
) = (

1 2
2 3
)  

 :الطريقة الثانية لحساب جداء مصفوفتين 

𝑔لدينا   ∘ 𝑓:ℝ2⟶ℝ2  تطبيق خطي معرف بالشكل:  

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑓(𝑥, 𝑦)) = 𝑔(𝑥 + 𝑦, 𝑦, 𝑥)        

               = (𝑥 + 2𝑦, 2𝑥 + 3𝑦) 

𝑔المصفوفة المرافقة للتطبيق  ∘ 𝑓  هي𝐵𝐴 = 𝑀𝐵
𝐵(𝑔 ∘ 𝑓) = (

1 2
2 3
) 

5 . In المصفوفة الحيادية  المرافقة للتطبيق الحيادي  هي𝐼𝑑𝑉 

 

𝑓:𝑉1   نتيجة: → 𝑉2   و  تطبيق خطي𝐴 = 𝑀𝐵
𝐵′(𝑓)  المصفوفة المرافقة للتطبيق𝑓   

 𝑓 تقابلي  𝑀𝐵
𝐵′ (𝑓)   ⇔ المصفوفة المرافقة للتطبيق  و  قابلة للقلب𝑓−1  هي𝑀𝐵̀

𝐵(𝑓−1) 

  

 (: نتقالالإ مصفوفة العبور ). 1-3
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𝐵  و    𝑛ذو بعد منته  𝐾ف ش على الحقل   𝑉1ليكن  = {𝑣1 , … , 𝑣𝑛}  و 

𝐵̀ = {𝑤1, … , 𝑤𝑛} .أساسيين له 

,𝑣1}هو مزج خطي للإشعة   1≤𝑖≤𝑛(𝑤𝑖)نإف 𝑉1أساس للفضاء الشعاعي  𝐵̀بما أن  … , 𝑣𝑛} أي 

𝑤1 ∈ 𝑉1⟹𝑤1 = 𝑎11𝑣1 + 𝑎21𝑣2 +⋯+ 𝑎𝑛1𝑣𝑛 

𝑤1 ∈ 𝑉1⟹𝑤1 = 𝑎12𝑣1 + 𝑎22𝑣2 +⋯+ 𝑎𝑛2𝑣𝑛 

  .  

 .     

  

𝑤1 ∈ 𝑉1⟹𝑤1 = 𝑎1𝑛𝑣1 + 𝑎2𝑛𝑣2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑣𝑛 

 فإن المصفوفة 

𝑃 =

(

  
 

𝑎11      𝑎12        𝑎1𝑛
𝑎21       𝑎22        𝑎2𝑛
.            .              .   
.            .               .   
  .            .               .    
  𝑎𝑛1        𝑎𝑛2         𝑎𝑛𝑛)

  
 
∈ 𝑀𝑛×𝑛 (𝐾) 

𝐵تسمى مصفوفة العبور  من الأساس   = {𝑣1 , … , 𝑣𝑛}  إلى الأساس𝐵̀ = {𝑤1, … , 𝑤𝑛}     

V1ليكن   :1مثال = ℝ
𝐵و  ℝ    ف ش على الحقل  3 = {𝑒1, 𝑒2 , 𝑒3}  أساسه القانوني  و

𝐵̀ = {𝑤1 = (1,−1,1),𝑤2 = (2,−1,0),𝑤3 =  أساس أخر له ومنه لدينا   { (3,0,0)

𝑤1 ∈ 𝑉1⟹𝑤1 = 𝑎11𝑒1 + 𝑎21𝑒2 +  𝑎31𝑒3 = (𝑎11, 𝑎21, 𝑎31 ) 

⟹ (1,−1,1) = (𝑎11, 𝑎21, 𝑎31 )                 

𝑤2 ∈ 𝑉1⟹𝑤2 = 𝑎12𝑒1 + 𝑎22𝑒2 + 𝑎32𝑒3 = (𝑎12, 𝑎22, 𝑎32 ) 

⟹ (2,−1,0) = (𝑎12, 𝑎22, 𝑎32 )               

𝑤3 ∈ 𝑉1⟹𝑤2 = 𝑎13𝑒1 + 𝑎23𝑒2 + 𝑎33𝑒3 = (𝑎13, 𝑎23, 𝑎33 ) 
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⟹ (3, 0,0) = (𝑎13, 𝑎23, 𝑎33 )               

𝑃 :هي   ′𝐵 إلى الأساس 𝐵ومنه مصفوفة العبور من الأساس  = (
   1   2     3  
−1 − 1  0 
 1   0     0

) 

𝐵  ليكن :2مثال = {𝑣1 = (1,2), 𝑣3 =      ،ℝعلى الحقل  ℝ2أساس للمجموعة   {  (1,1)

𝐵̀ = {𝑤1 = (2,1),𝑤2 =  ℝ    على الحقل  أساس أخر لنفس المجموعة  { (2,3)

𝑤1 ∈ 𝑉1⟹𝑤1 = 𝑎11𝑣1 + 𝑎21𝑣2  = (𝑎11 + 𝑎21, 2𝑎11 + 𝑎21)  

⟹ {
 𝑎11 + 𝑎21 = 2
2𝑎11 + 𝑎21 = 1

 ⟹ 𝑎11 = −1, 𝑎21 = 3  

𝑤2 ∈ 𝑉1⟹𝑤2 = 𝑎12𝑣1 + 𝑎22𝑣2  = (𝑎12 + 𝑎22, 2𝑎12 + 𝑎22)  

⟹ {
 𝑎12 + 𝑎22 = 2
2𝑎12 + 𝑎22 = 3

⟹  𝑎12 = 1, 𝑎22 = 1   

𝑃 :هي 𝐵̀ إلى الأساس  𝐵ومنه مصفوفة العبور من الأساس  = (
−1     1
   3     1 

). 

𝑃لتكن  :3مثال = (
 1     4
  −1    2 

B  مصفوفة العبور من الأساس القانوني ( = {𝑒1, 𝑒2}    إلى

B̀الأساس  = {𝑣1, 𝑣2}   لفضاءل ℝ2  على الحقلℝ ،  أوجد أشعة الأساسB̀ = {𝑣1, 𝑣2} 

𝑣1 ∈ ℝ
2⟹ 𝑣1 = 𝑎11𝑒1 + 𝑎21𝑒2  = (𝑎11, 𝑎21) = (1, −1) 

𝑣2 ∈ ℝ
2⟹ 𝑣2 = 𝑎12𝑒1 + 𝑎22𝑒2  = (𝑎12, 𝑎22) = (4,2)      

  ملاحظات:

هي المصفوفة  المرافقة للتطبيق الحيادي  B̀  إلى الأساس 𝐵من الأساس  𝑃مصفوفة العبور  .1

𝐼𝑑𝑉1   وبما أن التطبيق الحيادي𝐼𝑑𝑉1  تقابلي فإن𝑃  قابلة للقلب إذن𝑃−1  موجودة و هي بذلك

 .𝐵إلى الأساس  B̀مصفوفة العبور من الأساس 

    مصفوفة العبور من الأساس   2( وجدنا في المثال2) نأخذ المثال مثال:

𝐵 = {𝑣1 = (1,2), 𝑣3 = 𝐵̀إلى الأساس  {  (1,1) = {  𝑤1 = (2,1) , 𝑤2 = (2,3 }     
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𝑃  هي = (
−1     1
   3     1 

)     

𝑃−1 ولدينا    =
1

4
(
−1     1
   3     1 

𝑃𝑃−1 :)يمكن التأكد      ( = 𝑃−1𝑃 = 𝐼2). 

 لنبحث عن مصفوفة العبور من الأساس  

𝐵̀ = {𝑤1 = (2,1),𝑤2 = 𝐵 إلى الأساس   { (2,3) = {𝑣1 = (1,2), 𝑣3 = (1,1)  }   

 لدينا 

 𝑣1 = 𝑎11𝑤1 + 𝑎12𝑤2 = (2𝑎11 + 2𝑎21, 𝑎11 + 3𝑎21) = (1,2) 

⟹ {
2𝑎11 + 2𝑎21 = 1
𝑎11 + 3𝑎21 = 2

  ⟹ 𝑎11 =
−1

4
, 𝑎21 =

3

4
  

𝑣2 = 𝑎21𝑤1 + 𝑎22𝑤2 = (2𝑎21 + 2𝑎22, 𝑎21 + 3𝑎22) = (1,1) 

⟹ {
2𝑎12 + 2𝑎22 = 1
𝑎12 + 3𝑎22 = 1

  ⟹ 𝑎12 =
 1

4
, 𝑎22 =

1

4
  

𝑃−1هي  Bالى الأساس  𝐵̀ومنه مصفوفة العبور من الأساس  =
1

4
(
−1     1
   3     1 

)  

𝐵و  𝑛ذو بعد منته  𝐾ف ش على الحقل  𝑉1ليكن  . 2 = {𝑣1 , … , 𝑣𝑛}  

𝐵̀   و = {𝑤1, . . , 𝑤𝑛}   له لدينا أساسين: 

∀𝑣 ∈ 𝑉1⟹ 𝑣 = 𝑥1𝑤1 + 𝑥2𝑤2 +⋯+ 𝑥𝑛𝑤𝑛;       (𝑥𝑖)1≤𝑖≤𝑛 ∈ ℝ    

⟹ 𝑣 = 𝑦1𝑣1 + 𝑦2𝑣2 +⋯+ 𝑦𝑛𝑣𝑛 

بحيث: 

(

 
 

𝑦1
𝑦2
.
.
𝑦𝑛)

 
 
= 𝑃

(

 
 

𝑥1
𝑥2
.
.
𝑥𝑛)

 
 
و      

(

 
 

𝑤1
𝑤2
.
.
𝑤𝑛)

 
 
= 𝑃𝑡

(

 
 

𝑣1
𝑣2
.
.
𝑣𝑛)

 
 

 

𝐵 و    𝑛ذو بعد منته  𝐾ف ش على الحقل   𝑉1 ليكن   نظرية: = {𝑣1 , … 𝑣𝑛}    

𝐵1    و  = { 1,…𝑤𝑛} ليكن  له،  نيأساسي  𝑉2   ف ش على الحقل𝐾  ذو بعد منته𝑛    
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′𝐵   و  = { 𝑛,… 𝑢𝑛}     و𝐵̀1 = {𝑢̀1, … , 𝑢̀𝑝}  أساسين له  بحيث 𝑃  مصفوفة العبور

  𝐵̀1  إلى الأساس  ′𝐵مصفوفة العبور من الأساس   𝑄  و  𝐵1إلى الأساس  𝐵الأساس   من

𝑓:𝑉1و ليكن  → 𝑉2   و خطي تطبيق  𝐴  المصفوفة المرافقة له بالنسبة للأساس𝐵  في𝑉1   و

 :  لدينا  𝑉2في   𝐵̀الأساس  

𝑉1
𝐼𝑑𝑉1
 

→  𝑉1
𝑓
→ 𝑉2

𝐼𝑑−1𝑉2
→    𝑉2 

B = MB1
B̀1(Id−1V2 ∘ 𝑓 ∘  IdV1

 ) = M
B̀

B̀1(𝐼𝑑−1𝑉2) × MB
B̀(𝑓) × MB1

B (𝐼𝑑𝑉1
 ) 

⟹𝐵 = 𝑄−1𝐴𝑃 

و أساسه   𝐾ف ش على الحقل  ℝ3و   𝐵و أساسه القانوني  𝐾ف ش على الحقل  ℝ2 مثال:

𝑓:ℝ2و ليكن  𝐵̀القانوني  → ℝ3   :تطبيق خطي معرف كمايلي    

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦, 𝑥, 𝑦)              

  𝐴 = (
1 1
1 0
0 1
  . 𝑓المصفوفة المرافقة للتطبيق الخطي  (

𝐵1ليكن   و = {𝑣1 = (1,2), 𝑣2 = إذن مصفوفة العبور  ،ℝ2أساس أخر للفضاء     {(2,3)

𝑃  هي 𝐵1لى الأساس إ Bمن الأساس  = (
1 2
2 3
   ليكن    و ، (

  𝐵̀1 = {𝑢1 = (1,−1,1), 𝑢2 = (2,−1,0), 𝑢3 =   ℝ3أساس للمجموعة  {(3,0,0)

𝑄هي   𝐵̀1إلى الأساس   B̀  و منه مصفوفة العبور من الأساس = (
 1     2    3
−1 − 1   0  
  1     0      0

)  

Q−1هي  B̀إلى الأساس   𝐵̀1و مصفوفة العبور من الأساس  = (

 0         0        1
0   − 1   − 1
1

3
         

2

3
        

1

3

)   

 :و لدينا 

ℝ2
𝐼𝑑𝑉1
 

→  ℝ2
𝑓
→ℝ3

𝐼𝑑−1𝑉2
→    ℝ3 
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B = MB1
B̀1(Id−1V2 ∘ 𝑓 ∘  IdV1

 ) = M
B̀

B̀1(Id−1V2) × MB
B̀(𝑓) × MB1

B (IdV1
 ) 

⟹𝐵 = 𝑄−1𝐴𝑃 

⟹𝐵 = (

 0         0        1
0   − 1   − 1
1

3
         

2

3
        

1

3

)(
1 1
1 0
0 1
)(
1 2
2 3
) 

⟹𝐵 = (

0     1
−1   − 1

1       
2

3

)(
1 2
2 3
) = (

2   3
−3 − 5

 
7

3
    4

) 

⟹  𝐵 = MB1
B̀1(𝑓) = (

2   3
−3 − 5

 
7

3
    4

) 

  رتبة مصفوفة:. 1-4 

𝐴لتكن   = (𝐴1, … , 𝐴𝑛) = (

𝐴1
.
.
𝐴𝑝

) ∈ 𝑀𝑝×𝑛(𝐾)  

𝐴𝑖 = (𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, … , 𝑎𝑖𝑛)  1بحيث ≤ 𝑖 ≤ 𝑝    و 𝐴𝑗 = (

𝑎1𝑗
𝑎2𝑗  
.
𝑎𝑝𝑗

)    

1بحيث     ≤ 𝑗 ≤ 𝑛   

و نرمز لها ب  𝐴 لمصفوفةهي رتبة التطبيق الخطي المرافق ل 𝐴رتبة مصفوفة  تعريف: 

𝑟𝑔(𝐴) 

𝑟𝑔(𝐴)ونعرف كذلك   = 𝑑𝑖𝑚〈𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛〉 = 𝑑𝑖𝑚〈𝐴1. 𝐴2, … , 𝐴𝑝 〉   
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𝐴   لتكن  : خواص ∈ 𝑀𝑝×𝑛(𝐾)   

1. ∀𝐴 ∈ 𝑀𝑝×𝑛(𝐾):     𝑟𝑔(𝐴) = 𝑟𝑔(𝐴
𝑡) 

 ملاحظةهي أكبر عدد ممكن من أعمدتها )أسطرها( المستقلة خطيا )  𝐴رتبة مصفوفة  .2

𝑟𝑔(𝐴) ≤ min (𝑝, 𝑛) ) 

 عند إستبدال عمود )أو سطر( بأخر 𝐴لا تتغير رتبة مصفوفة  .3

عند إضافة إلى أحد الأعمدة )الأسطر( عبارة خطية )مزج خطي(  𝐴لا تتغير رتبة مصفوفة  .4

 من أعمدة )أسطر( أخرى.

𝐴( لتكن تحويلات أولية  ) طريقة عملية لتعين رتبة مصفوفة: ∈ 𝑀𝑝×𝑛(𝐾)  

( نقوم بتصفير جميع عناصر العمود الأول )أو السطر الأول( ما 4( و)3بإستخدام الخاصيتين )

ما عدا  عدا العنصر الأول ثم نقوم بتصفير جميع عناصر العمود الثاني )أو السطر الثاني (

 العنصر الأول و الثاني ثم و هكذا .... 

 تساوي عدد الأسطر )الأعمدة( الغير معدومة المتبقاة 𝑨رتبة المصفوفة  نتيجة:

 𝑖الى العمود رقم  𝐶𝑖و  𝑖الى السطر رقم  𝐿𝑖نرمز ب  ترميز:

𝐴لتكن المصفوفة  :1مثال = (
1  1
1   3

 . 𝐴عين رتبة المصفوفة  (

 :ستعمال التعريف()بإالطريقة الأولى 

𝑓:ℝ2هو  𝐴التطبيق الخطي المرافق للمصفوفة   → ℝ2  معرف كمايليال  : 

 

∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑓(𝑥, 𝑦) = (
1 1
1 3
) (
𝑥
𝑦) = (𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 3𝑦) 

    𝐼𝑚(𝑓) = {𝑓(𝑥, 𝑦);     𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} = {(𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 3𝑦);   𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} = ℝ2  

𝑟𝑔(𝐴)  و بالتالي :  = 𝑟𝑔(𝑓) = dim(𝐼𝑚(𝑓)) = 2 

 (:  𝐴بواسطة أعمدة أو أسطر  ) ف ش ج المولدالطريقة الثانية 

𝑣1لتكن الأشعة   = 𝑣2و  (1,1) = المولد بواسطة   ℝ2ف ش ج من  𝑉و ليكن  (1,3)

{𝑣1, 𝑣2}    
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,𝑣1}هل  𝑣2}  مستقلة خطيا ؟ 

∀𝛼, 𝛽 ∈ ℝ: 𝛼(1,1) + 𝛽(1,3) = (0,0) = {
𝛼 + 𝛽 = 0
𝛼 + 3𝛽 = 0

⟹ 𝛼 = 𝛽 = 0 

,𝑣1}و منه  𝑣2}  مستقلة خطيا فهي تشكل أساس للمجموعة𝑉  إذن𝑟𝑔(𝐴) = 𝑑𝑖𝑚(𝑉) = 2 

,𝑣1}دراسة الإستقلال الخطي مباشرة للجملة  ( و2يمكن إستعمال الخاصية ) ملاحظة: 𝑣2} 

 (:التحويلات الأولية إستعمال ب)  الطريقة الثالثة

(
1  2
①  3

)
𝐿2−𝐿1
→   (

1  2
0  1
)  ⟹ 𝑟𝑔(𝐴) = 2 

نقوم بتصفير جميع عناصر العمود الأول ماعدا العنصر الأول أي نقوم بتصفير العنصر 

𝐿2الموضوع في الدائرة وذلك بإجراء المزج خطي  − 𝐿1  السطر الثاني نطرح منه السطر (

 السطر الأول يبقى ثابت  ،((1  0الأول نجد السطر الثاني 

فيه العنصر الذي نقوم بتصفيره أما باقي هو السطر الذي يوجد  السطر الذي يتغير ملاحظة:

 الأسطر فتبقى ثابتة.

 (  التحويلات الأوليةإستعمال طريقة  ) : 2مثال

𝐴لتكن المصفوفتين   = (
1  2
3   1
1   0

𝐵  و  ( = (
1 1 2
2 1 3

) 

(
1 2
3 1
① 0

)
𝐿3−𝐿1
→   (

1    2
3     1
0 − 2

)
𝐿2−3𝐿1
→    (

1    2
0 − 5
0 − 2

)
𝐿2−

2

5
𝐿3

→    (
1     2
0 − 5
0      0

) ⟹ 𝑟𝑔(𝐴) = 2 

(
1 1 2
2 1 3

)
𝐶3−2𝐶2
→    (

1 1 0
2 1 1

)
𝐶2−𝐶1
→   (

1    0   0
2 − 1  1

)
𝐶3+𝐶2
→   (

1   0  0
2 − 1 0

) ⟹ 𝑟𝑔(𝐵) = 2  

𝐴لتكن المصفوفة  :3مثال = (
1   1   1
1   2    1
2   3     3

) 

(
1  1 1
1 2 1
2 3 3

)
𝐿3−2𝐿1
→    (

1 1 1
1 2 1
0 1 1

)
𝐿2−𝐿1
→   (

1 2 1
0 1 0
0 1 1

)
𝐿3−𝐿2
→   (

1 2 1
0 1 0
0 0 1

) ⟹ 𝑟𝑔(𝐴) = 3 
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𝐴لتكن  طريقة غوص لحساب مقلوب مصفوفة: ∈ 𝑀𝑛(𝐾)  و  𝑟𝑔(𝐴) = 𝑛 

( 4( و )3) نستعمل الخاصيتين )    𝐴−1  لحساب (𝐴/𝐼𝑛)  نقوم بتشكيل المصفوفة الموسعة 

 التالية : من خواص الرتبة( نقوم بإحدى بالعمليات

  مبادلة سطر )عمود( بأخر في نفس المصفوفة  .1

  إضافة سطر )عمود( إلى سطر )عمود( أخر   .2

 إضافة مزج خطي للأسطر )للأعمد ة( إلى سطر )عمود( أخر   .3

 إجراء مزج خطي لسطر )لعمود( مع سطر )عمود( أخر. .4

هي  𝐵المصفوفة  حيث   ( 𝐼𝑛/𝐵) الموسعة  مصفوفةالو في الأخير يجب أن نصل إلى 

 𝐴−1  المصفوفة

 .𝐼𝑛  نجريها كذلك على المصفوفة الحيادية 𝐴العملية التي نجرها على المصفوفة   ملاحظة:

𝐴لتكن المصفوفة  : 1مثال = (
1  1
1   3

 .𝐴−1عين المصفوفة  ،(

𝑟𝑔(𝐴)وجدنا في مثال سابق أن  =  عكوسة( 𝐴موجودة )أي  𝐴−1و منه المصفوفة   ،2

(
1 1
1 3
|
1 0
0 1
)
𝐿2−𝐿1
→   (

1 1
0 2
|
1   0
−1  1

)
𝐿1−

1

2
𝐿2

→    (
1 0
0 2
|
3
2
   
−1
2

−1     2
)

1

2
𝐿2
→ (

1  0
0  1
|

3
2
   
−1
2

−1
2
   
 1
2

) 

𝐴−1  بالتالي:و  = (

3

2
   
−1

2
−1

2
   
 1

2

𝐴𝐴−1يمكن أن تتأكد من ذلك (         ( = 𝐴−1𝐴 = 𝐼2: ) 

𝐴لتكن المصفوفة   :2مثال = (
1   1   1
1   2    1
2   3     3

 .𝐴−1عين المصفوفة  ،(

𝑟𝑔(𝐴)وجدنا في مثال سابق أن  =  عكوسة( 𝐴موجودة )أي  𝐴−1و منه المصفوفة   3

(
1   1   1
1   2    1
2   3     3

|
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
𝐿3−2𝐿1
→    (

1 1 1
1 2 1
0 1 1

|
1  0 0
 0  1 0
−2  0 1

)
𝐿2−𝐿1
→   (

1 1 1
0 1 0
0 1 1

|
1   0  0
−1  1 0
−2  0 1

) 
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𝐿3−𝐿2
→   (

1 1 1
0 1 0
0  0  1

|
 1  0   0
−1   1  0
−1 − 1  1

)
𝐿1−𝐿3
→   (

1 1 0
0 1 0
0 01

|
    2 1 − 1
−1   1 0
−1 − 1 1

)
𝐿1−𝐿2
→   (

1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
   3  0 − 1
−1    1   0
−1 − 1   1

)  

𝐴−1  بالتالي:و   = (
   3  0 − 1
−1    1   0
−1 − 1   1

) . 

  المحددات: .1-5

𝐴حقلا و لتكن  𝐾ليكن  تعريف المصفوفة المستخرجة: ∈ 𝑀𝑛(𝐾)،  نعرف المصفوفة

و نرمز لها  𝐴من المصفوفة   𝑗 و العمود  𝑖ذلك بحذف السطر  و  𝐴المستخرجة من المصفوفة  

 .𝐴𝑖𝑗بالرمز 

𝐴 مثال: = (
1  2  1
3   1  1
4  1  2

) ∈ 𝑀3(ℝ)،  المصفوفة 𝐴11 = (
1  1
1   2

) ∈ 𝑀2(ℝ)  تسمى

 وذلك بحذف السطر الأول و العمود الأول. 𝐴المصفوفة المستخرجة من 

𝐴لتكن  حقلا، 𝐾ليكن  تعريف المحدد: ∈ 𝑀𝑛(𝐾)  و  𝑓:𝑀𝑛(𝐾) ⟶ 𝐾  تطبيق يحقق

 :  الشرطين

𝑎11∀  ذا كانإ   .1  ∈ 𝐾:   𝐴 = (𝑎11)   :فإن𝑓(𝐴) = 𝑎11     

𝐴إذا كانت  .2 =

(

  
 

𝑎11  𝑎12…𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22…𝑎2𝑛
.               .  . .
.               .    

  
𝑎𝑛1 𝑎2𝑛…𝑎𝑛𝑛)

  
 

𝑓(𝐴)فإن   = ∑ (−1)𝑖+𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝑗𝑓(𝐴𝑖𝑗) 

1بحيث:  ≤ 𝑗 ≤ 𝑛   و    𝑛 > 1 

  |𝐴|    أو   det (𝐴)  بالرمزو نرمز له  𝐴محدد المصفوفة  𝑓نسمي التطبيق 

 ملاحظات:

1. 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = ∑ (−1)𝑖+𝑗𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖𝑗𝑓(𝐴𝑖𝑗), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛    وبأخذ𝑗  قيمة اختيارية 

  𝑗تسمى هذه العبارة بحساب المحدد وفق العمود 
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𝑑𝑒𝑡(𝐴)أيضا  و.  2   = ∑ (−1)𝑖+𝑗𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑓(𝐴𝑖𝑗), 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛    بأخذ  و𝑖  قيمة

 .𝑖تسمى هذه العبارة بحساب المحدد وفق العمود  ختياريةإ

 أمثلة:

 1. 𝐴 = (
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

det(𝐴)منه:  و  ( = ∑ (−1)𝑖+𝑗2
𝑖=1 𝑎𝑖𝑗|𝐴𝑖𝑗|    

𝑗) حساب المحدد وفق العمود الأول  = 1) : 

det(𝐴) =∑(−1)𝑖+1
2

𝑖=1

𝑎𝑖1|𝐴𝑖1| = 𝑎11|𝐴11| − 𝑎21|𝐴21| = 𝑎11𝑎22 − 𝑎21𝑎12 

𝑖) حساب المحدد وفق السطر الأول  = 1): 

det(𝐴) =∑(−1)1+𝑗
2

𝑗=1

𝑎1𝑗|𝐴1𝑗| = 𝑎11|𝐴11| − 𝑎12|𝐴12| 

                = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21 

2.  𝐴 = (

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

det(𝐴)  ومنه ( = ∑ (−1)𝑖+𝑗3
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗|𝐴𝑖𝑗| 

𝑖) حساب المحدد وفق السطر الأول  = 1) 

 det(𝐴) =∑(−1)1+𝑗
2

𝑗=1

𝑎1𝑗|𝐴1𝑗| = 𝑎11|𝐴11| − 𝑎12|𝐴12| + 𝑎13|𝐴13| 

= 𝑎11 |
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33

| − 𝑎12 |
𝑎21 𝑎23
𝑎31 𝑎33

| + 𝑎13 |
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32

|    

= 𝑎11(𝑎22𝑎33 − 𝑎23𝑎32) − 𝑎12(𝑎21𝑎33 − 𝑎23𝑎31) 

+𝑎13(𝑎21𝑎32 − 𝑎22𝑎31)  
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𝑛هناك طريقة خاصة لحساب محدد من الدرجة  =   طريقة ساروستسمى  3

|

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

| 

𝑎11 𝑎12  
𝑎21 𝑎22  
𝑎31 𝑎32  

   

الأسطر المائلة إنطلاقا من القطر مع إعطاء الإشارة الموجبة  بإيجاد حاصل ضرب 𝐴نجد محدد 

في نهاية ناتج الضرب ثم حاصل ضرب الأسطر المائلة  عكس القطر مع إعطاء الإشارة السالبة 

 د: ثم جمع هذه العناصر نج ،في نهاية ناتج الضرب

det(𝐴) = 𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎21𝑎32 − 𝑎13𝑎22𝑎31 

−𝑎11𝑎23𝑎32 − 𝑎12𝑎21𝑎33  

,𝐴لتكن  خواص:  𝐵 ∈ 𝑀𝑛(𝐾)  

1.det(𝐴) =  ،مرتبطة خطيا 𝐴أعمدة )أسطر(  ⟺    0

2.det(𝐴) ≠ 𝑟𝑔(𝐴) ⟺مستقلة خطيا  𝐴أعمدة )أسطر(  ⟺   0 = 𝑛 ، 

det (𝐴)معدوم فان:  𝐴المصفوفة  إذا كان أحد أعمدة )أو أسطر( .3 = 0    ، 

عبارة عن مزج خطي للأعمدة )للأسطر( أخرى  𝐴إذا كان أحد أعمدة )أو أسطر( المصفوفة  .4

det(𝐴)أو إذا تساوى عمودين )سطرين ( فإن   = 0   ،   

5. det(𝐴) = det (𝐴𝑡)، 

 6. det(𝐴𝐵) = det(𝐴)det(𝐵)،  

7. ∀𝛼 ∈ 𝐾: det(𝛼𝐴) = 𝛼𝑛det (𝐴)،  

8. det(𝐼𝑛) = 1، 

det(𝐴−1)قابلة للقلب فإن  𝐴إذا كانت  .9 = (det(𝐴))−1، 

10. det(𝐴𝑝) = (det(𝐴))𝑝،   

الأعمدة  عبارة  خطية من  لا تتغير قيمة المحدد عند إضافة إلى أحد الأعمدة )أو الأسطر(  .11

  .) الأسطر( الأخرى
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𝐴لتكن  مثال: = (
1  2 1
0  1 2
1  0 0

) ∈ 𝑀3(ℝ)  

𝑑𝑒𝑡(𝐴) = |
1 2
0 0
| − 2 |

0 2
1 0
| + |

0 1
1 0
| = 3  

 و الثالث فنجد: نضيف إلى السطر الأول السطرين الثاني 

|
2 3 3
0 1 2
1 0 0

| = 2 |
1 2
0 0
| − 3 |

0 2
1 0
| + 3 |

0 1
1 0
| = 3 = det (A)  

 ( 1-عند مبادلة عمود )سطر( بعمود )سطر( أخر و العكس نضرب قيمة المحدد في ) .12

𝐴لتكن  مثال: = (
1  4 2
2  3 2
0  7 1

) ∈ 𝑀3(ℝ) 

det(𝐴) = |
1  4 2
2  3 2
0  7 1

| = |
3 2
7 1
| − 4 |

2 2
0 1
| + 2 |

2 3
0 7
| =  9  

 العمود الأول بالعمود الثاني و العكس نجد: 𝐴نستبدل في محدد 

det(𝐴) =  − |
4  1 2
3  2 2
7  0 1

| = −(4 |
2 2
0 2
| − |

3 2
7 1
| + 2 |

3 2
7 0
|) = −(−9) = 9   

 محدد مصفوقة مثلثية يساوي جداء عناصر قطرها 13. 

𝐴لتكن  مثال: = (
1  4 2
0  3 2
0  0 1

) ∈ 𝑀3(ℝ) 

det(𝐴) = |
1  4 2
0  3 2
0  0 1

| = |
3 2
0 1
| − 0 |

4 2
0 1
| + 0 |

4 3
3 2
| = 3 
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14. 

|
|

𝑎11 𝑎12…𝑎1𝑗 + 𝑏1𝑗 …𝑎1𝑛
  .        .        𝑎2𝑗 + 𝑏2𝑗 …𝑎2𝑛  
   .        .                .                .      
   .       .                 .               .      
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2…  𝑎𝑛𝑗+𝑏𝑛𝑗 …    𝑎𝑛𝑛

|
|
 

 

= |
|

𝑎11 𝑎12…𝑎1𝑗
 .       .        𝑎2𝑗
   .      .          .     
  .       .           .   
  𝑎𝑛1 𝑎𝑛2…  𝑎𝑛𝑗

|
| +
|
|

𝑎11 𝑎12…𝑏1𝑗 …𝑎1𝑛
 .        .        𝑏2𝑗…𝑎2𝑛
 .        .           .          .       
 .        .           .           .      
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2…  𝑏𝑛𝑗 …𝑎𝑛𝑛

|
|
 

= |
|

𝑎11 𝑎12…𝑎1𝑗
 .       .        𝑎2𝑗
   .      .          .     
  .       .           .   
  𝑎𝑛1 𝑎𝑛2…  𝑎𝑛𝑗

|
| +
|
|

𝑎11 𝑎12…𝑏1𝑗 …𝑎1𝑛
 .        .        𝑏2𝑗…𝑎2𝑛
 .        .           .          .       
 .        .           .           .      
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2…  𝑏𝑛𝑗 …𝑎𝑛𝑛

|
|
 

𝐴لتكن  مثال: = (
1  4 2
2  3 2
0  7 1

) ∈ 𝑀3(ℝ)    نعلم أنdet(𝐴) = 9 

 ( فنجد:14بإستعمال الخاصية ) 𝐴لنحسب محدد المصفوفة 

det(𝐴) = |
1  (2 + 2)2
2  (1 + 2)2
0 (3 + 4)1 

| = |
1 2 2
2 1 2
0 3 1

| + |
1 2 2
2 2 2
0 4 1

| = 3 + 6 = 9 

15.             |
|

𝑎11 𝑎12…𝛼𝑎1𝑗 …𝑎1𝑛
 .        .        𝛼𝑎2𝑗…𝑎2𝑛
 .        .           .          .       
 .        .           .           .      
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2…  𝛼𝑎𝑛𝑗 …𝑎𝑛𝑛

|
| = 𝛼 |

|

𝑎11 𝑎12…𝑎1𝑗 …𝑎1𝑛
 .        .        𝑎2𝑗…𝑎2𝑛
 .        .           .          .       
 .        .           .           .      
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2…  𝑎𝑛𝑗 …𝑎𝑛𝑛

|
|    ; 𝛼 ∈ 𝐾  
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𝐴لتكن  مثال: = (
1  4 2
2  3 2
0  7 1

) ∈ 𝑀3(ℝ)  و  𝛼 ∈ ℝ لدينا ، 

|
1  𝛼4 2
2  𝛼3 2
0  𝛼7 1

| = |
𝛼3 2
𝛼7 1

| − 4𝛼 |
2 2
0 1
| + 2 |

2 𝛼3
0 𝛼7

| = 9𝛼 = 𝛼det (𝐴)    

 تطبيقات لحساب المحددات:. 1-5-1

 حساب مقلوب مصفوفة: . أ

𝐴و    حقلا  𝐾ليكن  نظرية: ∈ 𝑀𝑛(𝐾) ، لدينا 

𝐴 ⟺ det(𝐴)  قابلة   للقلب (عكوسة)) ≠ 0) 

𝐴  و  حقلا 𝐾ليكن  تعريف: ∈ 𝑀𝑛(𝐾)    بحيثdet(𝐴) ≠   𝐴نعرف مقلوب مصفوفة  ،0

𝐴−1       كمايلي:  𝐴−1التي نرمز لها بالرمز  و =
1

det(𝐴)
𝐶𝑡     

𝑐𝑖𝑗بحيث:    = (−1)
𝑖+ det(𝐴𝑖𝑗)   لكل  𝑖, 𝑗 = 1,2,… , 𝑛 

 𝑎𝑑𝑗(𝐴)و نرمز لها بالرمز  𝐴للمصفوفة  بالمرافق التقليديأحيانا   𝐶𝑡  نسمي المصفوفة

𝐴لتكن    مثال: = (
2 2 − 1
0 − 1 1
4  0  1

) ∈ 𝑀3(ℝ)   

det(𝐴) = 2 |
−1   1
0   1

| − 2 |
0 1
4 1
| − |

0 − 1
4      0

| = 2 ≠ 0 

𝐴−1  و  قابلة للقلب 𝐴و منه  المصفوفة  =
1

det(𝐴)
𝐶𝑡،    

𝐶نضع  = (

𝑐11 𝑐12 𝑐13
𝑐21 𝑐22 𝑐23
𝑐31 𝑐32 𝑐33

𝑐𝑖𝑗بحيث:   ( = (−1)
𝑖+ det(𝐴𝑖𝑗)   لكل𝑖, 𝑗 = 1,2,3  

 :  لديناو 

𝑐11 = |
−1   1
   0    1

| = −1  , 𝑐12 = − |
0  1
4  1
| = 4  , 𝑐13 = |

0 − 1
4    0

| =  4 



40 
 

𝑐21 = − |
2 − 1
0     1

| = −2  , 𝑐22 = |
2 − 1
4     1

| = 6  , 𝑐23 = − |
2  2
4  0
| = 8   

𝑐31 = |
2 − 1
−1   1

| = 1  , 𝑐32 = − |
2 − 1
0    1

| = −2  , 𝑐33 = |
2     2
0 − 1

| = −2 

𝐶 = (
−1       4      4
−2        6      8
    1   − 2 − 2

) ⟹ 𝐶𝑡 = (
−1 − 2       1    
4       6   − 2
4        8  − 2

)  

𝐴−1      :نجد  و بالتالي =
1

2
(
−1 − 2       1    
4       6   − 2
4        8  − 2

) 

  : ℝ𝒏دراسة الاستقلال الخطي لجملة من الأشعة في  . ب

𝑣1  إذا كان =

(

  
 

𝑎11
𝑎21
.
.
.
𝑎𝑛1)

  
 
, 𝑣2 =

(

  
 

𝑎12
𝑎22
.
.
.
𝑎𝑛2)

  
 
,… , 𝑣𝑛 =

(

  
 

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
.
.
.
𝑎𝑛𝑛)

  
 
 بحيث:    

 {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}   جملة من أشعةℝ𝑛  فإنه لدينا: 

 {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}  مستقلة خطيا⟺ det(𝑣1, … , 𝑣3) =
|

|

𝑎11
𝑎21
.
.
.
𝑎𝑛1

         

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
.
.
.
𝑎𝑛𝑛

 
|

|
≠ 0 

𝑣3  لتكن الأشعة مثال: = 𝑣2  و   (1,1,1−) = (2,−1,0), 𝑣1 =  ،ℝ3من     (2,0,4)

det(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = |
2   2 − 1
0 − 1   1
4    0   1

| = 2 ≠ 0 

,𝑣1}الجملة   بالتالي و  𝑣2 , 𝑣3} مستقلة خطيا. 
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𝐴  و حقلا  𝐾ليكن   حساب رتبة مصفوفة:  .ج ∈ 𝑀𝑝×𝑛(𝐾)  أي: 

𝐴 =

(

 
 
 

𝑎11  𝑎12…𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22…𝑎2𝑛
.               .  . .
.               .    

  
𝑎𝑝1 𝑎2𝑛…𝑎𝑝𝑛)

 
 
 

 

𝑝إذا كان  .1 = 𝑛     أي عدد الأسطر يساوي عدد الأعمدة( فإن(𝐴  تصبح مصفوفة مربعة 

det(𝐴)فإذا كان    det(𝐴)إذن أول خطوة نقوم بها هي حساب  ≠ 𝑟𝑔(𝐴)  فإن 0 = 𝑛 

det(𝐴)و إذا كان = 𝑟𝑔(𝐴)فإن    0 ≠ 𝑛 ≤ 𝑛 − في هذه الحالة نقوم بإستخراج  ،1

,𝑖بحيث   𝐴𝑖𝑗مصفوفة  𝑗 = 1,2,… , 𝑛    ذلك بحذف السطر  و𝑖  و العمود𝑗 من المصفوفة 𝐴  

det(𝐴11)فإذا كان إحدى محددات المصفوفات المستخرجة يختلف عن الصفر )مثلا  ≠ 0  )

𝑟𝑔(𝐴)فإن  = 𝑛 −  و إذا وجدنا جميع المحددات تساوي صفر فإن    1

𝑟𝑔(𝐴) ≠ 𝑛 − 1 ≤  𝑛 − في هذه الحالة نقوم بإستخراج مصفوفات أخرى و ذلك  ،   2

فإذا كان إحدى محددات المصفوفات المستخرجة    𝐴 المصفوفةبحذف سطرين و عمودين من 

𝑟𝑔(𝐴)فإن   يختلف عن الصفر = 𝑛 −   و إذا وجدنا جميع المحددات تساوي صفر فإن   2

𝑟𝑔(𝐴) ≠ 𝑛 − 2 ≤ 𝑛 −  و هكذا...... 3

𝐴عين رتبة المصفوفة  :مثال = (

1 1 1 1
1 2 2 1
3 5 5 3
3 5 5 3

)  

det(𝐴) لدينا    𝐴نقوم بحساب محدد   : الخطوة الأولى = لأن العمود الأول يساوي العمود  0

𝑟𝑔(𝐴)الرابع و منه    ≠ 4 ≤ 3.   

,𝑖بحيث  𝐴𝑖𝑗نقوم بإستخراج مصفوفة :  يةالخطوة الثان 𝑗 = و  𝑖و ذلك بحذف السطر   1,2,3,4

,𝑖بحيث  𝐴𝑖𝑗نلاحظ أن المصفوفات  𝐴 من المصفوفة 𝑗العمود  𝑗 = المستخرجة من    1,2,3,4

محدداتها تساوي الصفر لأنه في كل مرة نجد عمود أو سطر مكرر )مثلا  𝐴المصفوفة 

|A12| = |
1 2 1
3 5 3
3 5 3

| = 𝑟𝑔(𝐴)( ومنه   0 ≠ 3 ≤ 2. 
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 و ذلك بحذف سطرين و عمودين مثلا 𝐴من المصفوفة  : نستخرج مصفوفة الخطوة الثالثة

𝐴1الثالث و الرابع و العمودين الثالث و الرابع فنجد  نحذف السطرين = (
1  1
1  2
إذن   (

det(𝐴1) = 𝑟𝑔(𝐴) بالتالي و  ،1 = 𝑟𝑔(𝐴1) = 2 

𝑝إذا كان  .2 > 𝑛   أي عدد الأسطر أكبر من عدد الأعمدة( في هذه الحالة نقوم بإستخراج(

  𝐴𝑖حتى تصبح  𝑖 و ذلك بحذف عدد من الأسطر 𝐴من المصفوفة   𝐴𝑖إحدى المصفوفات 

 𝐴1و لتكن مثلا  ،فإذا كان محدد إحدى المصفوفات المستخرجة ،𝑛مصفوفة مربعة من الدرجة 

𝑟𝑔(𝐴)فإن  يختلف عن الصفر = 𝑟𝑔(𝐴1) = 𝑛،  وإذا كانت جميع محددات المصفوفات

𝑟𝑔(𝐴)المستخرجة يساوي الصفر فإن   ≠ 𝑛 ≤ 𝑛 − في هذه الحالة نقوم بإستخراج إحدى  ،1

   𝐴𝑖𝑗حتى تصبح 𝑗 و عمود  𝑖و ذلك بحذف عدد من الأسطر 𝐴من المصفوفة  𝐴𝑖𝑗المصفوفات 

𝑛مصفوفة مربعة من الدرجة  − و لتكن مثلا  لمصفوفات المستخرجةمحدد إحدى افإذا كان  1

𝐴21  فإن   يختلف عن الصفر𝑟𝑔(𝐴) = 𝑟𝑔(𝐴21) = 𝑛 − وإذا كانت جميع محددات  ،1

𝑟𝑔(𝐴)المصفوفات المستخرجة يساوي الصفر فإن   ≠ 𝑛 − 1 ≤ 𝑛 −  و هكذا......  2

𝐴عين رتبة المصفوفة  مثال: = (
1  2
3   1
1    0

) 

  𝐴1 = (
1 2
3 1
 𝐴وذلك بحذف السطر الثالث من المصفوفة  𝐴مصفوفة مستخرجة من  (

det(𝐴1)   لدينا  = |
1   2
3    1

| = 𝑟𝑔(𝐴)و منه    5− = 𝑟𝑔(𝐴1) = 2 

𝑝إذا كان  .3 < 𝑛   أي عدد الأعمدة أكبر من عدد الأسطر( في هذه الحالة نقوم بنفس(

 الخطوات السابقة فقط نستبدل كلمة سطر بعمود.

𝐴  عين رتبة المصفوفة :مثال = (
2 1 1
0 2 1

) 

  𝐴1 = (
2 1
0 2
 𝐴من المصفوفة   وذلك بحذف العمود الثالث 𝐴مصفوفة مستخرجة من  (

det(𝐴1)   لدينا  = |
2   1
0    2

| = 𝑟𝑔(𝐴)  بالتالي نجدو   4 = 𝑟𝑔(𝐴1) = 2 
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  :. مفاهيم عامة 2-1

 𝑚   و معادلة  𝑛ذات  (𝑆) المعادلات الخطية جملةنسمي  "، ℂأو  ℝحقل تبديلي "  𝐾كن لي

 :، كل جملة من الشكل  𝐾و بمعاملات من الحقل مجهول 

(𝑆) 

{
 
 

 
 
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑚𝑥𝑚 = 𝑏1
   .                                                             .     
 .                                                            .   
  .                                                             .    
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑚𝑥𝑚 = 𝑏𝑛

  

𝑨𝑿 الشكل المصفوفيعلى  (𝑆)يمكن كتابة الجملة  = 𝑩   :كمايلي 

(

  
 

𝑎11 𝑎12……𝑎1𝑚
𝑎21 𝑎22……𝑎2𝑚
  .       .                .    
    .       .                 .        
  .       .                  .      
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2……𝑎𝑛𝑚 )

  
 

⏟                
𝐴

(

  
 

𝑥1
𝑥2
.
.
.
𝑥𝑚)

  
 

⏟  
𝑋

=

(

 
 
 

𝑏1
𝑏2
.
.
.
𝑏𝑛)

 
 
 

⏟  
𝑏

  ⟺ 𝐴𝑋 = 𝐵   

 حيث :

 𝐴 ∈ 𝑀𝑛×𝑚(𝐾) تسمى مصفوفة المعاملات للجملة  (𝑆)   ،و هي معطاة 

 𝐵 ∈ 𝑀𝑛×1(𝐾)  يسمى شعاع الطرف الثاني للجملة(𝑆)  ،و عناصره معطاة كذلك 

 𝑋 ∈ 𝑀𝑚×1(𝐾)  يسمى شعاع المجاهيل للجملة(𝑆). 

    و نكتب   𝐴العدد المساوي لرتبة المصفوفة  (𝑆)نسمي رتبة الجملة   : (𝑆) رتبة الجملة

𝑟𝑔(𝐴) = 𝑟𝑔(𝑆) 

 نميز الحالات التالية:يمكن أن   : ملاحظات

𝑛أ.   = 𝑚  (فإن عدد المعادلات يساوي عدد المجاهيل )𝑟𝑔(𝑆) = 𝑛  أو𝑟𝑔(𝑆) < 𝑛 

𝑛. ب < 𝑚  )فإن عدد المعادلات أقل من عدد المجاهيل )  𝑟𝑔(𝑆) = 𝑛 أو 𝑟𝑔(𝑆) < 𝑛  

𝑛ج.  > 𝑚  (فإنعدد المعادلات أكبر من عدد المجاهيل ) 𝑟𝑔(𝑆) = 𝑚   أو 𝑟𝑔(𝑆) < 𝑚 
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  مثال:

   :جملة المعادلات الخطيةلتكن 

  (𝑆) {

2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 2𝑡 = 1
3𝑥 + 0 + 𝑧 + 𝑡 = 0
0 + 𝑦 + 2𝑧 + 0 = 1

 

𝑨𝑿  كتابة الشكل المصفوفي = 𝑩 ) عدد المعادلات أقل من عدد المجاهيل (: 

(𝑆) ⟺ (
2 1 1 2
3 0 1 1
0 1 2 0

)(

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

) = (
1
0
1
) ⟺ 𝐴𝑋 = 𝐵 

𝐴       حيث: = (
2 1 1 2
3 0 1 1
0 1 2 0

) , 𝑋 = (

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

) ,    𝐵 = (
1
0
1
) 

 . دراسة مجموعة الحلول2-2

 :اتتعريف

, 𝑥1)شعاع كل   (𝑆) جملة المعادلات الخطيةل نسمي حلا -  𝑥2, … , 𝑥𝑛)   من𝐾𝑛   الذي يحقق

𝑛    معادلة للجملة(𝑆). 

𝐵متجانسة إذا كان الطرف الثاني     (𝑆)نقول أن الجملة  -  = 0. 

 الجمل المتكافئة:

 خطية أنهما متكافئتان إذا كان لهما نفس مجموعة الحلول. عن جملتي معادلاتنقول 

 عدد حلول جملة معادلات خطية:

مجاهيل على الشكل المصفوفي   𝑚 معادلات و 𝑛ب  (𝑆)معادلات خطية  جملة إذا كانت نظرية:

𝐴𝑋 = 𝐵 فإن الجملة .  (𝑆)  :تقبل إما 

 أ. حل وحيد

 ب. لا تقبل حلول

 ج. عدد لانهائي من الحلول 
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 : . طرق حل جمل المعادلات الخطية2-3

   : مجهول  𝒏معادلة و  𝒏. حل جملة معادلات خطية ذات 2-3-1

 (𝑆1) مجهول 𝑛معادلة و  𝑛تتكون من  خطيةنعتبر جملة معادلات  

(𝑆1) 

{
 
 

 
 
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

   .                                                             .     
 .                                                            .   
  .                                                             .    
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛

  

𝐴𝑋في الشكل المصفو  = 𝑏 : يكتب على الشكل 

  (𝑆1) ⟺ 

(

  
 

𝑎11 𝑎12……𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22……𝑎2𝑛
  .       .                .    
    .       .                 .        
  .       .                  .      
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2……𝑎𝑛𝑛 )

  
 

⏟                
𝐴

(

  
 

𝑥1
𝑥2
.
.
.
𝑥𝑛)

  
 

⏟  
𝑋

=

(

 
 
 

𝑏1
𝑏2
.
.
.
𝑏𝑛)

 
 
 

⏟  
𝑏

  ⟺ 𝐴𝑋 = 𝑏   

 : (𝑺𝟏)طريقة كرامر لحل الجملة  .2-3-1-1 

نقول عن جملة معادلات خطية أنها لكرامر إذا كان عدد المعادلات يساوي عدد المجاهيل و محدد 

 .المصفوفة المرافقة للجملة غير معدوم

𝑑𝑒𝑡(𝐴)ذا كان إ ≠  معطى بواسطة قاعدة كرامر التالية: اوحيد تقبل حلا (𝑆1)الجملة   فإن  0

𝒙𝟏 =
𝚫𝟏
𝚫
, 𝒙𝟐 =

𝚫𝟐
𝚫
,… , 𝒙𝒏 =

𝚫𝒏
𝚫

 

هو المحدد المستخرج من  Δ𝑖و  (𝑆1)المستخرجة من الجملة   𝐴هو محدد المصفوفة  Δحيث 

 𝐴هو المحدد المستخرج من المصفوفة  Δ1مثلا  𝑏بالعمود   𝑖بإستبدال العمود  𝐴المصفوفة 

 .𝑏بالعمود  𝐴بإستبدال العمود الأول في المصفوفة 

 بإستعمال مقلوب مصفوفة:   (𝑺𝟏)حل الجملة  . 2-3-1-2

𝑑𝑒𝑡 (𝐴)إذا كان  ≠  موجودة إذن    A−1قابلة للقلب  أي  𝐴فإن  0

(𝑆1) ⟺ 𝐴𝑋 = 𝑏 ⟺ 𝐴−1𝐴𝑋 = 𝐴−1𝑏 ⟺ 𝑋 = 𝐴−1𝑏 
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𝑿 تقبل حلا وحيدا معطى بالشكل :    (𝑆1)و بالتالي الجملة  = 𝑨−𝟏𝒃 

𝑑𝑒𝑡 (𝐴) إذا كان  ملاحظة: = تقبل عدد لانهائي من الحلول أو لا تقبل  (𝑆1)الجملة  فإن 0

 حلول. ) يمكن تحويل الجملة لكرامر(

 مثال:

 : المعادلات الخطية التاليةجملة لتكن  

     (𝑆2) {

2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 1
𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 0
𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3 = 2

    

𝐴𝑋الشكل المصفوفي  = 𝑏  : يكتب على الشكل 

  (𝑆2) ⟺ (
2    1 − 1
1 − 1    1
1      1      3

)
⏟        

𝐴

(

𝑥1
𝑥2
 𝑥3
)

⏟  
𝑋

= (
1
0
2 
)

⏟
𝑏

  ⟺ 𝐴𝑋 = 𝑏   

   : بإستعمال طريقة كرامر (𝑺𝟐)حل الجملة  

𝑑𝑒𝑡(𝐴) و   عدد المعادلات يساوي عدد المجاهيل بما أن = −12 ≠  (𝑆2)فإن الجملة  0

 حلها معطى بالشكل : و جملة كرامر

𝑥1 =
Δ1

det (𝐴)
=

|
1  1 − 1
0 − 1 1
2    1   3

|

−12
=
−4

−12
 =
1

3
 

𝑥2 =
Δ2

det (𝐴)
=

|
2     1 − 1
1     0    1
1      2     3

|

−12
=
−8

−12
=
2

3
 

𝑥3 =
Δ3

det (𝐴)
=

|
2        1     1
1   − 1     0
1       1      2

|

−12
=
−4

−12
=
1

3
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 بإستعمال مقلوب مصفوفة:   (𝑺𝟐)حل الجملة  

det (A)بما أن   = −12 ≠  موجودة   A−1قابلة للقلب  أي  𝐴فإن   0

𝑿 بالشكل :  تقبل حلا وحيدا معطى   (𝑆2)و بالتالي الجملة  = 𝑨−𝟏𝒃  

 :طريقة المصفوفة المرافقة بإستعمال     𝐴−1ب حسلن 

𝐴−1 =
1

𝑑𝑒𝑡 (𝐴)
𝐶𝑡   ;     𝐶 = (𝑐𝑖𝑗)1≤𝑖≤3

1≤𝑗≤3
  , 𝑐𝑖𝑗 = (−1)

𝑖+𝑗𝑑𝑒𝑡 (𝐴𝑖𝑗)      

𝑐11 = |
−1  1
   1  3

| = −4  , 𝑐12 = − |
1   1
1    3

| = −2  , 𝑐13 =  |
1 − 1
1    1

| = 2   

𝑐21 = − |
1 − 1
1     3

| = −4  , 𝑐22 = |
2 − 1
1     3

| = 7  , 𝑐23 = − |
1  2
1  1
| = −1   

𝑐31 = |
1 − 1
−1   1

| = 0  , 𝑐32 = − |
2 − 1
1    1

| = −3  , 𝑐33 = |
2     1
1 − 1

| = −3 

𝐶 = (
−4      − 2      2
−4        7     − 1
    0   − 3 − 3

) ⟹ 𝐶𝑡 = (
−4 − 4       0    
−2       7   − 3
2       − 1  − 3

)  

 فنجد:   و منه 

𝐴−1 =
1

−12
(
−4 − 4       0    
−2       7   − 3
2       − 1  − 3

) 

 : معطى بالشكل   (𝑆2)و بالتالي حل الجملة 

𝑋 = 𝐴−1𝑏 ⟹ (

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) =

1

−12
(
−4 − 4       0    
−2       7   − 3
2       − 1  − 3

)(
1
0
2
)    

⟹

{
 
 

 
 𝑥1 =

−1

12
(−4 + 0 + 0) =

1

3

𝑥2 =
−1

12
(−2 + 0 − 6) =

2

3

𝑥3 =
−1

12
(2 + 0 − 6) =

1

3
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 : تحويل غوصستعمال بإ (𝑺𝟏)حل الجملة  . 2-3-1-3 

′𝐴)لتكن المصفوفة الموسعة  ∕ 𝑏′)   المصفوفة المكافئة للمصفوفة الموسعة(𝐴 𝑏⁄ بتحويل  (

𝐴)غوص المطبق على  ∕ 𝑏) عندئذ فإن حل الجملة ،(𝑆1)  مكافىء لحل الجملة(𝑆1′) حيث : 

𝐴′𝑋 = 𝑏′ ⇔ (𝑆1′). 

 رتبة، نميز الحالات التالية :العتماد على لإو با

𝑟𝑔(𝐴)   تإذا كانأ.  = 𝑟𝑔(𝐴 𝑏⁄ ) = 𝑛 الجملة ن فإ(𝑆1)  اوحيد حلا   تملك.  

𝑟𝑔(𝐴)   تإذا كانب.  = 𝑟𝑔(𝐴 𝑏⁄ ) < 𝑛  فإن الجملة(𝑆1) تملك عدد غير منته من الحلول. 

𝑟𝑔(𝐴)  تكان إذا ج.   ≠ 𝑟𝑔(𝐴 ∕ 𝑏)    فإن الجملة(𝑆1) .لا تملك حلول 

  : جملة المعادلات الخطية لتكن :مثال

    (𝑆2) {

2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 1
𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 = 0
𝑥1 + 𝑥2 + 3𝑥3 = 2

 

𝐴𝑋الشكل المصفوفي  = 𝑏  : يكتب على الشكل 

  (𝑆2) ⟺ (
2    1 − 1
1 − 1    1
1      1      3

)
⏟        

𝐴

(

𝑥1
𝑥2
 𝑥3
)

⏟  
𝑋

= (
1
0
2 
)

⏟
𝑏

  ⟺ 𝐴𝑋 = 𝑏   

 بطريقة تحويل غوص:  (𝑆2)حل جملة المعادلات الخطية  

 (𝐴|𝑏) =  (
2 1 −1
1 −1 1
1 1 3

 |
1
0
2
 ) 𝐿3 − 𝐿2 ↦ 𝐿3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (

2 1 −1
1 −1 1
0 2 2

 |
1
0
2
) 

   𝐿2 −
1

2
𝐿1 ↦ 𝐿2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
(

2 1 −1

0 −
3
2

3
2

0 2 2

 |−

1
1
2
0

)  

      2𝐿2 ↦ 𝐿2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (
2 1 −1
0 −3 3
0  2 2

 |
1
−1
2
)   𝐿3 +

2

3
𝐿2 ↦ 𝐿3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
(
2 1 −1
0 −3 3
0  0 4

 |

1
−1
4
3

) 
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⧵ 𝑟𝑔(𝐴منّٰالواضحّٰأنّٰ:ّٰ 𝑏) = 𝑟𝑔(𝐴) = ّٰتقبلّٰحلاّٰوحيداّّٰٰ(𝑆2)وّٰمنهّٰالجملة3ّّّّٰٰٰٰ

)ّٰ:ّٰهيّٰ(𝑆2)الجملةّٰالمكافئةّٰللجملةّٰ 
2 1 −1
0 −3 3
0  0 4

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = (

1
−1
4

3

ّٰ:ّٰذنّٰلديناإّٰ،( 

(
2 1 −1
0 −3 3
0  0 4

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = (

1
−1
4

3

 ) ⇔ {

2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 1               (1)
0 − 3𝑥2 + 3𝑥3 = −1         (2)

0 + 0 + 4𝑥3 =
4

3
           (3)

    

𝑥3  ( نجد3من المعادلة ) =
1

3
3𝑥2−( نجد  2)   في المعادلة 𝑥3نعوض    ، + 1 = −1،   

𝑥2   و منه  =
2

3
2𝑥1  :( نجد1في المعادلة )  𝑥2  و    𝑥3 نعوض ثم   ،  +

2

3
−
1

3
= 1  ، 

𝑥1   و منه  =
1

3
. 

𝑆   :هي المجموعة  (𝑆2)حلول الجملة  بالتالي و  = {(𝑥1 =
1

3
 , 𝑥2 =

2

3
 , 𝑥3 =

1

3
)} 

ن تقوم بنفس المزج الخطي الذي أجريناه و لكن المهم أن تصل إلى ليس بالضرورة بأ ملاحظة:

 نفس النتائج.

𝐴𝑋الجملة الخطية المتجانسة إن الشرط الكافي و اللازم لكي تقبل  نظرية: = معادلة  𝑛ذات   0

𝑋) مجهول حلول غير تافهة  𝑛و  = det (𝐴)هو أن يكون (0 = 0. 

   : مجهول   𝒎 و  معادلة 𝒏حل جملة معادلات خطية ذات . 2-3-2

 مجهول    𝑚و   معادلة  𝑛ذات  (𝑆3) المعادلات الخطية جملةلتكن 

(𝑆3) 

{
 
 

 
 
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑚𝑥𝑚 = 𝑏1
   .                                                             .     
 .                                                            .   
  .                                                             .    
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑚𝑥𝑚 = 𝑏𝑛

  

𝐴𝑋  المصفوفي الشكل = 𝑏  :يكتب على الشكل 
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(𝑆3) ⟺

(

  
 

𝑎11 𝑎12…𝑎1𝑟 …𝑎1𝑚
𝑎21 𝑎22…𝑎2𝑟…𝑎2𝑚
.  .    .   .                .    

  𝑎𝑟1  𝑎𝑟2…𝑎𝑟𝑟  … .        
  .       .                  .      
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2      ……𝑎𝑛𝑚 )

  
 

⏟                
𝐴

(

  
 

𝑥1
𝑥2
.
.
.
𝑥𝑚)

  
 

⏟  
𝑋

=

(

 
 
 

𝑏1
𝑏2
.
.
.
𝑏𝑛)

 
 
 

⏟  
𝑏

  ⟺ 𝐴𝑋 = 𝑏   

 :) تحويل جملة الى جملة كرامر (  طريقة الحل .2-3-2-1 

  𝑟∆محددها غير معدوم  و نرمز له بالرمز  𝐴𝑟بديلة  مربعة مصفوفة 𝐴نستخرج من المصفوفة  

 𝐴و ذلك بحذف أسطر و أعمدة من المصفوفة   (  𝐴)نبحث عن أعلى رتبة ممكنة للمصفوفة  

   :حيث

 𝐴𝑟 =

(

 
 

𝑎11 𝑎12…𝑎1𝑟
𝑎21 𝑎22…𝑎2𝑟
.         .        .  
.         .        .  
  𝑎𝑟1  𝑎𝑟2…𝑎𝑟𝑟)

 
 

 

، نسمي المجاهيل 𝐴المستخرجة من المصفوفة  𝐴𝑟عبارة عن رتبة المصفوفة المربعة  𝑟لعدد ا 

بالمجاهيل الرئيسية فيما تسمى المجاهيل المتبقية بالوسائط ففي هذه الحالة  𝐴𝑟الموافقة للأعمدة 

مجهول، فهي إذا  𝑟 و   معادلة 𝑟من  𝐴𝑟بمصفوفة  (𝑆3′)الى جملة كرامر  (𝑆3)تتحول الجملة 

فنقول أن الجملة تقبل حلول  (𝑆3)تقبل حلا وحيدا، فإذا كان هذا الحل يحقق كل معادلات الجملة  

لا   (𝑆3)فنقول الجملة  (𝑆3)ذا الحل لا يحقق معادلة واحدة على الأقل من الجملة و إذا كان ه

 تقبل حلول. 

المحدد الرئيسي )هو محدد المعادلات الرئيسية( و تدعى المعادلات غير الرئيسية  𝑟∆يدعى  -

 .الرئيسي و مجاهيلها  تستعمل كوسائطالمعادلات التي لا تدخل في تشكيل المحدد 

جملة المعادلات الرئيسية أي المحدد  يجب أن تكون كل معادلة غير رئيسية منسجمة مع  -

 يساوي الصفر.     𝑏المتكونة أعمدته من عوامل المجاهيل الرئيسية و العمود  

𝐴𝑋نقول أن الجملة الخطية  ملاحظة: = مجهول بأنها متجانسة إذا كان  𝑚معادلة و  𝑛ذات  0

𝑏 = 0 

𝐴𝑋الجملة الخطية لكي تقبل  نظرية: = 𝑏  ذات𝑛  معادلة و𝑚  مجهول حلول يكفي و يلزم أن

    تكون كل معادلة غير رئيسية منسجمة مع جملة المعادلات الرئيسية.
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 ) عدد المجاهيل أكبر من عدد المعادلات( :1مثال

 :المعادلات الخطية جملةلتكن 

   (𝑆4) {

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 1               (1) 
𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 + 𝑥4 = 2             (2)  
3𝑥1 + 5𝑥2 − 𝑥3 + 3𝑥4 = 5       (3)

 

 

𝐴𝑋الشكل المصفوفي   = 𝑏  : يكتب على الشكل 

  (𝑆4) ⟺ (
1   1       1  1
1    2 − 1  1
3    5 − 1  3 

)
⏟          

𝐴

(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

)

⏟  
𝑋

= (
1
2
5
)

⏟
𝑏

⟺𝐴𝑋 = 𝑏  

 لدينا :

    |𝐸| = |
1  1 1
1 2 1
3 5 3

| = 0, |𝐵| = |
1     1       1
1    2   − 1
3    5   − 1

| = 0, |𝐶| = |
1     1    1
2 − 1 − 1
5  − 1    3

| = 0,    

  |𝐷| = |
1     1   1
1 − 1  1
3 − 1   3

| = 0 

,𝐶  و 𝐷حيث:  𝐵, 𝐸  هي مصفوفات مستخرجة من المصفوفة𝐴  ذلك بحذف في كل مرة و

𝑟𝑔(𝐴)وبما أن جميع محدداتها تساوي الصفر فإن  عمود، ≠ 3 ≤ 2 

 و ذلك بحذف عمودين و سطر و لتكن  𝐴إذن نستخرج مصفوفة أخرى من المصفوفة 

𝐴2 = (
1  1
1   2

=2∆ و لدينا   ( det(𝐴2) = |
1  1
1  2
| = 1 ≠ 0 

و الثانية أما المعادلة الثالثة فهي  ىهو المحدد الرئيسي لمعادلتين رئيسيتين هما المعادلة الأول2∆   

 𝑥3و المجهولين غير الرئيسين هما  𝑥2و  𝑥1معادلة غير رئيسية إذن المجهولين الرئيسين هما 

 يتم إستعمالهما كوسائط.   ،𝑥4و 
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و الثانية(  ىو لدينا كذلك المعادلة الثالثة الغير رئيسية منسجمة مع المعادلتين الرئيسيتين ) الأول

|  لأن
1 1 1
1 2 2
3 5 5

| = 0  

𝐴2𝑋 : (𝑆′4)لجملةّٰكرامرّٰالمكافئةّّٰٰ(𝑆4)ذنّٰتتحولّٰالجملةّٰإ = 𝑏′ّّّٰٰٰبحيثّٰنعتبر𝑥1ّّٰٰو𝑥2ّٰ

ّٰ:ّٰوّٰلديناّٰ،  يتم إستعمالهما كوسائط 𝑥4و  𝑥3و المجهولين غير الرئيسين هما مجاهيلّٰأساسيةّٰ

(𝑆′4): 𝐴2𝑋 = 𝑏
′ ⇔ (

1  1
1   2

) (
𝑥1
𝑥2
) = (

1 − 𝑥3 − 𝑥4
2 + 𝑥3 − 𝑥4

) 

⇔ {
𝑥1 + 𝑥2 = 1 − 𝑥3 − 𝑥4
𝑥1 + 2𝑥2 = 2+ 𝑥3 − 𝑥4

    

ّٰ:حلهاّٰمعطىّٰبالشكلّٰ

𝑥1 =
𝑑𝑒𝑡 (

1 − 𝑥3 − 𝑥4 1
2 + 𝑥3 − 𝑥4 2

)

det(𝐴2)
= −3𝑥3 − 𝑥4 

 𝑥2 =
𝑑𝑒𝑡 (

1 1 − 𝑥3 − 𝑥4
1 2 + 𝑥3 − 𝑥4

)

det (𝐴2)
= 1 + 2𝑥3 

ّٰ:ّٰنجدّّٰٰ(𝑆4)للجملةّٰ  فيّٰالمعادلةّٰالثالثة𝑥4ّّّّٰٰٰٰو𝑥3ّّٰٰنعوضّّٰٰ

ّّٰٰ3(−3𝑥3 − 𝑥4) + 5(1 + 2𝑥3) − 𝑥3 + 3𝑥4 = ّٰذنّٰمحققةإ  5ّٰ

ّٰهيّٰالمجموعةّّٰٰ(𝑆4)مجموعةّٰالحلولّٰللجملةّٰبالتاليّٰوّّٰٰ

{(−3𝑥3 − 𝑥4, 1 + 2𝑥3, 𝑥3, 𝑥4);       𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ} 

 ) عدد المعادلات أقل من عدد المجاهيل ( :2مثال

 المعادلات الخطية: جملةلتكن  

   (𝑆5) {

𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 1            (1) 
𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 − 𝑥4 = −1          (2)  
 𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3 + 5𝑥4 = 5       (3)

 

𝑨𝑿)كتابة الشكل المصفوفي   .1 = 𝒃)  لجملة المعادلات الخطية(𝑆4) : 
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  (𝑆5) ⟺ (
1   − 2       1     1
1   − 2        1 − 1
1   − 2         1     5 

)
⏟            

𝐴

(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

)

⏟  
𝑋

= (
1
−1
5
)

⏟  
𝑏

⟺𝐴𝑋 = 𝑏      

ّٰ: عتماد على رتبة الجملة () بالإ الجملة لكرامر . تحويل 2 

 :)رتبةّٰالمصفوفةّٰهيّٰرتبةّٰالجملة(𝐴ّّّٰٰٰ عنّٰرتبةّٰالمصفوفةّٰلنبحث

      |𝐴1| = |
−2     1    1
−2     1 − 1
−2     1    5

| = 0,           |𝐴2| = |
1       1      1
1       1 − 1
1        1      5

| = 0, 

  

 |𝐴3| = |
1  − 2       1
1  − 2 −  1
1 − 2       5

| = 0, |𝐴4| = |
1    − 2        1
1   − 2        1
1   − 2        1

| = 0  

  𝐴4 و   𝐴3, 𝐴2, 𝐴1  هي مصفوفات مستخرجة من المصفوفة𝐴  وبما أن جميع محدداتها تساوي

𝑟𝑔(𝐴)الصفر فإن  ≠ 3 ≤ 2 

 و ذلك بحذف عمودين و سطر و لتكن مثلا 𝐴إذن نستخرج مصفوفة أخرى من المصفوفة 

𝐵 = (
1       1
1  − 1

=2∆ و لدينا     ( det(𝐵) = |
1      1
1 − 1

| = −2 ≠ 0 

و الثانية أما المعادلة الثالثة فهي  ىهو المحدد الرئيسي لمعادلتين رئيسيتين هما المعادلة الأول2∆   

 𝑥1و المجهولين غير الرئيسين هما  𝑥4و  𝑥3معادلة غير رئيسية إذن المجهولين الرئيسين هما 

 يتم إستعمالهما كوسائط.   ، 𝑥2و 

و الثانية(  ىو لدينا كذلك المعادلة الثالثة الغير رئيسية منسجمة مع المعادلتين الرئيسيتين ) الأول

|لأن   
1      1      1
1  − 1 − 1
1       5      5

| = 0   

𝐵𝑋 : (𝑆′5)لجملةّٰكرامرّٰالمكافئةّّٰٰ(𝑆5)ذنّٰتتحولّٰالجملةّٰإ = 𝑏′ّّّٰٰٰبحيثّٰنعتبر𝑥3ّٰ و ّٰ𝑥4ّٰ

ّٰ:ّٰوّٰلديناّٰ،  يتم إستعمالهما كوسائط 𝑥2  و  𝑥1و المجهولين غير الرئيسين هما مجاهيلّٰأساسيةّٰ

(𝑆′5): 𝐵𝑋 = 𝑏
′ ⇔ (

1       1
1  − 1

) (
𝑥3
𝑥4
) = (

1 + 2𝑥2 − 𝑥1
−1+ 2𝑥2 − 𝑥1

) 
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⇔ {
𝑥3 + 𝑥4 = 1 + 2𝑥2 − 𝑥1
𝑥3 − 𝑥4 = −1 + 2𝑥2 − 𝑥1

    

ّٰ:حلهاّٰمعطىّٰبالشكلّٰ

𝑥3 =
𝑑𝑒𝑡 (

1 + 2𝑥2 − 𝑥1 1
−1 + 2𝑥2 − 𝑥1 −1

)

det(𝐵)
= 2𝑥2 − 𝑥1 

 𝑥4 =
𝑑𝑒𝑡 (

1 1 + 2𝑥2 − 𝑥1
1 −1 + 2𝑥2 − 𝑥1

)

det (𝐵)
= 1  

ّٰ:ّٰنجدّّٰٰ(𝑆5)للجملةّٰ  فيّٰالمعادلةّٰالثالثة𝑥4ّٰو𝑥3ّّٰٰنعوضّٰ

ّّٰٰ𝑥1 − 2𝑥2 + 2𝑥2 − 𝑥1 + 5(1) = ّٰ(ّٰمحققة)5ّّّّٰٰٰٰ

ّٰهيّٰالمجموعةّّٰٰ(𝑆5)مجموعةّٰالحلولّٰللجملةّّٰٰبالتاليوّّٰٰ

S = {(𝑥1, 𝑥2, 2𝑥2 − 𝑥1, 1);       𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ} 

 ( المجاهيلعدد المعادلات أكبر من عدد )  :3مثال

 ّّٰٰ:ّٰجملةّٰالمعادلاتّٰالخطيةّٰالتاليةلتكنّٰ 

ّٰ(𝑆6): {

2𝑥 + 3𝑦 = 3           
𝑥 − 2𝑦 = 5              
3𝑥 + 2𝑦 = 7           

ّٰ

 

𝑨𝑿)كتابة الشكل المصفوفي   .1ّّّّّّٰٰٰٰٰٰ = 𝒃)  لجملة المعادلات الخطية(𝑆6) : 

(𝑆6) ⇔ (
2 3
1 −2
3 2

) (
𝑥
𝑦) = (

3
5
7
 ) ⇔ 𝐴𝑋 = 𝑏 

𝐴 ّٰ: حيث = (
2 3
1 −2
3 2

) , 𝑋 = (
𝑥
𝑦) , 𝑏 = (

3
5
7
 ) 

 

ّٰ: عتماد على رتبة الجملة () بالإ تحويل الجملة لكرامر   .2     

 :)رتبةّٰالمصفوفةّٰهيّٰرتبةّٰالجملة(𝐴ّّّٰٰٰ لنبحثّٰعنّٰرتبةّٰالمصفوفة
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𝐴 أن بما ∈ 𝑀3×2(ℝ )  نّٰفإ𝑟𝑔(𝐴) ≤ 𝑀𝑖𝑛(3,2) = 𝐵ذنّٰلتكنّٰإّّٰٰ،2 = (
2 3
1 −2

)ّٰ

ّٰ:ّٰلدينا بحذفّٰالسطرّٰالثالث،𝐴ّٰمصفوفةّٰمستخرجةّٰمنّٰالمصفوفةّٰ

𝑑𝑒𝑡(𝐵) = |
2 3
1 −2

| = −4 − 3 = −7 ≠ 𝑟𝑔(𝐵)اذنّّٰٰ  0 = 𝑟𝑔(𝐴)ّٰوّٰمنهّّٰٰ  2 =

𝑟𝑔(𝐵) = ّٰ(𝐵ّٰهيّٰرتبةّٰالمصفوفةّٰالمستخرجة𝐴ّّٰٰ)ّٰرتبةّٰالمصفوفة2ّّّٰٰٰ

𝐵𝑋 : (𝑆′6)لجملةّٰكرامرّٰالمكافئةّّٰٰ(𝑆6)ذنّٰتتحولّٰالجملةّٰإ = 𝑏′ّّّٰٰٰبحيثّٰنعتبر𝑥ّّٰٰو𝑦ّّٰٰمجاهيل

ّٰ:ّٰوّٰلديناّّٰٰأساسيةّٰوّٰلاّٰتوجدّٰوسائط

(𝑆′6): 𝐵𝑋 = 𝑏
′ ⇔ (

2 3
1 −2

) (
𝑥
𝑦) = (

3
5
) ⇔ {

2𝑥 + 3𝑦 = 3
𝑥 − 2𝑦 = 5

    

ّٰ:حلهاّٰمعطىّٰبالشكلّٰ

𝑥 =
𝑑𝑒𝑡 (

3 3
5 −2

)

det(𝐵)
=
−6 − 15

−7
= 3 

 𝑦 =
𝑑𝑒𝑡 (

2 3
1 5

)

det (𝐵)
=
10 − 3

−7
= −1  

(3)3ّٰ:ّٰنجدّّٰٰ(𝑆6)للجملةّٰ  فيّٰالمعادلةّٰالثالثة𝑦ّّٰٰو𝑥ّّّٰٰٰنعوضّٰ + 2(−1) = ّٰ(ّٰمحققةّٰ)7ّّٰٰ

𝑆هيّٰالمجموعةّّٰٰ(𝑆6)مجموعةّٰالحلولّٰللجملةّّٰٰبالتاليّٰوّّٰٰ = {(𝑥 = 3 , 𝑦 = −1 )}ّّّّّّٰٰٰٰٰٰ

ّٰ( عدد المعادلات أقل من عدد المجاهيل)ّّّٰٰٰ: 4مثال

                           :ّٰجملةّٰالمعادلاتّٰالخطيةّٰالتاليةلتكنّّٰٰ

  (𝑆7) {
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 0

𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 + 4𝑡 = 0
2𝑥 + 𝑧 − 𝑡 = 0

     

 

𝐴𝑋)ّّٰٰكتابة الشكل المصفوفي .1       = 𝑏)ّّٰٰلجملةّٰالمعادلاتّٰالخطية(𝑆7)ّٰ: 

(𝑆7) ⇔ (
1 1      1      1
1 3      2       4
2 0     1  − 1

)(

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

) = (
0
0
0
 ) ⇔ 𝐴𝑋 = 𝑏 
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𝐴 ّٰ: حيث = (
1 1      1      1
1 3      2       4
2 0     1  − 1

) , 𝑋 = (

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

) , 𝑏 = (
0
0
0
 ) 

ّّٰٰ

ّّّّّّّٰٰٰٰٰٰٰ: عتماد على رتبة الجملة (بالإ ) تحويل الجملة لكرامر . 2      

 :)رتبةّٰالمصفوفةّٰهيّٰرتبةّٰالجملة(𝐴ّّّٰٰٰ لنبحثّٰعنّٰرتبةّٰالمصفوفة

𝐴 أن بما ∈ 𝑀3×4(ℝ)  نّٰفإ𝑟𝑔(𝐴) ≤ 𝑀𝑖𝑛(3,4) = 𝐵4ذنّٰلتكنّٰإ3ّّٰٰ = (
1 1 1
1 3 2
2 0 1

)ّٰ

ّٰ:ّٰوّٰلديناّٰالرابعّّٰٰالعمودبحذف𝐴ّّٰٰمصفوفةّٰمستخرجةّٰمنّٰالمصفوفةّٰ

𝑑𝑒𝑡(𝐵4) = |
1 1 1
1 3 2
2 0 1

| = 2 |
1 1
3 2

| + |
1 1
1 3

| 

= 2(2 − 3) + (3 − 1) = −2 + 2 = 0 

𝐵3 = (
1 1 1
1 3 4
2 0 −1

 :ّٰالثالثّٰوّٰلديناّٰالعمودبحذف𝐴ّّٰٰمصفوفةّٰمستخرجةّٰمنّٰالمصفوفةّّّٰٰٰ(

𝑑𝑒𝑡(𝐵3) = |
1 1 1
1 3 4
2 0 −1

| = 2 |
1 1
3 4

| − |
1 1
1 3

| 

= 2(4 − 3) − (3 − 1) = 2 − 2 = 0 

𝐵2 = (
1 1 1
1 2 4
2 1 −1

ّٰوّٰلديناّّٰٰ الثانيّٰالعمودبحذف𝐴ّّٰٰمصفوفةّٰمستخرجةّٰمنّٰالمصفوفةّّٰٰ(

𝑑𝑒𝑡(𝐵2) = |
1 1 1
1 2 4
2 1 −1

| = 0 

𝐵1 = (
1 1 1
3 2 4
0 1 −1

 :ّٰولّٰوّٰلديناالأّٰالعمودبحذف𝐴ّّٰٰمصفوفةّٰمستخرجةّٰمنّٰالمصفوفةّّٰٰ(
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𝑑𝑒𝑡(𝐵2) = |
1 1 1
1 2 4
2 1 −1

| = 0 

𝐵1 = (
1 1 1
3 2 4
0 1 −1

 :ّٰولّٰوّٰلديناالأّٰالعمودبحذف𝐴ّّٰٰمصفوفةّٰمستخرجةّٰمنّٰالمصفوفةّّٰٰ(

𝑑𝑒𝑡(𝐵1) = |
1 1 1
3 2 4
0 1 −1

| = 0 

3)  وّٰالصنفمنّٰالدرجةّٰأ𝐴ّٰذنّٰجميعّٰالمحدداتّٰالمستخرجةّٰمنّٰمحددّٰإ × معدومةّٰوّٰمنهّٰ (3

𝑟𝑔(𝐴) ≤ 2 ّّّٰٰٰ

𝐶ذنّٰلتكنّٰإ = (
1 1
1 3

بحذفّٰالسطرّٰالثالثّٰوّٰالعمودينّٰالثالثّٰو𝐴ّّٰٰمصفوفةّٰمستخرجةّٰمنّّٰٰ (

ّّٰٰ : الرابعّٰوّٰلدينا

𝑑𝑒𝑡(𝐶) = 𝑑𝑒𝑡 (
1 1
1 3

) = 3 − 1 = 2 ≠ 0   

𝑟𝑔(𝐴)ّٰ  ّٰ)  ّّّٰٰٰسطرّٰالمصفوفةدّٰأ)عدّّّّٰٰٰٰ:ّٰوّٰمنه = 𝑟𝑔(𝐶) = 2ّٰ

′𝐶𝑋 : (𝑆′7)لجملةّٰكرامرّٰالمكافئةّّٰٰ(𝑆7)ذنّٰتتحولّٰالجملةّٰإ = 𝑏′ّّّٰٰٰبحيثّٰنعتبر𝑥ّّّّٰٰٰٰو𝑦ّٰ

 :ّٰوسائطّٰوّٰلديناّٰ ّٰ 𝑧ّٰ,ّٰ𝑡ّٰ ّٰوّٰمجاهيلّٰأساسيةّٰ

(𝑆′7): 𝐶𝑋
′ = 𝑏′ ⇔ (

1 1
1 3

) (
𝑥
𝑦) = (

−z − t
−2z − 4t

) ⇔ {
𝑥 + 𝑦 = −z − t

𝑥 + 3𝑦 = −2z − 4t
    

ّٰ:حلهاّٰمعطىّٰبالشكلّٰ

𝑥 =
𝑑𝑒𝑡 (

−z − t 1
−2z − 4t 3

)

det(𝐶)
=
−3𝑧 − 3𝑡 + 2𝑧 + 4𝑡

2
= −

1

2
𝑧 +

1

2
𝑡   

  𝑦 =
𝑑𝑒𝑡(

1 −z−t
1 −2z−4t

)

det (𝐶)
=
−2𝑧−4𝑡+𝑧+𝑡 

2
= −

1

2
𝑧 −

3

2
𝑡   

2ّٰ:ّٰنجدّٰ  (𝑆5)فيّٰالجملةّّٰٰ (3)فيّٰالمعادلة𝑦ّّّٰٰٰو𝑥ّّّٰٰٰنعوضّٰ (−
1

2
𝑧 +

1

2
𝑡) + 𝑧 − 𝑡 = 0ّّّٰٰٰ

 ّّٰٰ :ّٰهيّٰالمجموعةّٰ(𝑆7)مجموعةّٰالحلولّٰللجملةّّٰٰبالتاليّّّٰٰٰوّّٰٰ(ّٰمحققة)ّٰ
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𝑆 = {(𝑥 = −
1

2
𝑧 +

1

2
𝑡 , 𝑦 = −

1

2
𝑧 −

3

2
𝑡  ) , z, t ∈ ℝ} 

 

 : تحويل غوصبإستعمال  (𝑺𝟏)حل الجملة  . 2-3-2-2

′𝐴)لتكن المصفوفة الموسعة   ∕ 𝑏′)   المصفوفة المكافئة للمصفوفة الموسعة(𝐴 𝑏⁄ بتحويل  (

𝐴)غوص المطبق على  ∕ 𝑏) عندئذ فإن حل الجملة ،(𝑆1)  مكافىء لحل الجملة(𝑆1′)  حيث

𝐴′𝑋 = 𝑏′ ⇔ (𝑆1′) 

 و بالإعتماد على الرتبة، نميز الحالات التالية :

𝒎الحالة :. 1 < 𝒏   أي عدد المعادلات أكبر من عدد المجاهيل 

𝑟𝑔(𝐴)   تأ. إذا كان = 𝑟𝑔(𝐴 𝑏⁄ ) = 𝑚    فإن الجملة(𝑆1)  تملك حلا  وحيدا 

𝑟𝑔(𝐴)  تب. إذا كان = (𝐴 𝑏⁄ ) < 𝑚    فإن الجملة(𝑆1) تملك عدد غير منته من الحلول 

𝑟𝑔(𝐴)     تج. إذا كان ≠ 𝑟𝑔(𝐴 𝑏⁄  لا تملك حلول. (𝑆1)فإن الجملة      (

𝒎.  الحالة :2 > 𝒏  أي عدد المعادلات أقل من عدد المجاهيل 

𝑟𝑔(𝐴) ت أ. إذا كان  = 𝑟𝑔(𝐴 𝑏⁄ ) ≤ 𝑛      فإن الجملة(𝑆1) تملك عدد غير منته من الحلول 

𝑟𝑔(𝐴) ت  ب. إذا كان ≠ 𝑟𝑔(𝐴 𝑏⁄   لا تملك حلول. (𝑆1)فإن الجملة   (

 ( عدد المعادلات أكبر من عدد المجاهيل)  :1مثال

 ّّٰٰ:ّٰجملةّٰالمعادلاتّٰالخطيةّٰالتاليةلتكنّٰ 

ّٰ(𝑆6): {

2𝑥 + 3𝑦 = 3           
𝑥 − 2𝑦 = 5              
3𝑥 + 2𝑦 = 7           

ّٰ

 

𝑨𝑿)كتابة الشكل المصفوفي   .1ّّّّّّٰٰٰٰٰٰ = 𝒃)  لجملة المعادلات الخطية(𝑆4) : 

(𝑆6) ⇔ (
2 3
1 −2
3 2

) (
𝑥
𝑦) = (

3
5
7
 ) ⇔ 𝐴𝑋 = 𝑏 
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𝐴 ّٰ: حيث = (
2 3
1 −2
3 2

) , 𝑋 = (
𝑥
𝑦) , 𝑏 = (

3
5
7
 )  

 : . حل الجملة بإستعمال  تحويل غوص2ّّّّّّٰٰٰٰٰٰ

(𝐴|𝑏) =  (
2 3
1 −2
3 2

 |
3
5
7
 )𝐿3 − 3𝐿2 ↦ 𝐿3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       (

2 3
1 −2
0 8

 |
3
5
−8
 ) 

𝐿2 − 
1

2
𝐿1 ↦ 𝐿2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  
 (

2 3

0
−7
2

0 8

 |

3
7
2
 

−8

)2𝐿2 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (
2 3
0 −7
0 8

 |
3
7
−8
 ) 

 𝐿3 +
8

7
𝐿2 ↦ 𝐿3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
 (
2 3
0 −7
0 0

 |
3
7
0
 ) = (𝐴′|𝑏′)  

𝑟𝑔 (𝐴|𝑏)ّّٰٰ:ّٰذنإ  = 𝑟𝑔(𝐴) = 2 =  اوحيدّٰحلاّٰتملكّٰ(𝑆6)وّٰمنهّٰالجملةّّّّٰٰٰٰعدد المجاهيل  

𝐴′𝑋 ّٰالمكافئةّٰ  للجملةّٰ(𝑆6)تتحولّٰالجملةّٰ = 𝑏′ّٰ

𝐴′𝑋 = 𝑏′  ⇔ (
2 3
0 −7
0 0

)(
 𝑥
𝑦) = (

3
7
0
) ⇔ {

2𝑥 + 3𝑦 = 3
0 − 7𝑦 = 7

  

⇒ 𝑦 = −1, 𝑥 = 3    

𝑆ّّٰٰهيّٰالمجموعةّٰ(𝑆4)مجموعةّٰالحلولّٰللجملةّّٰٰبالتاليّٰوّٰ = {(𝑥 = 3 , 𝑦 = −1 )} 

 (عدد المعادلات أقل من عدد المجاهيل) :2مثال 

ّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّّٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰٰ:ّٰجملةّٰالمعادلاتّٰالخطيةّٰالتاليةلتكنّّٰٰ

  (𝑆7) {
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 0

𝑥 + 3𝑦 + 2𝑧 + 4𝑡 = 0
2𝑥 + 𝑧 − 𝑡 = 0

     

 

𝑨𝑿)كتابة الشكل المصفوفي   .1ّّّّّّٰٰٰٰٰٰ = 𝒃)  لجملة المعادلات الخطية(𝑆7) : 
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(𝑆7) ⇔ (
1 1      1      1
1 3      2       4
2 0     1  − 1

)(

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

) = (
0
0
0
 ) ⇔ 𝐴𝑋 = 𝑏 

𝐴 ّٰ: حيث = (
1 1      1      1
1 3      2       4
2 0     1  − 1

) , 𝑋 = (

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

) , 𝑏 = (
0
0
0
 ) 

 : حل الجملة بإستعمال  تحويل غوص. 2      

(𝐴|𝑏) =  (
1 1      1      1
1 3      2       4
2 0     1  − 1

 |
0
0
0
 ) 

𝐿3 − 2𝐿1 ↦ 𝐿3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗         (
1 1      1      1
1 3        2       4
0 −2    − 1  − 3

 |
0
0
0
 ) 

𝐿2 − 𝐿1 ↦ 𝐿2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   (
1 1      1      1
0 2        1       3
0 −2    − 1  − 3

 |
0
0
0
 ) 

𝐿3 + 𝐿2 ↦ 𝐿3 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (
1 1      1      1
0  2        1       3
0  0       0        0

 |
0
0
0
 ) = (𝐴′|𝑏′)  

𝑟𝑔 (𝐴|𝑏)ّّّّٰٰٰٰ:ّٰذنإ  = 𝑟𝑔(𝐴) = 2 < 4 =  ّٰعدد المجاهيل 

ّٰتملكّٰعددّٰغيرّٰمنتهّٰمنّٰالحلولّٰ(𝑆7)وّٰمنهّٰالجملةّّٰٰ

𝐴′𝑋 ّٰالمكافئةّٰ  للجملةّٰ(𝑆7)تتحولّٰالجملةّٰ = 𝑏′ّّّٰٰٰبحيثّٰنعتبر𝑥ّّٰٰو𝑦ّٰمجاهيلّٰأساسيةّّٰٰو ّٰ𝑧ّٰ,ّٰ𝑡 

ّٰ:ّٰوسائطّٰوّٰلديناّٰ ّٰ

𝐴′𝑋 = 𝑏′  ⇔ (
1 1      1      1
0  2        1       3
0  0       0        0

)(

 𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

) = (
0
0
0
) 

⇔ {
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 𝑡 = 0
0 + 2𝑦 + 𝑧 + 3𝑡 = 0

 ⇒ {
𝑥 + 𝑦 = −𝑧 − 𝑡 
2𝑦 = −𝑧 − 3𝑡 

    

𝑦ّٰ:ّٰبحلّٰالجملةّٰنجد = −
1

2
𝑧 −

3

2
𝑡ّّّّّّّٰٰٰٰٰٰٰو𝑥 = −

1

2
𝑧 +

1

2
𝑡 
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ّّّٰٰٰ :ّٰهيّٰالمجموعةّٰ(𝑆7)وّٰمنهّٰمجموعةّٰالحلولّٰللجملةّٰ

ّٰ𝑆 = {(𝑥 = −
1

2
𝑧 +

1

2
𝑡 , 𝑦 = −

1

2
𝑧 −

3

2
𝑡  ) , z, t ∈ ℝ} 
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   :ثالثالفصل ال
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64 
 

و  ،ℝمجال محدود و مغلق )متراص( من  [𝑎   𝑏]   ليكن قابلية التكامل بمفهوم ريمان:. 3-1

 .  [𝑎   𝑏] دالة حقيقية معرفة و محدودة على المجال 𝑓لتكن 

𝑑𝑛   نقول عن تجزئة :1تعريف = {𝑎 = 𝑥0, … , 𝑥𝑛 = 𝑏}  للمجال[𝑎   𝑏] ،إذا  أنها منتظمة

كان طول جميع مجالاتها هو 
𝑏−𝑎

𝑛
𝑖∀ أي   = 0,1,… , 𝑛: 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 =

𝑏−𝑎

𝑛
     

  :بفرض أن 

∀𝑖 = 1,… , 𝑛: 𝑚𝑖 = inf
𝑥𝑖−1≤𝑥≤𝑥𝑖

(𝑓(𝑥)) ,𝑀𝑖 = sup
𝑥𝑖−1≤𝑥≤𝑥𝑖

(𝑓(𝑥)) 

 العدد الحقيقي  ،𝑑𝑛و التقسيم  𝑓داربو الأسفل المتصل بالدالة نسمي مجموع   :2تعريف

𝑠𝑛(𝑓) = 𝑠(𝑓, 𝑑𝑛) = ∑ 𝑚𝑖( 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) =
𝑏−𝑎

𝑛
∑ 𝑚𝑖   
𝑛
𝑖=0  𝑛

𝑖=1  

 العدد الحقيقي  ،𝑑𝑛و التقسيم  𝑓نسمي مجموع داربو الأعلى المتصل بالدالة  -

𝑆𝑛(𝑓) = 𝑆(𝑓, 𝑑𝑛) = ∑ 𝑀𝑖( 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) =
𝑏−𝑎

𝑛
∑ 𝑀𝑖   
𝑛
𝑖=0  𝑛

𝑖=1  

 لدينا:و  متتالية متناقصة  𝑆𝑛(𝑓) متتالية متزايدة ،  𝑠𝑛(𝑓) :ملاحظة

∀𝑛 ≥ 1: 𝑠𝑛(𝑓) ≤ 𝑆𝑛(𝑓)    

  متتاليتين متقاربتين.      𝑆𝑛(𝑓)و   𝑠𝑛(𝑓)  :و منه نستنتج أن

 كان لدينا  إذا [𝑎   𝑏 ]إنها قابلة للتكامل بمفهوم ريمان على المجال  𝑓نقول عن الدالة  :3تعريف

 lim
𝑛→+∞

𝑠𝑛(𝑓) = lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛(𝑓)   و تشكل النهاية المشتركة للنهايتين, تكامل𝑓 على المجال 

[ 𝑎   𝑏]  و نكتب: 

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛(𝑓) = lim
𝑛→+∞

𝑠𝑛(𝑓)  

أثبت أن الدالة  :1مثال
 𝑓:ℝ→ℝ                       

𝑥→𝑓(𝑥)=𝑥2
 [1     0]قابلة للتكامل بمفهوم ريمان على المجال   

𝑥𝑖معرفة بالشكل  [1   0]التجزئة المنتظمة للمجال    = 𝑎 + 𝑖
𝑏−𝑎

𝑛
=
𝑖

𝑛
 أي    

𝑎 = 𝑥0 = 0, 𝑥1 =
1

𝑛
,… , 𝑥𝑛 =

𝑛

𝑛
= 1 = 𝑏 
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 إذن  

 𝑓(𝑥0) = 𝑓(0) = 0, 𝑓(𝑥1) = 𝑓 (
1

𝑛
) =

1

𝑛2
, … . , 𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(1) = 1  

 فإن [1     0]متزايدة على المجال  دالة  𝑓بما أن 

𝑚0 = 𝑖𝑛𝑓
0<𝑥<

1
𝑛

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) = 0,𝑚1 = 𝑖𝑛𝑓
 
1
𝑛<𝑥<

2
𝑛

𝑓(𝑥) = 𝑓 ( 
1

𝑛
) =

1

𝑛2
, …… 

. . , 𝑚𝑖 = 𝑖𝑛𝑓
   
𝑖
𝑛<𝑥<

𝑖+1
𝑛

𝑓(𝑥) = 𝑓 (
𝑖

𝑛
) = (

𝑖

𝑛
)
2

  

 و من جهة أخرى لدينا: 

𝑀0 = 𝑠𝑢𝑝
0<𝑥<

1
𝑛

𝑓(𝑥) = 𝑓 (
1

𝑛
) = (

1

𝑛
)
2

, 𝑀1 = 𝑠𝑢𝑝
 
1
𝑛<𝑥<

2
𝑛

𝑓(𝑥) = 𝑓 ( 
2

𝑛
) = (

2

𝑛 
)2, … 

… ,𝑀𝑖 =  𝑠𝑢𝑝
   
𝑖
𝑛<𝑥<

𝑖+1
𝑛

𝑓(𝑥) = 𝑓 (
𝑖 + 1

𝑛
) = (

𝑖 + 1

𝑛
)
2

 

  و منه لدينا: 

𝑠𝑛(𝑓) = 𝑠(𝑓, 𝑑𝑛) =
𝑏−𝑎

𝑛
∑ 𝑚𝑖
𝑛−1
𝑖=0 =

1

𝑛
∑

𝑖2

𝑛2
 𝑛−1

𝑖=0 =
1

6𝑛3
 𝑛(𝑛 − 1)(2𝑛 − 1)  

𝑆𝑛(𝑓) = 𝑆(𝑓, 𝑑𝑛) =
1

𝑛
∑ 𝑀𝑖
𝑛−1
𝑖=0 =

1

𝑛
∑

(𝑖+1)2

𝑛2
 𝑛−1

𝑖=0 =
1

6𝑛3
 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)  

 :نجد أن

  lim
𝑛→+∞

𝑠𝑛(𝑓)  = lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛(𝑓) = lim
𝑛→+∞

2

6𝑛3
=
1

3
 

   

∫و لدينا  ،[1     0]قابلة للتكامل بمفهوم ريمان على المجال  𝑓  بالتالي و  𝑥2𝑑𝑥
1

0 
=
1

3
    

 :2مثال

𝑓(𝑥)  الدالة  = {
1     𝑥 ∈ ℚ
0    𝑥 ∉ ℚ

 نلأ [1   0]غير قابلة للتكامل بمفهوم ريمان على المجال  

 ∀𝑖 = 0,1,… , 𝑛 − 1;𝑚𝑖 = 0, 𝑀𝑖 = 𝑆𝑛(𝑓)و منه  ،   1 = 𝑠𝑛(𝑓)و   1 = 0 
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قابلة للتكامل بمفهوم ريمان   ℝمن  [𝑎   𝑏]مستمرة على المجال   𝑓كل دالة حقيقية  :1قضية

 على هذا المجال.

قابلة للتكامل بمفهوم ريمان على   ℝمن  [𝑎   𝑏 ]رتيبة على المجال  𝑓كل دالة حقيقية  :2قضية 

 هذا المجال.

 و لتكن  ،[𝑎   𝑏]معرفة و محدودة على المجال  دالة 𝑓لتكن  مجاميع ريمان:

𝑑 = (𝑥𝑖)0≤𝑖≤𝑛   تجزئة منتظمة للمجال[𝑎   𝑏]   أي نقسم المجال[𝑎   𝑏]  إلى𝑛  مجال

𝑥𝑖متساوي بواسطة النقاط  = 𝑎 + 𝑖
(𝑏−𝑎)

𝑛
,   𝑖 = 0,1,2,… , 𝑛   فنحصل على المستطيلات

𝑘∀التي عرضها   = 0,1, … , 𝑛 − 1; 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘 =
(𝑏−𝑎)

𝑛
و أطوالها هي الإرتفاعات   

𝑓(𝑥0), 𝑓(𝑥1),… , 𝑓(𝑥𝑛−1)  

المجموع    و للتجزئة 𝑓المرافق للتابع    𝑅𝑛  زنسمي مجموع ريمان و نرمز له بالرم تعريف:

 :التالي

 𝑅𝑛(𝑑) = ∑ (𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘)𝑓(𝑥𝑘)
𝑛−1
𝑘=0 =

(𝑏−𝑎)

𝑛
∑ 𝑓(𝑥𝑘)
𝑛−1
𝑘=0 

 حسب ريمان لدينا  ،[𝑎   𝑏 ]معرفة و محدودة وقابلة للتكامل على المجال  دالة 𝑓لتكن  نتيجة: 

   ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞

(𝑏−𝑎)

𝑛
∑ 𝑓(𝑥𝑘)
𝑛−1
𝑘=0 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

(𝑏 − 𝑎)

𝑛
∑𝑓(𝑎 + 𝑘

(𝑏 − 𝑎)

𝑛
)

𝑛−1

𝑘=0

  

 ملاحظات:

∫  إن العدد .1 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
و كذلك لا يتغير بتغير قيم الدالة عند عدد  ،𝑑غير مرتبط بالتقسيم   

  .غير منته من النقاط 

∫   في الترميز 𝑥إن المتغير  .2 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
 𝑥متغير "أصم" بمعنى أنه يمكن تعويض الحرف  

∫بأي حرف أخر أي    𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑏

𝑎 
= ⋯ 

∫إصطلاحا  نضع .3 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
= −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏 
, ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑎 
= 0   
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  خواص:

 لدينا ،[𝑎   𝑏]دالتين مستمرتين على المجال   𝑔و  𝑓لتكن 

1  . ∫ (𝑓 + 𝑔)(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎 

𝑏

𝑎 
 

2  .  ∀𝜆 ∈ ℝ:∫ 𝜆𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
= 𝜆 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎 
  

3 .  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑏 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑎 
= 

 4 . 𝑓 ≤ 𝑔 ⟹ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎 
 

5 . ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
= 0⟹ 𝑓(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎     𝑏]  

 محدودالالتكامل غير  .3-2

 :الأصليةالبحث عن الدوال 

:𝑓لتكن  :1تعريف 𝐼 → ℝ     دالة معرفة على مجال كيفي𝐼   منℝ نسمي دالة أصلة للدالة ،𝑓 

𝐹 دالة  كل ∶ 𝐼 → ℝ   معرفة و قابلة للإشتقاق على المجال𝐼  منℝ ،  تحققو 

 ∀𝑥 ∈ 𝐼: 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) .  

 أمثلة: 

 1.     𝐹 ∶ 𝑥 → 𝑥2    دالة أصلية للدالة𝑓: 𝑥 → 2𝑥   علىℝ.   

2.    𝐹 ∶ 𝑥 → 𝑥2 + :𝑓أيضا دالة أصلية للدالة     1 𝑥 → 2𝑥   علىℝ  . 

3 .𝐹 ∶ 𝑥 → 𝑐𝑜𝑠(𝑥)    دالة أصلية للدالة𝑓: 𝑥 → 𝑠𝑖𝑛(𝑥)  علىℝ. 

 الدالة الأصلية ليست وحيدة   ملاحظة:

𝐹   فإن  𝑓دالتين أصليتين للدالة  𝐺 و  𝐹 إذا كانت نظرية: − 𝐺 =  ثابت

:𝐹 إذا كانت نتيجة: 𝐼 → ℝ  دالة أصلية للدالة𝑓: 𝐼 → ℝ  فإن الدوال من الشكل 

  𝐹(𝑥) + 𝑐  هي كذلك دوال أصلية للدالة𝑓  حيث𝑐 .ثابت حقيقي 
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:𝑓 للدالةتكامل غير محدود  نسمي :2تعريف 𝐼 → ℝ  و نرمز له بالرمز∫𝑓(𝑥)   كل دالة من ،

𝐹(𝑥)الشكل  + 𝑐  و نكتب∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝑐 

∫التكاملين   ملاحظة: 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
∫ليس لهما نفس المعنى، التكامل   𝑓(𝑥)𝑑𝑥∫و   𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎 
 

 هو عبارة عن دالة. 𝑓(𝑥)𝑑𝑥∫هو عدد حقيقي أما التكامل 

 على الترتيب، إذن الدوال  𝑔و    𝑓دالتين أصليتين للدالتين  𝐺و    𝐹لتكن  خواص أساسية:

𝑓 + 𝑔, 𝛼𝑓    (𝛼 ∈ ℝ ), 𝑓𝐺 + 𝐹𝑔,
𝑓𝐺 − 𝐹𝑔

𝐺2
   (𝐺 ≠ 0) 

 تقبل دوال أصلية و لدينا:

1  .∫(𝑓 + 𝑔)(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐺(𝑥) 

2  .∫(𝛼𝑓)(𝑥)𝑑𝑥  = 𝛼𝐹(𝑥) 

3.  ∫(𝑓𝐺 + 𝐹𝑔)(𝑥)𝑑𝑥  = (𝐹 × 𝐺)(𝑥)  

4.  ∫(
𝑓𝐺−𝐹𝑔

𝐺2
)(𝑥)𝑑𝑥  = (

𝐹

𝐺
)(𝑥) 

:𝐹 مثال: 𝑥 → 𝑥2    دالة أصلية للدالة𝑓: 𝑥 → 2𝑥   علىℝ   و𝐺 ∶ 𝑥 → 𝑥3  دالة أصلية

:𝑔للدالة    𝑥 → 3𝑥2   علىℝ لدينا:، إذن 

𝐹 + 𝐺: 𝑥 → 𝑥2 + 𝑥3     دالة أصلية للدالة𝑓 + 𝑔: 𝑥 → 2𝑥 + 3𝑥2   علىℝ، 

𝐹 × 𝐺: 𝑥 → 𝑥5      دالة أصلية للدالة𝑓 × 𝑔: 𝑥 → 5𝑥4   علىℝ، 

𝐹

𝐺
: 𝑥 →

𝑥2

𝑥3
=
1

𝑥
دالة أصلية للدالة      

𝑓𝐺−𝐹𝑔

𝐺2
: 𝑥 →

2𝑥4−3𝑥4

𝑥6
= −

1

𝑥2
 .∗ℝعلى   

 . التكامل المحدود:3-3

   دالة أصلية لها على المجال   𝐹، و لتكن ℝمن [𝑎   𝑏] دالة معرفة على مجال     𝑓لتكن

 [𝑎   𝑏] . 

𝐹(𝑏)العدد الحقيقي  𝑏و  𝑎بين   𝑓نسمي تكامل محدود للدالة  − 𝐹(𝑎) رمز ، و نرمز له بال 

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
∫   و نكتب :   𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎 
= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 
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 ملاحظات:

∫  في الترميز 𝑥أ. إن المتغير   𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
 𝑥متغير "أصم" بمعنى أنه يمكن تعويض الحرف   

∫   :بأي حرف أخر أي 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
= ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑏

𝑎 
= ⋯  

∫إصطلاحا  نضعب.  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
= −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑏 
, ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑎

𝑎 
= 0   

 خواص:

 ، لدينا[ 𝑎   𝑏 ]دالتين مستمرتين على المجال  𝑔و  𝑓لتكن  

∫أ.    (𝑓 + 𝑔)(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎 

𝑏

𝑎 
 

𝜆∀   ب. ∈ ℝ:∫ 𝜆𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
= 𝜆 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎 
  

∫   ج. 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑏 
 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑐

𝑎 
= 

𝑓.  د  ≤ 𝑔 ⟹ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎 
 

∫.  و 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎 
= 0⟹ 𝑓(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ [𝑎     𝑏] 

 التكامل:طرق حساب  .3-4

 مشتقة دالة معروفة. 𝑓بسهولة إذا كانت الدالة  𝑓يمكن إيجاد دالة أصلية للدالة  الطرق العامة: 

 أمثلة:

   ∫ cos(𝑥)𝑑𝑥 = sin(𝑥) + 𝑘, ∫ sin(𝑥)𝑑𝑥 = −cos(𝑥) + 𝑘  

∫𝑥𝑛 𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛+1
+ k, ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 , ∫

1

1+𝑥2
𝑑𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥) + 𝑘    

∫ 𝑐ℎ(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑠ℎ(𝑥) + 𝑘, ∫ 𝑠ℎ(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑐ℎ(𝑥) + 𝑘, ∫ 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑘  

∫
1

√1−𝑥2
 𝑑𝑥 = arcsin(𝑥) + 𝑘, ∫

−1

√1−𝑥2
 𝑑𝑥 = arccos(𝑥) + 𝑘  

∫
1

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
𝑑𝑥  = 𝑡𝑔(𝑥) + 𝑘, ∫

1

𝑐ℎ2(𝑥)
𝑑𝑥 = 𝑡ℎ(𝑥) + 𝑘  
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∫
𝐴

𝑥−𝑎
𝑑𝑥 = 𝐴𝑙𝑛|𝑥 − 𝑎| + 𝑘, ∫

𝐴

(𝑥−𝑎)𝑛
𝑑𝑥 =

𝐴

(1−𝑛)(𝑥−𝑎)𝑛−1
+ 𝑘   

 .ℝإختياري من  𝑘في كل مرة يكون الثابت 

:𝜑، و ℝمن  𝐼دالة معرفة على مجال  𝑓لتكن  : المتغيرطريقة تبديل  𝐼 ↦ 𝐽      تقابل مستمر و

 .𝐼قابل للاشتقاق على المجال 

𝑥بوضع  = 𝜑(𝑡)  1فنجد. 𝑑𝑥 = 𝜑′(𝑡)𝑑𝑡 و منه نجد العلاقة 

  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =∫𝑓(𝜑(𝑡))𝜑′(𝑡) 𝑑𝑡  

𝐼أحسب التكامل    :1مثال = ∫𝑥√𝑥 − 1𝑑𝑥  

𝑡 نضع   = √𝑥 − 𝑡2أي 1 = 𝑥 − 𝑑𝑥و منه   1 = 2𝑡𝑑𝑡 ، بتعويض في التكامل نجد 

𝐼 = ∫(1 + 𝑡2)𝑡 (2𝑡)𝑑𝑡 = ∫2𝑡2𝑑𝑡 + ∫2𝑡4𝑑𝑡 =
2

3
𝑡3 +

2

5
𝑡5 + 𝑐; 𝑐 ∈ ℝ   

𝐼 =
2

3
(√𝑥 − 1)3 +

2

5
(√𝑥 − 1)5 + 𝑐; 𝑐 ∈ ℝ   

𝐼  أحسب التكامل :2مثال = ∫ 𝑐𝑜𝑠3(𝑥)𝑑𝑥
𝜋

2
0

 

  قبل تغير المتغير لدينا  

𝐼 = ∫ 𝑐𝑜𝑠3(𝑥)𝑑𝑥

𝜋
2

0

= 

∫ 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) cos(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ (1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥)) cos(𝑥)𝑑𝑥
𝜋

2
0

𝜋

2
0

    

𝑡 نضع  = sin(𝑥) أي𝑑𝑡 = cos (𝑥)𝑑𝑥 ،   لدينا من أجل𝑥 = 𝑡فإن  0 = sin(0) = 0  

𝑥و من أجل  =
𝜋

2
𝑡فإن     = sin (

𝜋

2
) = 1 

 :  بتعويض في التكامل نجد 

𝐼 = ∫  (1 − 𝑡2)dt =
1

0

[ 𝑡]0
1 −

1

3
[𝑡3]0

1 = 1 −
1

3
=
2

3
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 فإن [𝑎  𝑏] دالتين قابلتين للإشتقاق بإستمرار على المجال  𝑔و  𝑓لتكن  التكامل بالتجزئة:

∫ 𝑓(𝑥)𝑔′(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=  [𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)]𝑎
𝑏 −∫ 𝑓′(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

  

𝑓𝑑𝑔∫ في الحالة العامة لدينا :    = 𝑓𝑔 − ∫𝑔𝑑𝑓 ∫     أو      𝑔𝑑𝑓 = 𝑓𝑔 − ∫𝑓𝑑𝑔 

𝐼 أحسب التكامل  :1مثال = ∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥    

𝑑𝑓(𝑥)نضع  = 1. 𝑑𝑥  و منه𝑓(𝑥) = 𝑥  و𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥  و منه𝑑𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

𝐼 = ∫𝑓𝑑𝑔 = 𝑥𝑒𝑥 −∫𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 = 𝑒𝑥(𝑥 − 1) + 𝑐  

𝐼 أحسب التكامل :2مثال  = ∫ 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥
𝜋

0
 

𝑔(𝑥)  نضع = 𝑥    و منه𝑑𝑔(𝑥) = 1. 𝑑𝑥   ،نضع كذلك   و𝑑𝑓(𝑥) = cos (𝑥)  و منه

𝑓(𝑥) = sin(𝑥)𝑑𝑥،  إذن نجد 

𝐼 =  ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥) = [𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑥)]0
𝜋⏟      

=0

− ∫ sin(𝑥)𝑑𝑥 =  [𝑐𝑜𝑥(𝑥)]0
𝜋 

𝜋

0

𝜋

0
= −2     

 :لدوال الناطقةتكامل ا .3-5

نسمي كسرا ناطقا كل عبارة من الشكل  تعريف:
 𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 . ℝ[𝑥]كثيري حدود من  𝑃 ،𝑄حيث  

 إن مكاملة الدوال الكسرية الناطقة 
 𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
يعتمد أساسا على تفكيك الكسور الى عناصر بسيطة من  

الشكل     
𝒂

(𝑥−𝑏)𝑛
و      

𝑎𝑥+𝑏

(𝒙𝟐+𝜶𝒙+𝜷)
𝒎  حيث𝑎،b  ،  𝛂  و𝛃  عناصر منℝ  و𝑛، 𝑚  منℤ. 

 تفكيك الكسور:  

أكبرّٰمنّٰأوّٰتساويّٰدرجةّٰالمقام،ّٰعندئذ،ّٰنقومّٰبإجراءّٰالقسمةّّٰٰ𝑃(𝑥)إذاّٰكانتّٰدرجةّٰالبسطّٰ أولا:

وّٰليكنّٰباقيّٰالقسمةّّٰٰ𝑀(𝑥)سنحصلّٰعلىّٰحاصلّٰالقسمةّٰوّٰليكنّّٰٰ𝑄(𝑥)علىّّّٰٰٰ𝑃(𝑥)الإقليديةّٰلّٰ

𝑅(𝑥)ّّٰٰوّٰبالتالي
 𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
يكتبّٰبالشكل:ّّّٰٰٰ

 𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
= 𝑀(𝑥) +

 𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
 

𝑄(𝑥)ّٰ.       .(𝑑𝑒𝑔 (𝑅)ّٰأقلّٰتماماّٰمنّٰدرجةّٰ𝑅(𝑥)حيثّٰدرجةّٰ < 𝑑𝑒𝑔 (𝑄)) 
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في هذه الحالة نفكك الكسر  
 𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
 الى كسور جزئية.  

نقوم بتفكيك  ثانيا:
 𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
𝑎𝑥الى كثيرات حدود خطية من الشكل  𝑄(𝑥)يعني تفكيك المقام   + 𝑏  

𝑎𝑥2أو تربيعية من الشكل  + 𝑏𝑥 + 𝑐 تكرار كل واحدة منهما إلى  مع إحتمال𝑛  من مرات أي

𝑎𝑥)تصبح من الشكل  + 𝑏)𝑛  أو(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑛  حيثℕ∗∈𝑛 . 

ّٰهناكّٰأربعةّٰحالات:

𝑄(𝑥)  الحالة الأولى:   = (𝑎1𝑥 + 𝑏1)( 2𝑥 + 𝑏2)… (𝑎𝑛𝑥 + 𝑏𝑛) 

ّّّٰٰٰعندئذّٰيكتبّٰالكسرّٰعلىّٰالشكل:

 𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

 𝐴1
𝑎1𝑥 + 𝑏1

+
 𝐴2

𝑎2𝑥 + 𝑏2
+⋯+

𝐴𝑛
𝑎𝑛𝑥 + 𝑏𝑛

 

𝑄(𝑥)ّّّٰٰٰالحالة الثانية: = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛 

ّٰعندئذّٰيكتبّٰالكسرّٰعلىّٰالشكل:

 𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

 𝐴1
𝑎𝑥 + 𝑏

+
 𝐴2

(𝑎𝑥 + 𝑏)2
+⋯+

𝐴𝑛
(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛

 

ّّٰٰ  الحالة الثالثة:

𝑄(𝑥) = (𝑎1𝑥
2 + 𝑏1𝑥 + 𝑐1)(𝑎2𝑥

2 + 𝑏2𝑥 + 𝑐2)… (𝑎𝑛𝑥
2 + 𝑏𝑛𝑥 + 𝑐𝑛) 

ّٰعندئذّٰيكتبّٰالكسرّٰعلىّٰالشكل:

 𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

 𝐴1𝑥 + 𝐵1
𝑎1𝑥

2 + 𝑏1𝑥 + 𝑐1
+

 𝐴2𝑥 + 𝐵2
𝑎2𝑥

2 + 𝑏2𝑥 + 𝑐2
+⋯+

𝐴𝑛𝑥 + 𝐵𝑛
𝑎𝑛𝑥

2 + 𝑏𝑛𝑥 + 𝑐𝑛
 

𝑄(𝑥)    الحالة الرابعة: =   (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) 

ّٰ: عندئذّٰيكتبّٰالكسرّٰعلىّٰالشكل

 𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
=

 𝐴1𝑥 + 𝐵1
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

+
 𝐴2𝑥 + 𝐵2

(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)2
+⋯+

𝐴𝑛𝑥 + 𝐵𝑛
(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑛
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𝑄(𝑥) نفرضّٰأنّٰ خلاصة: = (𝑥 − 𝛼)𝑛(𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏)𝑚     

 عندئذّٰيكتبّٰالكسرّٰ
 𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
ّٰعلىّٰالشكل: 

 𝑅(𝑥)

𝑄(𝑥)
=∑

𝛽𝑖
(𝑥 − 𝛼)𝑖

𝑛

𝑖=1

+∑
𝐴𝑖𝑥 + 𝐵𝑖

(𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏)𝑖

𝑚

𝑖=1

   

𝛽𝑖،حيثّٰ  ّٰ  𝐴𝑖  يتمّٰتعينهمّٰبالمطابقة.ℝّّٰٰعناصرّٰمن𝐵𝑖ّٰ  و 

ّٰالدوال الأصلية للكسور الناطقة: 

   ّٰليكن
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
ّّٰٰ،ّٰلقدّٰرأيناّٰسابقاّٰأنℝناطقاّٰمعاملاتهّٰفيّّٰٰكسرا 

𝑃(𝑥)

Q(x)
علىّٰشكلℝّّٰٰيفككّٰفيّٰ ّّٰٰ

ّٰ: مجموعّٰدوالّٰعلىّٰالنحوّٰالتالي

ّٰ.ّٰدالةّٰعلىّٰشكلّٰكثيرّٰحدودأ

.ّٰكسورّٰناطقةّٰمنّٰالشكل:ّٰب
𝐴

(𝑥−𝑎)𝑛
ّٰ

.ّٰكسورّٰناطقةّٰمنّٰالشكل:ّٰج
𝐴𝑥+𝐵

(𝑥2+𝑎𝑥+𝑏)𝑛
 

ّٰ وّٰبالتاليّٰفإنّٰحسابّٰدالةّٰأصليةّٰللكسر
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
يقودناّٰبالتأكيدّٰلحسابّٰالدوالّٰالأصليةّٰالتيّٰهيّّٰٰ ّّٰٰ

ّٰ(ّٰالسابقة.ج(ّٰوّٰب(،ّٰأمنّٰالشكلّٰ

ّٰ.𝑛ّّٰٰكثيرّٰحدودّٰمنّٰالدرجة𝑃𝑛ّٰ  ّّٰٰحيث𝑷𝒏(𝒙)𝒅𝒙ّّٰٰ∫ّٰحساب تكامل من الشكل:  .أ

∫𝑃𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = ∫(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛)𝑑𝑥 

= 𝑎0𝑥 +
𝑎1
2
𝑥2 +

𝑎2
3
𝑥3 +⋯+

𝑎𝑛
𝑛 + 1

𝑥𝑛+1 + 𝑐  

∫   تكامل من الشكل: حسابّٰ.ّٰب
𝑨

(𝒙−𝒂)𝒏
𝒅𝒙  ّّٰٰ  

𝑛 = 1 ⇒ ∫
𝐴

𝑥 − 𝑎
𝑑𝑥 = 𝐴𝑙𝑛(|𝑥 − 𝑎|) + 𝑐,   𝑐 ∈ ℝ 
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𝑛 ≥ 2 ⇒ ∫
𝐴

(𝑥 − 𝑎)𝑛
𝑑𝑥 =

𝐴

(−𝑛 + 1)(𝑥 − 𝑎)𝑛−1
+ 𝑐,   𝑐 ∈ ℝ 

 

∫  حساب تكامل من الشكل:ّٰ.ج
𝑨𝒙+𝑩

(𝒂𝒙𝟐𝒃𝒙+𝒄)
𝒏𝒅𝒙 

∫  الشكل أولا لنحسب التكامل من 
𝟏

𝒂𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝒄
𝒅𝒙   

𝑎𝑥2 القانوني: نكتب المقام على الشكل + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎 [(𝑥 +
𝑏

2𝑎
)
2
− ( 

𝑏2−4𝑎𝑐

4𝑎2
)]  

𝑢 :نضع = 𝑥 +
𝑏

2𝑎
𝑙و      =

𝑏2−4𝑎𝑐

4𝑎2
=

∆

4𝑎
 إذن لدينا ثلاث حالات: ، 

1  . ∆=  نتحصل على تكامل بسيط    في هذه الحالة ،0

∫
1

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑎𝑢2
𝑑𝑢 = −

1

𝑎𝑢
= −

1

𝑎(𝑥 +
𝑏
2𝑎
)
+ 𝐶  

 2 .∆ > 𝑘2في هذه الحالة نضع   ، 0 = 𝑙:فيصبح لدينا ، 

∫
1

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥 =

1

𝑎
∫

1

𝑢2−𝑘2
𝑑𝑢 =

−1

2𝑎𝑘
∫(

1

𝑢+𝑘
−

1

𝑢−𝑘
)𝑑𝑢 =

−1

2𝑎𝑘
𝑙𝑛 |

𝑢+𝑘

𝑢−𝑘
| + 𝐶    

    

 3 .∆< 𝑘2،  في هذه الحالة نضع 0 = −𝑙فيصبح لدينا ، :  

∫
1

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥 =

1

𝑎
∫

1

𝑢2+𝑘2
𝑑𝑢 =

1

𝑎𝑘2
∫

1

1+(
𝑢

𝑘
)2
𝑑𝑢 =

1

𝑎𝑘2
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑢

𝑘
) + 𝐶    

     

∫أحسب التكامل التالي    :مثال
1

𝑥2+2𝑥+3
𝑑𝑥   

∫
1

𝑥2+2𝑥+3
𝑑𝑥 = ∫

1

 2+(𝑥+1)2
𝑑𝑥 =

1

2
∫

𝑑𝑥

1+(
𝑥+1

√2
)

  

𝑡نضع  =
𝑥+1

√2
𝑑𝑥و منه    = √2𝑑𝑡 ← 𝑑𝑡 =

𝑑𝑥

√2
 إذن  

∫
1

𝑥2+2𝑥+3
𝑑𝑥 =

√2

2
∫

𝑑𝑡

1+𝑡2
=
√2

2
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) + 𝐶 =

√2

2
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑥+1

√2
) + 𝐶   
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∫ :الشكل ثانيا لنحسب التكامل من 
𝒎𝒙+𝒏

𝒂𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝒄
𝒅𝒙 

𝑚𝑥 :نستخرج مشتق المقام في البسط  أي + 𝑛 =
𝑚

2𝑎
(2𝑎𝑥 + 𝑏⏟    

مشتق المقام

)+ 𝑛 −
𝑚𝑏

2𝑎
 نجدو منه  ، 

∫
𝑚𝑥+𝑛

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥 =

𝑚

2𝑎
 ∫

2𝑎𝑥+𝑏

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐⏟      
𝐼1

+ (𝑛 −
𝑚𝑏

2𝑎
)∫

1

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥⏟        

𝐼2

   

𝐼1إرجع إلى الشكل الأول و لدينا:   𝐼2منه لحساب  و = 𝑙𝑛|𝑎𝑥
2 + 𝑏𝑥 + 𝑐| 

∫  أحسب التكامل التالي   :مثال
𝑥+2
2+2𝑥+3

𝑑𝑥   

∫
𝑥 + 2

𝑥2 + 2𝑥 + 3
𝑑𝑥 =

1

2
∫

2𝑥 + 2

𝑥2 + 2𝑥 + 3
𝑑𝑥 +∫

1

𝑥2 + 2𝑥 + 3
𝑑𝑥   

=
1

2
𝑙𝑛|𝑥2 + 2𝑥 + 3| +

√2

2
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑥 + 1

√2
) + 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ 

𝑰 نرجع لحساب التكامل :  = ∫
𝑨𝒙+𝑩

(𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝒄)
𝒏𝒅𝒙  حيث 𝒏 ≥ 𝟐 

>∆)  نكتب المقام على الشكل 0)     : 

  𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = [(𝑥 +
𝑏

2
)
2

+ (𝑐 −
𝑏2

4
)] = 𝑡2 + 𝑘2 

𝑡حيث  = 𝑥 +
𝑏

2
 ,  𝑘2 = 𝑐 −

𝑏2

4
     

 :  يصبح على الشكل     𝐼 التكامل إذن

𝐼 = ∫
𝐴𝑥 + 𝐵

(𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑛
𝑑𝑥 = ∫

𝐴𝑡 −
𝐴𝑏
2
+ 𝐵

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛
𝑑𝑡 = ∫

𝐴𝑡 + ℎ

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛
𝑑𝑡 

= 𝐴∫
𝑡 

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛
𝑑𝑡 + ℎ∫

1

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛
𝑑𝑡 = 𝐼𝑛 + 𝐽𝑛 



76 
 

𝐼𝑛     حيث = 𝐴∫
𝑡 

(𝑡2+𝑘2)𝑛
   ،𝐽𝑛 = ℎ∫

1

(𝑡2+𝑘2)𝑛
𝑑𝑡     وℎ = −

𝐴𝑏

2
+ 𝐵 

𝑦   نضع  𝐼𝑛 حسابل = 𝑡2 + 𝑘2 فيكون 𝑑𝑦 = 2𝑡𝑑𝑡   و بالتالي 

𝐼𝑛 = 𝐴∫
𝑡 

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛
𝑑𝑡 =

𝐴

2
∫
1 

𝑦𝑛
𝑑𝑡 =

𝐴

2(1 − 𝑛)
 𝑦1−𝑛 

=
𝐴

2(1 − 𝑛)
 (𝑡2 + 𝑘2)1−𝑛 + 𝑐 

 نكامل بالتجزئة فنحصل على:   𝐽𝑛و لحساب التكامل 

𝐽𝑛 = ℎ∫
1

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛
𝑑𝑡 =

ℎ𝑡

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛
+ ℎ2𝑛∫

𝑡2

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛+1
𝑑𝑡  

=
ℎ𝑡

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛
+ ℎ2𝑛∫

𝑡2 + 𝑘2 − 𝑘2

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛+1
𝑑𝑡 

=
ℎ𝑡

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛
+  2𝑛∫

ℎ

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛 
𝑑𝑡 − 2𝑛𝑘2∫

ℎ

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛+1
𝑑𝑡  

=
ℎ𝑡

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛
+ 2𝑛𝐽𝑛 − 2𝑛𝑘

2𝐽𝑛+1 

 و بالتالي نجد: 

2𝑛𝑘2𝐽𝑛+1 =
ℎ𝑡

(𝑡2 + 𝑘2)𝑛
+ (2𝑛 − 1)𝐽𝑛 

𝑛بتعويض    𝐽2هذه العلاقة تمكننا من حساب = قيمته   𝐽1حيث أن  𝐽1بدلالة   𝐽2فنجد   1

  :معلومة و هي

𝐽1 = ℎ∫
1

𝑡2 + 𝑘2
𝑑𝑡 =

ℎ

𝑘2
∫

1

 1 +
𝑡2

𝑘2

𝑑𝑡 =
ℎ

𝑘
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑡

𝑘
) + 𝑐  

𝑛بوضع     𝐽3بنفس الطريقة نجد  ،معلوم  𝐽2   هذا يصبح التكاملو ب =   𝐽3  على فنحصل  2

 التي أصبحت معلومة و هكذا ....  𝐽2بدلالة 
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 أشكال أخرى :

∫ :الشكل تكامل من 
𝟏

√𝒂𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝒄
𝒅𝒙   

 :نعلم أن

 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑎 [(𝑥 +
𝑏

2𝑎⏟  
𝑢

)

2

− ( 
𝑏2−4𝑎𝑐

4𝑎2⏟  
𝑘2

)]  

 ومنه لدينا حالتين: 

1  .𝑎 < ≤ ∆: إذن يجب أن يكون  0 𝑘2، نضع  0 = 
𝑏2−4𝑎𝑐

4𝑎2
 :و منه نجد 

  ∫
𝟏

√𝒂𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝒄
𝒅𝒙 =

1

√−𝑎
∫

𝒅𝒙

√𝑘2−𝑢2
=

1

k√−𝑎
∫

𝒅𝒙

√1−(
𝑢

𝑘
 )2
=

1

k√−𝑎
arcsin (

𝑢

𝑘
) + 𝐶    

2 . 𝑎 <  =2±نضع  ،0
𝑏2−4𝑎𝑐

4𝑎2
 (∆)حسب إشارة  

∫
1

√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥 =

1

√𝑎
∫

𝑑𝑥

√𝑢2∓𝑘2
=

1

√𝑎
 𝑙𝑛|𝑢 + √𝑢2 ∓ 𝑘2| + 𝐶   

 و لدينا كذلك: 

∫
1

√𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥 =

1

√𝑎
∫

𝑑𝑥

√𝑢2∓𝑘2
=

{
 
 

 
 

1

k√𝑎
∫

𝑑𝑥

√(
𝑢

𝑘
)2+1

=
1

k√𝑎
𝑎𝑟𝑔𝑠ℎ (

𝑢

𝑘
) + 𝐶   𝑠𝑖 ∆ < 0 

1

k√𝑎
∫

𝑑𝑥

√(
𝑢

𝑘
)2−1

=
1

k√𝑎
𝑎𝑟𝑔𝑐ℎ (

𝑢

𝑘
) + 𝐶    𝑠𝑖 ∆ > 0

  

∫أحسب التكامل التالي مثال: 
1

√−2𝑥2+3𝑥+2
𝑑𝑥  

 : لدينا

 −2𝑥2 + 3𝑥 + 2 = −2(𝑥 +
3

4
)
2
+
5

8
 

𝑡بوضع:  = 𝑥 +
3

4
 نجد  
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 −2𝑥2 + 3𝑥 + 2 =
5

8
[1 − (

4𝑡

√5
)2]      

 بالتالي :و 

∫
1

√−2𝑥2+3𝑥+2
𝑑𝑥 =

2√2

√5
∫

1

√1−(
4𝑡

√5
)2
𝑑𝑡  

𝑢نضع كذلك  =
4𝑡

√5
𝑑𝑡و منه    =

√5

4
𝑑𝑢  ، إذن لدينا 

∫
1

√−2𝑥2+3𝑥+2
𝑑𝑥 =  

√2

2
∫

𝑑𝑢

√1−𝑢2
 =

√2

2
arcsin(𝑢) =

√2

2
arcsin(

4(𝑥+
3

4
)

√5
) + 𝐶   

∫ :الشكل تكامل من
𝒎𝒙+𝒏

√𝒂𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝒄
𝒅𝒙 

 نستعمل نفس الطريقة السابقة المستعملة في الشكل الثاني فنجد:

∫
𝑚𝑥+𝑛

√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥  =

𝑚

2𝑎
 ∫

2𝑎𝑥+𝑏

√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
 + (𝑛 −

𝑚𝑏

2𝑎
) ∫

1

√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
𝑑𝑥⏟        

𝐼2

     

                    =
𝑚

2𝑎
√𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 + (𝑛 −

𝑚𝑏

2𝑎
) 𝐼2  

 نرجع إلى الشكل الثالث ) الشكل السابق( 𝐼2لحساب 

∫أحسب التكامل التالي  مثال:
−8𝑥+1

√−2𝑥2+3𝑥+2
𝑑𝑥 

∫
−8𝑥+1

√−2𝑥2+3𝑥+2
𝑑𝑥 = 2∫

−4𝑥+3

√−2𝑥2+3𝑥+2
𝑑𝑥 − 5∫

1

√−2𝑥2+3𝑥+2
𝑑𝑥    

= 2√−2𝑥2 + 3𝑥 + 2 −
5√2

2
arcsin(

4(𝑥 +
3
4
)

√5
) + 𝐶 

∫ : الشكل تكامل من
 𝟏

(𝒎𝒙+𝒏)√𝒂𝒙𝟐+𝒃𝒙+𝒄
𝒅𝒙   

𝑡نضع  =
1

𝑚𝑥+𝑛
𝑥أي   =

1

𝑚𝑡
−
𝑛

𝑚
𝑑𝑥إذن  ، =

−1

𝑚𝑡2
𝑑𝑡  .ثم نرجع إلى الشكل الرابع 
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∫أحسب التكامل التالي  مثال:
1

(𝑥+1)√𝑥2−2
𝑑𝑥 

𝑡نضع  =
1

𝑥+1
𝑑𝑥و منه   =

−1

𝑡2
𝑑𝑡 ← 𝑥 =

1

𝑡
−  إذن نجد  ،1

∫
1

(𝑥+1)√𝑥2−2
𝑑𝑥 = ∫

−1

√−𝑡2−2𝑡+1
𝑑𝑡 =

−1

√2
∫

1

√1−(
𝑡+1

√2
)
2
𝑑𝑡   

                               = arccos (
𝑡+1

√2
) + 𝐶 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (

1

𝑥+1
+1

√2
) + 𝐶    , 𝐶 ∈ ℝ       

𝒇∫ :الشكل من  تتكاملا   (𝒙, 𝒙
𝒎

𝒏 ,… , 𝒙
𝒓

𝒔)𝒅𝒙    

,𝑥  هو كسر ناطق  بدلالة 𝑓حيث  𝑥
𝑚

𝑛 , … , 𝑥
𝑟

𝑠   

,1   أولا نبحث عن المقام المشترك للكسور
𝑚

𝑛
, … ,

𝑟

𝑠
ثم نقوم بتبديل المتغير  ،𝑘ليكن   و   

𝑥بوضع  = 𝑡𝑘  و منه نجد𝑑𝑥 = 𝑘𝑡𝑘−1𝑑𝑡،  ثم نرجع𝑓 إلى كسر ناطق 

∫  أحسب التكامل التالي   : مثال
𝑥
1
2

𝑥
3
4+1

𝑑𝑥   

المقام المشترك ل 
3

4
و   

1

2
𝑥إذن نضع  ،4هو    = 𝑡4  و منه𝑑𝑥 = 4𝑡3𝑑𝑡  

∫
𝑥
1
2

𝑥
3
4+1

𝑑𝑥 = ∫
𝑡2

𝑡3+1
(4𝑡3)𝑑𝑡 = 4 ∫

𝑡5

𝑡3+1
𝑑𝑡 = 4 [∫ 𝑡2 𝑑𝑡 − ∫

𝑡2

𝑡3+1
𝑑𝑡]    

     =
4

3
 𝑡3 −  𝑙𝑛|𝑡3 + 1| =

4

3
 𝑥
3

4 −  𝑙𝑛 | 𝑥
3

4 + 1| + 𝐶   ;   𝐶 ∈ ℝ   

 :و الأسية تكامل الدوال المثلثية . 3-6

∫  :تكامل من النوع 𝒆𝒌𝒙 𝐜𝐨𝐬(𝒂𝒙)𝒅𝒙 

 نكامل بالتجزئة مرتين و تكون دالته الأصلية على الشكل  التكاملات،هذا النوع من  لحساب

 𝑒𝑘𝑥(𝛼 cos(𝑎𝑥) + 𝛽 sin(𝑎𝑥))  

∫  :تكامل من النوع   𝒑𝒏(𝒙)𝒆
𝒌𝒙𝒅𝒙 
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 𝑝𝑛(𝑥)  حدود من الدرجة  كثير𝑛  و  𝑘 ∈ ℝ،  يمكننا حساب التوابع الأصلية لهذا النوع من

و بعد الحساب نجد أن التوابع الأصلية هي من  التكامل بالتجزئة عدة مرات، تعمالالتكاملات بإس

𝐹(𝑥)الشكل    = 𝑄𝑛(𝑥)𝑒
𝑘𝑥 + 𝑐  حيث𝑄𝑛(𝑥) حدود من الدرجة  كثير𝑛،  و يمكن حسابه

𝑝𝑛(𝑥)𝑒مع   𝐹′(𝑥)بسرعة بمقارنة 
𝑘𝑥 . 

𝐼 مثال: = ∫ (2𝑥2 + 4𝑥 + 2)𝑒2𝑥⏟            
𝑓(𝑥)

𝑑𝑥 

𝐹(𝑥)هي من الشكل   𝑓الأصلية للدالة  الدالة = (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑒2𝑥  

𝐹′(𝑥) = (2𝑎𝑥2 + (2𝑎 + 2𝑏)𝑥 + 𝑏 + 2𝑐)𝑒2𝑥 = (2𝑥2 + 4𝑥 + 2)𝑒2𝑥⏟            
𝑓(𝑥)

 

2𝑎نجد  𝑓(𝑥)مع    𝐹′(𝑥)  بمطابقة = 2 ، 2𝑎 + 2𝑏 = 𝑏و  4 + 2𝑐 = 𝑎و منه  2 =

1، 𝑏 = 𝑐و  2 = 𝐹(𝑥)إذن   ،0 =  (𝑥2 + 2𝑥)𝑒2𝑥  و منه 

 𝐼 =  (𝑥2 + 2𝑥)𝑒2𝑥 + 𝐾 

,𝒇(𝒔𝒉(𝒙)∫التكامل من الشكل  𝒄𝒉(𝒙))𝒅𝒙 

𝑡نستعمل التغير    لحساب التكامل = th (
𝑥

2
) 𝑡   أو  = 𝑒𝑥     

𝐼أحسب التكامل التالي  مثال: = ∫
𝑐ℎ(𝑥)

𝑠ℎ(𝑥)
 

𝑡نضع  = 𝑡ℎ(𝑥 ) =
𝑠ℎ(𝑥)

𝑐ℎ(𝑥)
𝑑𝑥و منه   =

𝑑𝑡

1−𝑡2
← 𝑑𝑡 =

1

𝑐ℎ2(𝑥)
= (1 − 𝑡ℎ2(𝑥))𝑑𝑥  

 يصبح على الشكل  𝐼و منه التكامل 

𝐼 = ∫
1

𝑡
(
𝑑𝑡

1−𝑡2
) = ∫

1

𝑡(1−𝑡2)
𝑑𝑡 = ∫

1

𝑡(1−𝑡)(1+𝑡)
𝑑𝑡  

  

= ∫
1

𝑡
𝑑𝑡 +

1

2
∫

1

1−𝑡
−
1

2
∫

1

1+𝑡
𝑑𝑡 = 𝑙𝑛|𝑡| −

1

2
𝑙𝑛|1 − 𝑡| −

1

2
𝑙𝑛|1 + 𝑡| + 𝐶    

   ⟹ 𝐼 = 𝑙𝑛|𝑡ℎ(𝑥)| −
1

2
𝑙𝑛|1 − 𝑡ℎ(𝑥)| −

1

2
𝑙𝑛|1 + 𝑡ℎ(𝑥)| + 𝐶;   𝐶 ∈ ℝ 
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,𝒇(𝒄𝒐𝒔(𝒙)∫تكامل من الشكل:  𝒔𝒊𝒏(𝒙))𝒅𝒙   حيث𝒇 دالة كسرية 

𝑡هذه الحالة نضع في  = 𝑡𝑎𝑛(
𝑥

2
 cos(𝑥)و   sin(𝑥)) في كثير من الحالات( و الدوال  (

 معطاة بهذا الشكل :

sin(𝑥) =
2𝑡𝑎𝑛(

𝑥
2
) 

1 + 𝑡𝑎𝑛2(
𝑥
2
) 
=

2𝑡

1 + 𝑡2
, cos(𝑥) =

1 − 𝑡𝑎𝑛2(
𝑥
2
)

1 + 𝑡𝑎𝑛2(
𝑥
2
)
=
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
  

 و من جهة أخرى لدينا:

𝑡 = 𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
) ⇒ 

𝑥

2
= 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑡) ⇒ 𝑑𝑥 =

2

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 

𝐼أحسب التكامل التالي  :مثال  = ∫
1

sin(𝑥)+cos (𝑥)
 𝑑𝑥 

𝑡 :نضع = 𝑡𝑎𝑛(
𝑥

2
sin(𝑥)و منه   (  =

2𝑡

1+𝑡2
cos(𝑥)    و      =

1−𝑡2

1+𝑡2
 

 𝑑𝑥 =
2

1+𝑡2
𝑑𝑡 ⟵ 𝑑𝑡 =

1

2
(1 + 𝑡𝑎𝑛2(

𝑥

2
))𝑑𝑥 ⟵ 𝑡 = 𝑡𝑎𝑛(

𝑥

2
 و منه نجد  ،(

𝐼 = ∫
2

2𝑡 + 1 − 𝑡2
𝑑𝑡 =

√2

2
[∫

1

𝑡 − 1 + √2
+ ∫

1

1 − 𝑡 + √2
𝑑𝑡] 

=
√2

2
[𝑙𝑛|𝑡 − 1 + √2| − 𝑙𝑛|1 − 𝑡 + √2|] 

=
√2

2
𝑙𝑛 |
𝑡 − 1 + √2

1 − 𝑡 + √2
| + 𝐶 =

√2

2
𝑙𝑛 |
𝑡𝑎𝑛(

𝑥
2
) − 1 + √2

1 − 𝑡𝑎𝑛(
𝑥
2
) + √2

| + 𝐶  ; 𝐶 ∈ ℝ 

𝒔𝒊𝒏𝒏(𝒙)∫تكامل من الشكل:  𝒄𝒐𝒔𝒎(𝒙)𝒅𝒙 

 هذه الحالة نميز ثلاث حالات : في

𝒏فردي أي   𝒏 : الحالة الأولى أ. = 𝟐𝒌 +  عدد طبيعي𝒌 حيث    𝟏

∫𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑥) 𝑐𝑜𝑠𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑠𝑖𝑛(2𝑘+1)(𝑥) 𝑐𝑜𝑠𝑚(𝑥)𝑑𝑥 
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= ∫𝑠𝑖𝑛2𝑘(𝑥) 𝑐𝑜𝑠𝑚(𝑥) sin(𝑥)𝑑𝑥 

= ∫(1 − 𝑐𝑜𝑠2(𝑥)  )𝑘  𝑐𝑜𝑠𝑚(𝑥) sin(𝑥)𝑑𝑥 

𝑡نضع :  = 𝑐𝑜𝑠 (𝑥)  و منه𝑑𝑡 = −𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑑𝑥  إذن ، 

∫𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑥) 𝑐𝑜𝑠𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = −∫(1 − 𝑡2 )𝑘 𝑡𝑚dt  

 هذا يعني أن التكامل يصبح عبارة عن تكامل كثير حدود.

𝐼  أحسب التكامل التالي .1 :مثال  = ∫ 𝑠𝑖𝑛3(𝑥)𝑐𝑜𝑠6(𝑥) 𝑑𝑥 

  :لدينا

𝐼 = ∫𝑠𝑖𝑛3(𝑥)𝑐𝑜𝑠6(𝑥)sin (𝑥) 𝑑𝑥 = ∫(1 − 𝑐𝑜𝑠2(𝑥))𝑐𝑜𝑠6(𝑥)sin (𝑥) 𝑑𝑥 

𝑡و منه نستعمل التغير  = cos (𝑥)،  إذن𝑑𝑡 = −𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑑𝑥  أي−𝑑𝑡 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥)𝑑𝑥   

 :يصبح على الشكل  𝐼و منه التكامل 

𝐼 = ∫(1 − 𝑡2)𝑡6(−𝑑𝑡) =  −∫ 𝑡6𝑑𝑡 +∫𝑡8𝑑𝑡 

=
−𝑡7

7
+
𝑡9

9
=
−𝑐𝑜𝑠7(𝑥)

7
+
𝑐𝑜𝑠9(𝑥)

9
+ 𝐶     ; 𝐶 ∈ ℝ  

𝒎فردي أي   𝒎  الحالة الثانية: .ب = 𝟐𝒌+  عدد طبيعي𝒌 حيث    𝟏

∫𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑥) 𝑐𝑜𝑠𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑥) 𝑐𝑜𝑠(2𝑘+1)(𝑥)𝑑𝑥 

= ∫𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑥) 𝑐𝑜𝑠2𝑘(𝑥) cos(𝑥)𝑑𝑥 

= ∫𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑥) (1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥)  )𝑘 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥 

𝑡نضع :  = 𝑠𝑖𝑛 (𝑥)  و منه𝑑𝑡 = 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥  إذن ، 
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∫𝑠𝑖𝑛𝑛(𝑥) 𝑐𝑜𝑠𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = ∫  𝑡𝑛(1 − 𝑡2 )𝑘dt  

 هذا يعني أن التكامل يصبح عبارة عن تكامل كثير حدود.

𝐼 :أحسب التكامل التالي :1مثال = ∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑐𝑜𝑠3(𝑥) 𝑑𝑥  

 لدينا 

𝐼 = ∫𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑐𝑜𝑠2(𝑥)cos (𝑥) 𝑑𝑥 = ∫𝑠𝑖𝑛2(𝑥)(1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥))cos (𝑥) 𝑑𝑥 

𝑡نستعمل التغير   = sin (𝑥)  و منه ،𝑑𝑡 = cos (𝑥)𝑑𝑥     

 يصبح على الشكل : 𝐼و بالتالي التكامل 

𝐼 =  ∫ 𝑡2(1 − 𝑡2)𝑑𝑡 =  ∫ 𝑡2𝑑𝑡 − ∫𝑡4𝑑𝑡 =
𝑡3

3
−
𝑡5

5
 

=
𝑠𝑖𝑛3(𝑥)

3
−
𝑠𝑖𝑛5(𝑥)

5
+ 𝐶     ; 𝐶 ∈ ℝ 

𝐼 :أحسب التكامل التالي  :2مثال = ∫ 𝑠𝑖𝑛4(𝑥)𝑐𝑜𝑠3(𝑥) 𝑑𝑥  

 لدينا

 𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛4(𝑥)𝑐𝑜𝑠2(𝑥)cos (𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑠𝑖𝑛4(𝑥)(1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥))cos (𝑥)𝑑𝑥 

𝑡و منه نستعمل التغير  = sin (𝑥)  و منه ،𝑑𝑡 = cos (𝑥)     

 يصبح على الشكل : 𝐼و منه التكامل 

𝐼 =  ∫ 𝑡4(1 − 𝑡2)𝑑𝑡 =  ∫ 𝑡4𝑑𝑡 − ∫𝑡6𝑑𝑡 =
𝑡5

5
−
𝑡7

7
 

=
𝑠𝑖𝑛5(𝑥)

5
−
𝑠𝑖𝑛7(𝑥)

7
+ 𝐶     ; 𝐶 ∈ ℝ  

 زوجي  𝒎زوجي  و   𝒏  الحالة الثالثة: ج.

𝑡نستعمل تبديل المتغير    = tan (𝑥)  ) أو نستعمل القواعد التالية ) في كثير من الحالات : 
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𝑠𝑖𝑛(𝑎) 𝑐𝑜𝑠(𝑏) =
1

2
[ 𝑠𝑖𝑛(𝑎 + 𝑏) + 𝑠𝑖𝑛(𝑎 − 𝑏)] 

𝑠𝑖𝑛(𝑎) 𝑠𝑖𝑛(𝑏) =
1

2
[𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏) − 𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏)] 

𝑐𝑜𝑠(𝑎) 𝑐𝑜𝑠(𝑏) =
1

2
[𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏) + 𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏)] 

𝐼أحسب التكامل  مثال: = ∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑐𝑜𝑠4(𝑥) 𝑑𝑥  

 العلاقات المثلثية التالية:  بإستعمال

𝑠𝑖𝑛(𝑥) cos(𝑥) =
1

2
sin(2𝑥) , 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) =

1

2
(1 − cos(2𝑥)),  

𝑐𝑜𝑠2(𝑥) =  
1

2
(1 + cos(2𝑥)), 𝑐𝑜𝑠(4𝑥) 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) =

1

2
[𝑐𝑜𝑠(6𝑥) + 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)] 

 نجد:  

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑐𝑜𝑠4(𝑥) = (𝑠𝑖𝑛(𝑥) cos(𝑥))2𝑐𝑜𝑠2(𝑥) 

= (
1

4
𝑠𝑖𝑛2(2𝑥))

1

2
(1 + cos(2𝑥)) 

= 
1

16
(1 − cos(4𝑥))(1 + cos(2𝑥))  

=
1

16
(1 + cos(2𝑥) − cos(4𝑥) − 𝑐𝑜𝑠(4𝑥)𝑐𝑜𝑠(2𝑥)) 

=
1

16
(1 +

1

2
cos(2𝑥) − cos(4𝑥) −

1

2
cos(6𝑥) )  

  : بالتالي نجدو 

𝐼 = ∫𝑠𝑖𝑛2(𝑥)𝑐𝑜𝑠4(𝑥)𝑑𝑥 

= ∫
1

16
(1 +

1

2
cos(2𝑥) − cos(4𝑥) −

1

2
cos(6𝑥) )𝑑𝑥 
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=
1

16
(𝑥 +

1

4
𝑠𝑖𝑛(2𝑥) −

1

4
𝑠𝑖𝑛(4𝑥) −

1

12
𝑠𝑖𝑛(6𝑥) ) + 𝑐 

∫تكامل من الشكل:   𝒔𝒊𝒏(𝒏𝒙) 𝒄𝒐𝒔(𝒎𝒙)𝒅𝒙 

 دساتير التحويل التالية:لى مجموع بإستعمال نحول الجداء إ

𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥) =
1

2
[ 𝑠𝑖𝑛(𝑎 + 𝑏) 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛(𝑎 − 𝑏) 𝑥] 

𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝑏𝑥) =
1

2
[𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏) 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏) 𝑥] 

𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝑏𝑥) =
1

2
[𝑐𝑜𝑠(𝑎 + 𝑏) 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠(𝑎 − 𝑏) 𝑥] 

𝐸 بّٰالتكاملّٰاحس .  مثال: = ∫ 𝑠𝑖𝑛(3𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥    

𝑠𝑖𝑛(3)  :لدينا 𝑐𝑜𝑠(𝑥) =
1

2
(𝑠𝑖𝑛(4𝑥) + 𝑠𝑖𝑛(2𝑥))      بالتالي:و  

ّٰ ّّّّٰٰٰٰ 𝐸 = ∫ 𝑠𝑖𝑛(3𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑑𝑥 =  ∫
1

2
(𝑠𝑖𝑛(4𝑥) + 𝑠𝑖𝑛(2𝑥))𝑑𝑥ّٰ

     =
1

2
∫ 𝑠𝑖𝑛(4𝑥)𝑑𝑥 +

1

2
∫ 𝑠𝑖𝑛(2𝑥)𝑑𝑥 = −

1

8
𝑐𝑜𝑠(4𝑥) −

1

4
𝑐𝑜𝑠(2𝑥) + 𝑐 
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   :الفصل الرابع

 المعادلات التفاضلية

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



87 
 

 . المعادلات التفاضلية العادية4-1

  تعريفات: 

  كل معادلة من الشكل:  𝑛رتبة منسمي معادلة تفاضلية  من ال -

   𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0        (1) 

𝑛دالة معلومة ذات  𝐹حيث  + ,′𝑦  و  𝑥للمتغير دالة  هي 𝑦 ( متغير، (2 𝑦′′, … , 𝑦(𝑛) هي

 . 𝑛رتبة مإلى غاية ال 𝑦المشتقات المتتالية للدالة 

 المعادلة التفاضلية رتبةمتمثل  (1)موجودة في المعادلة  مشتقةأكبر  -

 . معادلة التفاضلية الأكبر مشتقة موجودة في  أسالدرجة هي  -

  أمثلة: 

1. 𝑥𝑦 + 𝑦′ =  .1و الدرجة  الأولى المرتبةتفاضلية من  معادلة،  0

2-  (𝑦′′)2 + 𝑦′ + 𝑥 = cos (𝑥) ،  2و الدرجة  الثانية المرتبةمعادلة تفاضلية من. 

 رتبة الأولى:المعادلات التفاضلية من الم. 4-2

 رتبة الأولى هي كل معادلة من الشكل:مالمعادلة التفاضلية من ال -

𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)    (2) 

𝑦0 ن:إذا كا 𝑦0(𝑥)تملك حلا عاما  (2)  التفاضلية نقول أن المعادلة -
′ (𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦0(𝑥)) 

𝑦(𝑥0)شرطا من النوع  (2)   إذا إضيف للمعادلة  - = 𝑦0 ،  نقول إن الجملة 

{
𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑦(𝑥0) = 𝑦0
 تملك حلا خاصا.   

 رتبة الأولى ذات المتغيرات المنفصلة:مالمعادلات التفاضلية من ال .4-2-1

:𝑔المستمرتين  لتكن الدالتين 𝐽 ⟶ ℝ   و   𝑓: 𝐼 ⟶ ℝ مجالين من     و    بحيثℝ     و

∀𝑦 ∈ 𝐽: 𝑔(𝑦) ≠ 0  

رتبة الأولى ذات متغيرات منفصلة ) أو منفصلة المتغيرات( كل منسمي معادلة تفاضلية من ال -

 معادلة من الشكل:
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      𝑦′(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑦)
𝑔(𝑦)𝑦′(𝑥)أو        = 𝑓(𝑥)    

𝑦′(𝑥) و بتعويض  =
𝑑𝑦(𝑥)

𝑑𝑥
 فنجد: 

 𝑔(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥… (3) 

 يكفي مكاملة الطرفين فنحصل على:  (3)و لحل المعادلة 

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑔(𝑦)𝑑𝑦 ⟹ 𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑦) + 𝐾;    𝐾 ∈ ℝ 

 على الترتيب. 𝑔و  𝑓هما الدوال الأصلية للدوال  𝐺و  𝐹حيث 

′𝑦حل المعادلة التفاضلية التالية:   :1مثال = 2𝑥𝑦   

 لدينا:

 𝑦′ = 2𝑥𝑦 ⇒
𝑑𝑦

𝑦
= 2𝑥𝑑𝑥 ⇒ ln|𝑥| = 𝑥2 + 𝐾,𝐾 ∈ ℝ ⇒ |𝑦| = 𝑒𝑥

2+𝐾   

⟹{

𝑦 = 𝑒𝑘𝑒𝑥
2
(حلول موجبة)

أو

𝑦 = −𝑒𝑘𝑒𝑥
2
(حلول سالبة)

⟹ 𝑦(𝑥) = 𝑐𝑒𝑥
2
, 𝑐 ∈ ℝ  (ثابت إختياري 𝑐) 

𝑦(𝑥)المعادلة التفاضلية هو:  العام و منه حل = 𝑐𝑒𝑥
2
, 𝑐 ∈ ℝ  (ثابت إختياري 𝑐)  

′𝑥𝑦حل المعادلة التفاضلية التالية:   :2مثال =  𝑦    مع تحقق الشرط𝑦(1) = 2 

 لدينا:

 𝑥𝑦′ =  𝑦 ⇒
𝑑𝑦

𝑦
=
𝑑𝑥

𝑥
⇒ 𝑙𝑛|𝑦| = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ ⇒ |𝑦| = 𝑒𝑙𝑛|𝑥|+𝑐 

𝑦  و منه الحل العام للمعادلة التفاضلية هو:    = 𝑘𝑥, 𝑘 ∈ ℝ  

𝑦(1) = 2 ⟹ 𝑦(1) = 𝑘(1) = 2 ⟹ 𝑘 = 2 

}و منه الحل الخاص للجملة : 
𝑥𝑦′ =  𝑦

𝑦(1) = 2
𝑦هو معطى بالشكل:     = 2𝑥 

 رتبة الأولى:مالمعادلات التفاضلية المتجانسة من ال .4-2-2
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 رتبة الأولى كل معادلة من الشكل:منسمي معادلة تفاضلية متجانسة من ال -

 𝑦′ = 𝑓 (
𝑦

𝑥
)         (4) 

 .ℝدالة حقيقية معرفة على  𝑓حيث 

𝑡نضع:  (4)لحل المعادلة  =
𝑦

𝑥
(𝑥) أي أن    = 𝑡(𝑥) × 𝑥  و منه𝑦′ = 𝑥𝑡′ + 𝑡، 

 إذن لدينا 

𝑦′ = 𝑓 (
𝑦

𝑥
) ⟺ 𝑥𝑡′ + 𝑡 = 𝑓(𝑡) ⟺

1

𝑓(𝑡)−𝑡
𝑑𝑡 =

𝑑𝑥

𝑥
     

أصبحت معادلة تفاضلية ذات متغيرات  رتبة الأولىمالتفاضلية المتجانسة من ال إذن المعادلة

 (. (3)منفصلة )أي نرجع إلى طريقة حل المعادلة 

′𝑥2𝑦حل المعادلة التفاضلية التالية:  :1مثال + 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 0     

 لدينا:

 ∀𝑥 ∈ ℝ∗: 𝑦′ + 1+ (
𝑦

𝑥
)
2
+
𝑦

𝑥
= 0   (∗)       

𝑡نضع   =
𝑦

𝑥
   :بالتالي و  ،  

𝑡 =
𝑦

𝑥
  ⇒ y = 𝑥 × 𝑡 ⇒ 𝑦′ = 𝑡 + 𝑥𝑡′     

 على الشكل: (∗)و منه تصبح 

 𝑡 + 𝑥𝑡′ + 1 + 𝑡2 + 𝑡 = 0  

  و بالتالي 

𝑥𝑡′ + (𝑡 + 1)2 = 0 ⇒
−𝑑𝑡

(𝑡 + 1)2
=
𝑑𝑥

𝑥
⟹

1

𝑡 + 1
= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ  

⟹ 𝑡 =
1

𝑙𝑛|𝑥|+𝑐
− 1⟹ 𝑦 = 𝑥𝑡 = 𝑥 [

1

𝑙𝑛|𝑥|+𝑐
− 1] , 𝑐 ∈ ℝ   

 هو: (∗)و منه الحل العام للمعادلة التفاضلية 
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 𝑦(𝑥) = 𝑥 [
1

𝑙𝑛|𝑥|+𝑐
− 1] , 𝑐 ∈ ℝ    

′𝑥2𝑦حل المعادلة التفاضلية التالية:  :2مثال = 𝑥𝑦 − 𝑦2 

 لدينا:

 ∀𝑥 ∈ ℝ∗: 𝑦′ =
𝑦

𝑥
− (

𝑦

𝑥
)
2
   (∗∗)        

𝑡نضع   =
𝑦

𝑥
  و منه    

𝑡 =
𝑦

𝑥
  ⟺ y = 𝑥 × 𝑡 ⟺ 𝑦′ = 𝑡 + 𝑥𝑡′     

𝑡على الشكل:  (∗∗)و منه تصبح  + 𝑥𝑡′ = 𝑡 − 𝑡2  أي𝑥𝑡′ = −𝑡2،  :إذن لدينا 

𝑥𝑡′ = −𝑡2⟹ 
−𝑑𝑡

𝑡2
=
𝑑𝑥

𝑥
⟹

1

𝑡
= 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑘;   𝑘 ∈ ℝ⟹ 𝑦 = 𝑥𝑡 =

𝑥

𝑙𝑛|𝑥|+𝑘
   

 هو: (∗∗)الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة  بالتاليو 

 𝑦(𝑥) =
𝑥

𝑙𝑛|𝑥|+𝑘
 , 𝑘 ∈ ℝ  

  رتبة الأولى:مالمعادلات التفاضلية الخطية من ال. 4-2-3

 رتبة الأولى كل معادلة من الشكل: منسمي معادلة تفاضلية خطية من ال -

𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)       (5) 

 . ℝفي  ℝمن  𝐼دالتين مستمرتين على مجال   𝑞  و  𝑝حيث 

𝑞(𝑥)إذا كان  - =  : فإن المعادلة 0

 𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 0  

 . (5)تسمى المعادلة المرافقة للمعادلة 

𝑦(𝑥)نضع  :(𝟓)الطريقة الأولى لحل المعادلة  = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) :و منه نجد 

𝑦′(𝑥) = 𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥) + 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥) 

 فنجد:  (5)في المعادلة  ′𝑦و  𝑦نعوض 
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 𝑢′𝑣 + 𝑢 𝑣′ + 𝑝(𝑥)𝑢𝑣 = 𝑞(𝑥) ⟹ 𝑢′𝑣 + 𝑢(𝑣′ + 𝑝𝑣) = 𝑞 

′𝑣بحيث يكون:    𝑣نختار  + 𝑝𝑣 =  و منه  0

𝑣′ + 𝑝𝑣 = 0⟹
𝑑𝑣

𝑣
= −𝑝𝑑𝑥 ⟹ 𝑙𝑛|𝑣| = −∫𝑝𝑑𝑥 + 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ   

⟹ 𝑣(𝑥) = 𝐾𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥;   𝐾 = 𝑒𝑐 ∈  ℝ+
∗  

  و من جهة أخرى يصبح لدينا:

     𝑢′𝑣 = 𝑞 ⟹
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
𝑞

𝑣
 ⟹ 𝑢 = ∫

𝑞

𝑣
𝑑𝑥 ⟹ 𝑢 = ∫

𝑞

𝐾
𝑒∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 𝑑𝑥 + C,𝐶 ∈ ℝ  

 : هو (5)و منه الحل العام للمعادلة 

  𝑦(𝑥) = 𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 ∫𝑞(𝑥)𝑒∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥   

  التالية: من المرتبة الأولى حل المعادلة التفاضلية الخطية : مثال

 𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 2𝑥𝑒−𝑥
2

 

𝑝(𝑥)لدينا:   = 2𝑥 ، 𝑞(𝑥) = 2𝑥𝑒−𝑥
2
  بالتالي:و    

𝑣(𝑥) = 𝐾𝑒−∫2𝑥𝑑𝑥 = 𝐾𝑒−𝑥
2
  , 𝐾 = 𝑒𝑐 ∈  ℝ+

∗,  

𝑢(𝑥) = ∫
𝑞

𝑣
𝑑𝑥 =

1

𝐾
∫2𝑥 𝑑𝑥 =

𝑥2

𝐾
+ 𝐶 

  هو:الخطية من المرتبة الأولى العام للمعادلة التفاضلية  بالتالي الحلو  

 𝑦(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) = (𝐾𝑒−𝑥
2
) ( 

𝑥2

𝐾
+ 𝐶) = 𝑥2𝑒−𝑥

2
+ 𝐶𝑒−𝑥

2
 

 حل خاص( +حل المعادلة بدون طرف ثاني   =) الحل العام: (𝟓)الطريقة الثانية لحل المعادلة 

 (:(5)أولا نحل المعادلة بدون طرف ثاني )المعادلة المرافقة للمعادلة  -

 𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 0   

𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 0 ⟺
𝑑𝑦

𝑦
= −𝑝(𝑥)𝑑𝑥 ⟺ 𝑙𝑛|𝑦| = −∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ  
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⟹ 𝑦(𝑥) = 𝐾𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥,   𝐾 = ±𝑒𝑐 ∈  ℝ 

𝑦1(𝑥)لة المرافقة هو: و منه الحل العام للمعاد = 𝐾𝑒
−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥,   𝐾 ∈  ℝ 

فإن الحل العام  𝑦0و ليكن  (5)ج( حل خاص للمعادلة اثانيا إذا أمكن ملاحظة )أو إستنت -

 هو: (  (5)رتبة الأولى ) المعادلة مللمعادلة التفاضلية الخطية من ال

 𝑦(𝑥) = 𝑦0(𝑥) + 𝑦1(𝑥)     

 نأخذ المثال السابق :1مثال

      )*( 𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 2𝑥𝑒−𝑥
2

               

′𝑦   نحل المعادلة بدون طرف ثاني: - + 2𝑥𝑦 = 0 

𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 0⟹
𝑑𝑦

𝑦
= −2𝑥𝑑𝑥 ⟹ 𝑙𝑛|𝑦| = −𝑥2 + 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ 

⟹ 𝑦(𝑥) = 𝐾𝑒−𝑥
2
, 𝐾 ∈ ℝ+ 

 و منه الحل العام للمعادلة المرافقة هو:

  𝑦1(𝑥) = 𝐾𝑒
−𝑥2 , 𝐾 ∈ ℝ 

𝑦0      :ثانيا نلاحظ أن - = 𝑥
2 −𝑥2  لأن )*(   حل خاص للمعادلة : 

𝑦0
′
 = 2𝑥𝑒

−𝑥2 − (2𝑥) 𝑥2𝑒−𝑥
2

⏟    
𝑦0

 ⟹ 𝑦0
′ + 2𝑥𝑦0 = 2𝑥𝑒

−𝑥2   (محققة) 

 هو: معادلة )*(و منه الحل العام لل

  𝑦 = 𝑦0 + 𝑦1 = 𝑥
2𝑒−𝑥

2
+  𝐾𝑒−𝑥

2
, 𝐾 ∈ ℝ  

 التالية:من المرتبة الأولى حل المعادلة التفاضلية الخطية  :2مثال

                                                      )**( 𝑦′ − 𝑦𝑡𝑎𝑛(𝑥) =
1

cos (𝑥)
  

𝑦0(𝑥)نلاحظ أن:  أولا  =
𝑥

cos (𝑥)
 بسهولة( ذلك )يمكن التأكد منحل خاص للمعادلة )**(   

 نحل المعادلة بدون طرف ثاني ) المعادلة المرافقة(:  ثانيا 
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   𝑦′ − 𝑦𝑡𝑎𝑛(𝑥) = 0 

𝑦′ − 𝑦𝑡𝑎𝑛(𝑥) = 0 ⟹
𝑑𝑦

𝑦
= 𝑡𝑎𝑛(𝑥)𝑑𝑥 

⟹ 𝑙𝑛|𝑦| = −𝑙𝑛|cos (𝑥)| + 𝑐, 𝑐 ∈ ℝ 

⟹ 𝑙𝑛|𝑦| = 𝑙𝑛
1

|cos (𝑥)|
+ 𝑐 ⟹ 𝑦(𝑥) =

𝐾

cos (𝑥)
, 𝐾 = ±𝑒𝑐 ∈  ℝ   

 للمعادلة المرافقة هو:  و منه الحل العام

 𝑦1(𝑥) =
𝐾

cos (𝑥)
, 𝐾 ∈ ℝ 

 إذن الحل العام للمعادلة التفاضلية )**( هو:

 𝑦 = 𝑦0 + 𝑦1 =
𝑥

cos (𝑥)
+

𝐾

cos (𝑥)
, 𝐾 ∈ ℝ  

 ) هي طريقة تغير الثابت( :(𝟓)الطريقة الثالثة لحل المعادلة 

نستعمل في هذه  ،(5)إذا لم يكن من الممكن ملاحظة حل خاص للمعادلة التفاضلية الخطية  -

فتصبح:  𝑥دالة بدلالة المتغير  𝐾أي أننا نعتبر الثابت  طريقة تغير الثابتسمى تالحالة طريقة 

𝐾 = 𝐾(𝑥)  (  و منه:(5)هو الثابت الموجود في حل المعادلة المرافقة للمعادلة ) 

𝑦(𝑥) = 𝐾𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 ⟹ 𝑦′ = 𝐾′(𝑥) 𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 −𝐾(𝑥)𝑝(𝑥)𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥   

′𝑦:  (5)في المعادلة التفاضلية الخطية   ′𝑦و  𝑦نعوض  + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)  :فنجد 

 𝐾′(𝑥)𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 − 𝐾(𝑥)𝑝(𝑥)𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑝(𝑥)𝐾(𝑥)𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑞(𝑥)  

⟹𝐾′(𝑥) = q(x)𝑒∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥  ⟹ 𝐾(𝑥) = ∫q(x)𝑒∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶,    𝐶 ∈ ℝ 

في عبارة الحل العام للمعادلة التفاضلية المرافقة )بدون طرف  𝐾(𝑥)و في الأخير نعوض قيمة 

 يكتب على الشكل: (5)ثاني( فنجد الحل العام المعادلة التفاضلية الخطية 

𝑦(𝑥) = 𝐾𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥∫𝑞(𝑥)𝑒∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 + 𝐶𝑒−∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 , 𝐶 ∈ ℝ 

 نأخذ المثال السابق  :1مثال



94 
 

 )*(   𝑦′ + 2𝑥𝑦 = 2𝑥𝑒−𝑥
2

        

𝑦(𝑥)وجدنا سابقا أن الحل العام للمعادلة المرافقة هو:  = 𝐾𝑒−𝑥
2
, 𝐾 ∈ ℝ  

𝐾نستعمل طريقة تغير الثابت: نضع  = 𝐾(𝑥)  :و منه لدينا 

𝑦(𝑥) = 𝐾𝑒−𝑥
2
⟹ 𝑦′ = 𝐾′𝑒−𝑥

2
+ 𝐾(−2𝑥)𝑒−𝑥

2
   

 في المعادلة التفاضلية الخطية فنجد:  ′𝑦و   𝑦نعوض 

𝐾′𝑒−𝑥
2
+ 𝐾(−2𝑥)𝑒−𝑥

2
+ 2𝑥𝐾𝑒−𝑥

2
= 2𝑥𝑒−𝑥

2
 

⟹𝐾′ = 2𝑥 ⟹ 𝐾 = 𝑥2 + 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ   

في عبارة الحل العام للمعادلة التفاضلية المرافقة )بدون طرف  𝐾(𝑥)و في الأخير نعوض قيمة 

 ثاني( فنجد الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية هو: 

𝑦(𝑥) = 𝐾𝑒−𝑥
2
= (𝑥2 + 𝐶)𝑒−𝑥

2
= 𝑥2𝑒−𝑥

2
+ 𝐶𝑒−𝑥

2
,   𝐶 ∈ ℝ   

′𝑦    نأخذ المثال السابق :2مثال − 𝑦𝑡𝑎𝑛(𝑥) =
1

cos (𝑥)
 

𝑦(𝑥)نعلم أن الحل العام للمعادلة المرافقة هو:   =
𝐾

cos (𝑥)
, 𝐾 ∈ ℝ  

𝐾نستعمل طريقة تغير الثابت: نضع  = 𝐾(𝑥) :و منه لدينا 

𝑦(𝑥) =
𝐾

cos (𝑥)
⟹ 𝑦′ =

𝐾′ cos(𝑥) + 𝐾𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
=

𝐾′ 

cos (𝑥)
+
𝐾𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
   

 في المعادلة التفاضلية الخطية فنجد:  ′𝑦و   𝑦نعوض 

𝑦′ − 𝑦𝑡𝑎𝑛(𝑥) =
1

cos (𝑥)
⟹

𝐾′ 

cos (𝑥)
+
𝐾𝑠𝑖𝑛(𝑥)

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)
−

𝐾

cos(𝑥)
(
sin (𝑥)

cos (𝑥)
) =

1

cos (𝑥)
   

⟹𝐾′ = 1⟹ 𝐾(𝑥) = 𝑥 + 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ   

عبارة الحل العام للمعادلة التفاضلية المرافقة )بدون طرف  في 𝐾(𝑥)و في الأخير نعوض قيمة 

 ثاني( فنجد الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية هو:

 𝑦(𝑥) =
𝑥+𝐶

cos (𝑥)
,   𝐶 ∈ ℝ    
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 : Bernoulliالمعادلة التفاضلية لبرنولي . 4-2-4 

 :رتبة الأولى منسمي المعادلة التفاضلية الخطية من ال

𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦𝑛 ;     𝑛 ≠ 1   

 بمعادلة برنولي.

 :  طريقة حل معادلة برلوني

𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥)𝑦𝑛⟺ 𝑦′𝑦−𝑛 + 𝑝(𝑥)𝑦1−𝑛 = 𝑞(𝑥) 

𝑧  : نضع   = 𝑦1−𝑛  و منه𝑧′ = (1 − 𝑛)𝑦′𝑦−𝑛  أي𝑦′ =
𝑦𝑛

1−𝑛
𝑧′   

 فنجد:

  
1

1−𝑛
𝑧′ + 𝑝(𝑥)𝑧 = 𝑞(𝑥)   

 .رتبة الأولىمو هي معادلة تفاضلية خطية من ال

 حل المعادلة التفاضلية الخطية: مثال:

      (∗)             𝑥𝑦′ + 𝑦 = 𝑦2 ln(𝑥) , 𝑥 > 0 

𝑛)نضع:    = 2)   𝑧 =
1

𝑦
=  𝑦1−2   و منه𝑧′ =

− 𝑦′

𝑦2
′𝑦 أي    = −𝑦2𝑧′ = −

1

z2
𝑧′  

′𝑧 فنجد: −
1

𝑥
𝑧 = −

ln (𝑥)

𝑥
 .رتبة الأولىمو هي معادلة تفاضلية خطية من ال   

′𝑧أي بدون طرف ثاني(:  نحل المعادلة المرافقة )ل  −
1

𝑥
𝑧 = 0 

𝑧′ −
1

𝑥
𝑧 = 0 ⟺

𝑑𝑧

𝑧
=  
𝑑𝑥

𝑥
⟺ 𝑙𝑛|𝑧| = 𝑙𝑛|𝑥| + 𝑐 ⟹ 𝑧 = 𝐾𝑥;𝐾 ∈ ℝ  

𝑧1و منه الحل العام للمعادلة المرافقة هو:  = 𝐾𝑥;𝐾 ∈ ℝ، و نلاحظ أن 

 𝑧0 = 1 + ln (𝑥)  

 :هو حل خاص للمعادلة التفاضلية الخطية

  𝑧′ −
1

𝑥
𝑧 = −

ln (𝑥)

𝑥
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 معادلة هو:للالعام ل الح بالتالي  و 

   𝑧 = 𝑧0 + 𝑧1 = 1 + ln(𝑥) + 𝐾𝑥; 𝐾 ∈ ℝ   

 هو: (∗)الحل العام للمعادلة  إذن

𝑦 =
1

𝑧
=

1

1 + ln(𝑥) + 𝐾𝑥
  ;   𝐾 ∈ ℝ 

 رتبة الثانية بمعاملات ثابتة:مالمعادلات التفاضلية الخطية من ال . 4-3

 كل معادلة من الشكل: رتبة الثانية بمعاملات ثابتة،من المعادلة تفاضلية خطية م ينسم

 𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 𝑓(𝑥)     (6)   

  . ℝ في ℝمن   𝐼على مجال دالة مستمرة  𝑓ثوابت حقيقية و  𝑏و 𝑎حيث 

𝑓(𝑥)إذا كان  - =  فإن المعادلة التفاضلية:  0

 (7)       𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0  

 رتبة الثانية بمعاملات ثابتة.  متسمى بالمعادلة التفاضلية المتجانسة من ال

      خطيا( نحتاج فقط إلى حلين مستقلين 7) لحل المعادلة (:7حل المعادلة التفاضلية المتجانسة )

𝑦2  و  𝑦1     .يسمى هذان الحلان بجملة الحلول الأساسية 

 ( يكتب على الشكل:7) المتجانسة معادلةالحل العام لل

 𝒚(𝒙) = 𝒄𝟏𝒚𝟏(𝒙) + 𝒄𝟐𝒚𝟐(𝒙)  

 ثوابت حقيقية أو عقدية. 𝑐2و  𝑐1حيث 

 : اتملاحظ

 : فإن ( 7حلين للمعادلة )   𝑦2  و𝑦1    ن إذا كا . 1 

 𝑦2 , 𝑦1   مستقلان خطيا⟺ |
𝑦1     𝑦2
𝑦1
′     𝑦2

′ | = 𝑦1𝑦′2 − 𝑦2𝑦1
′ ≠ 0 

𝑦2  ( فإنه يوجد7حل للمعادلة )   𝑦1 إذا كان  .2 = 𝑐(𝑥) 𝑦1   بحيث{𝑦2 , 𝑦1}  جملة حلول

 أساسية.
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𝑦(𝑥)من الشكل:   𝑦1  و 𝑦2نبحث عن  - = 𝑒𝑟𝑥    

𝑦(𝑥) = 𝑒𝑟𝑥 ⟹ 𝑦′(𝑥) = 𝑟𝑒𝑟𝑥 ⟹ 𝑦′′(𝑥) = 𝑟2 𝑒𝑟𝑥   

 ( تصبح على الشكل:7و منه المعادلة )

  𝑟2 + 𝑎𝑟 + 𝑏 = 0       (8)      

( إذا 7للمعادلة )يكون حلا   e𝑟𝑥 و بالتالي (،7ادلة )للمع و تسمى هذه المعادلة بالمعادلة المميزة

 ( حلا.8قبلت )

𝒓𝟐:حل المعادلة المميزة + 𝒂𝒓 + 𝒃 = 𝟎    

=∆  فنجد ∆نحسب المميز   𝑎2 − 4𝑏  

< ∆ الحالة الأولى:   ( حلين هما 8) و منه للمعادلة المميزة   0

𝑟1 =
−𝑎 + √∆

2
𝑟2  و   =

−𝑎 − √∆

2
 

𝑦2   : بالتاليو  = 𝑒
𝑟2𝑥 𝑦1      و  = 𝑒

𝑟1𝑥 

 ( هي من الشكل:7المتجانسة ) التفاضلية إذن حلول المعادلة 

 𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝑟1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑟2𝑥  

 .   ت حقيقيةثواب  𝑐2  و  𝑐1  حيث

= ∆ :الحالة الثانية  𝑟اعف هو ض( حل م8و منه للمعادلة المميزة )  0 =
−𝑎 

2
و منه   

𝑦1(𝑥) = 𝑒
𝑟𝑥 𝑦2(𝑥)من الشكل  𝑦2(𝑥)نبحث عن ، ل    = 𝐶(𝑥)𝑒

𝑟𝑥 = 𝐶(𝑥)𝑦1(𝑥)  

𝑦2(𝑥)فنجد:  = (𝛼𝑥 + 𝛽)𝑒
𝑟𝑥     

 ( هي من الشكل: 8المتجانسة ) التفاضلية حلول المعادلة بالتالي و 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝑟 𝑥 + 𝑐2(𝛼𝑥 + 𝛽)𝑒

𝑟𝑥 = 𝑒𝑟𝑥(𝑥𝑐1 + 𝑘);  𝑐1, 𝑘 ∈ ℝ 

> ∆ الحالة الثالثة:  ( جذران مركبان مترافقان هما 8و منه للمعادلة المميزة )  0

 𝑟1 = 𝛼 + 𝑖𝛽   و  𝑟2 = 𝛼 − 𝑖𝛽  حيث  𝛼 ∈ ℝ,𝛽 .  

 لدينا:منه و  
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 𝑦1(𝑥) = 𝑒
(𝛼+𝑖𝛽)𝑥 = 𝑒𝛼𝑥𝑒𝑖𝛽𝑥 = 𝑒𝛼𝑥( cos(𝛽𝑥) + 𝑖 sin(𝛽𝑥))    

 𝑦2(𝑥) = 𝑒
(𝛼−𝑖𝛽)𝑥 = 𝑒𝛼𝑥𝑒−𝑖𝛽𝑥 = 𝑒𝛼𝑥( cos(𝛽𝑥) − 𝑖 sin(𝛽𝑥)) 

 و في الأخير نجد:

  𝑦1(𝑥) = 𝑒
𝛼𝑥 cos(𝛽𝑥)  ،  𝑦2(𝑥) = 𝑒

𝛼𝑥 sin(𝛽𝑥))  

 : من الشكل ( هي8حلول المعادلة التفاضلية المتجانسة ) إذن

𝑦(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥(𝑐1 cos(𝛽𝑥) + 𝑐2 sin(𝛽𝑥)),   𝑐1, 𝑐2 ∈ ℂ 

 : بمعاملات ثابتة رتبة الثانيةمالخطية من الحل المعادلة التفاضلية  :1مثال

 𝑦′′ + 4𝑦′ + 3𝑦 = 0         (*) 

 : المعادلة المميزة للمعادلة )*( هي

 𝑟2 + 4𝑟 + 3 = 0  

=∆ :لديناو  16 − 12 = 4 > 0 

 و منه للمعادلة حلين هما: 

𝑟1 =
−4+2

2
= 𝑟2  و  1− =

−4−2

2
= −3    

𝑦1     :وبالتالي  = 𝑒
−𝑥   و𝑦2 = 𝑒

−3𝑥 

 إذن الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة )*( هو من الشكل:

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
−𝑥 + 𝑐2𝑒

−3𝑥;     𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ 

 :  بمعاملات ثابتة رتبة الثانيةمالخطية من ال حل المعادلة التفاضلية :2مثال

   {
𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 0     

𝑦(0) = 1,   𝑦′(0) = 2
   )**( 

𝑟2   *( هي:*المعادلة المميزة للمعادلة ) − 2𝑟 + 1 = 0   

=∆و لدينا:   4 − 4 = 𝑟و منه للمعادلة حل مضاعف هو   0 = 1،  

 إذن الحل العام للمعادلة )**( هو من الشكل:
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𝑦(𝑥) = 𝑒𝑥(𝑐1𝑥 + 𝑐2);  𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ 

 و من جهة أخرى لدينا:

𝑦(0) = 1 ⟹ 𝑒0(𝑐1(0) + 𝑐2) ⟹ 𝑐2 = 1  

𝑦(𝑥) = 𝑒𝑥(𝑐1𝑥 + 𝑐2) ⟹ 𝑦′(𝑥) = 𝑒𝑥(𝑐1𝑥 + 𝑐2) + 𝑐1𝑒
𝑥   

⟹ 𝑦′(0) = 𝑐2 + 𝑐1 = 2 ⟹ 𝑐1 = 2 − 1 = 1   

 الحل الخاص للمعادلة التفاضلية المتجانسة )**( هو: بالتاليو 

 𝑦(𝑥) = 𝑒𝑥(𝑥 + 1)  

 رتبة الثانية: محل المعادلة التفاضلية الخطية من ال :3مثال

𝑦′′ − 2𝑦′ + 2𝑦 = 0       (*) 

𝑟2المعادلة المميزة للمعادلة )*( هي:  − 2𝑟 + 2 = 0،  

=∆و لدينا:  4 − 8 = −4 = 𝑖24 

 هما:  و منه للمعادلة حلان مركبان مترافقان

 𝑟1 =
2+2𝑖

2
= 1 + 𝑖   و   𝑟2 =

2−2𝑖

2
= 1− 𝑖    

𝑦1(𝑥) و منه:  = 𝑒
𝑥 cos(𝑥)  و   𝑦2(𝑥) = 𝑒

𝑥 sin(𝑥) 

 الحل العام للمعادلة التفاضلية المتجانسة )*( هو من الشكل: إذن 

  

𝑦(𝑥) = 𝑒𝑥(𝑐1cos (𝑥) + 𝑐2sin (𝑥));    𝑐1, 𝑐2 ∈ ℂ 

  : رتبة الثانية بمعاملات ثابتةمحل المعادلة التفاضلية الخطية من ال

𝑦′′ + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 𝑓(𝑥)          (6) 

   طريقة تغير الثوابت:  الأولى الطريقة 

 ( :  7( إنطلاقا من الحل العام للمعادلة المتجانسة )6الحل العام للمعادلة التفاضلية )نبحث عن 

 𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑦1(𝑥) + 𝑐2𝑦2(𝑥)  
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𝑐1و ذلك بوضع:  = 𝑐1(𝑥)   و    𝑐2 = 𝑐2(𝑥)  

 نحل الجملة:  𝑐1و  𝑐1و لإيجاد الدالتين 

 {
𝑐1
′(𝑥)𝑦1(𝑥) + 𝑐2

′ (𝑥)𝑦2(𝑥) = 0      

𝑐1
′(𝑥)𝑦1

′(𝑥) + 𝑐2
′ (𝑥)𝑦2

′(𝑥) = 𝑓(𝑥)
 

 من المرتبة الثانية:  حل المعادلة التفاضلية الخطية :1مثال

(1)             𝑦′′ + 3𝑦′ = 𝑒𝑥  

′′𝑦لنبحث عن حل المعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية بدون طرف ثاني:  + 3𝑦′ = 0 

𝑟2المعادلة المميزة المرافقة هي:  + 3𝑟 = 0 ، 

𝑟1بحل المعادلة نجد:  = 𝑟2   أو 0 = −3 

𝑦1(𝑥): بالتالي و  = 𝑒
0𝑥 = 𝑦2(𝑥)و    1 = 𝑒

−3𝑥، 

 إذن الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة هو: 

 𝑦(𝑥) = 𝑐1 + 𝑐2𝑒
−3𝑥;   𝑐1, 𝑐1 ∈ ℝ  

 بوضع:  نستعمل طريقة تغير الثوابت (،2لإيجاد الحل العام للمعادلة التفاضلية )

𝑐1 = 𝑐1(𝑥)  و   𝑐2 = 𝑐2(𝑥) و منه: 𝑦(𝑥) = 𝑐1(𝑥) + 𝑐2(𝑥)𝑒
−3𝑥   ، لإيجاد الدالتين 

 𝑐1(𝑥)  و   𝑐2(𝑥) :نحل الجملة ،     {
𝑐1
′(𝑥)𝑦1(𝑥) + 𝑐2

′ (𝑥)𝑦2(𝑥) = 0      

𝑐1
′(𝑥)𝑦1

′(𝑥) + 𝑐2
′ (𝑥)𝑦2

′ (𝑥) = 𝑓(𝑥)
 

{
𝑐1
′(𝑥)𝑦1(𝑥) + 𝑐2

′ (𝑥)𝑦2(𝑥) = 0      

𝑐1
′(𝑥)𝑦1

′(𝑥) + 𝑐2
′ (𝑥)𝑦2

′(𝑥) = 𝑓(𝑥)
⟹ {

𝑐1
′(𝑥) + 𝑐2

′ (𝑥)𝑒−3𝑥 = 0         

𝑐1
′(𝑥)(0) − 3𝑐2

′ (𝑥)𝑒−3𝑥 = 𝑒𝑥
     

⟹ {
𝑐1
′(𝑥) + 𝑐2

′ (𝑥)𝑒−3𝑥 = 0 

−3𝑐2
′ (𝑥)𝑒−3𝑥 = 𝑒𝑥     

  ⟹ {
𝑐1(𝑥) =

1

3
 𝑒𝑥 + 𝛽       

𝑐2(𝑥) =
−1

12
 𝑒4𝑥 + 𝛼 

 ;  𝛼, 𝛽 ∈ ℝ  

 ( يكتب على الشكل التالي:1رتبة الثانية )مالحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية من ال بالتاليو 

 𝑦(𝑥) =
1

3
 𝑒𝑥 + 𝛽 + (

−1

12
 𝑒4𝑥 + 𝛼) 𝑒−3𝑥 =

𝑒𝑥

4
+ 𝛽 + 𝛼𝑒−3𝑥;  𝛼, 𝛽 ∈ ℝ     
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 رتبة الثانية: ممن ال  حل المعادلة التفاضلية الخطية :2مثال

𝑦′′(𝑥) − 3𝑦′(𝑥) + 2𝑦(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑒𝑥         (2) 

 ( هي: 2المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة للمعادلة )

  𝑦′′(𝑥) − 3𝑦′(𝑥) + 2𝑦(𝑥) = 0      (3)        

𝑟2( هي: 3المعادلة المميزة للمعادلة )  − 3𝑟 + 2 = 0    

 ∆= 9 − 8 = 𝑟1  و منه 1 = 𝑟2   أو 1 = 2  

𝑦1(𝑥)إذن:  = 𝑒
𝑥   و  𝑦2(𝑥) = 𝑒

2𝑥   

 ( هو من الشكل: 3للمعادلة )الحل العام  بالتالي و 

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥;   𝑐1, 𝑐1 ∈ ℝ 

 بوضع:  طريقة تغير الثوابتنستعمل  (،2حل العام للمعادلة التفاضلية )ال لإيجاد

𝑐1 = 𝑐1(𝑥)  و   𝑐2 = 𝑐2(𝑥)  :و نحل الجملة{
𝑐1
′(𝑥)𝑦1(𝑥) + 𝑐2

′ (𝑥)𝑦2(𝑥) = 0      

𝑐1
′(𝑥)𝑦1

′(𝑥) + 𝑐2
′ (𝑥)𝑦2

′(𝑥) = 𝑓(𝑥)
 

 {
𝑐1
′(𝑥)𝑦1(𝑥) + 𝑐2

′ (𝑥)𝑦2(𝑥) = 0      

𝑐1
′(𝑥)𝑦1

′(𝑥) + 𝑐2
′ (𝑥)𝑦2

′ (𝑥) = 𝑓(𝑥)
 

⟺ {
𝑐1
′(𝑥)𝑒𝑥 + 𝑐2

′ (𝑥)𝑒2𝑥 = 0                     (1 )

𝑐1
′(𝑥)𝑒𝑥+2𝑐2

′ (𝑥)𝑒2𝑥 = (1 + 𝑥)𝑒𝑥    (2)
   

(2) − (1) ⟹ 𝑐2
′ (𝑥)𝑒2𝑥 = (1 + 𝑥)𝑒𝑥⟹ 𝑐2

′ (𝑥) =  𝑒−𝑥 + 𝑥𝑒−𝑥 

 ⟹ 𝑐2(𝑥) = −(𝑥 + 2)𝑒
−𝑥 + 𝛽     

(1) ⟹ 𝑐1
′(𝑥)𝑒𝑥 = −𝑐2

′ (𝑥)𝑒2𝑥  ⟹ 𝑐1
′(𝑥)𝑒𝑥 = −((1 + 𝑥)𝑒−𝑥)𝑒2𝑥  

⟹ 𝑐1
′(𝑥) = −(1 + 𝑥) ⟹ 𝑐1(𝑥) =

−1

2
(𝑥 + 1)2 + 𝛼  

 :( من الشكل2نجد الحل العام للمعادلة )  (3في الحل العام للمعادلة )  𝑐1(𝑥)  و 𝑐2(𝑥)  نعوض

 𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥 = 𝛼𝑒𝑥 + 𝛽𝑒2𝑥 − (
1

2
𝑥2 + 2𝑥 +

5

2
) 𝑒𝑥;  𝛼, 𝛽 ∈ ℝ 
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 الحل المتجانس و الحل الخاص مجموع :الطريقة الثانية

𝒚𝒈 الحل العام من الشكل   = 𝒚𝒉 + 𝒚𝒑  حيث𝑦ℎ  هو الحل المتجانس و𝑦𝑝 هو الحل الخاص 

   :  𝒚𝒉  نبحث عن الحل المتجانس ل أولا 

𝑎𝑦′′ + 𝑏𝑦′ + 𝑐𝑦 = 0             (7) 

 تكتب على  الشكل:      (7)المساعدة(  للمعادلة   المعادلة المميزة المرافقة )أو : المميزة  المعادلة

𝑎𝑟2 + 𝑏𝑟 + 𝑐 = 0 

=∆فنجد  ∆نحسب المميز     :حل المعادلة المميزة 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ذن  نميز ثلاث حالات:،إ 

< ∆ :الحالة الأولى 𝑟2 و منه للمعادلة المميزة حلين هما :     0 =
−𝑏+√∆

2𝑎
𝑟1و       =

−𝑏−√∆

2𝑎
 

 هي من الشكل: (7)إذن حلول المعادلة التفاضلية المتجانسة  

   𝒚𝒉(𝒙) = 𝒄𝟏𝒆
𝒓𝟏𝒙 + 𝒄𝟐𝒆

𝒓𝟐𝒙   , 𝒄𝟏, 𝒄𝟐 ∈ ℝ 

= ∆ :الحالة الثانية 𝑟و منه للمعادلة المميزة حل مضاعف هو  0 =
−𝑏

2𝑎
    

 هي من الشكل:       (7)اذن  حلول المعادلة التفاضلية المتجانسة 

𝒚𝒉(𝒙)  = 𝒆
𝒓𝒙(𝒄𝟏  + 𝒄𝟐𝒙);  𝒄𝟏, 𝒄𝟐 ∈ ℝ 

> ∆ :الحالة الثالثة    و منه للمعادلة المميزة جذران مركبان مترافقان هما   0

𝑟1 = 𝛼 + 𝑖𝛽 ,    𝛼, 𝛽 ∈ ℝ   ،  𝑟2 = 𝛼 − 𝑖𝛽      

 هي من الشكل:  (7)إذن حلول المعادلة التفاضلية المتجانسة 

𝒚𝒉(𝒙) = 𝒆
𝜶𝒙(𝒄𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝜷𝒙) + 𝒄𝟐 𝐬𝐢𝐧(𝜷𝒙)),   𝒄𝟏, 𝒄𝟐 ∈ ℝ 

  𝑓الحل الخاص يعتمد على شكل التابع  : 𝒚𝒑لنبحث عن الحل الخاص ثانيا 

1.  𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑥)    حيث𝑃   كثير حدود من الدرجة𝑛 ،   نبحث عن حل خاص يكون من

    : الشكل

𝑦𝑝(𝑥)أ.           = 𝑄(𝑥)       كان   اذا𝑐 ≠ 0       
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𝑦𝑝(𝑥)ب.              = 𝑥𝑄(𝑥)    كان  اذا 𝑏 ≠ 𝑐و    0 = 0  

𝑦𝑝(𝑥) ح.             = 𝑥
2𝑄(𝑥)  كان  اذا𝑐 = 𝑏و   0 = 0 

       𝑃كثير حدود من نفس درجة    𝑄حيث 

2.𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑥)𝒆𝜶𝒙  حيث𝑃   كثير حدود من الدرجة𝑛  و𝛼 ∈ ℝ    نبحث عن حل خاص ،

   : من الشكل

𝑦𝑝(𝑥)أ.             = 𝑄(𝑥)𝒆
𝜶𝒙   اذا كان𝜶 ليس جذر  للمعادلة المميزة 

𝑦𝑝(𝑥)    ب.          = 𝑥𝑄(𝑥)𝒆
𝜶𝒙   اذا كان𝜶   جذر بسيط  للمعادلة المميزة 

𝑦𝑝(𝑥)ج.           = 𝑥
2𝑄(𝑥)𝒆𝜶𝒙   اذا كان𝜶  جذر مضاعف  للمعادلة المميزة 

 𝑃كثير حدود من نفس درجة    𝑄حيث 

 3 .  𝑓(𝑥) = 𝛼 𝑠𝑖𝑛(𝛿𝑥 + 𝜑) + 𝛽𝑐𝑜𝑠(𝛿𝑥 + 𝜑)   حيث(𝜑, 𝛿) ∈ ℝ × ℝ∗ 

 :نبحث عن حل خاص يكون من الشكل

𝑦𝑝أ.      = 𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝛿𝑥 + 𝜑) + 𝐵𝑐𝑜𝑠(𝛿𝑥 + 𝜑)   اذا كان 𝛿𝑖 ليس حل للمعادلة المميزة 

𝑦𝑝  ب.  = 𝐴𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝛿𝑥 + 𝜑) + 𝐵𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝛿𝑥 + 𝜑)   اذا كان 𝛿𝑖   حل للمعادلة المميزة   

 رتبة الثانية التالية:محل المعادلة التفاضلية الخطية من ال مثال:

 (1)       𝑦′′ + 3𝑦′ = 𝑒𝑥   

𝒚𝒈 من الشكل   الحل العام = 𝒚𝒉 + 𝒚𝒑  حيث𝑦ℎ  هو الحل المتجانس و𝑦𝑝 هو الحل الخاص 

 𝒚𝒉المتجانس  حلالنبحث عن   أولا

′′𝑦: هي طرف ثاني رتبة الثانية بدونمالمعادلة التفاضلية من ال  + 3𝑦′ = 0 

𝑟2المعادلة المميزة المرافقة هي:  + 3𝑟 = 𝑟1بحل المعادلة نجد:  ،0 = 𝑟2   أو 0 = −3 

𝑦1(𝑥)و منه:  = 𝑒
0𝑥 = 𝑦2(𝑥)و    1 = 𝑒

−3𝑥، 

 : هو المتجانس إذن الحل   

 𝒚𝒉(𝒙) = 𝒄𝟏 + 𝒄𝟐𝒆
−𝟑𝒙;  𝒄𝟏, 𝒄𝟏 ∈ ℝ  
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 : 𝒚𝒑 الخاصنبحث عن الحل   ثانيا

  ( هو من الشكل:  1للمعادلة ) الطرف الثاني

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑥)𝒆𝜶𝒙    حيث𝑃(𝑥) = 𝛼 و  0كثير حدود من الدرجة   1 = 1 ∈ ℝ  ، 

𝜶  و بما أن  = .    من الشكل   نبحث عن حل خاصإذن  ليس جذر  للمعادلة المميزة  𝟏

𝑦𝑝(𝑥) = 𝑄(𝑥)𝒆
𝒙   حيث𝑄    كثير حدود من نفس درجة𝑃  ) أي) درجة صفر 

 𝑄(𝑥) = 𝑎   حيث𝑎 ∈ ℝ    ،: و بالتالي  𝑦𝑝(𝑥) = 𝑎𝒆
𝒙 

 ′′𝑦𝑝و     ′𝑦𝑝نحسب  :  𝒂لنبحث عن 

𝑦𝑝(𝑥) = 𝑎𝒆
𝒙 ⇒ 𝑦𝑝′(𝑥) = 𝑎𝒆

𝒙 ⇒ 𝑦𝑝′′(𝑥) = 𝑎𝒆
𝒙 

 ( نجد :1في المعادلة )  ′′𝑦𝑝و    ′𝑦𝑝 نعوض

𝑦′′ + 3𝑦′ = 𝑒𝑥 ⇒ 𝑎𝒆𝒙 + 3𝑎𝒆𝒙 = 𝑒𝑥 ⇒ 4𝑎𝑒𝑥 = 𝑒𝑥 ⇒  4𝑎 = 1 ⇒ 𝑎 =
1

4
 

 من الشكل:و منه الحل الخاص 
𝑒𝑥

4
   𝑦𝑝(𝑥) = 

 :هو ( 1) للمعادلة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانيةو بالتالي الحل العام 

 𝒚𝒈 = 𝒚𝒉 + 𝒚𝒑 =
𝑒𝑥

4
+ 𝑐1 + 𝑐2𝑒

−3𝑥;   𝑐1 , 𝑐1 ∈ ℝ    
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