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Soutenu le 01/12/2022, devant le jury formé de :
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Théorème de Szegő d’ordre supérieur, cas d’une mesure discrète

Résumé : On présente dans cette thése, une étude de théorème de Szegő sur le

comportement asymptotique des polynômes orthogonaux perturbé par une suite de

Blaschke infinie de masses ponctuelles.

Le but de cette thèse est d’étudier le comportement asymptotique des polynômes

orthogonaux {Φk}n∈N satisfont les relations d’orthonormalisation suivantes :

Φn(z) = γnz
n + ...(γn > 0),

1
2π

∫ 2π

0
Φn(z)Φm(z)dµ(θ) +

∞∑
k=1

AkΦn(zk)Φm(zk) = δmn;∀ m,n = 0, 1, ..., z = eiθ.

avec dµ = µ′acdm+ dµs , µac est la partie absolument continue de µ et dµs est la partie

singulière sur T = {z ∈ C : |z| = 1}, où m est une mesure de probabilité borélienne sur

le cercle unité T i.e. dm(t) = dt/(2πit) = 1/(2π)dθ , t = eiθ ∈ T.

De plus µ vérifie la condition généralisée de Szegö :∫ 2π

0
p(eiθ) log µ′ac(eiθ)dθ > −∞,

où p un polynôme trigonométrique tel que p(t) ≥ 0, t ∈ T .

Les Ak vérifie

Ak > 0,
∞∑
k=1

Ak <∞ et
∞∑
k=1

(|zk| − 1) < +∞,

pour k = 1, ... et δ(z − zk) est la mesure de Dirac au pointzk.

Mots clés : polynômes orthogonaux, mesure polynomiale de Szegő , condition

de Szegő, éspace de Hardy.
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Szegő theorem of higher order, case of a discrete measure

Abstract : We present in this thesis, a study of the Szegő theorem for asymptotics of

orthogonal polynomials perturbed by a infinite Blaschke sequence of point masses .

The aim of this thesis is to study of asymptotics for orthogonal polynomials {Φk}n∈N
satisfy the following orthonormality relations :

Φn(z) = γnz
n + ...(γn > 0),

1
2π

∫ 2π

0
Φn(z)Φm(z)dµ(θ) +

∞∑
k=1

AkΦn(zk)Φm(zk) = δmn; ∀m,n = 1, 2, ..., z = eiθ.

Where dµ = µ′acdm+ dµs, µac is the absolutely continuous part of µ and dµs is singular

and, and m is the probability Lebesgue measure on T ; dm(t) = dt/(2πit) = 1/(2π)dθ ,

t = eiθ ∈ T.

Moreover µ satisfises the generalised Szegö condition :

∫ 2π

0
p(eiθ) log µ′ac(eiθ)dθ > −∞,

where p be a trigonometric polynomial such that p(t) ≥ 0, t ∈ T .

The masses Ak satisfy

Ak > 0,
∞∑
k=1

Ak <∞ and
∞∑
k=1

(|zk| − 1) < +∞,

for k = 1, ... and δ(z − zk) is the Dirac measure supported at the point zk.

Keywords : Orthogonal Polynomials, Polynomial Szegő measure , Szegő

condition, Hardy space.
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4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.2 Comportement asymptotique des polynômes orthogonaux avec la condition
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Table des notations

R L’ensemble des entiers reels .

C L’ensemble des entiers complexes .

Re(z) la partie reele de z .

Im(z) la partie imaginaire de z .

T le cercle unité .

D le disque unité.

Lp l’espace de de Lebesgue .

Hol(D) L’ensemble des fonctions holomorphes sur D .

Hp(D) l’espace de Hardy du disque unité .

N La classe de Nevanlinna .

B(z) le produit de Blaschke.

m la mesure de Lebesgue .

µ⊥m µ est étrangère à m .

µ ≺≺ m µ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue m.

βs la partie singulière de βs

β′ac la dérivée de Radon-Nikodym de la partie absolue de β par rapport à la mesure de

Lebesgue m.

(N) la mesure de Nevai

(E) la mesure d’ Erdos.

(R) la mesure Rakhmanov.

(S) mesure de de Szegö.

(pS) mesur de classe polynômial de Szegö.

δ(z − zk) la mesure de Dirac au point zk.

pn le polynômes de degré n

(p∗n) le polynômes inverse de pn .

(f ∗) la limite radiale de f.

log+ |f | = log |f | si |f | ≥ 1 et 0 si non .
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Introduction

Le comportement asymptotique des polynômes orthogonaux classiques est connu à

partir du livre de Szegö [47]. Szegö est lui même qui a développé la théorie asymptotique

des polynômes orthogonaux sur le cercle unité, et l’intervalle unité pour des poids qui

répondent à la condition dite de Szegö. De nombreux résultats asymptotiques ont été

trouvés pour les polynômes orthogonaux nous allons résumer selon la mesure µ et son

support S ; le comportement asymptotique d’une classe assez large de polynômes ortho-

gonaux et extrémaux relativement à la mesure µ et qui s’avèrent la plus intéressante pour

notre étude.

1. S = [−π; π] ; µ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur

[−π; π]. Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynômes ortho-

gonaux sur le cercle avec fonction poids. Ce cas a été étudié par G.Szego [42] en

1921 et la formule asymptotique qu’il a obtenu est :

T (z) ≈ zn

Sp(1
z
)
; |z| > 1, (0.0.1)

où Sp est une fonction holomorphe dans le disque unité ouvert, construite par Szegö

et porte son nom. Szegö a utilisé la propriété extrémal des polynômes orthogonaux

pour trouver la formule (0.0.1) : Sa méthode a été reprise et développée pour trouver

la formule asymptotique d’autres types de polynômes orthogonaux. Krein [24] ; et

Gueronimus [10] ; ont généralisé cette étude dans le cas où µ est non absolument

continue.

2. = S = T ∪ {zj}mj=1 ; où T est le cercle unité,zj ∈ ext(T) ; µ est une mesure de la

forme µ = β + σ ; où β est concentrée sur T assez générale, et σ est une mesure

discrète concentrée sur les points zj avec les masses Aj c’est à dire :

σ =
m∑
j=1

Ajδzj ;Aj > 0

δzj est la mesure de Dirac au pointzj : Ce cas a été étudié en 1994 par X. Li et

K. Pan [25] ; et a été appliqué à l’étude de la distribution des zéros des polynômes

orthogonaux associés à µ.

10
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3. S = T ∪ {zj}∞j=1 ; où T est le cercle unité du plan complexe C ; zj ∈ ext(T) ;µ est

une mesure de la forme : µ = β
2π + σ = β

2π +∑
j≥1Ajδzj ;Aj > 0,∑j≥1Aj < +∞ ; β

concentrée sur T et absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue dθ

sur [−π; π] ; σ une mesure discrète concentrée sur les points zk avec les masses Aj :

Ce cas a été étudié par R.Khaldi et R.Benzine [18] en 2000 :

4. S = T ; T est le cercle unité. Ce problème a été étudié en 2006 par S. Denisov et

S. Kupin [7] ; pour une mesure plus générale µ appartient à la classe polynomiale

de Szegö définie par :

dµ(eiθ) = µ′ac(eiθ)dθ + dµs(eiθ),

µs est singulière et la partie absolument continue µac de µ vérifie la condition

généralisée de Szegö ∫
T
p(eiθ) log µ′ac(eiθ)dθ > −∞.

où p est un polynôme trigonométrique, non négatif sur le cercle unité T.

5. S = T ∪ {zj}mj=1 ; où T est le cercle unité,zj ∈ ext(T) ; v est une mesure de la

forme v = µ+∑m
j=1Ajδzj : avec µ appartient à la classe polynomiale de Szegö . Ce

problème a été étudié en 2011 par R. Khaldi et R. Guezane [22].

Notre résultat [4] principal est lié à prouver le comportement asymptotique des polynômes

orthogonaux par rapport à une mesure de la forme v = µ+∑∞
j=1Ajδzj avec µ appartient

à la classe polynomiale de Szegö dont le support est S = T ∪ {zj}∞j=1 ; où T est le cercle

unité et zj ∈ ext(T).

Dans un premier chapitre on introduit divers outils nécessaires en particulier la théorie

avancée des fonctions harmoniques, très utile dans la construction de départ , aussi bien

la formule de Poisson .

Nous décrivons dans le deuxième chapitre quelques propriétés classiques des polynômes

orthogonaux. Une formule de Christoffel est établie , théorème d’extrema sont introduites,

et la relation de récurrence permettant de calculer un polynôme dans une suite à partir

des deux précédents.

Le troisième est consacré à l’étude des espaces de Hardy la factorisation de toute fonction

appartenant à un espace de Hardy sous la forme d’un produit d’une fonction intérieure

par une fonction extérieure , fonction de Szegö associée au cercle unité qui nous servent à

définir l’espace de Hardy H2(G; ρ) ; où ρ est la densité de la partie absolument continuede

11
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la mesure µ.

le chapitre IV est consacré à l’étude du comportement asymptotique des polynômes or-

thogonaux associés à une mesure avec la condition généralisée de Szegö concentrée sur le

cercle unité, contient une partie importante des résultats originaux de cette thèse.

12



Chapitre 1

Rappels

On désignera par D le disque unité ouvert de C et par T le cercle unité de C. L’ensemble

des fonctions holomorphes sur D est noté Hol(D).

1.1 Fonction harmonique et fonction sous-harmonique

Définition 1 Soit (E, d) un espace métrique on dit que E est connexe si et seulement si

les seuls sous ensembles à la fois ouverts et fermés de (E, d) sont E et l’ensemble vide .

Proposition 1 (la formule de la moyenne) Soit f une fonction continue sur D(a, r)

(a ∈ C et r > 0 ), harmonique sur D(a, r) et à valeurs complexes. Alors on a la formule

de la moyenne :

f(a) = 1
2π

∫ 2π

0
f(a+ reit)dt.

Définition 2 Un ouvert E est dit simplement connexe s’il est connexe et si tout chemin

continu et fermé doit pouvoir être réduit continûment à un point .

Théorème 1 Soit Ω un ouvert simplement connexe de C et soit f : Ω→ R de classe C2.

Si f est une fonction harmonique sur Ω alors il existe une fonction ϕ holomorphe sur Ω

telle que Re(ϕ) = f .

Preuve.

Considérons la 1-forme différentielle w de classe C1 définie par w = −∂f
∂y
dx + ∂f

∂x
dy.

Alors w est une forme fermée. En effet,

13



1.1. FONCTION HARMONIQUE ET FONCTION SOUS-HARMONIQUEF. Z. Benghia

dw =
(
− ∂2f

∂x∂y
dx− ∂2f

∂y2 dy

)
∧ dx+

(
∂2f

∂x2 dx+ ∂2f

∂y∂x
dy

)
∧ dy

=
(
∂2f

∂x2 + ∂2f

∂y2

)
dx ∧ dy

= ∆fdx ∧ dy

= 0.

L’ouvert Ω étant simplement connexe, alors il existe une fonction g de classe C2 sur

Ω telle que

−∂f
∂y
dx+ ∂f

∂x
dy = w = dg = ∂g

∂x
dx+ ∂g

∂y
dy

On a donc ∂g
∂x

= −∂f
∂y

et ∂g
∂y

= ∂f
∂x

La fonction ϕ : Ω → R définie par ϕ = f + ig est donc

holomorphe sur et par construction f = Re(ϕ).

On cherche une fonction g : Ω→ R, de classe C2 telle que f + ig soit holomorphe sur

Ω.

D’après les équations de Cauchy-Riemann, f+ig est holomorphe si et seulement si ∂f
∂x

= ∂g
∂y

et ∂f
∂y

= − ∂g
∂x

sur Ω.

D’où w = −∂f
∂y
dx+ ∂f

∂x
dy = ∂g

∂x
dx+ ∂g

∂y
dy

Donc g =
∫
−∂f
∂y
dx+ ∂f

∂x
dy (à une constante près )

Définition 3 Une fonction f : D→ R continue sur D est dite sous-harmonique si elle a

la propriété suivante :

Pour tout domaine (ouvert connexe) Ω de D dont la fermeture Ω est inclus dans D et

pour toute fonction U harmonique dans Ω et continue dans Ω vérifiant f(z) ≤ U(z) sur

la frontière Fr(Ω) de Ω , on a f(z) ≤ U(z) pour tout z ∈ Ω.

En pratique, les fonctions continues à valeurs réelles sous-harmoniques sur D sont carac-

térisées par la propriété locale de majoration par la valeur moyenne avec laquelle il est

souvent plus facile de travailler.

Théorème 2 ( Propriété de la sous-moyenne ) Soit f : D → R continue sur D.

Alors f est sous-harmonique si et seulement si pour tout z0 ∈ D il existe r0 > 0 tel que

14



1.1. FONCTION HARMONIQUE ET FONCTION SOUS-HARMONIQUEF. Z. Benghia

D(z0, r0) ⊂ D avec de plus

f(z0) ≤ 1
2π

∫ 2π

0
f(z0 + reit)dt

pour tout r < r0.

Proposition 2 1. Soit f holomorphe dans D et soit p > 0. Alors la fonction g conti-

nue sur D à valeurs réelles définie par g(z) = |f(z)|p est sous-harmonique.

2. Soit f ∈ Hol(D). Alors log+ |f | est une fonction continue à valeurs réelles sous-

harmonique sur D.

Preuve.

Supposons que f(z0) 6= 0 :. D’après le principe des zéros isolés , il existe alors r0 > 0 tel

qu’il existe une détermination holomorphe du logarithme sur D(z0, r0) avec D(z0, r0) ⊂ D

et ainsi on peut définir z → f(z)p comme une fonction holomorphe dans D(z0, r0). En

particulier, pour tout r < r0, on a :

(f(z)p) = 1
2π

∫ 2π

0

(
f(z0 + reit)

)p
dt

ce qui implique naturellement

|f(z)p| ≤ 1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣f(z0 + reit)
∣∣∣p dt

si z0 ∈ D , tel que |f(z0)| ≤ 1 ; l’inégalité de la sous-moyenne est triviale .

Si z0 ∈ D est tel que |f(z0)| > 1 , par continuité de |f | , il existe r0 > 0 tel que |f(z)| > 1

sur D(z0, r0) ⊂ D . Par conséquent pour tout r < r0 ; log+ |f(z)| = log |f(z)| pour tout

z ∈ D(z0, r) . Comme log |f | est une fonction harmonique sur D(z0, r0) l’inégalité de la

sous-moyenne est vérifiée (c’est même une égalité) pour r < r0.

Proposition 3 Soit f une fonction continue à valeurs réelles sous-harmonique sur D et

soit

m(r) = 1
2π

∫ 2π

0
f(reit)dt pour 0 ≤ r < 1.

Alors r → m(r) est une fonction croissante sur [0, 1 [ .

Preuve.

Soient 0 ≤ r1 < r2 < 1 . Comme f continue sur D, il existe une unique fonction U

harmonique sur D(0, r2) , continue sur D(0, r2) tel que U et f cöıncident sur le cercle

15



1.2. L’INTÉGRALE DE POISSON PAR RAPPORT À UNE MESURE COMPLEXEF. Z. Benghia

(0, r2). Comme f est sous-harmonique, on a f(z) ≤ U(z) pour tout z ∈ D(0, r2) . On a

donc :

m(r1) ≤ 1
2π

∫ 2π

0
U(r1e

it)dt = U(0)

= 1
2π

∫ 2π

0
U(r2e

it)dt = m(r2).

1.2 L’intégrale de Poisson par rapport à une mesure

complexe

1.2.1 Mesure complexe

Soit m la mesure de Lebesgue sur R, m(E) =
∫
E dx pour tout borélien E de R.

Définition 4 [36] Soit (X,M) un espace mesurable. Autrement dit X est un ensemble et

M est une σ -algèbre sur X.

Une mesure complexe est une application µ : M → C vérifiant la propriété suivante :

pour tout E ∈M et toute partition dénombrable (Ei)i≥1 de E, on a :µ(E) = ∑
i≥1 µ(Ei).

À toute mesure complexe µ on associe sa variation totale |µ| définie par la formule :

|µ| (E) = sup

∑
i≥1
|µ(Ei)| : (Ei)i≥1 partition dénombrable de E

 ,
pour tout E ∈M ; et |µ| est une mesure positive au sens usuel. On note M(X) l’ensemble

des mesures complexes sur (X,B) où B est l’algèbre des boréliens, c’est à dire l’algèbre

engendrée par les ouverts de X. M+(X) l’ensemble des mesures positives finies sur (X,B).

Définition 5 On dit que µ est étrangère à m et on note µ⊥m, s’il existe un borélien A

de R tel que m(A) = 0 et tel que µ(E) = µ(E ∩ A) pour tout borélien E. Autrement dit,

µ est portée par un borélien de mesure de Lebesgue nulle.

Voici un exemple de mesures sur R étrangères à m :

Exemple : Soit t0 un point de R et soit δt0 la mesure de Dirac en t0. Posons A = {t0}.

On a donc m(A) = 0 tandis que pour tout borélien E de R on a δt0(E) = δt0(E ∩ A) car

δt0(E) = 0 si t0 /∈ E et δt0(E) = 1 si t0 ∈ E.
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Définition 6 On dit que µ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue

et on note µ ≺≺ m si m(E) = 0 alors µ(E) = 0, ∀E.

Théorème 3 (de Radon-Nikodym [32]) Si µ est absolument continue par rapport à la

mesure de Lebesgue m, alors il existe une unique fonction f ∈ L1(R) telle que µ(E) =∫
E f(x)dx. On écrit aussi dµ(x) = f(x)dx. fonction f s’appelle la dérivée de Radon-

Nikodym de µ par rapport à x.

Théorème 4 (de Lebesgue) Soit m la mesure de Lebesgue sur R et soit µ une mesure

complexe définie sur R. Alors il existe un unique couple (v, p) de mesures complexe définie

sur R tel que µ = v + p avec v⊥m et p ≺≺ m.

1.2.2 L’intégrale de Poisson

Définition 7 Pour 0 ≤ r < 1, t ∈ R , on pose

Pr(t) =
+∞∑

n=−∞
r|n|eint

Pour r fixé, 0 ≤ r < 1, Pr est appelé noyau de Poisson et (Pr)0<1 est appelée la famille

des noyaux de Poisson.

Remarque 1 (i) Pour r fixé, 0 ≤ r < 1, la série
∑+∞
n=−∞ r

|n|eint converge normale-

ment, donc uniformément . La fonction Pr est continue sur [0, 2π].

(ii) Pour r fixé, 0 ≤ r < 1, on a

1
2π

∫ 2π

0
Pr(t)dt = 1.

Pour voir ceci, on peut invertir l’intégrale et la série qui définit Pr(t) .

Proposition 4 Pour z = reiθ avec 0 ≤ r < 1 et θ ∈ R, on a :

Pr(θ − t) = 1 + 2
∞∑
n=1

rn cos(n(θ − t))

= Re

(
eit + z

eit − z

)

= 1− r2

1− 2r cos(θ − t) + r2
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Preuve. La première égalité est immédiate. Elle provient du fait que

Pr(θ − t) = 1 +
∞∑
n=1

rnein(θ−t) +
∞∑
n=1

rne−in(θ−t) = 1 + 2
∞∑
n=1

rn cos(n(θ − t))

Pour démontrer la deuxième égalité on remarque que :

(
eit + z

eit − z

)
=

(
eit + reiθ

eit − reiθ

)
=
(

1 + rei(θ−t)

1− rei(θ−t)

)

=
(

1− rei(θ−t) + 2rei(θ−t)
1− rei(θ−t)

)
= 1 +

(
2rei(θ−t)

1− rei(θ−t)

)

= 1 + 2rei(θ−t)
∞∑
n=0

rnein(θ−t)

= 1 + 2
∞∑
n=1

rnein(θ−t).

On obtient donc

Re(e
it + z

eit − z
) = 1 + 2

∞∑
n=1

rn cos(n(θ − t)) = Pr(θ − t)

La troisième égalité s’obtient en remarquant que :

eit + z

eit − z
= (eit + z)(e−it + z)

|eit − z|2
= 1− |z|2 + (zeitzeit)

|eit − z|2

Comme zeitzeit est imaginaire ,

Re(e
it + z

eit − z
) = 1− |z|2

|eit − z|2
= 1− r2

|1− ze−it|2
1− r2

|1− rei(θ−t)|2

Enfin on calcule

∣∣∣1− rei(θ−t)∣∣∣2 = |1− r cos(θ − t)− ir sin(θ − t)|2

= (1− r cos(θ − t))2 + r2 sin2(θ − t)

= 1 + r2 − 2r cos(θ − t).
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Remarque 2 Il résulte de la proposition précédente qu’un noyau de Poisson est une

fonction P : D× ∂D→ R définie par

P (z, ξ) = Re
(
ξ+z
ξ−z

)
uniformément continue sur [0, 2π], 2π-périodique, positive et paire.

Définition 8 L’intégrale de Poisson ou transformée de Poisson d’une fonction réelle

Lebesgue-intégrable sur le cercle (ϕ ∈ L1(∂D,R)) est la fonction définie pour |z| < 1 par

P (ϕ)(z) = 1
2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)ϕ(t)dt.

La proposition suivante nous montre comment construire des fonctions harmoniques

dans D à partir de mesures complexes sur T.

Proposition 5 Soit µ une mesure complexe (finie) sur [−π, π].

Pour z = reiθ avec 0 ≤ r < 1 et θ ∈ R , on pose :

P (µ)(z) = 1
2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)dµ(t)

Alors Pµ est une fonction harmonique sur D.

Preuve. La mesure complexe µ est de la forme µ = µ1 + iµ2 avec µ1 et µ2 mesures réelles

définies par µ1(A) = Re(µ(A)) et µ2(A) = Im(µ(A)) pour tout borélien A de [−π, π].

Ainsi P (µ)(z) = P (µ1)(z) + iP (µ2)(z) et pour montrer que Pµ (avec µ mesure complexe

sur T) est une fonction harmonique sur D il suffit de montrer que si v est une mesure

réelle sur T alors P (v) est une fonction harmonique sur D. Pour cela on remarque que :

P (v)(z) = 1
2π

∫ π

−π
Re(e

it + z

eit − z
)dv(t) = Re

(
1

2π

∫ π

−π

eit + z

eit − z
dv(t)

)
= Re(ϕ(z))

avec ϕ(z) = 1
2π
∫ π
−π

eit+z
eit−zdv(t). La fonction ϕ étant holomorphe sur D (comme intégrale de

la fonction holomorphe z → eit+z
eit−z sur D) donc P (v) est harmonique sur D .

1.2.3 Limite radiale de l’intégrale de Poisson

Lemme 1.2.1 L’application µ → P (µ) est une isométrie bijective de M+(T) ( mesure

positive finie sur T ) sur l’ensemble des fonctions harmoniques positives sur D.

Preuve. Soit µ ∈M+(T). Pour toute fonction f ∈ C(T) positive on a donc :∫
T
fdµ ≥ 0
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. Comme P (µ)(reiθ) = 1
2π
∫ π
−π Pr(θ − t)dµ(t) avec t→ Pr(θ − t) continue et positive pour

tout θ ∈ R, on a donc P (µ) fonction harmonique positive sur D.

Théorème 5 Soit µ ∈ M(T). Pour presque tout t ∈ R (par rapport à la mesure de

Lebesgue), limr→1− P (µ)(reit) existe et si on pose ϕ(eit) = limr→1− P (µ)(reit), alors ϕ ∈

L1(T) et ϕ est la dérivée de Radon-Nikodym de µ par rapport à la mesure de Lebesgue.

Autrement dit, si l’on pose ν(E) = µ(E) −
∫
E ϕ(eit)dt pour tout borélien E de T , alors

ν⊥m .

En utilisant le Lemme 1.2.1 et le Théorème 5 on obtient une description des fonctions

harmoniques positives sur D .

Théorème 6 Soit F une fonction harmonique positive sur D. Alors

F ∗(eit) = lim
r→1−

F (reit)

existe m-presque partout et F ∗ ∈ L1(T). De plus il existe une mesure positive finie ν sur

T telle que ν⊥m et F = P (F ∗) + P (ν) avec limr→1− P (ν)(reit) = 0 pour presque tout

t ∈ R (par rapport à la mesure de Lebesgue).
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Chapitre 2

Polynômes orthogonaux

2.1 Définition et propriétés des polynômes orthogo-

naux

Soit X un espace mesurable et µ une mesure positive sur X, et soit l’espace

L2(µ) = {f : X → R, f mesurable; ‖f‖ <∞}

de norme induite par le produit scalaire

〈f, g〉 =
∫
X
fgdµ.

Théorème 7 Soit F : R→ R croissante et continue à droite. Alors il existe une unique

mesure µF sur B(R) telle que µF ((a, b]) = F (b)− F (a) pour tout a < b.

Définition 9 — La mesure de Lebesgue-Stieltjes associée à F est notée µF ,

∫
fdF =

∫
fdµF

.

2.1.1 Relation de récurrence

Il est intéressant de savoir que toute suite de polynômes orthogonaux peut s’obtenir à

l’aide d’une relation de récurrence. C’est le contenu du théorème suivant.
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Théorème 8 Soit {Pn, n ≥ 0} une suite de polynômes orthogonaux. Alors il existe une

relation de récurrence selon laquelle on peut calculer Pn+1 en fonction de Pn et Pn−1,

donnée par la formule

Pn+1(x) = (Anx+Bn)Pn(x)− CnPn−1(x);

où les constantes An, Bn, Cn sont

An = cd(Pn+1)
cd(Pn) , Bn = −An

〈xPn, Pn〉
〈Pn, Pn〉

, Cn = An
〈xPn, Pn−1〉
〈Pn−1, Pn−1〉

.

où cd(Pn) note le coefficient dominant de Pn.

Preuve. Considérons le polynôme Pn+1(x)− AnxPn(x). De la définition de la constante

An, nous voyons assez bien que les termes en xn+1 s’annulent, et donc que ce polynôme

est de degré au plus n. Il peut alors être exprimé comme une combinaison linéaire des n

premiers éléments de O. Cela s’écrit

Pn+1(x)− AnxPn(x) = anPn(x) + an−1Pn−1 + ...+ a0P0(x) :

La valeur de chaque aj peut être trouvée en prenant le produit scalaire de cette expression

avec le Pj correspondant. À gauche, nous obtenons, pour chaque Pj avec 0 ≤ j < n− 1,

〈Pn+1(x)− AnxPn(x), PJ(x)〉 = 〈Pn+1(x), PJ(x)〉 − An 〈xPn(x), PJ(x)〉 (2.1.1)

= 〈Pn+1(x), PJ(x)〉 − An 〈Pn(x), xPJ(x)〉 (2.1.2)

= 0, (2.1.3)

résultat obtenu grâce au fait que les degrés de Pj et de xPj sont strictement inférieurs au

degré de Pn et aussi, à plus forte raison, au degré de Pn+1. Pour les j correspondants, nous

obtenons à droite : aj 〈Pj(x), Pj(x)〉 , avec bien sûr, 〈Pj(x), Pj(x)〉 6= 0 . En égalisant les

deux côtés, il vient donc que chacun de ces aj doit être nul. Pour j = n − 1 , on obtient

de même, à gauche :

〈Pn+1(x)− AnxPn(x), Pn−1(x)〉 = 〈Pn+1(x), Pn−1(x)〉 − An 〈xPn(x), PJ(x)〉(2.1.4)

= −An 〈Pn(x), xPn−1(x)〉 (2.1.5)

et à droite : an−1 〈Pn−1, Pn−1〉 , d’où, en égalisant

an−1 = −An
〈xPn, Pn−1〉
〈Pn−1, Pn−1〉

= −Cn.
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Pour j = n , on applique le même procédé

an = −An
〈xPn, Pn〉
〈Pn, Pn〉

= Bn.

La formule est donc bien démontrée.

2.1.2 Formule de Christoffel

Étant donnée une suite de polynômes orthogonaux, le théorème suivant permet d’en

construire une infinité d’autres.

Théorème 9 Soit (Pn)n≥1 une suite de polynômes, orthogonaux par rapport à une mesure

dF (x) de segment [a; b]. Soit de plus P (x) = c(x−x1)(x−x2)(x−x3)...(x−xk), c 6= 0 un

polynôme de degré k, positif sur [a; b], avec xi 6= xj;∀i 6= j. Alors l’ensemble (qn)n≥1, où

qn = 1
p(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pn(x) Pn+1(x) ... Pn+k(x)

Pn(x1) Pn+1(x1) ... Pn+k(x1)

... ... ... ...

Pn(xk) Pn+1(xk) ... Pn+k(xk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
est un ensemble de polynômes, orthogonaux par rapport à la mesure dF (x). Dans le cas où

un des xi serait de multiplicité µ > 1, le théorème fonctionne encore, mais en remplaçant

les µ− 1 lignes supplémentaires en xi par leur dérivée première, seconde, ... .

Preuve. Montrons d’abord que le déterminant précédent (appelons-le D) n’est pas iden-

tiquement nul. Développons-le par rapport à la première ligne, pour obtenir

D = Pn(x)D0 − Pn+1(x)D1 + Pn+2(x)D2 + ...+ (−1)kPn+k(x)Dk;

où on a appelé Di la sous-matrice de D obtenue en lui supprimant la première ligne et

la i + 1e colonne. Comme lesdits Di sont tout simplement des nombres, le membre de

droite de l’équation précédente est une combinaison linéaire de polynômes. Aussi sont ils

de degrés tous différents, donc linéairement indépendants. La combinaison linéaire ne peut

alors être nulle que si tous les Di sont nuls. Montrons donc que

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pn(x1) Pn+1(x1) ... Pn+k−1(x1)

Pn(x2) Pn+1(x2) ... Pn+k−1(x2)

... ... ... ...

Pn(xk) Pn+1(xk) ... Pn+k−1(xk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0
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Supposons le contraire. Alors il existe une combinaison linéaire des colonnes de la

matrice qui soit nulle. Autrement dit, il existe des constantes ai(i = 0, 1, 2, ..., k − 1) non

toutes nulles telles que

H(x) = a0Pn + a1Pn+1 + ...+ ak−1Pn+k−1

s’annule pour x = x1, x2, ..., xk . H(x) est donc de la forme p(x)G(x) pour un certain

polynôme G(x) de degré inférieur ou égal à n− 1 , qui est donc orthogonal à H(x). Cela

s’écrit

∫
H(x)G(x)dF (x) =

∫
G(x)2P (x)dF (x) = 0.

Puisque P est positif sur [a; b] , alors

G(x) ≡ 0⇒ H(x) ≡ 0,

une contradiction.

Remarquons que par le calcul précédent, ledit déterminant est un polynôme de degré

exactement n+ k. De plus, comme chaque xi, i = 1, 2, ..., k, l’annule évidemment, on vois

que ledit déterminant est divisible par P (x) . Ainsi, qn(x) est bien un polynôme de degré

n. Soit maintenant q(x), un polynôme arbitraire de degré (inférieur ou égal à n−1). Alors

∫
q(x)qn(x)(P (x)dF (x)) =

∫
q(x)(qn(x)P (x))dF (x) (2.1.6)

=
∫
q(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pn(x) Pn+1(x) ... Pn+k(x)

Pn(x1) Pn+1(x1) ... Pn+k(x1)

... ... ... ...

Pn(xk) Pn+1(xk) ... Pn+k(xk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dF (x).(2.1.7)

Maintenant, le déterminant dans l’intégrale est en fait une combinaison linéaire de

Pn, Pn+1, ..., Pn+k, orthogonaux par hypothèse à tout polynôme de degré au plus n − 1

(par rapport à la mesure dF (x)). Nous avons trouvé∫
q(x)qn(x)(P (x)dF (x)) =

∫
q(x)(qn(x)P (x))dF (x) = 0.

Ainsi, comme qn est orthogonal à tout polynôme de degré strictement inférieur pour

chaque n, on a bien obtenu que la suite des (qn)n≥1 forme un ensemble de polynômes

orthogonaux
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2.1.3 Séries de Fourier généralisées, propriétés d’extrema

Les séries de Fourier classiques sont utilisées pour représenter une fonction périodique

ou encore toute autre fonction sur un intervalle fini avec des « monômes trigonométriques

», c’est-à-dire des fonctions de la forme sin(nx) ou cos(nx), n ∈ N.

Définition 10 Soit B = {u1, u2, u3, ...} une base d’approximation d’un espace séparable

E et soit f ∈ E. La série que donne «P{u1,u2,u3,...}(f) » se nomme « série de Fourier

généralisée de f dans la base B ».

Théorème 10 Soit {u1, u2, ..., un} une base orthogonale d’un sous-espace Hn d’un R-

espace vectoriel V et soit f ∈ V . L’élément h ∈ Hn qui minimise la norme ‖f − h‖

s’écrit

h = P{u1,u2,...,un}(f) =
n∑
k=1

ak

‖uk‖2uk,

où ak = 〈f, uk〉.

Preuve. Soit g = ∑n
k=1 bkuk, un élément arbitraire de Hn, alors

‖f − g‖2 = 〈f − g, f − g〉 = 〈f, f〉 − 2 〈f, g〉+ 〈g, g〉

= ‖f‖2 − 2
n∑
k=1

bk 〈f, uk〉+
n∑
k=1

b2
k ‖uk‖

2

= ‖f‖2 − 2
n∑
k=1

bkak +
n∑
k=1

b2
k ‖uk‖

2 (2.1.8)

= ‖f‖2 +
n∑
k=1

(bk ‖uk‖ −
ak
‖uk‖

)2 −
n∑
k=1

a2
k

‖uk‖2

Ce calcul donne clairement que les valeurs de bk qui minimisent ‖f − g‖2 sont bien les

valeurs de ak
‖uk‖2 , c’est-à-dire que la norme est minimale lorsque g = h.

Avec les mêmes hypothèses et notations que dans le théorème, on obtient comme corollaire

immédiat de ce résultat l’égalité

0 ≤
∥∥∥f − P{u1,u2,...,un}(f)

∥∥∥2
= ‖f‖2 −

n∑
k=1

(
ak
‖uk‖

)2
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qui mène à l’inégalité, dite inégalité de Bessel,

n∑
k=1

(
ak
‖uk‖

)2

≤ ‖f‖2 .

Lorsque n → ∞ , le terme de gauche de cette inégalité ne peut qu’augmenter. Or, il

est borné par ‖f‖2 . Cela nous permet de conclure que la série
∑∞
k=1

(
ak
‖uk‖

)2
converge.

Corollaire 1 Soit (Pn)n≥1, une suite de polynômes orthogonaux. En prenant f = Pn+1

et Hn = {P1, P2, ..., Pn} , nous obtenons que l’élément qui minimise la norme ‖f − h‖

est h = 0, c’est-à-dire que Pn+1 (normalisé) est le polynôme de degré n + 1 de norme

minimale.

Définition 11 Une série
∑∞
k=1 akuk (où les ak sont des scalaires et les uk des éléments

d’un espace vectoriel V ) converge en moyenne s’il existe g ∈ V tel que∥∥∥∥∥g −
n∑
k=1

akuk

∥∥∥∥∥→ 0 (n→∞).

Il se dit aussi que « la série converge vers g au sens des moindres carrés ».

Théorème 11 Soit x0 ∈ C, une mesure dα(x) de Lebesgues-Stieltjes et soit l’ensemble

S =
{
p, polynôme de degré n tel que ‖p(x)‖2 = 1 dans L2

α[a, b]
}

Soit de plus {pn} la suite de polynômes orthogonaux dudit espace. Alors le polynôme p ∈ S

maximisant la quantité |p(x0)|2 s’écrit

P (x) = Kn(x0, x0)−1/2Kn(x0, x);

où

Kn(x0, x) =
n∑
k=0

Pk(x0)Pk(x)
〈Pk, Pk〉

=
n∑
k=0

Pk(x0)Pk(x)
〈Pk, Pk〉

Le maximum est donné par Kn(x0, x0).

Kn(x, y) est appelé « noyau de Christoffel-Darboux ».

Preuve. Écrivons

p =
n∑
k=0

〈p, pk〉
〈Pk, Pk〉

Pk =
n∑
k=0

λk
Pk
‖Pk‖

Alors la condition ‖p‖ = 1 peut s’écrire
∑n
k=0 |λk|

2 = 1, et l’inégalité de Cauchy donne

alors

|P (x0)|2 ≤
n∑
k=0
|λk|2

n∑
k=0

|Pk(x0)|2

〈Pk, Pk〉
= Kn(x0, x0).
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Cette borne est évidemment atteinte si λk = λPk(x0), où λ est déterminé par la condition

|λ|2
n∑
k=0
|Pk(x0)|2 = 1.

2.2 Zéros des polynômes orthogonaux

Les deux théorèmes suivants, ont une grande importance dans la théorie des polynômes

orthogonaux. Le troisième est un théorème de répartition des zéros.

Théorème 12 Le nième polynôme d’une suite de polynômes orthogonaux, Pn(n > 0)

admet n racines réelles distinctes, toutes situées à l’intérieur du segment fondamental.

Preuve.

Soit m ≥ 0 , le nombre de zéros de Pn qui soient réels et situés sur le segment

fondamental, que nous noterons [a, b]. Le théorème fondamental de l’algèbre assure d’abord

que m ≤ n . Soit donc φ = {x1, x2, ..., xm} l’ensemble ( éventuellement vide) des zéros de

Pn. Soit de plus le polynôme S(x) = (x− x1)(x− x2)...(x− xm) où nous nous rappelons

la convention selon laquelle un produit vide vaut 1 . Ce polynôme possède les mêmes

zéros que Pn dans [a, b], et donc le produit S(x)Pn(x) doit être du même signe sur tout

l’intervalle [a, b], et ne s’annuler qu’en chaque xi. Selon les conditions énoncées sur le poids

d’intégration w(x), il doit en être de même pour le produit S(x)Pn(x)w(x).

Ainsi, le produit scalaire 〈S, Pn〉 doit être non nul, puisque nous intégrons une fonction

non identiquement nulle qui ne change pas de signe sur l’intervalle d’intégration. Or,

Pn est orthogonal à tous les polynômes de degré strictement inférieur ( puisqu’ils sont

combinaisons linéaires des Pk pour k = 0, 1, ..., n − 1 ). Il faut donc avoir m ≥ n. Mais

nous avions déjà m ≤ n . Nous avons donc montré que m = n, d’où le résultat.

Théorème 13 Soit {Pn, n = 0, 1, 2, ...} une suite de polynômes orthogonaux. Alors les

racines de Pn se trouvent strictement entre les racines de Pn+1.

Preuve. Nous utilisons le noyau de Christoffel-Darboux, Nous avons, Kn(x, x) ≥ 0, et

d’autre part

Kn(x, x) = P ′n+1(x)Pn(x)− P ′n(x)Pn+1(x). (2.2.1)
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Soit donc deux zéros consécutifs α et β de Pn+1. Comme ils sont consécutifs, P ′n+1(α)

et P ′n+1(β) doivent être de signes opposés. Or 2.2.1 donne, avec ce qui la précédait

 P ′n+1(α)Pn(α) ≥ 0

P ′n+1(β)Pn(β) ≥ 0.

Il suit que Pn(α) et Pn(β) sont de signes opposés, et donc que Pn a un zéro dans [α, β] par

le théorème des valeurs intermédiaires. Comme finalement il y a n tels intervalles [α, β] et

que Pn a au plus n zéros réels, le théorème suit.

Théorème 14 (densité des zéros). Soit (Pn)n≥1 une suite de polynômes, orthogonaux

par rapport à une mesure de Lebesgues-Stieltjes mα(x). Pour tout intervalle [a′, b′] ⊆ [a, b]

(avec naturellement a′ < b′ ), il existe un N ∈ N tel que pour chaque n ≥ N , le polynôme

Pn a au moins un zéro dans [a′, b′].

Preuve. (Par contradiction.) Supposons le contraire, c’est-à-dire supposons que pour

chaque rang m, il existe un rang n tel que 2n−1 > m et tel que le polynôme Pn n’a aucun

de ses zéros dans [a′, b′] . Appelons (xνn)(ν = 1, 2, ..., n) les zéros de Pn pour chaque n.

Considérons la fonction

f(x) =

 0 dans [a, b]/[a′, b′];

(x− a′)(b′ − x) [a′, b′].

Comme f est continue sur un intervalle fermé borné, nous savons par Weierstrass que pour

tout ε > 0 , il existe un polynôme r(x) d’un certain degré M tel que |f(x)− r(x)| < ε

pour tout x ∈ [a, b]. Par hypothèse, il existe un rang N tel que 2N − 1 > M et tel que pN

n’a aucun de ses zéros xνN dans [a′, b′]. Alors, en utilisant une quadrature de Gauss, nous

pouvons obtenir ∫ b

a
r(x)dα(x) =

n∑
ν=1

λνnr(xνN).

Comme tous les xνN sont dans [a, b]/[a′, b′], que f ≡ 0 sur cet ensemble et que |f(x)− r(x)| <

ε , il vient que |r(xνN)| < ε pour chaque xνN . De plus, les λνN sont tous positifs. Ainsi

n∑
ν=1

λνnr(xνN) ≤
n∑
ν=1

λνnε

28
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En mettant tout cela ensemble, nous pouvons faire le calcul suivant

∫ b

a
f(x)dα(x) =

∫ b

a
(r(x) + ε)dα(x)

=
n∑
ν=1

λνnr(xνN) + ε(α(b)− α(a))

≤ ε
n∑
ν=1

λνn + ε(α(b)− α(a))

= ε

(
n∑
ν=1

λνn + (α(b)− α(a))
)

(2.2.2)

= 2ε(α(b)− α(a)).

En laissant ε→ 0, l’inégalité reste vraie et donne

∫ b

a
f(x)dα(x) ≤ 0.

ce qui est évidemment une contradiction.

2.3 Polynômes orthgonaux sur le cercle unité

2.3.1 Construction des polynômes orthgonaux sur le cercle

unité

Soit p ∈ L1(T) tel que p ≥ 0 et
∫ π
−π p(θ)dθ > 0. On désigne par L2

p(R) la classe des

fonctions g définies sur R ; à valeurs complexes, périodiques de période 2π, mesurables au

sens de Lebesgue dans [−π; π] ; pour lesquelles
∫ π
−π |g(θ)|2 p(θ)dθ < +∞ .

Si ϕ et ψ sont deux fonctions dans L2
p(T) ; alors l’espace

(
L2
p(T), 〈., .〉L2

p(T)

)
devient un

espace de Hilbert complexe pour le produit scalaire suivant :

〈ϕ, ψ〉L2
p(T) = 1

2π

∫ π

−π
ϕ(θ)ψ(θ)p(θ)dθ;

et la norme par

‖ϕ‖2
L2
p(T) = 〈ϕ, ϕ〉L2

p(T) .
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Définition 12 Soit p une fonction de poids vérifiant p ∈ L1(T) ; p non négative et∫ π
−π p(θ)dθ > 0 . On dit que le système de polynômes {ϕn(z) : n ∈ N; z ∈ C} est un sys-

tème orthonormal relativement au cercle et à la fonction poids p ; si {ϕn}n∈N vérifie les

conditions suivantes :

1. ϕn(z) est un polynôme de degré n dont le coefficient de zn est réel et strictement

positif.

2. Le système
{
φn(θ) = ϕn(eiθ)

}
n∈N

est orthonormé dans L2
p(T) ; c’est-à-dire :

〈φn, φm〉L2
p(T) = 1

2π

∫ π

−π
ϕn(eiθ)ϕm(eiθ)p(θ)dθ = δn,m; n,m ∈ {1, 2...}

Proposition 6 Soit p une fonction de poids vérifiant p ∈ L1(T) ; p non négative et∫ π
−π p(θ)dθ > 0 alors il existe un système de polynômes orthogonaux unique {ϕn}n∈N rela-

tivement au cercle et à la fonction poids p ; c’est-à-dire vérifiant les conditions 1 et 2 de

la définition.

Preuve. Considérons le système {zn}n∈N et posons

ψ̃n(θ) = ψn(eiθ) = (eiθ)n = zn; n ∈ N

Alors ψ̃n ∈ L2
p(T) car :

∥∥∥ψ̃n∥∥∥
L2
p(T)

= 1
2π

∫ π

−π

∣∣∣ψ̃(θ)
∣∣∣2 p(θ)dθ = 1

2π

∫ π

−π
p(θ)dθ < +∞; ;

de plus le système
{
ψ̃n
}
n∈N

est libre dans L2
p(T). Donc en appliquant le procédé d’ortho-

gonalisation de Grahm Schmidt au système
{
ψ̃n
}
n∈N

on obtient :

∃ {ϕ̃n}n∈N ; ϕ̃n ∈ L2
p(T) tel que :

1. ϕ̃n = λn,nψ̃n + λn,n−1ψ̃n−1 + ...+ λn,0ψ̃0, λn,n > 0

2. 〈ϕ̃n, ϕ̃m〉L2
p(T) = δn,m; n,m ∈ {1, 2...}

Développons 1) et 2) :

1. ϕ̃n(θ) = ∑n
k=0 λn,kψ̃k(θ) = ∑n

k=0 λn,kψk(eiθ)

donc : ϕn(z) = ∑n
k=0 λn,kz

k; λn,n > 0, z = eiθ
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2.

〈ϕ̃n, ϕ̃m〉L2
p(T) = 1

2π

∫ π

−π
ϕ̃n(θ)ϕ̃m(θ)p(θ)dθ (2.3.1)

= 1
2π

∫ π

−π
ϕn(eiθ)ϕm(eiθ)p(θ)dθ (2.3.2)

= δn,m; n,m ∈ {1, 2...} (2.3.3)

2.3.2 Problème du comportement asymptotique des polynômes

extrémaux

L’étude du comportement asymptotique des polynômes extrémaux est d’un grand in-

térêt dans la théorie de polynômes orthogonaux généraux et extrémaux ; il s’agit d’une

généralisation du problème du comportement asymptotique des polynômes orthonormés

par rapport à une mesure positive dont le support est un sous ensemble infini du plan

complexe C. L’étude du comportement asymptotique des polynômes extrémaux contribue

de façon significative dans la résolution de problèmes de mathématiques et elle a beaucoup

d’applications ; citons particulièrement, les processus stochastiques, les opérateurs de Toe-

plitz, la théorie aléatoire de la diffusion, l’approximation rationnelle, la théorie spectrale,...

.

Définition 13 On appelle problème du comportement asymptotique des polynômes extré-

maux relativement à la mesure µ l’étude du problème suivant :

Etudier : lim
n→∞

Ln(z); z ∈ E ou z ∈ K; K compact de C; avec S = supp(µ)

La solution de ce problème dépend en général de µ et de son support S :

Il’existe trois types de problèmes du comportement asymptotique des polynômes ortho-

gonaux ou extrémaux :

— Asymptotique faible des polynômes orthogonaux ou extrémaux qui consiste en

l’étude de l’asymptotique de |Ln(z)|1/n : Ce problème est étroitement lié à la dis-

tribution des zéros des polynômes orthogonaux ou extrémaux et il dépend de la

propriété de régularité de la mesure. L’outil principal dans l’étude de ce cas est

la capacité logarithmique. Parmi les applications on peut citer la distribution des

zéros et leur comportement asymptotique.
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— Ratio asymptotique c’est l’asymptotique de Ln+1(z)
Ln(z) . Un grand nombre de travaux a

été fait sur ce sujet. Dans le cas des polynômes orthogonaux sur le cercle, Szegö [47]

a obtenu des résultats de convergence pour des fonctions poids vérifiant la condition

de Szegö, ensuite moyennant la transformation de Joukowski x = 1
2(z + z−1)qui

transforme le cercle unité au segment [−1; +1] ; il a déduit la formule asymptotique

des polynômes orthogonaux sur le segment. Le cas général sur le ratio asymptotique

des polynômes orthogonaux sur le cercle unité, a été traité par Rakhmanov [28]

. La meilleure condition pour établir le ratio asymptotique pour les polynômes

orthogonaux est la condition dite de Rakhmanov : µ′ > 0 presque partout sur le

support essentiel de la mesure µ .

— Asymptotique fort pour les polynômes orthogonaux ou extrémaux, qui est le pro-

blème du comportement asymptotique uniforme des polynômes Ln(z) à l’extérieur

et sur le support de la mesure. Dans le cas classique d’un intervalle ou le cercle

unité, la formule forte du comportement asymptotique a été établie par Szegö [47].

La théorie de Szegö a été prolongée et développée par Widom [49], dans le cas où

le support de la mesure est un système fini d’arcs et de contours, ensuite par Gont-

char [11] et Nikishine [27] , dans le cas où le support de la mesure est le segment

[−1; +1] plus un nombre fini de points, et d’autres.
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Chapitre 3

Espaces de Hardy et fonction de

Szegö

Les espaces Hp ainsi dénommés en référence à G. H. Hardy [12], ont beaucoup de

propriétés intéressantes, en ce qui concerne les problèmes de factorisation, les valeurs

frontières et les représentations du type de Cauchy à partir de mesures sur la frontière.

Les espaces de Hardy ont été introduits en analyse en 1915 dans le disque unité ouvert,

constituent l’outil fonctionnel de base pour étudier les comportements asymptotiques des

polynômes orthogonaux . Pour une étude approfondie des espaces de Hardy dans le disque

unité ouvert, on cite les ouvrages de K. Hoffman [13], de P. Kossis [17] ; de S. Zygmund

[50].

3.1 Espace de Hardy Hp(D), pour 0 < p ≤ ∞

Définition 14 Pour f ∈ Hol(D) , p ∈]0;∞ [ et r ∈ [0; 1 [ posons

Mp(f, r) =
{ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣f(reit)
∣∣∣p dt} 1

p

, et

M∞(f, r) = sup
0≤t<2π

∣∣∣f(reit)
∣∣∣

Pour 0 < p ≤ ∞, l’espace de Hardy du disque noté Hp(D) est l’ensemble des fonctions

de Hol(D) telles que

sup
0≤r<1

Mp(f, r) <∞
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Ainsi, H∞(D) represente l’ensemble des fonctions analytiques et bornées sur D.

Définition 15 La classe de Nevanlinna N est définie par :

N =
{
f ∈ Hol(D), sup

0≤r<1
M0(f, r) = 1

2π

∫ 2π

0
log+

∣∣∣f(reit)
∣∣∣ dt <∞}

Avec Les fonctions de N étant holomorphes, ce sont des fonctions harmoniques sur D à

valeurs complexes.

Nous avons les inclusions suivantes :

Théorème 15

H∞(D) ⊂ Hs(D) ⊂ Hp(D) ⊂ N

pour 0 < p < s <∞.

Théorème 16 Soit f ∈ Hol(D) . Les fonctions r → Mp(f, r) ( pour 0 < p ≤ ∞) sont

des fonctions croissantes sur [0, 1[.

Preuve. Nous avons vu au chapitre I que si f ∈ Hol(D) alors |f |p et log+|f | sont des

fonctions sous-harmoniques sur D pour 0 < p <∞. D’après la Proposition 3 (chapitre I),

r →Mp(f, r) (pour 0 < p <∞ ) est une fonction croissante sur [0, 1[.

Le fait que r → M∞(f, r) est croissante sur [0, 1[ est une conséquence du principe du

maximum pour les fonctions de Hol(D).

Les fonctions de Hp(D) possèdent une limite radiale dans Lp(T) ; c’est à dire que pour

presque tout t ∈ [0, 2π [ , limr→1− f(reit) existe et si l’on définit la fonction f ∗ par f ∗(eit) =

limr→1− f(reit) ; alors f ∗ ∈ Lp(T ).

Théorème 17 ([17] [33]) Si p > 0 et si f ∈ Hp(D) alors f possède une limite radiale

notée f ∗,

f ∗(eit) = lim
r→1

f(reit)

presque partout sur le cercle T . En plus

f ∗ ∈ Lp(T ) et ‖f‖Hp(D) = ‖f ∗‖Lp(T ) pour 1 ≤ p ≤ ∞.

On peut donc définir les espaces de Hardy (pour 0 < p ≤ ∞) et la classe de Nevanlinna

N de la façon suivante :
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Définition 16 Pour 0 < p ≤ ∞ on a :

Hp(D) =
{
f ∈ Hol(D) : lim

r→1−
Mp(f, r) <∞

}
.

et

N =
{
f ∈ Hol(D) : lim

r→1−
M0(f, r) <∞

}
.

La norme naturelle dont on munit Hp(D) est

‖f‖Hp(D) = lim
r→1−

Mp(f ; r) si p ∈
[
0;∞

[
et ‖f‖H∞(D) = lim

r→1−
M∞(f ; r)

Théorème 18 Pour 1 ≤ p ≤ ∞, l’espace de Hardy Hp(D) muni de la norme
∥∥∥. ∥∥∥Hp(D)

est un espace de Banach.

Théorème 19 Soit f une fonction de Hol(D) de la forme

f(z) =
∑
n≥0

αnz
n.

Alors, f appartient à H2(D) si et seulement si
∑
n≥0 |α2

n| <∞.

De plus on a ‖f‖H2(D) =
(∑

n≥0 |αn|
2
)1/2

.

Théorème 20 H2(D) , muni du produit scalaire :

〈f, g〉H2(D) = 〈f ∗, g∗〉L2(T) = 1
2π

∫ 2π

0
f ∗(eiθ)g∗(eiθ)dθ

est un espace de Hilbert

Définition 17 Pour 0 < p ≤ ∞ on a :

Hp(T) =
{
f ∈ Lp(T ) : f̂(n) = 0, n < 0

}
où f̂(n) =

∫ 2π
0 f(eit)e−intdt est le n ième coefficient de Fourier de f .

Pour une fonction g ∈ Hp(T) ; le noyau de Poisson Pr : t → Re
(

1+reint
1−reint

)
permet de

résoudre le problème de Dirichlet : ∆f = 0.

limr→1− f(reit) = g(eit) pour presque tout t ∈ [0, 2π [.

qui a pour solution

f(reit) = 1
2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t)g(eit)dt.
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On peut vérifier que f ∈ Hp(D) et que f ∗ = g. On peut alors identifier isométriquement

Hp(D) et Hp(T) ; au sens où l’on a construit un isomorphisme isométrique entre Hp(D)

et Hp(T) .

Théorème 21 Soit 1 ≤ p ≤ ∞. L’application φ : Hp(D) → Hp(T) telle que φ(f) = f ∗

et où Hp(T) =
{
f ∈ Lp(T ) : f̂(n) = 0, n < 0

}
est un isomorphisme isométrique.

Théorème 22 [32]

Soit f ∈ Hp(D) alors

lim
r

1→

∫ π

−π

∣∣∣f(reit)− f ∗(eit)
∣∣∣p dt = 0.

Théorème 23 [32] Soit f ∈ Hp(D) alors f est respectivement l’intégrale de Poisson et

de Cauchy de sa limite radiale f ∗(eit) , on a alors

f(z) = 1
2π

∫ 2π

0
Pr(θ − t)f ∗(eit)dt,

et

f(z) = 1
2πi

∫ 2π

0

f ∗(ξ)
ξ − z

dξ.

3.2 Produit de Blaschke

Théorème 24 Soit (αn)n≥1 une suite de complexes non nuls tels que |αn| < 1, n ≥ 1

avec de plus ∑
n≥1

(1− |αn|) <∞

. Alors le produit infini ∏
n≥1

|αn|
αn

αn − z
1− αnz

converge uniformément sur tout compact de D vers une fonction B ∈ H∞(D) dont les

zéros sont exactement les nombres (αn) répétés selon leur multiplicité.

De plus B∗(eit) = limr→1− B(reit) existe m-presque partout et est de module 1 m-presque

partout |B∗(eit)| = 1 avec

lim
r→1−

∫ π

−π
log

∣∣∣B(reit)
∣∣∣ dt = 1
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Définition 18 Soit (αn)n≥1 une suite d’éléments non nuls de D telle que
∑
n≥1 (1− |αn|) <

∞ la fonction

B(z) = zk
∏
n≥1

|αn|
αn

αn − z
1− αnz

,

(avec k entier k ≥ 1) est appelée un produit de Blaschke.

Théorème 25 Soit f ∈ N une fonction non identiquement nulle sur D. On note (αn)

la suite des zéros de f numérotés de sorte que |α1| ≤ |α2| ≤ ... ; chaque αn pouvant

apparaitre plusieurs fois. Alors les zéros de f vérifient la condition de Blaschke

∑
n≥1

(1− |αn|) <∞

Théorème 26 Soit f ∈ N non identiquement nulle. Soit B le produit de Blaschke associé

à la suite des zéros de f , i.e.

B(z) = zk
∏
k≥1

|αn|
αn

αn − z
1− αnz

,

si 0 est un zéro d’ordre k de f et avec (αn)n≥1 suite des zéros non nuls de f répétés

selon leur multiplicité. Alors B ∈ N , f ∗(eit) = limr→1− f(reit) existe m-presque partout

et log |f ∗| ∈ L1(T).

Théorème 27 Soit 1 ≤ p ≤ ∞ et soit f une fonction de Hp(D) non identiquement nulle.

Si B est le produit de Blaschke associé à f (f ∈ N) alors f
B
∈ Hp(D) avec

∥∥∥ f
B

∥∥∥
Hp(D)

=

‖f‖Hp(D)

Preuve. Soit (αn)n≥1 la suite des zéros de f comptés avec multiplicité et soit Bn le pro-

duit de Blaschke fini associé aux n premiers zéros de f .

Bn est une fonction de H∞(D) continue sur D avec |Bn(eit)| = 1 pour t ∈ R . Comme Bn

est continue sur le compact D , Bn est uniformément continue sur D .

Par conséquent, si l’on choisit ε ∈]0, 1[ , il existe ν < 1 tel que pour tout z1, z2 ∈ D,

vérifiant |z1 − z2| < ν.

On ait |Bn(z1)−Bn(z2)| < ε .

En particulier, pour tout t ∈ R et 1 − ν < r < 1 on a |Bn(reit)−Bn(eit)| < ε . Comme
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|Bn(eit)| = 1 , on obtient 1 − ε < |Bn(reit)| < 1 + ε pour tout t ∈ R et 1 − ν < r < 1 .

Alors :
1

1 + ε

∣∣∣f(reit)
∣∣∣ < ∣∣∣∣∣ f(reit)

Bn(reit)

∣∣∣∣∣ < 1
1− ε

∣∣∣f(reit)
∣∣∣

pour tous t ∈ R et 1− ν < r < 1 . Si p ∈]0,∞] et f ∈ Hp(D) on obtient ainsi

1
1 + ε

‖f‖p <
∥∥∥∥∥ fBn

∥∥∥∥∥ < 1
1− ε ‖f‖p

pour tout ε ∈]0, 1[ . On a ‖gn‖p = ‖f‖p avec p ∈]0,∞[ et avec gn = f
Bn

.

Posons g = f.B. Par construction g ∈ Hol(D) . De plus, pour z ∈ D , limn→∞ gn(z) = g(z)

et (|gn(z)|)n≥1 est une suite croissante. D’aprés le théorème de convergence monotone, pour

p ∈]0,∞[ et pour r ∈ [0, 1[ fixé, on a :

lim
n→∞

∫ π

−π

∣∣∣gn(reit)
∣∣∣p dt =

∫ π

−π
lim
n→∞

∣∣∣gn(reit)
∣∣∣p dt =

∫ π

−π

∣∣∣g(reit)
∣∣∣p dt.

ce qui implique Mp(g, r) = limn→∞Mp(gn, r). Comme r → Mp(gn, r) est une fonction

croissante avec limr→1−Mp(gn, r) = ‖f‖p , on obtient limn→∞Mp(gn, r) ≤ ‖f‖p pour

tout r ∈ [0, 1[ et donc ‖g‖p = limr→1−Mp(g, r) ≤ ‖f‖p . Par conséquent g ∈ Hp(D)

avec ‖g‖p ≤ ‖f‖p . D’autre part, comme |B(z)| < 1 pour tout z ∈ D , on en déduit

|g(z)| > |f(z)| pour tout z ∈ D . Ainsi on a ‖g‖p ≥ ‖f‖p .Alors , pour p ∈]0,∞[ ,

on a ‖g‖p = ‖f‖p . Si f ∈ Hp(D) , comme supz∈D |gn(z)| = ‖gn‖∞ = ‖fn‖∞ , on a

|gn(z)| ≤ ‖fn‖∞ pour tout z ∈ D et pour tout entier n ≥ 1 . Comme pour z ∈ D on a

g(z) = limn→∞ gn(z),

on a ‖g‖∞ = supz∈D |gn(z)| ≤ ‖f‖∞. De plus, comme |g(z)| > |f(z)| pour tout z ∈ D,

on obtient ‖g‖∞ ≥ ‖f‖∞ , et donc ‖g‖∞ = ‖f‖∞.

3.3 Théorèmes de factorisation

D’aprés le Théorème (27), toute fonction f non identiquement nulle de Hp(D) avec

(p ∈]0,∞]) peut se factoriser sous la forme f = Bg oǔ B est un produit de Blaschke et

g ∈ Hp(D) sans zéro dans D. Il existe une factorisation plus subtile qui nous semblent

importantes pour le dernier chapitre.
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3.3.1 Fonctions intérieures

Définition 19 Une fonction intérieure est une fonction U ∈ H∞(D) telle que |U∗(eit)| =

1 m-presque partout (avec U∗(eit) = limr→1− U(reit)).

Le théorème suivant donne une description complète des fonctions intérieures.

Théorème 28 Soit c ∈ C, |c| = 1, soit B un produit de Blaschke et soit v une mesure

de Borel positive finie sur T telle que v⊥m. Pour z ∈ D on pose

U(z) = cB(z) exp
{
− 1

2π

∫ π

−π

eit + z

eit − z
dv(t)

}
(3.3.1)

La fonction U est une fonction intérieure et toute fonction intérieure peut s’obtenir

de cette façon.

Preuve. Supposons que U soit définie sur D par (3.3.1). Par construction U ∈ Hol(D).

Posons g = U
B

, alors on a

log |g(z)| = 1
2π

∫ π

−π
Re

(
eit + z

eit − z

)
d(−v(t)),

on note que log |g| est l’intégrale de Poisson de la mesure de Borel finie négative −ν . Ainsi

log |g| est une fonction harmonique négative sur D , ce qui implique |g(z)| ≤ 1 pour z ∈ D

. Par conséquent, g et par suite U sont des fonctions de H∞(D) . De plus, comme ν⊥m

et log |g| = −P (ν) , d’après le Théorème 6, on a limr→1− log |g(reit)| = log |g∗(eit)| = 0

m-presque partout. On a donc |g∗(eit)| = 1 m-presque partout.

Comme, |B∗(eit)| = 1 m-presque partout ( m la mesure de Lebesgue sur T), on a donc

|U∗(eit)| = 1 m- presque partout et ainsi la fonction U est bien une fonction intérieure.

Réciproquement, soit U une fonction intérieure et soit B le produit de Blaschke asso-

cié à la suite de ses zéros comptés avec multiplicité. D’après le Théorème 27, g = U
B
∈

H∞(D), ‖g‖∞ = ‖U‖∞ = 1 et par construction g ne s’annule pas sur D . Il existe donc

L ∈ Hol(D) vérifiant log |g| = Re(L) , ce qui implique que log |g| est une fonction harmo-

nique sur D . D’autre part log |g| est négative puisque ‖g‖∞ = 1.

Puisque |B∗(eit)| = 1 m-presque partout. Comme |U∗(eit)| = 1 m-presque partout, néces-

sairement |g∗(eit)| = 1 m-presque partout et donc log |g∗(eit)| = 0 m-presque partout.

D’après le théorème , il existe ν ≥ 0, ν finie sur T , ν⊥m telle que log |g| soit l’inté-

grale de Poisson de −ν . Finalement log |g| est la partie réelle de la fonction holomorphe
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h(z) = − 1
2π
∫ π
−π

eit+z
eit−zdν(t) Comme g = el avec Re(l) = Re

(
− 1

2π
∫ π
−π

eit+z
eit−zdν(t)

)
, on obtient

g(z) = c exp
{
− 1

2π
∫ π
−π

eit+z
eit−zdν(t)

}
avec |c| = 1 puisque h(z) = − 1

2π
∫ π
−π

eit+z
eit−zdν(t)− l ∈ iR.

Définition 20 Les fonctions intérieures singulières sont les fonctions intérieures qui ne

s’annulent pas sur D, i.e. les fonctions de la forme

U(z) = c exp
{
− 1

2π

∫ π

−π

eit + z

eit − z
dv(t)

}
oǔ |c| = 1 et oǔ v est une mesure de Borel positive finie sur T telle que v⊥m.

3.3.2 Fonctions extérieures

Définition 21 Une fonction extérieure est une fonction Q ∈ Hol(D) de la forme

Q(z) = c exp
{

1
2π

∫ π

−π

eit + z

eit − z
logϕ(eit)dt

}

oǔ |c| = 1 et oǔ ϕ est une fonction positive mesurable telle que logϕ ∈ L1(T ).

Proposition 7 Soit Q une fonction extérieure reliée à ϕ et qui intervient dans la défini-

tion . Alors

1. log |Q| est l’intégrale de Poisson de la mesure absolument continue par rapport à

la mesure de Lebesgue dont la dérivée de Radon-Nikodym est logϕ.

2. limr→1− |Q(reit)| = ϕ(eit) m-presque partout. ( m le mesure de Lebesgue sur T)

3. Pour p ∈]0,∞], Q ∈ Hp(D) si et seulement si ϕ ∈ Lp(T). Dans ce cas ‖Q‖Hp(D) =

‖ϕ‖Hp(D).

Preuve. Comme

|Q(z)| = expRe
(

1
2π

∫ π

−π

eit + z

eit − z
logϕ(eit)dt

)
= exp

{
1

2π

∫ π

−π
Re

(
eit + z

eit − z

)
logϕ(eit)dt

}

avec Re
(
eit+z
eit−z

)
= Pr(θ− t) si z = reiθ, on a log |Q(reiθ)| = 1

2π
∫ π
−π Pr(θ− t) logϕ(eit)dt, ce

qui prouve 1. De plus, d’après 1. et en appliquant le Théorème 5 , on obtient limr→1− |Q(reit)| =

logϕ(eit) m-presque partout, ce qui implique 2.

Si p = ∞ , compte tenu de 2. l’assertion 3. est évidente. Supposons p ∈]0,∞[ et Q ∈

Hp(D).
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3.3. THÉORÈMES DE FACTORISATION F. Z. Benghia

Soit (rn)n≥1 une suite croissante de réels de ]0, 1[ tendant vers 1 .

D’après le lemme de Fatou appliqué à la suite de fonctions mesurables positives (sur T )

(Qn)n≥1 définie par Qn(eit) = |Q(rneit)|p , on a :

∫ π

−π
lim inf
n→∞

Qn(eit)dt ≤ lim inf
n→∞

∫ π

−π
Qn(eit)

ce qui implique ‖Q∗‖Hp(D) ≤ ‖Q‖Hp(D) . D’après 2., on a donc ‖ϕ‖Hp(D) ≤ ‖Q‖Hp(D) .

Par conséquent, si Q ∈ Hp(D) alors ϕ ∈ Lp(T) . Réciproquement, supposons que ϕ ∈

Lp(T) . On a alors :

|Q(reit)|p = exp
{ 1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t) logϕp(eit)dt

}

D’après l’inégalité de Jensen, appliqué à la fonction convexe x→ ex et à la mesure positive

µ définie par dµ(t) = 1
2πPr(θ − t)dt , on obtient :

exp
{ 1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t) logϕp(eit)dt

}
≤ 1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)ϕp(eit)dt

On a donc

|Q(reit)|p ≤ 1
2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)ϕp(eit)dt

En intégrant cette inégalité par rapport à la variable θ, sachant que 1
2π
∫ π
−π Pr(θ −

t)dt = 1, on obtient Mp(Q, r) ≤ ‖ϕ‖p, et donc limr→1−Mp(Q, r) = ‖Q‖Hp(D) ≤ ‖ϕ‖Hp(D) .

L’équivalence Q ∈ Hp(D)⇔ ϕ ∈ Lp(T) est démontrée.

Il résulte des calculs ci-dessus que si Q ∈ Hp(D) alors ‖Q‖Hp(D) = ‖ϕ‖Hp(D) .

Proposition 8 Soit p ∈]0,∞]. Supposons que f ∈ Hp(D), f non identiquement nulle.

Alors la limite radiale de f , notée f ∗, est telle que log |f ∗| ∈ L1(T) et f ∗ ∈ Lp(T).

Preuve. Si f ∈ Hp(D) alors log |f ∗| ∈ L1(T) . En effet, Hp(D) ⊂ N et on a, d’après le

Théorème 26 si f ∈ N alors f ∗(eit) est définie m-presque partout avec log |f ∗| ∈ L1(T).

De plus, pour p ∈]0,∞[ , d’après le lemme de Fatou,

∫ 2π

0
lim inf
r→1−

∣∣∣f(eit)
∣∣∣p dt ≤ lim inf

r→1−

∫ 2π

0

∣∣∣f(eit)
∣∣∣p dt

ce qui donne :
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣f(reit)
∣∣∣p dt ≤Mp(f, r)p = ‖f‖pp .
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Par conséquent, pour p ∈]0,∞] , si f ∈ Hp(D) alors f ∗ ∈ Lp(T). Pour p = ∞, comme

|f(z)| ≤ ‖f‖∞ pour z ∈ D , on a donc |f ∗(eit)| ≤ ‖f‖∞ m-presque partout. De ce fait, si

f ∈ H∞(D) on a donc f ∗ ∈ L∞(T).

Proposition 9 Soit p ∈]0,∞]. Supposons que f ∈ Hp(D), f non identiquement nulle.

Alors, la fonction extérieure Qf définie par

Qf (z) = c exp
{

1
2π

∫ π

−π

eit + z

eit − z
log

∣∣∣f ∗(eit)∣∣∣ dt} (3.3.2)

appartient à Hp(D).

Remarque 3 La fonction Qf est appelée facteur extérieur de f . Notons que Qf ne dépend

que de f ∗.

Preuve. Soit p ∈]0,∞] . Supposons que f ∈ Hp(D), f non identiquement nulle. D’après le

Théorème 26, log |f ∗| ∈ L1(T) . Par suite l’intégrale (3.3.2) est bien définie comme fonction

extérieure. De plus, comme , f ∈ Hp(D) implique f ∗ ∈ Lp(T) , la 3 ième assertion de la

Proposition 7 nous permet de conclure que Qf ∈ Hp(D) .

3.3.3 Factorisations des fonctions de Hp(D), 0 < p ≤ ∞.

Le théorème suivant va nous permettre d’établir la factorisation de toute fonction

appartenant à un espace de Hardy sous la forme d’un produit d’une fonction intérieure

par une fonction extérieure.

Théorème 29 Soit p ∈]0,∞] et soit f ∈ Hp(D). Alors il existe une fonction intérieure

Uf telle que f = UfQf où Qf est le facteur extérieur de f , à savoir la fonction de Hp(D)

définie par :

Qf (z) = c exp
{

1
2π

∫ π

−π

eit + z

eit − z
log

∣∣∣f ∗(eit)∣∣∣ dt} .
De plus

log |f(0)| ≤
∫ 2π

0
log

∣∣∣f ∗(eit)∣∣∣ dt (3.3.3)

avec égalité si et seulement si Uf est constante, autrement dit, si et seulement si f est

extérieure.
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Preuve. Commençons par le cas p = 1. On peut supposer que f ne s’annule pas sur D et

que f(0) = 1 ; en effet, on pose sinon g = f/B où B est le produit de Blaschke construit

sur les zéros de f , on a alors |f ∗| = |g∗| et le Théorème 27 montre alors que g ∈ H1(D).

La fonction log |f | est donc harmonique sur D et la propriété de moyenne fournit∫ π

−π
log

∣∣∣f(reiθ)
∣∣∣ dt = log |f(0)| (0 < r < 1)

d’où
1

2π

∫ π

−π
log−

∣∣∣f(reiθ)
∣∣∣ dt = 1

2π

∫ π

−π
log+

∣∣∣f(reiθ)
∣∣∣ dt ≤ ‖f‖N ≤ ‖f‖H1(D)

On en déduit par le lemme de Fatou

1
2π

∫ π

−π
log−

∣∣∣f ∗(eiθ)∣∣∣ dt ≤ ‖f‖N ≤ ‖f‖H1(D)

et donc log− |f ∗| ∈ L1(T ) ; de la meme fa»con log+ |f ∗| ∈ L1(T ) et log |f ∗| ∈ L1(T ), ce

qui montre que la définition de Qf a bien un sens. De plus, on a f ∗ ∈ L1(T ) grace à la

Proposition 8 et donc Qf ∈ Hp(D).

Soit |z| ≤ 1 et 0 < r < 1, on pose fr(z) = f(rz). Alors, fr est définie sur D et pour

tout z ∈ D ,

log |fr(z)| = P (log |fr|)(z) = P (log+ |fr|)(z)− P (log− |fr|)(z).

où P l’intégrale de Poisson. Pour tout u, v > 1, on a

|log u− log v| =
∫ v

u

∣∣∣∣∣dtt
∣∣∣∣∣ ≤

∫ v

u
|dt| = |u− v|

et donc
∣∣∣log+ u log+ v

∣∣∣ ≤ |u− v| pour tout u, v ∈ R. Puisque , ‖fr − f ∗‖H1(D) = 0

lorsque r tend vers 1 , on a

∣∣∣P (log+ |fr|)− P (log+ |f ∗|)
∣∣∣ ≤ |P (|fr − f ∗|)| → 0

d’où P (log+ |fr|)→ P (log+ |f ∗|) pour r → 1. Le lemme de Fatou donne

P (log+ |f ∗|) ≤ lim inf
r→1

P (log− |fr|) = P (log+ |f ∗|)− log |f ∗| .

On a donc l’inégalité log |f ∗| ≤ P (log |f ∗|). Mais d’après l’assértion 3 de la Proposition

7, log |Qf | = P (log |f ∗|) et donc |f | ≤ |Qf | . Ceci montre que la fonction Uf = f/Qf
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appartient à H∞.

Du fait que log |f ∗ ∈ L1(T) et du théorème précédent on déduit |f ∗| =
∣∣∣Q∗f ∣∣∣ 6= 0 p.p. et

donc
∣∣∣U∗f ∣∣∣ = 1p.p..

La factorisation f = UfQf est donc établie avec Uf intérieure. L’inégalité

log |f ∗(0)| ≤
∫ 2π

0
log

∣∣∣f ∗(eit)∣∣∣ dt
est évidente en appliquant à z = 0 la relation |f(z)| ≤ |Qf (z)| L’égalité n’a lieu que si

|f(0)| = |Qf (0)| , c’est-à-dire si et seulement si
∣∣∣U∗f (0)

∣∣∣ = 1 . Puisque ‖Uf‖H∞ = 1, cette

condition équivaut à Uf constante.

Si 1 < p ≤ ∞ , alors grace au lemme de Fatou

‖f ∗‖pHp(D) ≤ lim inf
r→1

∫
T
|fr|p

dt

2π ≤ ‖f‖Hp(D)

et donc f ∗ ∈ Lp(T) . Ainsi Qf ∈ Hp(D) d’après l’assértion 3 de la Proposition 7. Puisque

f ∈ H1(D) , la factorisation f = UfQf a bien lieu, ainsi que l’inégalité log |f(0)| ≤
1

2π
∫ π
−π log |f ∗(eit)| dt.

Pour p < 1 , on utilise la décomposition f = Bh2/p du théorème 27 avec h ∈ H2(D).

On a alors log |f ∗| = log |B∗|+ log
∣∣∣(h2/p)∗

∣∣∣ = 2
P

log |h∗| ∈ L1(T) On a aussi Qf = (Qf )2/p

et donc Qf ∈ Hp(D). Puisque Uh est une fonction intérieure, il en va de meme pour

Uf = BU2/p et alors

f = Bh2/p = BU
2/p
h QU

2/p
h = UfQf .

Enfin

log |f(0)| = log |B(0)|+ log |h(0)| ≤ 1
2π

∫ π

−π
log

∣∣∣h∗(eit)∣∣∣ ≤ ∫ π

−π
log

∣∣∣f ∗(eit)∣∣∣
avec égalité si et seulement si Uf est constante.

Remarque 4 Les fonctions Qf et Uf sont appelées respectivement facteur extérieur et

facteurs intérieur de f . Le facteur Uf tient compte des zéros de f dans D et du com-

portement de f ∗ sur T tandis que le facteur Qf ne dépend que des valeurs de |f ∗| sur

T .
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3.4 Fonction de Szegö

Comme on le verra plus tard, la formule asymptotique des polynôme orthogonaux s’ex-

prime essentiellement en fonction des fonctions de Szegö . les fonctions de Szegö rentrent

dans le cadre général de la représentation des fonctions positives.Pour la construction de

ces fonctions dans le disque unité ouvert, on cite ([44] ; [45] ; [46] ; [47]).

Soit F ∈ Hp(D) et F ∗ sa limite radiale qui existe presque partout sur le cercle

unité. Posons : f (θ) =
∣∣∣F ∗ (eiθ)∣∣∣ on a vu que f ∈ Lp([−π, π] , dθ) (Théorème 17), et

log (f) ∈ L1([−π, π] , dθ).

Réciproquement si f ∈ Lp([−π, π] , dθ) , f presque partout positive et log (f) ∈

L1([−π, π] , dθ) on a montre qu’il existe une infinité de fonctions F ∈ Hp(D) presque

partout pour −π ≤ θ ≤ π . F ∗ étant la limite radiale de F ( Proposition 7).

Parmi les fonctions de type F , on peut construire une fonction particulière dite fonction

de Szegö et dont les propriétés se résument dans le théorème suivant :

3.4.1 Fonction de Szegö associée au disque unité D

Théorème 30 Soit f une fonction non négative intégrable au sens de Lebesgue sur l’in-

tervalle [−π, π] . et vérifiant la condition de Szegö

∫ π

−π
log f (θ) dθ > −∞,

Alors la fonction définie par :

Sf (z) = exp
{

1
4π

∫ π

−π

eiθ + z

eiθ − z
log f (θ) dθ

}
(|z| < 1) ,

dite fonction de Szegö associée à D et à la fonction poids f , possède les propriétés

suivantes :

1. Sf ∈ H2(D),

2. Sf (z) 6= 0 pour |z| < 1,

3.
∣∣∣S∗f (eix)

∣∣∣2 = f(x) presque partout sur [−π, π] ; où S∗f est la limite radiale de Sf ,

4. Sf (0) > 0.

Preuve. Considérons l’intégrale de Poisson associée à la fonction log (f) qu’on note par :
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u (r, x) = 1
2π

∫ π

−π

1− r2

1− 2r cos (x− θ) + r2 log f (θ) dθ

La fonction u est harmonique dans le disque unité D puisque log (f) ∈ L1([−π, π] , dθ)

Considérons maintenant la fonction holomorphe h(z) dont u(r;x) est la partie réelle et

exigeons que h(0) soit réelle pour avoir l’unicité de h. La fonction cherchée sera donc

g (z) = exp
{1

2h (z)
}
.

On a 1−r2

1−2r cos(x−θ)+r2 = Re( eiθ+z
eiθ−z ), alors

ReSf (z) = Reg (z) ;
(
z = reix, r ∈ [0, 1 [)

alors

Sf (z) = g (z)

(2) Montrons que :

∃c > 0 tel que : ∀r ∈ [0, 1[: 1
2π

∫ π

−π

∣∣∣Sf (reix)∣∣∣2 dx ≤ c.

En effet

|Sf (z)| =
∣∣∣∣exp

{1
2 (Reh (z) + Imh (z))

}∣∣∣∣
= exp

{1
2Reh (z)

}
= exp

{1
2u (r, x)

}
(3.4.1)

Par suite , pour z = reix ; r ∈ [0; 1[ ; on a :

∣∣∣Sf (reix)∣∣∣2 = exp {u (r, x)}

= exp
{

1
2π

∫ π

−π

1− r2

1− 2r cos (x− θ) + r2 log f (θ) dθ
}

≤ 1
2π

∫ π

−π
f (θ) 1− r2

1− 2r cos (x− θ) + r2dθ(inégalité de Jensen).(3.4.2)

En intégrant par rapport à x on obtient

1
2π

∫ π

−π

∣∣∣Sf (reix)∣∣∣2 dx = 1
2π

∫ π

−π

(∫ π

−π
f (θ) 1− r2

1− 2r cos (x− θ) + r2dθ

)
dx

= 1
2π

∫ π

−π
f (θ)

(∫ π

−π

1− r2

1− 2r cos (x− θ) + r2dx

)
dθ

= 1
2π

∫ π

−π
f (θ) dθ = C ∀r ∈ [0; 1[.
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ce qui donne le point (1).

(2) est évident.

(3) Sf ∈ H2(D) ; notons par S∗f la limite radiale de Sf . Comme :

∣∣∣Sf (reix)∣∣∣2 = exp
{

1
2π

∫ π

−π
log f (θ) 1− r2

1− 2r cos (x− θ) + r2dθ

}

il vient ∣∣∣S∗f (reix)∣∣∣2 = lim
r→1−

∣∣∣S∗f (reix)∣∣∣2
= exp

{
lim
r→1−

1
2π

∫ π

−π
log f (θ) 1− r2

1− 2r cos (x− θ) + r2dθ

}
= exp {log f (x)} ; presque partout sur [−π; π]; (3.4.3)

(5) S∗f (0) = exp
{

1
2h (0)

}
> 0 : ( h(0) ∈ IR par construction ).

3.4.2 Fonction de Szegö associée à l’exterieur du disque unité

Soit G = {w ∈ C, |w| > 1} ∪ {∞}, et Hol(G) l’ensemble des fonctions holomorphes

dans G ( ∞ y compris) et par Tr = {w ∈ C, |w| = r}

Définition 22 (Espace H2(G) ) Soit f ∈ Hol(G) ; on dit que f ∈ H2(G) s’il existe une

constante C positive, indépendante de r, telle que :∫
Tr
|f(w)|2 |dw| ≤ C, ∀r ∈ [1, 2[.

Si f ∈ H2(G) ; on note par :

‖f‖2
H2(G) = sup

1≤r<2

∫
Tr
|f(w)|2 |dw|

Proposition 10 Soit f ∈ Hol(D) ; et soit la fonction g définie par : g(w) = f( 1
w

) pour w ∈ G \ {∞} .

g(∞) = f(0).
Alors

f ∈ H2(D)⇔ g ∈ H2(G).

Théorème 31 Soit f une fonction non négative définie [−π, π] telle que f et log (f) ∈

L1 ([−π, π] , dθ) , dθ étant la mesure de Lebesgue sur l’intervalle [−π, π] .

Alors il existe une fonction unique notée Sextf , appelée fonction de Szegö associée à l’ex-

térieur de T et à la fonction poids f , possédant les propriétés suivantes :
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1. Sextf ∈ H2(G),

2. Sextf (w) 6= 0 pour tout w ∈ G,

3.
∣∣∣(Sextf

)∗
(eix)

∣∣∣2 = f(x) presque partout sur [−π, π] ;
(
Sextf

)∗
est la limite radiale de Sextf ,

4. Sextf (∞) > 0.

Preuve. Considérons la fonction de Szegö Sf introduite dans le théorème 30 et construi-

sons la fonction Sextf de la façon suivante : Sextf (w) = Sf ( 1
w

) pour w ∈ G \ {∞} .

Sextf (∞) = Sf (0).
Alors les propriétés de Sf et le théorème 30 nous donne les propriétés de Sextf Notons

que la formule explicite de Sextf est donnée par :

Sextf (w) = exp
{

1
4π

∫ π

−π

w + e−iθ

w − e−iθ
log f (θ) dθ

}
, |w| > 1

3.4.3 Espace de Hardy H2(G, p) associé à G et à la fonction poid

p

Hp(G, p), est l’espace fonctionnel de base pour l’étude du comportement asymptotique

des polynomes orthogonaux.

Les formules asymptotiques de ces polynômes seront déduites des valeures optimales

de problèmes extremaux de H2(G, p).

Définition 23 On dit qu’une fonction h ∈ H2(G) est dans H2(G, p) ;p une fonction

poids vérifiant : p ∈ L1([−π,+π] , dθ) avec p ≥ 0 el log p ∈ L1([−π,+π] , dθ) ,si (h.Sextp ) ∈

H2(G), où Sextp est la fonction de Szegö associée à l’extérieur de T et à la fonction poids

p

Théorème 32 Soit f ∈ H2(G, p) . Alors f admet en presque tous point de T une limite

radiale notée f ∗, avec :

1. f ∗ ∈ (L2(T, p |dξ|)

2. (H2(G, p), ‖.‖p) est un espace de Hilbert, où

‖f‖2
µ′ac

= 〈f, f〉p ,
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〈f, g〉p = 〈 f ∗, g∗〉L2(T,p|dξ|) = 1
2π

∫ +π

−π
f ∗(eiθ)g∗(eiθ)p(θ)dθ.

Pour f, g dans ∈ H2(G, p) .

3. if f ∈ H2(G, p), alors pour tout compact K ⊂ G, il existe une constante C(K) (

C(K) ne dépend que de K) tel que

sup
z∈K
|f(z)| ≤ C(K) ‖f‖µ′ac

Pour la preuve voir [7].

Théorème 33 [16] Soit {fn} une suite de fonctions de classe H2(G, p) vérifiant :

1. fn converge vers une fonction f dans le sens de Hol(G) : (qui est alors holomorphe

dans G )

2. ‖fn‖2
H2(G,p) ≤ C, (C étant une constante)

Alors :

f ∈ H2(G, p),

et de plus

‖f‖2
H2(G,p) ≤ lim inf ‖fn‖2

H2(G,p) .
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Chapitre 4

Comportement asymptotique des

polynômes orthogonaux avec la

condition généralisée de Szegö

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier le comportement asymptotique de polynômes orthogo-

naux avec la condition généralisée de Szegö.

Soit T = {z ∈ C : |z| = 1} le cercle unité

Théorème 34 Soit p une fonction poids vérifiant ,

p ∈ L1(T), p non négative et
∫ π

−π
p(θ)dθ > 0.

Alors il existe un système de polynômes orthogonaux unique {ϕn(z)}n∈N relativement au

cercle unité T et à la fonction poids p.

Preuve. Exigeons que log p ∈ L1(T) ; ceci nous permet de considérer la fonction de Szegö

Sp ( vue au chapitre precédent ) associée à p et au disque unité D :

Considérons le système {hn(z)}n∈N défini par :

hn(z) = Sp(z).zn n ∈ N
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Alors, on a : hn(z) ∈ H2(D). En effet :

1
2π

∫ π

−π

∣∣∣hn(reiθ)
∣∣∣2 dθ = 1

2π

∫ π

−π

∣∣∣Sp(reiθ)∣∣∣2 r2ndθ

≤ 1
2π

∫ π

−π

∣∣∣Sp(reiθ)∣∣∣2 dθ pour r ∈ [0, 1[

< +∞, car Sp ∈ H2(D). (4.1.1)

{hn} est libre dans H2(D). Ceci nous permet d’appliquer le procédé d’orthogonalisation

de Grahm Schmidt au système {hn} dans l’espace de Hilbert H2(D) .

Soit dβ = β′acdm + dβs une mesure de probabilité borélienne sur le cercle unité T et

βac est la partie absolument continue de β et βs la partie singulière.

Où m est une mesure de probabilité de Lebesgue sur T i.e.

dm(t) = dt/(2πit) = 1/(2π)dθ, t = eiθ ∈ T.

Soit ϕ(z) = knz
n + ... ∈ Pn(kn > 0, n ∈ {0, 1, ..., n}), le polynôme orthonormé de degré n

relativement à la mesure β i.e.,

1
2π

∫ 2π

0
ϕn(z)z̄kdβ(θ) = 1

kn
δkn, k, z = eiθ.

Pour un polynôme p ∈ Pn, posons p∗(z) = znp(1/z̄). On peut vérifier que , pour z ∈ T ,

|p∗(z)| = |p(z)| Il est bien connu par les formules de récurrence

knϕn+1 = kn+1zϕn + ϕn+1(0)ϕ∗n

knϕ
∗
n+1 = kn+1zϕ

∗
n + ϕn+1(0)zϕn

que les polynômes orthonormés {ϕn(z)}n∈N sont uniquement déterminées par les para-

mètre de Geronimus αn = −ϕn+1(0)/kn+1, n ∈ {0, 1, ..., n} .

Définition 24 On dit qu’une mesure de probabilité β appartient à la classe de Nevai (N)

(notée β ∈ (N) ) si limn→∞ αn = 0.

il s’ensuit que la condition β̀ > 0 p.p. sur T implique que β ∈ (N) .

Définition 25 la classe des mesures de probabilité avec β̀ > 0 p.p. sur T est appelé la

classe d’ Erdos, noté (E).
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Enfin,

Définition 26 β est une mesure Rakhmanov si

lim
n→∞

|ϕ|2 dβ = dm

Pour ces calasses de mesures nous avons les inclusions suivantes :

(E) ⊂ (N) ⊂ (R).

Définition 27 on dit qu’une mesure β appartient à la classe de Szegö (notée β ∈ (S)) si

la dérivée de Radon-Nikodym β′ac de β par rapport à la mesure de probabilité de Lebesgue

m satisfait la condition de Szegö :

∫ 2π

0
log β′acdθ > −∞.

4.2 Comportement asymptotique des polynômes or-

thogonaux avec la condition généralisée de Szegö

On commence d’abord par présenter le résultat de Denisov et Kupin ([7]) sur le com-

portement asymptotique des polynôme extrémaux .

Soit p un polynôme trigonométrique tel que p(t) ≥ 0 ; t ∈ T. Sans perte de généralité,

nous pouvons supposer que

p(t) =
N∏
k=1

(
t− ξk)2mk ,

où {ξk} sont des points sur T et mk > 0 sont leurs multiplicités.

Définition 28 On dit qu’une mesure β appartient à la classe polynômial de Szegö (notée

β ∈ (pS)) si la dérivée de Radon-Nikodym β′ac de la partie absolue de β par rapport à la

mesure de Lebesgue m satisfait la condition généralisée de Szegö :

∫ 2π

0
p(eiθ) log β′ac(eiθ)dθ > −∞.

Il est facile de voir que (S) ⊂ (pS) ⊂ (E).

Pour une mesure β ∈ (pS), Denisov et Kupin dans [7], ont obtenue l’asymptotique dans
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le disque unité ouvert D pour les polynômes orthogonaux associés à {ϕn(z)} et prouvé

leurs asymptotiques au sens L2 sur le cercle unité.

Pour β ∈ (pS), on introduit les fonctions

D̃(z) = exp
{ 1

2π

∫ 2π

0
K(eiθ, z) log β′ac(eiθ)dθ

}
(4.2.1)

ϕ̃∗n(z) = exp
{ 1

2π

∫ 2π

0
K(eiθ, z) log

∣∣∣ϕ∗n(eiθ)
∣∣∣ dθ} (4.2.2)

où K(eiθ, z) est le noyau de Schwarz modifié défini par

K(t, z) = t+ zq(t)
t− zq(z)

et q(t) = ∏N
k=1(t− βk)2mk/tN

′
, N ′ = ∑

kmk et t = eiθ ∈ T

Les fonctions
{
ϕ̃∗n
}

sont appelés les polynômes orthogonaux modifiés inversés, et sa-

tisfaire le Lemme suivant :

Lemme 4.2.1 [7] Soit β ∈ (pS) ; les fonctions D̃(z) , ϕ̃∗n(z) et ψ̃∗n(z) définies par (4.2.1)

et (4.2.2) . Alors

1.
∣∣∣D̃(t)

∣∣∣2 = β′ac p.p. sur T,

2.
∣∣∣ϕ̃∗n(t)

∣∣∣ = |ϕ∗n(t)| p.p. sur T.

Preuve. Pour prouver l’affirmation (i), on a

log
∣∣∣D̃(t)

∣∣∣2 = Re
∫
T

t+ z

t− z
q(t)
q(z) log β′ac(t)dm(t)

Oa a aussi , Im(q(t)/q(z)) tend uniformément vers 0 puisque z est dans T \ {ξk}, et

q = Re(q) = p sur T.

Par conséquent, pour t0 ∈ T \ {ξk} p.p. ,

lim
z→t0

log
∣∣∣D̃(t)

∣∣∣2 = lim
z→t0

1
Req(z)

∫
T
Re

t+ z

t− z
Req(t) log β′ac(t)dm(t)

= 1
Rep(t0)p(t0) log β′ac(t0), (4.2.3)

où on a utilisé les propriétés standard du noyau de Poisson Re(t + z)/(t − z), de la

même manière on aura
∣∣∣ϕ̃∗n(t)

∣∣∣ = |ϕ∗n(t)| p.p. sur T .
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Théorème 35 [7] Soit β ∈ (pS). Alors

lim
n→∞

D̃(z)ϕ̃∗n(z) = 1

pour chaque z ∈ D.

Preuve. On choisit une constante C1 de façon que 0 ≤ C1p ≤ 1 sur T. On peut définir

fn(z) = exp
(1

2

∫
T

t+ z

t− z
logαn(t)dm

)
,

f(z) = exp
(1

2

∫
T

t+ z

t− z
logα(t)dm

)
avec αn(t) =

(
|ϕ∗n(t)|−2

)C1p(t)
, α(t) = (β′ac)

C1p(t) et z ∈ D. Il suffit de montrer que

limn→∞ log fn(z) = log f(z). Rappeler que
∫
T |ϕ∗n|

−2 dm = 1, on a

∫
T
|fn|2 dm =

∫
T

(
1
|ϕ∗n|

2

)C1p

dm =
∫
|ϕ∗n|

2≤1

(
1
|ϕ∗n|

2

)C1p

+
∫
|ϕ∗n|

2≥1

(
1
|ϕ∗n|

2

)C1p

dm ≤ 2.

Il en résulte de même que
∫
T |f |

2 dm < ∞. Donc les fonctions fn et f sont des fonctions

extérieures. Une boule dans H2(D) est faiblement compacte, et la convergence faible im-

plique la convergence ponctuelle sur D. Par conséquent, il existe une sous-suite fnk de fn

qui converge vers une fonction f0 ∈ H2(D) dans D.

Maintenant, nous prouvons que f0 = f . En effet, pour une z ∈ D

lim sup
n

1
2

∫
T
Re

t+ z

t− z
p(t) log 1

|ϕ∗n(t)|2
dm(t) ≤ 1

2

∫
T
Re

t+ z

t− z
p(t) log β ′ac(t)dm(t).

On a |ϕ∗n(t)|−2 dm tend faiblement vers β et les expressions ci-dessus sont semi-continues

. Cela implique que |f0(z)| ≤ |f(z)| pour tout z ∈ D.

Nous observons également que

log fn(0) =
∫
T
(C1p) log 1

|ϕ∗n|
2dm = 1

2C1ψ̃(Cn),

où ψ̃ = ∑2N+1
k=0 {A0 log pk +Re(P (C)− P (C0)ek), ek} + ∑∞

k=0 η ◦ τ k(C) + γ(C) et Cn est

la matrice tronquée. En particulier, nous avons

lim
n→∞

ψ̃(Cn) = ψ̃(C),

qui est équivalente à

log f0(0) = lim
k→∞

log fnk(0) = log f(0).
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Puisque la fonction f est extérieure H2(D) , |f0| ≤ |f | et |f0(0)| = |f(0)|, alors f = f0 sur

D. Ainsi, la suite fn converge vers la fonction f .

Pour tout ε > 0, soit Bε [ζ] = {z : |z − ζ| ≤ ε}. and Ωε = D \ (∪kBε [ζk]), et Ik,ε =

T ∩ Bε [ζk] et Aε = ∪kIk,ε. Pour démontrer le théorème du comportement asymptotique

des polynôme extrémaux au sens L2 sur le cercle unité, nous avons besoin des lemmes

suivants :

Lemme 4.2.2 Soit β ∈ (pS). Alors, pour tout union finie d’intervals E ∈ T

lim sup
n

∫
E
p
∣∣∣log

(
|ϕ∗n|

2 β
′

ac

)∣∣∣ dm <∞.

Preuve. On commence par prouver que

lim sup
n

∫
E
p log+

(
|ϕ∗n|

2 β
′

ac

)
dm <∞

En effet, pour log+ x, x > 0 on a :

∫
E
p log+

(
|ϕ∗n|

2 β
′

ac

)
dm ≤ C

∫
E

log+
(
|ϕ∗n|

2 β
′

ac

)
dm,

≤
∫
E
|ϕn|

2 β
′

acdm,

≤
∫
E
|ϕn|

2 dβ = C.

Pour prouver que

lim sup
n

∫
E
p log−

(
|ϕ∗n|

2 β
′

ac

)
dm <∞,

il suffit de savoir que

lim sup
n

∫
E
p log

(
|ϕ∗n|

2 β
′

ac

)
dm > −∞,

les mesures
{
|ϕ∗n|

−2 dm
}

tendent faiblement vers dβ, de plus on a

lim sup
n

∫
E
p log 1

|ϕ∗n|
2dm ≤

∫
E
p log β ′acdm.

Donc on a

lim sup
n

∫
E
p log

(
|ϕ∗n|

2 β
′

ac

)
dm ≥ 0.

Le lemme est prouvé.
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Lemme 4.2.3 Soit β ∈ (pS). et

χn(z) = ˜D(z) ˜ϕ∗n(z) = exp
(1

2

∫
T
K(t, z) log

(
|ϕ∗n|

2 β
′

ac

)
dm

)
.

Alors, pour z ∈ Ω2ε

|χn(z)| ≤ Cε√
1− |z|

,

où Cε ne dépend pas de n.

Preuve. On a χn(z) = f ′nf
′′
n avec

f ′n(z) = exp
(1

2

∫
Aε
K(t, z) log

(
|ϕ∗n|

2 β
′

ac

)
dm

)

f ′′n(z) = exp
(

1
2

∫
T\Aε

K(t, z) log
(
|ϕ∗n|

2 β
′

ac

)
dm

)
Il est clair que, pour t ∈ Aε , z ∈ Ω2ε, les expressions |(t + z)/(t − z)| , 1/|q(z)| sont

bornés par des constantes qui dépendent de ε . Le lemme précédent montre que

lim sup
n

∫
Aε
p
∣∣∣log

(
|ϕ∗n|

2 β
′

ac

)∣∣∣ dm <∞.

et donc, |f ′n(z)| ≤ C for z ∈ Ω2ε. Passer à f ′′n , nous le représentons comme

f ′′n(z) = exp
(1

2

∫
T
K(t, z) log βn(t)dm

)
= exp

(
1
2

∫
T

t+ z

t− z

(
q(t)
q(z) − 1

)
log βn(t)dm

)
exp

(1
2

∫
T

t+ z

t− z
log βn(t)dm

)
,

= g′n(z)g′′n(z)

où

βn(t) =

 1, t ∈ Aε
|ϕ∗n|

2 β
′
ac, t ∈ T \ Aε

Encore une fois, le lemme précédent implique que

lim sup
n

∫
T
p |log |βn| dm <∞.

Puisque 0 < c ≤ p(t) ≤ C pour t ∈ T \ Aε , on a

lim sup
n

∫
T
|log |βn(t)| dm(t) <∞.
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De plus,

∣∣∣∣∣ t+ z

t− z
q(t)− q(z)

q(z)

∣∣∣∣∣ ≤ C

pour tout z ∈ Ω2ε, on obtient |g′n(z)| ≤ C.

Les fonctions g′′n appartiennent à la classe Nevanlinna sont des fonctions extèrieures . De

plus, on a

∫
T

∣∣∣∣∣g′′n
∣∣∣∣∣2dm =

∫
T
βndm ≤

∫
T\Aε
|ϕ∗n|

2 β
′

acdm ≤ 1.

donc g′′n ∈ H2(D) et ‖g′′n‖2 ≤ 1. Pour terminer la preuve du lemme, nous utilisons la

formule de Cauchy dans H2(D).

∣∣∣∣∣g′′n(z)
∣∣∣∣∣≤ ‖g′′n‖2

∥∥∥∥ 1
1− z̄t

∥∥∥∥
2
≤ C√

1− z2
.

Lemme 4.2.4 Soit µ ∈ (pS).

lim
n→∞

1
2π

∫
I′

∣∣∣D̃(eiθ)ϕ̃∗n(eiθ)− 1
∣∣∣2 dθ = 0

où I est un arc fermé sur T qui ne contient aucun point ζk.

Preuve. Nous fixons un arc fermé I qui ne contient aucun point ςk tel que I ′ ⊂ I. Comme

avant χk = D̃ϕ̃∗n . Soit Ω un domaine de D tel que ∂Ω = I ∪ I1 ∪ I2, où I est un arc de T

et I1, I2 sont les segments de droite, L’angle entre I1 et I2 est π/α, α > 1 .

Soient u : D → Ω et v : Ω → D des applications conformes inverses des domaines. De

plud, soit ζ0 = u(0) ∈ Ω et soient η1 et η2 les corners de Ω. Il’est clair que, pour i = 1, 2

1. Il existe des constantes c, C > 0 telles que

c |ς − ηi|α ≤ |v(ς)− v(ηi)| ≤ C |ς − ηi|α

2. En conséquence,

c |ς − ηi|α−1 ≤ |v′(ς)| ≤ C |ς − ηi|α−1
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3. Et on a,

c (1− |ς|)α−1 ≤ |v′(ς)| ≤ C (1− |ς|)α−1 pour ς ∈ I1 ∪ I2

c |ς − ηi|α−1 ≤ |v′(ς)| ≤ C |ς − ηi|α−1 pour ς ∈ I.

De plus, on a

∫
∂Ω
|χn(ς)− 1|2 |v′(ς)| |dς| =

∫
∂Ω

(
|χn(ς)|2 − 2Reχn(ς) + 1

)
|v′(ς)| |dς|

On commence par le deuxième terme du côté droit

∫
∂Ω

2Reχn(ς) |v′(ς)| |dς| = 2Re
∫
T
χn(z) |dz|

= 4πReχn(u(z)) = 4πReχn(ς0) (4.2.4)

où χn(z) = χn(u(0)) et |dz| = 2πdm(z) = dθ, z = eiθ La dernière expression de la

formule tend vers 4π d’après le théorème 35 . De plus,

∫
∂Ω
|v′| |dς| =

∫
T
|dz| = 2π.

Il reste à montrer que

lim sup
n→∞

∫
∂Ω
|χn|2 |v′(ς)| |dς| ≤ 2π

Nous divisons la dernière intégrale en deux intégrales sur I et I1 ∪ I2, respectivement. On

obtient alors

∫
I
|χn|2 |v′| |dς| =

∫
I
|ϕ∗n|

2 β
′

ac |v′| |dς| ≤ 2π
∫
I
|ϕ∗n|

2 |v′| dβ

et la dernière quantité tend à
∫
I |v′(ς)| |dς| .

Passons maintenant à l’intégrale sur I1 ∪ I2. Pour un ε > 0 fixe. Pour tout σ > 0 on a

∫
I1∪I2
|χn|2 |v′| |dς| =

∫
I1∪I2,|ς|≥1−σ

...+
∫
I1∪I2,|ς|<1−σ

...

et on obtient pour la première intégrale

∫
I1∪I2,|ς|≥1−σ

|χn(ς)|2 |v′(ς)| |dς| ≤ C
∫ σ

0

1
s
sα−1ds = C

∫ σ

0
sα−1ds

= Cσα−1 (4.2.5)
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Ci-dessus, nous avons utilisé que α > 1 , une borne de (3) et l’inégalité démontrée dans

le lemme précédent. Nous choisissons σ assez petit pour satisfaire Cσα−1 < ε

En réduisant σ > 0 , si nécessaire, nous pouvons garantir que

∣∣∣∣∣
∫
I1∪I2,|ς|≥1−σ

|v′| |dς|
∣∣∣∣∣ < ε

Alors, puisque χn tend vers 1 uniformément pour |ς| < 1 − σ , on prend n assez grand

pour avoir

∣∣∣∣∣
∫
I1∪I2,|ς|<1−σ

|χn|2 |v′| |dς| −
∫
I1∪I2,|ς|<1−σ

|v′| |dς|
∣∣∣∣∣ < ε

En résumant les inégalités écrites ci-dessus, on voit que pour n tend vers l’infini

∣∣∣∣∫
I1∪I2
|χn|2 |v′| |dς| −

∫
I1∪I2
|v′| |dς|

∣∣∣∣ < Cε

qui donne

lim
n→∞

∫
I1∪I2
|χn|2 |v′| |dς| =

∫
I1∪I2
|v′| |dς|

Ainsi, on obtient

lim
n→∞

∫
I
|χn(ς)− 1|2 |v′(ς)| |dς| ≤ lim

n→∞

∫
∂Ω
|χn(ς)− 1|2 |v′(ς)| |dς|

≤ 2π lim
n→∞

2Re (1− χn(ς0)) = 0

et le lemme est prouvé pour tout arc fermé I ′ ⊂ I

Théorème 36 [7] Soit µ ∈ (pS).

lim
n→∞

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣D̃(eiθ)ϕ̃∗n(eiθ)− 1
∣∣∣2 dθ = 0.

Preuve. La preuve découle immédiatement du lemme précédent . En effet, prenons un ε

arbitraire ε > 0 et fixons-le. Ensuite, choisir A = ∪Ik de manière à ce que m(T \A) < ε .

Pour n assez grand ∫
T\A
|χn(ς)− 1|2 dm < Cε.
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D’autre part, d’après le lemme précédent

lim
n→∞

∫
A
|χn(ς)− 1|2 dm = 0

.

et le théorème est prouvé .

4.3 Le comportement asymptotique de polynômes

orthogonaux plus une partie discrète finie

Khaldi et Guezane-Lakoud [22], ont étudié le comportement asymptotique ponctuelles

à l’intérieur du disque unité de polynômes orthogonaux par rapport à une mesure de classe

polynômial de Szegö et perturbé par une suite de Blaschke fini de masses à l’extérieur du

cercle unité.

Considérant une mesure sur T ∪ {zj}mj=1 de la forme :

µ = β +
m∑
j=1

Ajδzj ,

où β = βac + βs est une mesure de probabilité borélienne sur le cercle unité T et δzj

est la mesure de Dirac au point zj avec les masses Aj > 0, pour j ∈ {1, ...,m} .

βac est la partie absolument continue de β et βs la partie singulière.

Notons Pn l’ensemble des polynômes de degré au plus n et par ψn(z) = γnz
n + ... ∈

Pn(γn > 0) le polynôme de degré n orthonormé par rapport à β c’est à dire,

1
2π

∫ 2π

0
ψn(z)z̄kdβ(θ) +

m∑
j=1

Ajψn(zj)z̄kj = 1
γn
δkn, k ∈ {0, 1, ..., n} , z = eiθ

où δkn est le symbole de la Kronecker, γn s’appelle coefficient dominant .

et les polynômes orthogonaux modifiés inversés
{
ψ̃∗n
}

ψ̃∗n(z) = exp
{ 1

2π

∫ 2π

0
K(eiθ, z) log

∣∣∣ψ∗n(eiθ)
∣∣∣ dθ} (4.3.1)
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Pour étudier le comportement asymptotique ponctuelles à l’intérieur du disque unité de

polynômes orthogonaux par rapport à une mesure de classe polynômial de Szegö et per-

turbé par une suite de Blaschke fini, nous avons besoin d’un résultat très utile de X. Li

et K. Pan [25] ,

Lemme 4.3.1 [25] Si β ∈ (N), alors

lim
n→∞

K(z, ξ)
ϕn(z)ϕn(ξ)

= 1
z̄ξ − 1 , (4.3.2)

localement uniformément pour |z| > 1 et |ξ| > 1, où K(z, ξ) = ∑n−1
k=0 ϕk(z)ϕk(ξ).

Preuve. On a d’après la formule de Christoffle Darboux

K(z, ξ) = ϕ∗n(z)ϕ∗n(ξ)− ϕn(z)ϕn(ξ)
1− z̄ξ

avec ϕ∗n(z) = znϕn(1/z̄) et limn→∞
ϕ∗n(z)
ϕn(z) = 0, alors

lim
n→∞

K(z, ξ)
ϕn(z)ϕn(ξ)

= lim
n→∞

ϕ∗n(z)ϕ∗n(ξ)− ϕn(z)ϕn(ξ)
ϕn(z)ϕn(ξ)(1− z̄ξ)

= 1
z̄ξ − 1

Lemme 4.3.2 [25] Si β ∈ (N), alors

lim
n→∞

ϕn+1(z)
ϕn(z) = z, (4.3.3)

uniformément pour les ensembles compacts tel que |z| ≥ 1, de plus pour tout ε ∈ (0, 1)

lim
n→∞

|ϕn(z)|
|z|εn

=∞, (4.3.4)

localement uniformément pour |z| > 1.

Preuve. La formule (4.3.3) est bien connue. Pour (4.3.4), soit r > 1 et δ ∈ (ε, 1) , alors

d’après (4.3.3) il existe un entier L > 0 tel que

∣∣∣∣∣ϕn+1(z)
ϕn(z)

∣∣∣∣∣ ≥ 1
r
|z| ,

pour tout n ≥ L et |z| ≥ r1/(1−δ). Alors, pour n ≥ L et |z| ≥ r1/(1−δ)

∣∣∣∣∣ϕn+1(z)
ϕL(z)

∣∣∣∣∣ =
n∏

k=L

∣∣∣∣∣ϕk+1(z)
ϕk(z)

∣∣∣∣∣ ≥
(
|z|
r

)n−L+1

≥ |z|δ(n−L+1) ,

la formule (4.3.4) découle des inégalités ci-dessus et du fait que ϕL(z) 6= 0 pour |z| ≥ 1
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Lemme 4.3.3 [25] pour tout n ≥ 0, on a

γn
kn
≤ 1. (4.3.5)

Preuve. le lemme est conséquence de theorème d’extréma du polynôme monique k−1
n ϕn

1
k2
n

= min
P∈Pn−1

1
2π

∫
|zn − P (z)|2 dβ

≤ 1
2π

∫ ∣∣∣∣∣ψn(z)
γn

∣∣∣∣∣
2

dβ ≤ 1
γ2
n

∫
|ψn(z)|2 dµ = 1

γ2
n

.

Lemme 4.3.4 [25]

Pour les points distincts z1, z2, ..., zm à l’extérieur du cercle unité, la matrice

Tm =
(

1
z̄jzk − 1

)m
k,j=1

(4.3.6)

est non singulière.

Preuve. Soit X = (X1, X2, ..., Xm)t ∈ Cm , et TmX = 0 alors nous devons montrer que

X = 0. En effet,soit

F (z) =
m∑
j=1

xj
z̄jzk − 1 ,

alors on peut ecrire F (z) sous la forme f(z) = p(z)/∑m
j=1(z̄jzk − 1) avec p(z) ∈ Pm−1.

Cependant TmX = 0 implique F (zk) = 0, k = 1, 2, ...,m et donc p(zk) = 0, k = 1, 2, ...,m

d’où p(z) = 0 . Ainsi f(z) = 0 implique que X = 0 puisque {1/(z̄jzk − 1)}mj=1 forme un

ensemble de fonctions linéairement indépendantes

Lemme 4.3.5 [25] Pour les points distincts z1, z2, ..., zm à l’extérieur du cercle unité,

et soit B(z) = ∏m
j=1(z − zj)/(1 − z̄jz) , alors il existe un ensemble unique de nombres

complexes non nuls r1, r2, ..., rm tel que

B(z) = 1
B(0)

+
m∑
j=1

rj
1− z̄jz

. (4.3.7)

Preuve. l’existence de la représentation de fraction partielle ci-dessus de B(z) est évidente,

l’unicité découle de l’indépendance linéaire de l’ensemble {(1− z̄jz)−1}mj=1.Enfin, aucun

des r
j

n’est nul découle de la comparaison des pôles des deux côtés de (4.3.7).
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Théorème 37 [25] Si β ∈ (N), alors

lim
n→∞

γn
kn

=
m∏
j=1

1
|zj|

.

Preuve. d’après le lemme 4.3.3, chaque sous suite {γn/kn}∞n=0 contient une sous suite

convergente. Soit R > 0 un point limite de cette sous-suite , Λ ⊆ {0, 1, 2, ...} satisfaire

lim
n→∞
n∈Λ

γn
kn

= R, (4.3.8)

noter que l’orthogonalité de ϕn(z) donne ( en écrivant ψn(z) = γn
kn
ϕn(z)+pn(z), avec pn ∈

Pn−1 )
1

2π

∫
ψn(z)ϕn(z)dβ = γn

kn

d’autre part l’orthogonalité de ψn(z) donne ( en écrivant ϕn(z) = kn
γn
ψn(z)+qn(z), avec qn ∈

Pn−1 )

1
2π

∫
ψn(z)ϕn(z)dβ = 1

2π

∫
ψn(z)ϕn(z)dµ−

m∑
j=1

Ajψn(zj)ϕn(zj)

= kn
γn
−

m∑
j=1

Ajψn(zj)ϕn(zj), (4.3.9)

donc, on a

kn
γn
− γn
kn

=
m∑
j=1

Ajψn(zj)ϕn(zj). (4.3.10)

Maintenant on considère ψn(z)− ((γn/kn)ϕn(z)) ∈ Pn−1, pour ξ = eξiθ on a

ψn(z)− γn
knϕn(z) = 1

2π

∫ (
ψn(ξ)− γn

kn
ϕn(ξ)

)
Kn(ξ, z)dβ(θ)

= 1
2π

∫
ψn(ξ)Kn(ξ, z)dβ(θ) = −

m∑
j=1

Ajψn(zj)Kn(zj, z)

= −
m∑
j=1

{
Ajψn(zj)ϕn(zj)ϕn(z)(z̄jz − 1)Kn(zj, z)

ϕn(zj)ϕn(z)

}
1

z̄jz − 1

alors

ψn(z)
ϕn(z) = γn

kn
−

m∑
j=1

{
Ajψn(zj)ϕn(zj)

(z̄jz − 1)Kn(zj, z)
ϕn(zj)ϕn(z)

}
1

z̄jz − 1 , (4.3.11)

et d’après le lemme 4.3.1 on peut ecrire

Ajψn(zj)ϕn(zj)
(z̄jz − 1)Kn(zj, z)

ϕn(zj)ϕn(z)
1

z̄jz − 1 = Ajψn(zj)ϕn(zj)(1 + σ(1)) = Xj(1 + σ(1))
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comme n→∞ uniformément pour j, k = 1, 2, ...,m. D’autre part, puisque Aj |ψn(zj)|2 ≤∫
|ψn|2 dµ = 1, j = 1, 2, ...m, on a

lim
n→∞

ψn(zj)
ϕn(zj)

= 0

d’après le lemme 4.3.2, et la limite est localement uniforme pour le choix de Aj > 0, j =

1, 2, ...,m.

Alors soit z = zk, k = 1, 2, ...,m, dans (4.3.11) et en utilisant la relation ci-dessus, on a

γn
kn

1 = Tm [X(1 + σ(1))] + σ(1)

où 1 = (1, 1, ..., 1)t , Tm est défini dans lemme 4.3.4, X = (X1, X2, ..., Xm)t, alors d’après

le lemme 4.3.4 ,

X(1 + σ(1)) = γn
kn
T−1
m 1 + σ(1). (4.3.12)

Enfin z = zk k = 1, 2, ...m, le lemme 4.3.5 donne,

1
B(0)

=
m∑
j=1

rj
z̄jzk − 1 , k = 1, 2, ...m,

c’est à dire,

Tm(r1, r2, ...rm)t = 1
B(0)

1,

alors

T−1
m 1 = B(0)(r1, r2, ...rm)t,

et d’après (4.3.12)

X(1 + σ(1)) = γn
kn
B(0)(r1, r2, ...rm)t + σ(1),

en utilisant (4.3.8), on a

lim
n→∞
n∈Λ

Xj = lim
n→∞
n∈Λ

Ajψn(zj)ϕn(zj) = RB(0)rj, j = 1, 2, ...m. (4.3.13)

Pour n→∞ et n ∈ Λ on a,

1
R
−R = RB(0)

m∑
j=1

rj = RB(0)
(
B(0)− 1

B(0)

)
, (4.3.14)

Par conséquent R = |B(0)|−1 puisque R est un point limite arbitraire de
{
γn
kn

}∞
k=0

on voit

que la limite limn→∞
γn
kn

existe et égale à |B(0)|−1.

64



4.3. LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE POLYNÔMES
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Théorème 38 [25] Si β ∈ (N), alors

lim
n→∞

ψn(z)
ϕn(z) = λB(z),

uniformément pour |z| ≥ 1. Où B(z) = ∏m
j=1(z − zj)/(1− zjz) et λ = |B(0)| /B(0)

Preuve. on a

ψn(z)
ϕn(z) = γn

kn
−

m∑
j=1

AjΨn(zj)ϕn(zj)
(ϕ∗n(zj)

ϕn(zj)

)
ϕ∗n(z)
ϕn(z) − 1

 1
z̄jz − 1 .

avec (4.3.7), pour |z| ≥ 1 , on a∣∣∣∣∣ψn(z)
ϕn(z) − λB(z)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣γnkn − λ

B(0)

∣∣∣∣∣+
m∑
j=1

Aj {|ψn(zj)ϕn(zj)− λrj|+∣∣∣∣∣Ajψn(zj)ϕn(zj)
ϕ∗n(zj)
ϕn(zj)

∣∣∣∣∣ 1
z̄jz − 1 ,

où on a utulisé le fait que |ϕ∗n(z)/ϕn(z)| ≤ 1 . Maintenant en utilisant (4.3.13) et d’après

le théorème précédent , Λ peut être pris comme {1, 2, 3, ...} , R = |B(0)|−1 et donc les

valeurs limites dans (4.3.13) sont (λrj, j = 1, 2, ...m) et limn→∞
ϕ∗n(z)
ϕn(z) = 0 on a

lim
n→∞

∣∣∣∣∣ψn(z)
ϕn(z) − λB(z)

∣∣∣∣∣ = 0

pour |z| ≥ 1 et Aj > 0, j = 1, 2, ...,m .

Théorème 39 [22] Soit la mesure µ = β+∑m
k=1Akδzk , tel que β ∈ (pS). Nous associons

à la mesure µ les fonctions D̃ et ψ̃∗ données par (4.2.1), (4.3.1), alors nous avons

lim
n→∞

D̃(z)ψ̃∗(z) = 1

pour chaque z ∈ D.

Preuve. Considérons la suite des fonctions

hn(z) = ψ̃∗n(z)
ϕ̃∗n(z)

= exp
{

1
2π

∫ 2π

0
K(eiθ, z) log

∣∣∣∣∣ψ∗n(eiθ)
ϕ∗n(eiθ)

∣∣∣∣∣ dθ
}

en utilisant le lemme 4.2.1, on trouve

hn(z) = exp
{

1
2π

∫ 2π

0
K(eiθ, z) log

∣∣∣∣∣ψn(eiθ)
ϕn(eiθ)

∣∣∣∣∣ dθ
}
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ORTHOGONAUX PLUS UNE PARTIE DISCRÈTE FINIE F. Z. Benghia

En passant à la limite quand n→∞ et en utilisant le théorème 38 et le fait que
∣∣∣B(eiθ)

∣∣∣ =

1, nous obtenons

lim
n→∞

hn(z) = exp
{ 1

2π

∫ 2π

0
K(eiθ, z) log

∣∣∣B(eiθ)
∣∣∣ dθ}

et le théorème 35 implique

lim
n→∞

D̃(z)ψ̃∗n(z) =
[
D̃(z)ϕ̃∗n(z)

]
hn(z) = 1

Cela permet d’obtenir la preuve du théorème.

Lemme 4.3.6 Sous les hypothèses du théorème 39, on a

lim
n→∞

2Re
(∫ 2π

0
D̃(eiθ)ψ̃∗n(eiθ)dθ

)
= 4π

Preuve. On a dejas montrer dans (4.2.4) que pour ϕ∗n

lim
n→∞

2Re
(∫ 2π

0
D̃(eiθ)ϕ̃∗n(eiθ)dθ

)
= 4πRe

[
D̃(ς0)ϕ̃∗n(ς0)

]
il est également vrai pour ψ̃∗n.

lim
n→∞

2Re
(∫ 2π

0
D̃(eiθ)ψ̃∗n(eiθ)dθ

)
= 4πRe

[
D̃(ς0)ψ̃∗n(ς0)

]
,

pour un certain ς0 ∈ D.

Et par le théorème 39, on aura

lim
n→∞

2Re
(∫ 2π

0
D̃(eiθ)ψ̃∗n(eiθ)dθ

)
= 4π.

Théorème 40 [22] Soit la mesure µ = β+∑m
k=1Akδzk , tel que β ∈ (pS). Nous associons

à la mesure µ les fonctions D̃ et ψ̃∗ n donnée par (4.2.1), (4.3.1), alors nous avons

lim
n→∞

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣D̃(eiθ)ψ̃∗n(eiθ)− 1
∣∣∣2 dθ = 0.

Preuve. Tout d’abord, on transforme l’intégrale dans le théorème à la somme suivante :

lim
n→∞

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣D̃(eiθ)ψ̃∗n(eiθ)− 1
∣∣∣2 dθ = 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣S̃(eiθ)ψ̃∗n(eiθ)
∣∣∣ dθ

− 2Re 1
2π

∫ 2π

0
D̃(eiθ)ψ̃∗n(eiθ)dθ + 1 (4.3.15)
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On commence par le second terme de la partie droite de (4.3.15). D’après le lemme 4.3.6,

on vérifie que

lim
n→∞

2Re 1
2π

∫ 2π

0
D̃(eiθ)ψ̃∗n(eiθ)dθ = 2 (4.3.16)

Maintenant, pour le premier terme de la partie droite de (4.3.15), on a l’éstimation

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣D̃(eiθ)ψ̃∗n(eiθ)
∣∣∣2 dθ = 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣D(eiθ)ψ∗n(eiθ)
∣∣∣2 dθ

= 1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣ψ∗n(eiθ)
ϕ∗n(eiθ)

∣∣∣∣∣
2 ∣∣∣D(eiθ)ϕ∗n(eiθ)

∣∣∣2 dθ.
≤ sup

t∈T

∣∣∣∣∣ψ∗n(t)
ϕn(t)

∣∣∣∣∣
2 [ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣ϕn(eiθ)µ′ac
∣∣∣2 µ′acdθ] . (4.3.17)

par passage à la limite quand n→∞ dans l’inégalité (4.3.17) , on obtient

lim sup
n→∞

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣S̃(eiθ)ψ̃∗n(eiθ)
∣∣∣2 dθ ≤ |B(t)| = 1. (4.3.18)

En passant à la limite lorsque n → ∞ en (4.3.15) et en utilisant (4.3.16) et (4.3.18), on

obtien

0 ≤ lim inf
n→∞

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣D̃(eiθ)ψ̃∗n(eiθ)− 1
∣∣∣2 dθ ≤ lim sup

n→∞

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣D̃(eiθ)ψ̃∗n(eiθ)− 1
∣∣∣2 dθ ≤ 0

Cela permet d’obtenir la preuve du théorème.

Remarque 5 [22] En conséquence du théorème précédent , nous avons

1. limn→∞
1

2π
∫ 2π
0

∣∣∣ψn(eiθ)
∣∣∣2 dβs = 0

2. limn→∞
1

2π
∫ 2π
0
∑m
j=1Aj |ψn(zj)|2 = 0

4.4 Comportement asymptotique des polynômes or-

thogonaux avec une partie discrète infinie

dans cette partie, on va étudier le comportement asymptotique à l’intérieur du disque

unité de polynômes orthogonaux par rapport à une mesure de classe polynômial de Szegö

et perturbé par une suite de Blaschke infinie de masses ponctuelles à l’extérieur du cercle

unité [4].

Soit v une mesure définit sur T ∪ {zk}∞k=1, avec zk points fixes à l’extérieur de D

v = β +
∞∑
k=1

Akδ(z − zk),

67



4.4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES POLYNÔMES ORTHOGONAUX
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où β = βac + βs est une mesure de probabilité borélienne sur le cercle unité T et βac est

la partie absolument continue de β et βs la partie singulière et Ak satisfait

Ak > 0,
∞∑
k=1

Ak <∞ et
∞∑
k=1

(|zk| − 1) < +∞, (4.4.1)

pour k = 1, ... et δ(z − zk) est la mesure de Dirac au point zk.

La condition
∑∞
k=1(|zk| − 1) < +∞ est nécessaire pour assurer la convergence du

produit Blaschke infini dans H2 , (qui n’est pas presente au cas fini ), la deuxième condition

qui est aussi nécessaire
∑∞
k=1Ak <∞ pour que la mesure v = µ+∑∞

k=1Akδ(z − zk), soit

bien definie La partie absolument continue de µ par rapport à la mesure de Lebesgue m

satisfait la condition généralisée de Szegő :∫ 2π

0
p(eiθ) log β′ac(eiθ)dθ > −∞

Soit Φn(z) = γnz
n + ...(γn > 0), le polynôme orthonormé de degré n relativement à la

mesure v i.e.,

1
2π

∫ 2π

0
Φn(z)Φm(z)dβ(θ) +

∞∑
k=1

AkΦn(zk)Φm(zk) = δmn. (4.4.2)

m,n, ..., z = eiθ.

L’espace fonctionnel de base qu’on va utiliser pour étudier ce problème de comportement

asymptotique est H2(G, p̃), qui est construit à partir d’une fonction éxterieure particuliere

qui est la fonction de Szegö ; dans notre cas la fonction de Szegö est modifié et qu’on note

D̃ .

Lemme 4.4.1 [4] Soit µ ∈ (pS) et la fonction D̃ définie par

D̃(z) = exp
{ 1

2π

∫ 2π

0
K(eiθ, z) log β′ac(eiθ)dθ

}
, (4.4.3)

alors

1. D̃ ∈ H2(D),

2. D̃(z) 6= 0 for |z| < 1,

3.
∣∣∣D̃(t)

∣∣∣2 = β′ac(t) p.p. sur T,

4. D̃(0) > 0.
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Preuve.

Considérons l’intégrale de Poisson associée à la fonction q(eiθ)
q(z) log µ′ac(eiθ) notée par :

u(r, x) = 1
2π

∫ 2π

0

{
1− r2

1− 2r cos(x− θ) + r2
q(eiθ)
q(z) log β′ac(eiθ)

}
dθ

La fonction u est harmonique dans le disque unité D puisque q(t) = ∏k |t− ςk|2Kk = p(t)

et p(eiθ) log β′ac(eiθ)dθ ∈ L1([0, 2π] , dθ).

Considérons maintenant la fonction holomorphe h(z) dont u(r, x) est la partie réelle. et

exigeons que h(0) soit réel pour avoir l’unicité de h. La fonction recherchée sera donc

g(z) = exph(z). Il est clair que ReD̃(z) = Reg(z); (z = reix, r ∈ [0, 1[), de sorte que

D̃(z) = g(z).

∣∣∣D̃(z)
∣∣∣ = |exp {Reh(z) + Imh(z)}| ,

= exp {Reh(z)} ,

= exp {u(r, x)} .

Alors, pour (z = reix, r ∈ [0, 1 [), on a

∣∣∣D̃(reix)
∣∣∣2 = 2 exp {u(r, x)} ,

≤ 1
π

∫ 2π

0

{
q(eiθ)
q(z) log β′ac(eiθ)

1− r2

1− 2r cos(x− θ) + r2

}
dθ. (4.4.4)

En intégrant par rapport à x on obtient

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣D̃(reix)
∣∣∣2 dx ≤ 1

2π

∫ 2π

0

(
1
π

∫ 2π

0

q(eiθ)
q(z) log β′ac(eiθ)

1− r2

1− 2r cos(x− θ) + r2dθ

)
dx,

= 1
π

∫ 2π

0

q(eiθ)
q(z) β

′
ac(eiθ)

(
1

2π

∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(x− θ) + r2dx

)
dθ,

= 1
π

∫ 2π

0

q(eiθ)
q(z) log β′ac(eiθ)dθ = C,

ce qui prouve le premier point. Le deuxième point est évident. Le troisième point est déjà

prouvé dans [7]. Pour prouver le dernier point, nous notons que D̃(0) = exp {h(0)} > 0 ,

( h(0) ∈ R par construction).

Soit G l’ensemble suivant de nombres complexes

G = {z ∈ C : |z| > 1} ∪ {∞} .
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Définition 29 On dit que f ∈ H2(G), si f est analytique sur G et
∫
Cr
|f(z)| |dz| ≤

C, r > 1, Cr = {z ∈ C : |z| = r}, et C est une constante indépendante de r.

Lemme 4.4.2 [4] Soit µ ∈ (pS) et la fonction D̃out définie à l’extérieur du cercle unité

par

D̃out(w) = exp
{

1
2π

∫ 2π

0

w + e−iθ

w − e−iθ
q(eiθ)
q(w) log β′ac(eiθ)dθ

}
.

Alors

1. D̃out ∈ H2(G),

2. D̃out(w) 6= 0 for w ∈ G,

3.
∣∣∣D̃out(t)

∣∣∣2 = β′ac(t) p.p. sur T,

4. D̃out(∞) > 0.

Preuve. Considérons la fonction D̃ défini dans (4.4.3), et construisons la fonction D̃out

comme suit : D̃out(w) = D̃( 1
w

) for w ∈ G/ {∞} .

D̃out(∞) = D̃(0).
Alors, la preuve découle immédiatement du lemme ci-dessus.

Définition 30 [4] On dit que f ∈ H2(G, p̃) si f(z) est analytique sur G et (f.D̃) ∈ H2(G)

.

L’espace L2(T, β′ac |dξ|) est l’ensemble des fonctions f défini sur le cercle unité T,à

valeur dans C avec
∫+π
−π

∣∣∣f(eiθ)
∣∣∣2 β′ac(θ)dθ < +∞.

Soit f et g deux fonctions dans L2(T, β′ac |dξ|), on définit

〈f, g〉L2(T,β′ac|dξ|) = 1
2π

∫ +π

−π
f(eiθ)g(eiθ)β′ac(θ)dθ,

‖f‖2
L2(T,β′ac|dξ|) = 〈f, f〉L2(T,β′ac|dξ|) ,

alors (L2(T, β′ac |dξ|), ‖.‖L2(T,β′ac|dξ|)), est un espace de Hilbert.

Les propriétés de l’espace H2(G, p̃) sont donnés dans le théorème suivant :

Théorème 41 Soit f ∈ H2(G, p̃) . Alors f admet en presque tous les points de T une

limite radiale notée f̃ , f̃(eiθ) = limz→eiθ f(z). De plus,
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1. f̃ ∈ (L2(T, β′ac |dξ|)

2. (H2(G, p̃), ‖.‖β′ac) est un espace de Hilbert, où

‖f‖2
β′ac

= 〈f, f〉β′ac ,

〈f, g〉β′ac =
〈
f̃ , g̃

〉
L2(T,β′ac|dξ|)

= 1
2π

∫ +π

−π
f̃(eiθ)g̃(eiθ)β′ac(θ)dθ.

Pour f, g dans ∈ H2(G, p̃) .

3. si f ∈ H2(G, p̃), alors pour tout compact K ⊂ G, il existe une constante C(K) (

C(K) ne dépend que de K) tel que

sup
z∈K
|f(z)| ≤ C(K) ‖f‖µ′ac

Pour la preuve voir [21].

4.4.1 Propriété extrémale des polynômes orthogonaux

On note Qn les polynômes moniques de degré exactement égal à n. Définit mn(β),

mn(vl), mn(v), µ et µ̂ comme valeurs extrêmes des problèmes suivants :

mn(β) =
( 1
kn

)2
=
∥∥∥∥ 1
kn
ϕ
∥∥∥∥2

β

= min
{
‖Qn‖2

β ;ϕn = zn + ..., Qn(∞) = 1
}
, (4.4.5)

où

‖Qn‖2
β = 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣Qn(eiθ)
∣∣∣2 dβ(θ).

mn(vl) =
(

1
γln

)2

=
∥∥∥∥∥ 1
γln
ψn

∥∥∥∥∥
2

vl

= min
{
‖Qn‖2

vl
;Qn = zn + ..., Qn(∞) = 1

}
, (4.4.6)

où

‖Qn‖2
vl

= 1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣Qn(eiθ)
∣∣∣2 dβ(θ) +

l∑
k=1

Ak |Qn(zk)|2 ,

mn(v) =
(

1
γn

)2

=
∥∥∥∥∥ 1
γn

Φn

∥∥∥∥∥
2

v

= min
{
‖Qn‖2

v ;Qn = zn + ..., Qn(∞) = 1
}

(4.4.7)

où

‖Qn‖2
v = 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣Qn(eiθ)
∣∣∣2 dβ(θ) +

∞∑
k=1

Ak |Qn(zk)|2 .

µ(p̃) = inf
{
‖ϕn‖2

H2(G,p̃) : ϕn ∈ H2(G, p̃);ϕn(∞) = 1
}
, et (4.4.8)
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µ̂(v) = inf
{
‖ϕn‖2

H2(G,p̃) : ϕn ∈ H2(G, p̃);ϕn(∞) = 1;ϕn(zk) = 0, k = 1, 2, ...
}
. (4.4.9)

Notée par ϕ̂ et ϕ∞ les solutions optimales des problèmes extrêmes (4.4.8) et (4.4.9) ,

respectivement.

4.4.2 Théorèmes sur le comportement asymptotique

Lemme 4.4.3 [3] Soit ϕ ∈ H2(G, p̃) tel que ϕ(∞) = 1 et ϕ(zk) = 0, k = 1, 2, ..., et soit

B∞(z) =
∞∏
k=1

z − zk
zzk − 1

|zk|2

zk

est le produit de Blashke , alors

B∞ ∈ H2(G, p̃), B∞(∞) = 1,
∣∣∣B̃∞(eiθ)

∣∣∣ =
∞∏
k=1
|zk|

avec

B̃∞(eiθ) = lim
z→eiθ

B∞(z), ϕ

B∞
∈ H2(G, p̃)

Preuve.

Soit

K(z) =
∞∏
k=1

z − zk
zzk − 1

|zk|
zk
, avec |z| > 1

alors

B∞(z) = K(z).
∞∏
k=1
|zk| ,

K est bornée dans G, et
∣∣∣K̃(eiθ)

∣∣∣ = 1 presque partout dans G , où K̃ est la limite radiale

de K.

Maintenant montrons que ϕ
B∞
∈ H2(G, p̃) il suffit pour cela de montrer que ϕ(w).D̃(w)

B∞(w) ∈

H2(G)

Ce qui revient à montrer que
ϕ( 1

w
).D̃( 1

w
)

B∞( 1
w

) ∈ H2(D)

Or on sait que ϕ( 1
w

) ∈ H2(D)

et si on considdère le produit de Blaschke classique

K(w) =
∞∏
k=1

w − wk
zwk − 1

|wk|
wk

, avec |w| < 1
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et B1(w) = B( 1
w

), alors

B1(w) = K(w).
∞∏
k=1

1
|wk|

.

Finallement
ϕ( 1

w
).D̃( 1

w
)

K(w) .
∞∏
k=1

1
|wk|

∈ H2(D).

Lemme 4.4.4 [3] Les fonctions extrêmes ϕ∗ et ϕ̂∗ sont liés par les relations

ϕ∞(z) = B∞(z).ϕ̂(z) et µ̂(v) =
[ ∞∏
k=1
|zk|

]2

µ(p̃)

Preuve. Soit maintenant une fonction ϕ de H2(G, p̃) vérifiant :

ϕ(∞) = 1 et ϕ(zk) = 0, k = 1, 2, ...,

alors
ϕ

B∞
∈ H2(G, p̃) et

[
ϕ

B∞

]
(∞) = 1,

donc on a
1

2π

∫ +π

−π

∣∣∣∣∣ ϕ(eiθ)
B∞(eiθ)

∣∣∣∣∣
2

β′ac(θ)dθ ≥
1

2π

∫ +π

−π

∣∣∣ϕ̂(eiθ)
∣∣∣2 β′ac(θ)dθ

ou encore

1
2π

∫ +π

−π

∣∣∣ϕ(eiθ)
∣∣∣2 β′ac(θ)dθ ≥

( ∞∏
k=1
|zk|

)2 1
2π

∫ +π

−π

∣∣∣ϕ̂(eiθ)
∣∣∣2 β′ac(θ)dθ

finalement

! 1
2π

∫ +π

−π

∣∣∣ϕ(eiθ)
∣∣∣2 β′ac(θ)dθ ≥ 1

2π

∫ +π

−π

∣∣∣ϕ̂(eiθ)B∞(eiθ)
∣∣∣2 β′ac(θ)dθ (4.4.10)

Remarquons maintenant que

ϕ̂.B∞ ∈ H2(G, p̃) et ϕ̂.B∞(∞) = 1, et (ϕ̂.B∞)(zk) = 0, k = 1, 2, ... (4.4.11)

Alors (4.4.10 ) et (4.4.11 ) et l’unicité de la solution optimale nous donnent :

ϕ∞ = B∞.ϕ̂ (4.4.12)

et par suite

µ̂(v) = 1
2π

∫ +π

−π

∣∣∣ϕ∞(eiθ)
∣∣∣2 β′ac(θ)dθ

= 1
2π

∫ +π

−π

∣∣∣B∞(eiθ).ϕ̂(eiθ)
∣∣∣2 β′ac(θ)dθ

=
[ ∞∏
k=1
|zk|

]2 1
2π

∫ +π

−π

∣∣∣ϕ̂(eiθ)
∣∣∣2 β′ac(θ)dθ

=
[ ∞∏
k=1
|zk|

]2

µ(p̃) (4.4.13)
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Théorème 42 [4] Soit v = β +∑∞
k=1Akδ(z− zk) tel que β appartient à la classe polynô-

mial de Szegő sur le cercle unité,

∞∑
k=1

Ak < +∞, Ak > 0,

∞∑
k=1

(|zk| − 1) < +∞, |zk| > 1.

Alors

lim
l→∞

mn(vl) = mn(v), (4.4.14)

lim
l→∞

γln = γn. (4.4.15)

Preuve. La propriété extrême de 1
γln
ψn et le fait que Ak > 0 implique que

mn(vl) ≤
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣Φn(eiθ)
∣∣∣2 dβ(θ) +

l∑
k=1

Ak |Φn(zk)|2 ≤ mn(v), et

ainsi

mn(vl) ≤ mn(v). (4.4.16)

D’un autre côté, la propriété extrême de 1
γn

Φn implique que

mn(v) ≤ 1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣ψn(eiθ)
∣∣∣2 dβ(θ) +

∞∑
k=1

Ak |ψn(zk)|2

= mn(vl) +
∞∑

k=l+1
Ak |ψn(zk)|2 . (4.4.17)

selon la propriété de reproduction de la fonction noyau Kn(ξ, z) , et ψn(z) ∈ Pn, on a

ψn(zk) = 1
2π

∫ 2π

0
ψn(eiθ)Kn(ξ, zk)dβ(θ) (4.4.18)

L’inégalité de Schwarz implique que

ψn(zk) = 1
2π

∫ 2π

0
ψn(eiθ)Kn(ξ, zk)dβ(θ)

≤ mn(vl).
1

2π

∫ 2π

0
|Kn(ξ, zk)|2 dβ(θ) (4.4.19)
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et le fait que Kn(ξ, zk) ∈ Pn

|ψn(zk)|2 ≤ mn(vl).Kn(zk, zk) (4.4.20)

Les inégalités (4.4.1), (4.4.17), et (4.4.20) impliquent

mn(v) ≤ mn(vl) +
∞∑

k=l+1
Akmn(vl).Kn(zk, zk)

= mn(vl)
1 + sup

k≥l+1
Kn(zk, zk)

∞∑
k=l+1

Ak

 . (4.4.21)

on obtient donc

mn(v)
mn(vl)

≤ 1 + δl où δl → 0, l→∞. (4.4.22)

En utilisant (4.4.16) et (4.4.22), on obtient (4.4.14).Donc , on a (4.4.15) et le théorème

est prouvé.

Théorème 43 [4] soit v = β+∑∞k=1Akδ(z−zk) avec β appartient à la classe polynômial

de Szegö sur le cercle unité et ;

1.
∞∑
k=1

Ak < +∞, Ak > 0, (4.4.23)

2.
∞∑
k=1

(|zk| − 1) < +∞, |zk| > 1, (4.4.24)

3.
mn(vl)
mn(β) ≤

(
l∏

k=1
|zk|2

)
(4.4.25)

Alors

lim
n→∞

mn(v) = µ̂(v). (4.4.26)

Preuve. On a

mn(vl) ≤
(

l∏
k=1
|zk|2

)
mn(β), (4.4.27)

en passant à la limite quand l tend vers l’infini et en utilisant le théorème (42) , on obtient

mn(v) ≤
( ∞∏
k=1
|zk|

)2

mn(β).
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Cela implique, par le lemme (4.4.4) , que

lim sup
n→∞

mn(v) ≤
(∏
k=1
|zk|

)2

µ(p̃) = µ̂(v).

D’un autre côté, on peut trouver une fonction L dans H2(G, p̃) , (voir [7],[11]), dont

µ̂(v) ≤ ‖L(z)‖2
H2(G,p̃) ≤ lim inf

n↔∞
mn(v),

µ̂(v) ≤ lim inf
n↔∞

mn(v).

Le théorème est prouvé.

Théorème 44 [4] Soit v = β+∑∞k=1Akδ(z−zk) avec β appartient à la classe polynômial

de Szegö sur le cercle unité et ;

∞∑
k=1

Ak < +∞, Ak > 0,
∞∑
k=1

(|zk| − 1) < +∞ pour |zk| > 1,

kn
γln
≤

l∏
k=1
|zk| .

Soit {Φn}∞n=1 le système de polynômes orthonormés associés à v. Alors

lim
n→∞

∥∥∥∥∥ 1
γn

Φn − ϕ∞
∥∥∥∥∥

2

H2(G,p̃)
= 0 (4.4.28)

Preuve. Poser

Hn = 1
2

(
1
γn

Φn + ϕ∞
)
.

Alors

lim
n→∞

Hn(∞) = 1, Hn(zk) = 0, k = 1, ...

Cela implique que

lim inf
n→∞

‖Hn‖2
H2(G,p̃) ≤ µ̂(v)

Utilisant Loi du parallélogramme dans H2(G, p̃), on obtient

∥∥∥∥∥ 1
γn

Φn − ϕ∞
∥∥∥∥∥

2

H2(G,p̃)
= 2

∥∥∥∥∥ 1
γn

Φn

∥∥∥∥∥
2

H2(G,p̃)
+ ‖ϕ∞‖2

H2(G,p̃)

− 4 ‖Hn‖2
H2(G,p̃)
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Par conséquent

lim sup
n→∞

‖Hn‖2
H2(G,p̃) ≤ 2 (µ̂(v) + µ̂(v))− 4µ̂(v) = 0

de sorte que

lim
n→∞

∥∥∥∥∥ 1
γn

Φn − ϕ∞
∥∥∥∥∥

2

H2(G,p̃)
= 0
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Annexe

Lemme 4.4.5 (Lemme de Fatou) Soit ϕn est une suite de fonctions positives mesu-

rables sur [−π, π] , alors

∫ π

−π
lim inf ϕn(t)dt ≤ lim inf

∫ π

−π
ϕn(t)dt.

Théorème 45 (Inégalité de Jensen) Soit f ∈ L1(µ) une fonction à valeurs réelles

telle que a < f(x) < b pour tout x ∈ Ω avec a ∈ R ∪ −∞ et b ∈ R ∪ +∞. Soit ϕ une

fonction convexe sur ]a, b[. On a l’inégalité

ϕ

(
1

µ(Ω)

∫
Ω
fdµ

)
≤ 1
µ(Ω)

∫
Ω

(ϕ ◦ f) dµ

En particulier si µ(Ω) = 1 on obtient :

ϕ
(∫

Ω
fdµ

)
≤
∫

Ω
(ϕ ◦ f) dµ

où µ une mesure positive un ensemble Ω.

Théorème 46 (Inégalité de Hölder) Soit X un espace mesuré, de mesure µ positive.

Soient f et g deux fonctions mesurables sur X à valeurs dans [0,∞].

Soient p et q deux exposants conjugués, avec 1 < p <∞ . Alors

∫
X
fgdµ ≤

(∫
X
fpdµ

)1/p (∫
X
gqdµ

)1/q
,

L’in´egalité de Hölder dans le cas où p = q = 2 s’appelle l’inégalité de (Herman Schwarz).
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail nous avons apporté une contribution à un problème de comportement

asymptotique des polynômes orthogonaux par rapport à une mesure de la forme v =

µ + ∑∞
j=1Ajδzj avec µ appartient à la classe polynomiale de Szegö dont le support est

S = T ∪ {zj}∞j=1 ; où T est le cercle unité,zj ∈ ext(T). les resultas obtenues trouveront

leurs applications dans le spectre d’un opérateur de Toeplitz sur l’espace de Hardy voir

([2], chapitre 8).

Nos resultats sur la fonction D̃out défini à l’extérieur du cercle unité, aura posé, plusieurs

problèmes.

1. Le premier concerne le comportement asymptotique des polynômes orthogonaux

par rapport à une mesure µ appartient à la classe polynomiale de Szegö dont le

support est le segment E = [−1, 1].

2. Le comportement asymptotique des polynômes orthogonaux par rapport à une

mesure de la forme v = µ+∑l
j=1Ajδzj avec µ appartient à la classe polynomiale de

Szegö dont le support est E∪{zj}lj=1 ; où E est Le segment E = [−1, 1], zj ∈ ext(E).

3. Le comportement asymptotique des polynômes orthogonaux par rapport à une

mesure de la forme v = µ+∑∞j=1Ajδzj avec µ appartient à la classe polynomiale de

Szegö dont le support est E∪ {zj}∞j=1 ; E est Le segment E = [−1, 1] , zj ∈ ext(E).
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(0 < p < 1), J. Approx. Theory, 74 (1993), 226-236.

[17] P. Koossis , Introduction to Hp Spaces , London Math. Vol 40. Cambridge Univ.

Press, Cambridge (1980).

[18] R. Khaldi and R. Benzine , Asymptotic behavior of a class of orthogonal polynomials

on the circle : case of measures with an infinite discrete part.,no. 411, Publications

du Laboratoire d’Analyse Numerique et d’Optimisation, Lille, (2000).

[19] R. Khaldi and R. Benzine, Asymptotic behavior of orthogonal polynomials corres-

ponding to a measure with infinite discrete part off an arc., Int. J. Math. Math. Sci.

26, (2001),No. 8, 449–455.

[20] R. Khaldi , Sur le comportement asymptotique des polynômes orthogonaux sur le
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Mathematiques, 189.17, (1929),620–622

[24] M. G, Krein , On generalisation of some investigations of G. Szegö. V. Smirnoff and
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[34] L. Schwartz , Analyse I : théorie des ensembles et topologie .,volume 42. Hermann,

1991.

[35] L. Schwartz , Analyse III : Calcul intégral ,volume 44. Hermann, 1993.
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