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Théoreéme de Szegd d’ordre supérieur, cas d’'une mesure discrete

Résumé : On présente dans cette thése, une étude de théoreme de Szegé sur le
comportement asymptotique des polynomes orthogonaux perturbé par une suite de
Blaschke infinie de masses ponctuelles.

Le but de cette these est d’étudier le comportement asymptotique des polynomes

orthogonaux {®;}, . satisfont les relations d’orthonormalisation suivantes :

D, (2) =v2" + ...(m > 0),

1

2m 0 )
2—/ D, (2) P (2)dpa(0) + > Ap®n(2) P (21) = S Vmyn = 0,1, ..., 2 = €.
7 Jo

k=1
avec dp = pl.dm + dus , piae est la partie absolument continue de p et dug est la partie
singuliere sur T = {z € C : |z| = 1}, ou m est une mesure de probabilité borélienne sur
le cercle unité T i.e. dm(t) = dt/(2wit) = 1/(2m)dd , t = € € T.

De plus p vérifie la condition généralisée de Szego :

27 ) )
/ p(e) log il (€?)df > —oo,
0

ou p un polynome trigonométrique tel que p(t) >0, t € T .
Les A, vérifie

A > 0, ZAk < oo et Z(|Zk’ — 1) < 400,
k=1 k=1

pour k =1,... et §(z — z;) est la mesure de Dirac au pointz.

Mots clés : polynéomes orthogonaux, mesure polynomiale de Szegé , condition

de Szeg6, éspace de Hardy.




Szeg6 theorem of higher order, case of a discrete measure

Abstract : We present in this thesis, a study of the Szego theorem for asymptotics of
orthogonal polynomials perturbed by a infinite Blaschke sequence of point masses .
The aim of this thesis is to study of asymptotics for orthogonal polynomials {®;}

neN

satisfy the following orthonormality relations :

D, (2) = Y2 + ...(7n > 0),

1

2 o .
7/ B (2) B (2)dpt(0) + 3 AP ()P (1) = Oy Ymom = 1,2, .., 2 = €™,
TJ0 k=1

Where dp = p! . dm + dps, pae is the absolutely continuous part of p and dus is singular
and, and m is the probability Lebesgue measure on T ; dm(t) = dt/(2wit) = 1/(27)dl ,
t=e?eT.

Moreover p satisfises the generalised Szeg6 condition :

27 . .
/ p(e) log pil (€)df > —oo,
0
where p be a trigonometric polynomial such that p(t) >0, t € T .

The masses Ay satisfy

Ap >0, Y A <ooand > (|zu] — 1) < +oo,
k=1 k=1

for k=1, ... and §(z — z;) is the Dirac measure supported at the point z.

Keywords : Orthogonal Polynomials, Polynomial Szeg6é measure , Szego

condition, Hardy space.
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Introduction

Le comportement asymptotique des polynomes orthogonaux classiques est connu a
partir du livre de Szegd [47]. Szegd est lui méme qui a développé la théorie asymptotique
des polynomes orthogonaux sur le cercle unité, et I'intervalle unité pour des poids qui
répondent a la condition dite de Szegd. De nombreux résultats asymptotiques ont été
trouvés pour les polynomes orthogonaux nous allons résumer selon la mesure p et son
support S; le comportement asymptotique d’une classe assez large de polynomes ortho-
gonaux et extrémaux relativement a la mesure p et qui s’averent la plus intéressante pour
notre étude.

1. S = [—m; 7] ; pu est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur

[—7; ]. Ce cas correspond au comportement asymptotique des polynomes ortho-
gonaux sur le cercle avec fonction poids. Ce cas a été étudié par G.Szego [42] en

1921 et la formule asymptotique qu’il a obtenu est :

A
Sp()

ou S, est une fonction holomorphe dans le disque unité ouvert, construite par Szego

T(z) =~ pz) > 1, (0.0.1)

et porte son nom. Szegd a utilisé la propriété extrémal des polynomes orthogonaux
pour trouver la formule (0.0.1) : Sa méthode a été reprise et développée pour trouver
la formule asymptotique d’autres types de polynomes orthogonaux. Krein [24]; et
Gueronimus [10]; ont généralisé cette étude dans le cas ou p est non absolument
continue.
2.=S=TU {zj};ﬁ:l ;ou T est le cercle unité,z; € ext(T); p est une mesure de la

forme = 0+ o; ou B est concentrée sur T assez générale, et o est une mesure
discrete concentrée sur les points z; avec les masses A; c’est a dire :

m

o= ZAjézj;Aj >0

j=1

d,; est la mesure de Dirac au pointzj : Ce cas a ¢ét¢ étudié en 1994 par X. Li et

K. Pan [25]; et a été appliqué a I’étude de la distribution des zéros des polynomes

orthogonaux associés a p.

10
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3. S=TuU{z }j’;l ; ot T est le cercle unité du plan complexe C; z; € ext(T) ;p est
une mesure de la forme : u = % +o0 = % + 3051 4505 Ap > 0,251 Aj < +oo; B
concentrée sur T et absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue df
sur [—m; 7] ; o une mesure discréte concentrée sur les points z;, avec les masses A; :
Ce cas a été étudié par R.Khaldi et R.Benzine [18] en 2000 :

4. S = T; T est le cercle unité. Ce probleme a été étudié en 2006 par S. Denisov et

S. Kupin [7]; pour une mesure plus générale u appartient a la classe polynomiale

de Szego définie par :
dp(e”) = po(e”)dO + dpy(e”),

1ts est singuliere et la partie absolument continue .. de p vérifie la condition
généralisée de Szegd

| ple)10g i (e)d > o,
ol p est un polynome trigonométrique, non négatif sur le cercle unité T.

5.8 = TU{%}/_;; ot T est le cercle unité,z; € ext(T); v est une mesure de la
forme v = p+ 377, Ajd., : avec p appartient a la classe polynomiale de Szegé . Ce
probleme a été étudié en 2011 par R. Khaldi et R. Guezane [22].

Notre résultat [4] principal est lié a prouver le comportement asymptotique des polynémes
orthogonaux par rapport a une mesure de la forme v = p+ 3222, A;0,, avec u appartient
a la classe polynomiale de Szegd dont le support est S = T U {zj};il ;ou T est le cercle
unité et z; € ext(T).

Dans un premier chapitre on introduit divers outils nécessaires en particulier la théorie
avancée des fonctions harmoniques, tres utile dans la construction de départ , aussi bien
la formule de Poisson .

Nous décrivons dans le deuxieme chapitre quelques propriétés classiques des polynomes
orthogonaux. Une formule de Christoffel est établie , théoreme d’extrema sont introduites,
et la relation de récurrence permettant de calculer un polynéme dans une suite a partir
des deux précédents.

Le troisieme est consacré a I’étude des espaces de Hardy la factorisation de toute fonction
appartenant a un espace de Hardy sous la forme d’un produit d’une fonction intérieure

par une fonction extérieure , fonction de Szeg6 associée au cercle unité qui nous servent a

définir 'espace de Hardy H?(G; p) ; ol p est la densité de la partie absolument continuede

11
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la mesure .
le chapitre IV est consacré a 1’étude du comportement asymptotique des polynomes or-
thogonaux associés a une mesure avec la condition généralisée de Szegd concentrée sur le

cercle unité, contient une partie importante des résultats originaux de cette these.

12



Chapitre 1

Rappels

On désignera par D le disque unité ouvert de C et par T le cercle unité de C. L’ensemble

des fonctions holomorphes sur D est noté Hol(DD).

1.1 Fonction harmonique et fonction sous-harmonique

Définition 1 Soit (E,d) un espace métrique on dit que E est connezxe si et seulement si

les seuls sous ensembles a la fois ouverts et fermés de (E,d) sont E et l’ensemble vide .

Proposition 1 (la formule de la moyenne) Soit f une fonction continue sur D(a,r)
(a € C etr >0 ), harmonique sur D(a,r) et a valeurs complexes. Alors on a la formule

de la moyenne :
1

" or

f(a) /027r fla+re™)dt.

Définition 2 Un ouvert E est dit simplement connexe sl est conneze et si tout chemin

continu et fermé doit pouvoir étre réduit continument a un point .

Théoréme 1 Soit Q un ouvert simplement conneze de C et soit f : Q — R de classe C?.

St f est une fonction harmonique sur €2 alors il existe une fonction ¢ holomorphe sur €2

telle que Re(p) = f .

Preuve.
Considérons la 1-forme différentielle w de classe C! définie par w = —g—gdx + %dy.

Alors w est une forme fermée. En effet,

13



1.1. FONCTION HARMONIQUE ET FONCTION SOUS-HARMONIQUEZ. Benghia

2 2 2 2
dw = < afda: afdy)/\d:)s+<afd:v+ afdy)/\dy

COzdy . oy 0x? Oyox
0?f  O*f
<ax2+ay2 dx/\dy

= AfdxNdy

= 0.

L’ouvert € étant simplement connexe, alors il existe une fonction ¢ de classe C? sur

Q telle que
of of dg dg
———dr+ ——dy =w=dg = —~dxr + —=d
dy x+8xy v g ox x—i_@yy
On a donc % = —% et g—z = % La fonction ¢ : 2 — R définie par ¢ = f + ig est donc

holomorphe sur et par construction f = Re(yp).

On cherche une fonction g : Q — R, de classe C? telle que f + ig soit holomorphe sur

Q.

D’apres les équations de Cauchy-Riemann, f+ig est holomorphe si et seulement si % = g—z
of _ _9g

et 5, = —5p SUr Q.

Dl -+ By — -+ By
Donc g = | —%dm + %dy (a une constante pres )

Définition 3 Une fonction f : D — R continue sur D est dite sous-harmonique si elle a
la propriété suivante :

Pour tout domaine (ouvert connexe) Q de D dont la fermeture Q est inclus dans D et
pour toute fonction U harmonique dans Q2 et continue dans Q vérifiant f(z) < U(2) sur

la frontiére Fr(2) de Q2 , on a f(z) < U(z) pour tout z € 2.

En pratique, les fonctions continues a valeurs réelles sous-harmoniques sur D sont carac-
térisées par la propriété locale de majoration par la valeur moyenne avec laquelle il est

souvent plus facile de travailler.

Théoréme 2 ( Propriété de la sous-moyenne ) Soit f : D — R continue sur D.

Alors [ est sous-harmonique si et seulement si pour tout zg € D il existe ro > 0 tel que

14



1.1. FONCTION HARMONIQUE ET FONCTION SOUS-HARMONIQUEZ. Benghia

D(zy,70) C D avec de plus
1 2w

f(z0) < 5 ), f(zo +ret)dt

pour tout r < ry.

Proposition 2 1. Soit f holomorphe dans D et soit p > 0. Alors la fonction g conti-
nue sur D a valeurs réelles définie par g(z) = |f(2)|" est sous-harmonique.
2. Soit f € Hol(D). Alors log" |f| est une fonction continue a valeurs réelles sous-

harmonique sur .

Preuve.

Supposons que f(zg) # 0 :. D’apres le principe des zéros isolés , il existe alors rg > 0 tel
qu’il existe une détermination holomorphe du logarithme sur D(zg,79) avec D(zg,79) C D
et ainsi on peut définir z — f(z)? comme une fonction holomorphe dans D(zg, 7). En

particulier, pour tout r < ry, on a :

_ 1
o

(FE) =5 [ (Flan+re) d

ce qui implique naturellement

» 1 2w
NOLEE=Y,

si zo € D, tel que |f(z0)| < 1; 'inégalité de la sous-moyenne est triviale .

f(z0 +1e™) "t

Si zo € D est tel que |f(z0)| > 1, par continuité de | f| , il existe ro > 0 tel que |f(z)| > 1
sur D(z,79) C D . Par conséquent pour tout r < 7o; log™ | f(2)] = log|f(2)| pour tout
z € D(zp,7) . Comme log |f| est une fonction harmonique sur D(zg, 1) l'inégalité de la

sous-moyenne est vérifiée (c’est méme une égalité) pour r < 5. m

Proposition 3 Soit f une fonction continue a valeurs réelles sous-harmonique sur D et
soit
1

27 .
m(r) = 27 o f(re™ydt pour 0 <r < 1.

Alors r — m(r) est une fonction croissante sur [0,1] .

Preuve.
Soient 0 < r; < 19 < 1. Comme f continue sur D, il existe une unique fonction U

harmonique sur D(0,73) , continue sur D(0,75) tel que U et f coincident sur le cercle

15



1.2. INTEGRALE DE POISSON PAR RAPPORT A UNE MESURE GOX/HdhxIHa

(0,79). Comme f est sous-harmonique, on a f(z) < U(z) pour tout z € D(0,ry) . On a

donc :
1 2 .
m(ry) < —/ U(rie™)dt = U(0)
2m Jo
1 2 .
= %/0 Ul(roe™)dt = m(ry)
u

1.2 L’intégrale de Poisson par rapport a une mesure

complexe

1.2.1 Mesure complexe

Soit m la mesure de Lebesgue sur R, m(E) = [ dx pour tout borélien E de R.

Définition 4 [36] Soit (X, M) un espace mesurable. Autrement dit X est un ensemble et

M est une o -algébre sur X.

Une mesure compleze est une application p: M — C vérifiant la propriété suivante :
pour tout &€ M et toute partition dénombrable (E;)i>1 de E, on a :ju(E) = 3,5, u(Es).

A toute mesure compleze i on associe sa variation totale || définie par la formule :

\p| (E) = sup {Z l(E:)| = (Ei)is1 partition dénombrable de E } ,

i>1
pour tout E € M ; et |u| est une mesure positive au sens usuel. On note M(X) ’ensemble

des mesures complezes sur (X, B) ot B est l'algebre des boréliens, c’est a dire ’algébre

engendrée par les ouverts de X. MT(X) l'ensemble des mesures positives finies sur (X, B).

Définition 5 On dit que p est étrangere a m et on note uLm, sl existe un borélien A
de R tel que m(A) = 0 et tel que u(E) = p(E N A) pour tout borélien E. Autrement dit,

[ est portée par un borélien de mesure de Lebesgue nulle.

Voici un exemple de mesures sur R étrangeres a m :
Exemple : Soit ¢y un point de R et soit d;, la mesure de Dirac en ty. Posons A = {ty}.
On a donc m(A) = 0 tandis que pour tout borélien £ de R on a 0y, (E) = 0, (E N A) car
00y (F) =0sity ¢ Eet §(F)=1sity € E.

16



1.2. INTEGRALE DE POISSON PAR RAPPORT A UNE MESURE GOX/HdhxIHa

Définition 6 On dit que p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue

et on note p << m si m(E) =0 alors p(E) =0, VE.

Théoréme 3 (de Radon-Nikodym [32]) Si p est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesque m, alors il existe une unique fonction f € L'(R) telle que u(E) =
[g f(x)dz. On écrit aussi du(x) = f(z)dx. fonction f s’appelle la dérivée de Radon-

Nikodym de p par rapport a x.

Théoréme 4 (de Lebesgue) Soit m la mesure de Lebesque sur R et soit p une mesure
complexe définie sur R. Alors il existe un unique couple (v, p) de mesures complexe définie

sur R tel que = v+ p avec vLlm et p << m.

1.2.2 L’intégrale de Poisson

Définition 7 Pour 0 <r < 1,t € R, on pose
+oo )
P.(t) = Z plnlgint

Pour r fizé, 0 < r < 1, P. est appelé noyau de Poisson et (P,)o<1 est appelée la famille

des noyauxr de Poisson.

Remarque 1 (i) Pourr fizé, 0 < r < 1, la série 3> rifleit converge normale-

n=—oo

ment, donc uniformément . La fonction P, est continue sur [0, 27].

(ii) Pourr fizé, 0 <r <1, on a

1

2T
— P.(t)dt = 1.
27r/0 ()

Pour voir ceci, on peut invertir l'intégrale et la série qui définit P,(t) .

Proposition 4 Pour z =re? avec0<r<1eth R, ona :

PO—-t) = 1+2 i r"cos(n(f —t))

n=1
et + 2
= Re( .t+ )
et — 2z
1—172

1 —2rcos(d —t) + 12

17



1.2. INTEGRALE DE POISSON PAR RAPPORT A UNE MESURE GOX/HdhxIHa

Preuve. La premiere égalité est immédiate. Elle provient du fait que

PO —t) =1+ 7m0 4 N gm0 = 1 423" 1" cos(n(f — t))
n=1 n=1

n=1

Pour démontrer la deuxieme égalité on remarque que :

et +z\ (et +re?\  [14re0D
eit — » - eit — peid |\ 1 = prei0-1)

1 — ret0=t) 4 2pei0=1) 2ret0=t)
- 1 — rei@-t) =1 1 — rei@-t)

= 142700 i rrein®=1

n=0
= 142 Z rrem(0-1)
n=1
On obtient donc
it ()
Re(S2) =142 " cos(n(f — 1)) = P(6— 1)
et —z 1

La troisieme égalité s’obtient en remarquant que :

etz ("4 2)(e+7)  1—|z]® + (ze''ze®)

oz e o~
Comme ze'ze™ est imaginaire ,
et + 2 1—|z|2 1—1r? 1—1r?
R@( P )I ” 5 = a2 0—1) (2
et —z" et — 2| 11— ze~i]7 |1 — rei@-1)|
Enfin on calcule
, 2
1-— T@Z(G_t)‘ = |1 —rcos(d —t) —irsin(f — t)*

= (1 —rcos(d —1t))* +r*sin?(0 —t)

= 1+7*—2rcos(f —t).

18
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1.2. INTEGRALE DE POISSON PAR RAPPORT A UNE MESURE GOX/HdhxIHa

Remarque 2 I résulte de la proposition précédente qu’un noyau de Poisson est une
fonction P : D x dD — R définie par

P(z,&) = Re (%) uniformément continue sur [0, 27|, 2rw-périodique, positive et paire.

Définition 8 L’intégrale de Poisson ou transformée de Poisson d’une fonction réelle
Lebesgue-intégrable sur le cercle (p € L'(OD,R)) est la fonction définie pour |z| < 1 par

P(g)(2) = — / P.(0 — t)p(t)dt.

" 2r )

La proposition suivante nous montre comment construire des fonctions harmoniques

dans D a partir de mesures complexes sur T.

Proposition 5 Soit u une mesure compleze (finie) sur [—m,].
Pour z =71e" avec 0 <r <1 et R, on pose :
1 ™
P()(z) = 5= | P(6 = t)du()

Alors P, est une fonction harmonique sur ID.

Preuve. La mesure complexe p est de la forme p = py + 109 avec py et ps mesures réelles
définies par puy(A) = Re(u(A)) et pa(A) = Im(u(A)) pour tout borélien A de [—m, .
Ainsi P(p)(z) = P(p1)(2) + iP(u2)(z) et pour montrer que P, (avec p mesure complexe
sur T) est une fonction harmonique sur D il suffit de montrer que si v est une mesure

réelle sur T alors P(v) est une fonction harmonique sur D. Pour cela on remarque que :

P)(z) = — / i Re(eit+z)dv(t) = Re (1 / " ‘3””61@(25)) = Re(p(2))

21 J—x et — z 21 Jr e — 2

avec p(z) = & [Ttz

2w J—m et —z

dv(t). La fonction ¢ étant holomorphe sur D (comme intégrale de

la fonction holomorphe z — ZZZ sur D) donc P(v) est harmonique sur D . =

1.2.3 Limite radiale de I’intégrale de Poisson

Lemme 1.2.1 L’application pn — P(u) est une isométrie bijective de MT(T) ( mesure

positive finie sur T ) sur ’ensemble des fonctions harmoniques positives sur D.
Preuve. Soit pr € M*(T). Pour toute fonction f € C(T) positive on a donc :

| fdun=0
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1.2. INTEGRALE DE POISSON PAR RAPPORT A UNE MESURE GOX/HdhxIHa

. Comme P(p)(re) =& [T P.(6 — t)du(t) avec t — P,(6 — t) continue et positive pour

tout 6 € R, on a donc P(u) fonction harmonique positive sur D.

Théoreme 5 Soit 1 € M(T). Pour presque tout t € R (par rapport a la mesure de
Lebesgue), lim,_,- P(p)(re®) existe et si on pose @(e') = lim,_,;- P(u)(re®), alors ¢ €
LYT) et ¢ est la dérivée de Radon-Nikodym de u par rapport d la mesure de Lebesgue.
Autrement dit, si l'on pose v(E) = u(E) — [5¢(e")dt pour tout borélien E de T , alors

vlilm .

En utilisant le Lemme 1.2.1 et le Théoreme 5 on obtient une description des fonctions

harmoniques positives sur D .

Théoreme 6 Soit F' une fonction harmonique positive sur ID. Alors

F*(e") = lim F(re")

r—1-

existe m-presque partout et F* € LY(T). De plus il existe une mesure positive finie v sur
T telle que vim et F = P(F*) + P(v) avec lim, ;- P(v)(re®) = 0 pour presque tout

t € R (par rapport a la mesure de Lebesque).

20



Chapitre 2

Polynomes orthogonaux

2.1 Définition et propriétés des polyndémes orthogo-
naux
Soit X un espace mesurable et p une mesure positive sur X, et soit 'espace
L*(p) = {f : X = R, f mesurable; |f|| < oo}
de norme induite par le produit scalaire
mm:me

Théoreme 7 Soit F': R — R croissante et continue a droite. Alors il existe une unique

mesure g sur B(R) telle que pp((a,b]) = F(b) — F(a) pour tout a < b.

Définition 9 — La mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a F' est notée up,

[ 1aF = [ fdur

2.1.1 Relation de récurrence

Il est intéressant de savoir que toute suite de polynomes orthogonaux peut s’obtenir a

I’aide d’une relation de récurrence. C’est le contenu du théoréme suivant.
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2.1. DEFINITION ET PROPRIETES DES POLYNOMES ORTHOGONAWUXBenghia

Théoréme 8 Soit {P,, n > 0} une suite de polynémes orthogonauz. Alors il existe une
relation de récurrence selon laquelle on peut calculer P,y1 en fonction de P, et P, 1,

donnée par la formule
Poii(z) = (Apx + B,)Py(z) — Cp Pyq(2);

ou les constantes A,,, B,, C, sont

cd(Pni1) (
An = T N Bn = _Ani
cd(P,) (P, P,)

<xPn7 Pn—1>

Oy = A, il
<Pn—17Pn—1>

ot cd(P,) note le coefficient dominant de P,.

Preuve. Considérons le polynéme P, 1(x) — A,z P, (x). De la définition de la constante

+1

A,,, nous voyons assez bien que les termes en """ s’annulent, et donc que ce polynome

est de degré au plus n. Il peut alors étre exprimé comme une combinaison linéaire des n

premiers éléments de Q. Cela s’écrit

Poii(x) — Az Py(z) = anPo(x) + an1Prq + ... + agPo(x) :

La valeur de chaque a; peut étre trouvée en prenant le produit scalaire de cette expression

avec le P; correspondant. A gauche, nous obtenons, pour chaque P; avec 0 < j <n —1,

(Pat1(z) = ApzPo(z), Py(x)) = (Payi(2), Py(2)) — A (@Pu(@), Ps(z)) (2.1.1)
= (Po1(2), Py(2)) — Ay (Po(z), 2P;(z)) (2.1.2)
— 0, (2.1.3)

résultat obtenu grace au fait que les degrés de P; et de xP; sont strictement inférieurs au
degré de P, et aussi, a plus forte raison, au degré de P, .. Pour les j correspondants, nous
obtenons a droite : a; (Pj(x), Pj(x)) , avec bien sur, (P;(z), Pj(x)) # 0 . En égalisant les
deux cotés, il vient donc que chacun de ces a; doit étre nul. Pour j = n — 1, on obtient

de méme, a gauche :

(Pact(#) = AutPu(s), Pas(2)) = {Pas (1), Pas(2)) — An (ePo(z), Pr(2))(2.1.4)
= —A,(P.,(z),zP,_1(x)) (2.1.5)

et a droite : a,_1 (P,_1, P,—1) , d’ot, en égalisant

P, P,_
an_1=—An <.’L‘ nytn 1>

Lome el — _(,
<Pn—17 Pn—1>
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2.1. DEFINITION ET PROPRIETES DES POLYNOMES ORTHOGONAWUXBenghia

Pour j = n , on applique le méme procédé

(xP,, P,)

= B,.
(Fn, Pr)

a, = —A,

La formule est donc bien démontrée. m

2.1.2 Formule de Christoffel

Etant donnée une suite de polynomes orthogonaux, le théoreme suivant permet d’en

construire une infinité d’autres.

Théoréme 9 Soit (P,),>1 une suite de polynémes, orthogonauz par rapport & une mesure
dF(z) de segment [a; b]. Soit de plus P(x) = c(x — z1)(z — x2)(z — x3)...(x — xx), ¢ # 0 un
polynéme de degré k, positif sur [a;b], avec x; # x;;¥i # j. Alors l'ensemble (gn)n>1, 0U
P.(z) Pua(z) ... Pop(x)
1 |Pulz1) Popr(z1) o Pagr(a1)

Po(zr) Poyi(or) oo Popr(zw)

est un ensemble de polynomes, orthogonaux par rapport a la mesure dF (z). Dans le cas ot
un des x; serait de multiplicité > 1, le théoreme fonctionne encore, mais en remplacant

les p — 1 lignes supplémentaires en x; par leur dérivée premiere, seconde, ... .

Preuve. Montrons d’abord que le déterminant précédent (appelons-le D) n’est pas iden-

tiquement nul. Développons-le par rapport a la premiere ligne, pour obtenir
D = P, (x)Dy — P, y1(2)D1 + Pryo(2)Dy + ... + (=1)* Py () Dy;

ou on a appelé D; la sous-matrice de D obtenue en lui supprimant la premiere ligne et
la 7 4+ 1° colonne. Comme lesdits D; sont tout simplement des nombres, le membre de
droite de I’équation précédente est une combinaison linéaire de polynomes. Aussi sont ils
de degrés tous différents, donc linéairement indépendants. La combinaison linéaire ne peut

alors etre nulle que si tous les D; sont nuls. Montrons donc que

Pu(z1) Poyi(x1) o Pagr-1(21)

Pu(r2) Pupa(za) oo Poyr-1(22)
Dy,

£0

Pu(zr) Poyi(xr) - Pogr—1(ar)
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2.1. DEFINITION ET PROPRIETES DES POLYNOMES ORTHOGONAWUXBenghia

Supposons le contraire. Alors il existe une combinaison linéaire des colonnes de la
matrice qui soit nulle. Autrement dit, il existe des constantes a;(: = 0,1,2, ...,k — 1) non

toutes nulles telles que
H([I)) = aOPn + 6Llpn—‘,-l + ...+ ak—1Pn+l<;—1

s’annule pour x = x4, T, ...,x . H(x) est donc de la forme p(z)G(x) pour un certain
polynome G(z) de degré inférieur ou égal a n — 1, qui est donc orthogonal & H(z). Cela

s’écrit

/ H(x)G(2)dF(z) = / G(2)*P(2)dF (z) = 0.

Puisque P est positif sur [a; b] , alors
G(z)=0= H(z) =0,

une contradiction.

Remarquons que par le calcul précédent, ledit déterminant est un polynome de degré
exactement n + k. De plus, comme chaque x;, i = 1,2, ..., k, 'annule évidemment, on vois
que ledit déterminant est divisible par P(z) . Ainsi, ¢,(z) est bien un polynéme de degré

n. Soit maintenant ¢(z), un polynéome arbitraire de degré (inférieur ou égal a n—1). Alors

[ 4@a,@P@AF) = [ o)) P@) @) (2.16)
P,(x) Pua(z) ... Po(x)

/ ¢(z) Fa@) Poal) o Poela) dF(2)(2.1.7)

Po(wr) Pppa(xr) .o Pogr(zg)
Maintenant, le déterminant dans l'intégrale est en fait une combinaison linéaire de
P,, Py, ..., Pyyk, orthogonaux par hypothese a tout polynome de degré au plus n — 1

(par rapport a la mesure dF'(x)). Nous avons trouvé

[ 4@)a.@)(P@AF@) = [ o) gul) P)dF () = 0.
Ainsi, comme ¢, est orthogonal a tout polynome de degré strictement inférieur pour
chaque n, on a bien obtenu que la suite des (g,),>1 forme un ensemble de polynémes
orthogonaux

24



2.1. DEFINITION ET PROPRIETES DES POLYNOMES ORTHOGONAWUXBenghia

2.1.3 Séries de Fourier généralisées, propriétés d’extrema

Les séries de Fourier classiques sont utilisées pour représenter une fonction périodique
ou encore toute autre fonction sur un intervalle fini avec des « monomes trigonométriques

», c’est-a-dire des fonctions de la forme sin(nx) ou cos(nx), n € N.

Définition 10 Soit B = {uy, us, us, ...} une base d’approxrimation d’un espace séparable
E et soit f € E. La série que donne «Ppy, usu,,.}(f) » se nomme « série de Fourier

généralisée de [ dans la base B ».

Théoreme 10 Soit {uy,us,...,u,} une base orthogonale d’un sous-espace H, d’un R-
espace vectoriel V et soit f € V . L’élément h € H, qui minimise la norme ||f — h||
s’écrit

n

h - P{ul,ug,.‘.,un}<f) = Z

iz el

ag
Uk,

ot ap = (f,ug).

Preuve. Soit g = >°)_; byuy, un élément arbitraire de H,,, alors

If=gl® = (f—g.f—a)={f.F)—2(f.9)+(9.9)
= AP =20 b (o) + D b flus)?
k=1 k=1

= AP =2 brar + > 03 [Juxl® (2.1.8)
k=1 k=1
n n 2
2 ag a
k=1 Uk =1 Nl

Ce calcul donne clairement que les valeurs de by qui minimisent || f — g||* sont bien les

agk
l[ur

valeurs de R c’est-a~dire que la norme est minimale lorsque g = h.
Avec les mémes hypotheses et notations que dans le théoreme, on obtient comme corollaire
immédiat de ce résultat 1’égalité

n 2
0< Hf - P{u1,u2,...,un}(f)H2 — HfHQ _ Z (HZ];H>

k=1
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qui mene a l'inégalité, dite inégalité de Bessel,

i(na ||> < I

Lorsque n — oo , le terme de gauche de cette inégalité ne peut qu’augmenter. Or, il

2
s 2 /s
est borné par || f||” . Cela nous permet de conclure que la série Y32 (HZ—’ZH) converge.

Corollaire 1 Soit (P,),>1, une suite de polynémes orthogonauz. En prenant f = P,
et H, = {Py, Ps,...,P,} , nous obtenons que l’élément qui minimise la norme ||f — h||
est h = 0, c’est-a-dire que P,y1 (normalisé) est le polynome de degré n + 1 de norme

minimale.

Définition 11 Une série Y3, apur (ot les ay sont des scalaires et les uy des éléments

d’un espace vectoriel V) converge en moyenne s’il existe g € V tel que

Hg - Z AU

k=1

—0 (n— o00).

1l se dit aussi que « la série converge vers g au sens des moindres carrés ».
Théoreme 11 Soit zy € C, une mesure do(z) de Lebesgues-Stieltjes et soit I’ensemble
S = {p, polynome de degré n tel que ||p(x)||> =1 dans L]a, b]}

Soit de plus {p,} la suite de polynémes orthogonauz dudit espace. Alors le polynome p € S

mazimisant la quantité |p(xo)|> s ’écrit
P(x) = K, (0, 20) YK, (20, 2);

o

& Pe(wo)Pr(r) S Pu(To) Pr()
K, (xg, ) = ;;)—Ujk,Pk) = Z LA AN

Le mazimum est donné par K, (xg, xq).
K, (z,y) est appelé « noyau de Christoffel-Darboux ».
Preuve. Ecrivons
“ (p,px)
_ g
“ X SN
Alors la condition ||p|| = 1 peut s’écrire 0_ |Ax]> = 1, et I'inégalité de Cauchy donne

alors

Py (x
xO < Z|A ’ Z | -Fk;k,;k> :Kn<l'0,l’0>.
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2.2. ZEROS DES POLYNOMES ORTHOGONAUX F. Z. Benghia

Cette borne est évidemment atteinte si Ay = APy (), ou A est déterminé par la condition

AP D7 [Pl = 1.
k=0

2.2  Zéros des polynomes orthogonaux

Les deux théoremes suivants, ont une grande importance dans la théorie des polynomes

orthogonaux. Le troisieme est un théoreme de répartition des zéros.

Théoréme 12 Le niéme polynéme d’une suite de polynomes orthogonaux, P,(n > 0)

admet n racines réelles distinctes, toutes situées a l'intérieur du segment fondamental.

Preuve.

Soit m > 0 , le nombre de zéros de P, qui soient réels et situés sur le segment
fondamental, que nous noterons [a, b]. Le théoreme fondamental de I’algebre assure d’abord
que m < n . Soit donc ¢ = {x1, 9, ..., T, } Uensemble ( éventuellement vide) des zéros de
P,. Soit de plus le polynome S(z) = (z — z1)(x — z3)...(x — x,,) ol nous nous rappelons
la convention selon laquelle un produit vide vaut 1 . Ce polynome possede les mémes
zéros que P, dans [a,b], et donc le produit S(z)P,(x) doit étre du méme signe sur tout
I'intervalle [a, b], et ne s’annuler qu’en chaque z;. Selon les conditions énoncées sur le poids
d’intégration w(z), il doit en étre de méme pour le produit S(x)P, (z)w(x).

Ainsi, le produit scalaire (S, P,) doit étre non nul, puisque nous intégrons une fonction
non identiquement nulle qui ne change pas de signe sur l'intervalle d’intégration. Or,
P, est orthogonal a tous les polynomes de degré strictement inférieur ( puisqu’ils sont
combinaisons linéaires des Py pour k = 0,1,...,n — 1 ). Il faut donc avoir m > n. Mais

nous avions déja m < n . Nous avons donc montré que m = n, d’ou le résultat. m

Théoréme 13 Soit {P,, n=0,1,2,...} une suite de polynomes orthogonauz. Alors les

racines de P, se trouvent strictement entre les racines de Py, y1.

Preuve. Nous utilisons le noyau de Christoffel-Darboux, Nous avons, K,(z,z) > 0, et

d’autre part

Ky(z,z) = P, (x)P,(x) — Py(z)Pot1(x). (2.2.1)

n n
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Soit donc deux zéros consécutifs o et 3 de P,y1. Comme ils sont consécutifs, P, ()

et P/, ,(B3) doivent étre de signes opposés. Or 2.2.1 donne, avec ce qui la précédait

B (@) Pu(a) 0
Bop(B)Pu(B) = 0.

Il suit que P,(«a) et P, (/) sont de signes opposés, et donc que P, a un zéro dans [«, 5] par

Y]

le théoreme des valeurs intermédiaires. Comme finalement il y a n tels intervalles [«, 5] et
que P, a au plus n zéros réels, le théoreme suit.

Théoreme 14 (densité des zéros). Soit (P,)n>1 une suite de polyndémes, orthogonauz
par rapport a une mesure de Lebesgues-Stieltjes mq(x). Pour tout intervalle [a', 0] C |a, b]
(avec naturellement o’ < V' ), il existe un N € N tel que pour chaque n > N, le polyndome

P, a au moins un zéro dans [a’,V'].

Preuve. (Par contradiction.) Supposons le contraire, c’est-a-dire supposons que pour
chaque rang m, il existe un rang n tel que 2n—1 > m et tel que le polynome P, n’a aucun
de ses zéros dans [a/, 0] . Appelons (z,,)(v = 1,2,...,n) les zéros de P, pour chaque n.

Counsidérons la fonction

0  dans [a,b]/[d,V];
(z —d) (b —z) o, V].

fx) =

Comme f est continue sur un intervalle fermé borné, nous savons par Weierstrass que pour
tout € > 0 , il existe un polynéme r(z) d'un certain degré M tel que |f(z) —r(z)| < €
pour tout x € [a, b]. Par hypothese, il existe un rang N tel que 2N —1 > M et tel que py
n’a aucun de ses zéros z,y dans [d/,b']. Alors, en utilisant une quadrature de Gauss, nous

pouvons obtenir

/abr(:c)da(:r) = zn: AonT (TN ).

v=1

Comme tous les z, v sont dans [a, b] /[, V'], que f = 0 sur cet ensemble et que |f(z) — r(z)| <

€ , il vient que |r(z,n)| < € pour chaque z,x . De plus, les A,y sont tous positifs. Ainsi

Z )\zxnr(xuN) < Z )\unG
v=1 v=1
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En mettant tout cela ensemble, nous pouvons faire le calcul suivant

/ab f(x)da(z) = /ab(T’(iU) + €)do(x)
= 3 () + e(a(b) — a(a))

v=1

< eilAun+e<a<b> — a(a))

= € (2: Avn + ((b) — a(a))) (2.2.2)
= 2¢(a(b) — ala)).

En laissant € — 0, I'inégalité reste vraie et donne

/a " (@) da(z) < 0.

ce qui est évidemment une contradiction. m

2.3 Polynomes orthgonaux sur le cercle unité

2.3.1 Construction des polynomes orthgonaux sur le cercle
unité

Soit p € L'(T) tel que p > 0 et [T p(#)dd > 0. On désigne par L2(R) la classe des
fonctions g définies sur R; a valeurs complexes, périodiques de période 27, mesurables au
sens de Lebesgue dans [—m; 7] ; pour lesquelles [™_|g(8)|* p(9)df < 4o .

Si ¢ et ¥ sont deux fonctions dans L2(T); alors I'espace (L;(T), (., -) Lg,(?r)) devient un

espace de Hilbert complexe pour le produit scalaire suivant :

(o) 3y = 5 | (O)0ER(O)d0

21 J

et la norme par

2
HWHLg(T) = <90790>Lg(1r) :
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Définition 12 Soit p une fonction de poids vérifiant p € LY(T); p non négative et
T _p(0)dd > 0 . On dit que le systéme de polynomes {pn(z) :n € N;z € C} est un sys-
teme orthonormal relativement au cercle et a la fonction poids p; si {¢n}, oy vérifie les

conditions suivantes :
1. @n(2) est un polynéme de degré n dont le coefficient de z" est réel et strictement
positif.
2. Le systéeme {gbn(H) = gpn(ew)}neN est orthonormé dans L2(T) ; ¢’est-d-dire :

1 - ,
<¢n> ¢m>L12](']1‘) 7/ (pn(ele)gpm(ele)p(eﬁie = 5n,m; n,m € {L 2}

:27T —T

Proposition 6 Soit p une fonction de poids vérifiant p € LY(T); p non négative et
JZ.p(0)d0 > 0 alors il existe un systéme de polynomes orthogonaur unique {@n}, . rela-
tivement au cercle et a la fonction poids p ; c’est-a-dire vérifiant les conditions 1 et 2 de

la définition.
Preuve. Considérons le systeme {2"}, . et posons

Un(0) = ¥ (e?) = ()" = 2", n €N

Alors 1, € L2(T) car :

— [ N00) peyn = - [ 010 < +ocs;

M 27 Jox -

|

de plus le systeme {&n} - est libre dans Lf)(']l‘). Donc en appliquant le procédé d’ortho-
gonalisation de Grahm Schmidt au systeme {@Zn} on obtient :

FH{Prtnen: @n € L2(T) tel que : )
L. @ = Aantn + Aan1Pn 1+ o+ Ao, Anm >0
2. @n,@m)L%(T) =0pm; n,m € {1,2...}

Développons 1) et 2) :

L @n(60) = Skog Asthi(0) = Shog Anathn(e”)
donc : ¢, (2) = S M2 A >0, 2 =€
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2.
<95n785m>Lg(Tr) = 21/ (0)p(0)do (2.3.1)
= | enleyen(c®p(0)ds (2.3.2)
= dpm; n,m € {1,2...} (2.3.3)

2.3.2 Probleme du comportement asymptotique des polynomes

extrémaux

L’étude du comportement asymptotique des polynomes extrémaux est d’un grand in-
téret dans la théorie de polyndomes orthogonaux généraux et extrémaux; il s’agit d'une
généralisation du probleme du comportement asymptotique des polynomes orthonormés
par rapport a une mesure positive dont le support est un sous ensemble infini du plan
complexe C. L’étude du comportement asymptotique des polynomes extrémaux contribue
de fagon significative dans la résolution de problemes de mathématiques et elle a beaucoup
d’applications ; citons particulierement, les processus stochastiques, les opérateurs de Toe-

plitz, la théorie aléatoire de la diffusion, I'approximation rationnelle, la théorie spectrale,...

Définition 13 On appelle probléme du comportement asymptotique des polynomes extré-

maux relativement a la mesure p I’étude du probléeme suivant :
Etudier nh_}rglo L.(z); z€ F ou z € K; K compact de C; avec S = supp(p)
La solution de ce probléeme dépend en général de u et de son support S :

[I'existe trois types de problemes du comportement asymptotique des polynomes ortho-
gonaux ou extrémaux :
— Asymptotique faible des polynoémes orthogonaux ou extrémaux qui consiste en

Iétude de Pasymptotique de |Ly(2)[""

: Ce probleme est étroitement lié a la dis-
tribution des zéros des polynomes orthogonaux ou extrémaux et il dépend de la
propriété de régularité de la mesure. L’outil principal dans I’étude de ce cas est
la capacité logarithmique. Parmi les applications on peut citer la distribution des

zéros et leur comportement asymptotique.
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— Ratio asymptotique c’est 'asymptotique de L}j:i(lz()z) Un grand nombre de travaux a
été fait sur ce sujet. Dans le cas des polynomes orthogonaux sur le cercle, Szegé [47]
a obtenu des résultats de convergence pour des fonctions poids vérifiant la condition
de Szeg0, ensuite moyennant la transformation de Joukowski z = %(z + 27 1)qui
transforme le cercle unité au segment [—1; +1] ; il a déduit la formule asymptotique
des polynomes orthogonaux sur le segment. Le cas général sur le ratio asymptotique
des polynémes orthogonaux sur le cercle unité, a été traité par Rakhmanov [2§]
. La meilleure condition pour établir le ratio asymptotique pour les polynomes
orthogonaux est la condition dite de Rakhmanov : ' > 0 presque partout sur le
support essentiel de la mesure p .

— Asymptotique fort pour les polynémes orthogonaux ou extrémaux, qui est le pro-
bleme du comportement asymptotique uniforme des polynomes L, (z) a extérieur
et sur le support de la mesure. Dans le cas classique d’un intervalle ou le cercle
unité, la formule forte du comportement asymptotique a été établie par Szego [47].
La théorie de Szegd a été prolongée et développée par Widom [49], dans le cas ol
le support de la mesure est un systeme fini d’arcs et de contours, ensuite par Gont-

char [11] et Nikishine [27] , dans le cas ou le support de la mesure est le segment

[—1; +1] plus un nombre fini de points, et d’autres.
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Chapitre 3

Espaces de Hardy et fonction de
Szego

Les espaces HP ainsi dénommés en référence a G. H. Hardy [12], ont beaucoup de
propriétés intéressantes, en ce qui concerne les problemes de factorisation, les valeurs
frontieres et les représentations du type de Cauchy a partir de mesures sur la frontiere.
Les espaces de Hardy ont été introduits en analyse en 1915 dans le disque unité ouvert,
constituent 'outil fonctionnel de base pour étudier les comportements asymptotiques des
polynomes orthogonaux . Pour une étude approfondie des espaces de Hardy dans le disque
unité ouvert, on cite les ouvrages de K. Hoffman [13], de P. Kossis [17]; de S. Zygmund
[50].

3.1 Espace de Hardy H?(D), pour 0 < p < o0
Définition 14 Pour f € Hol(D) , p €]0;00[ et r € [0;1[ posons

1

M,(f,r)= {%/0% ‘f(reit) pdt}; , et

My (f,r) = sup )f(?“eit)

0<t<2m

Pour 0 < p < oo, lespace de Hardy du disque noté HP(D) est I'ensemble des fonctions
de Hol(D) telles que

sup M,(f,r) < o0
0<r<1
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Ainsi, H>®(D) represente [’ensemble des fonctions analytiques et bornées sur D.

Définition 15 La classe de Nevanlinna N est définie par :

1 y2n |
N= {f € Hol(D), sup My(f,r)= %/0 log™* ‘f(re“)

0<r<1

dt<oo}

Awvec Les fonctions de N étant holomorphes, ce sont des fonctions harmoniques sur D a

valeurs complexes.

Nous avons les inclusions suivantes :

Théoréme 15

H>*(D) c H*(D) c H*(D) Cc ¥

pour 0 < p < § < 0.

Théoréme 16 Soit f € Hol(D) . Les fonctions r — M,(f,r) ( pour 0 < p < 00) sont

des fonctions croissantes sur [0, 1].

Preuve. Nous avons vu au chapitre I que si f € Hol(D) alors |f|P et log™|f| sont des
fonctions sous-harmoniques sur D pour 0 < p < oo. D’apres la Proposition 3 (chapitre I),
r— M,(f,r) (pour 0 < p < 0o ) est une fonction croissante sur [0, 1].

Le fait que r — My (f,r) est croissante sur [0, 1] est une conséquence du principe du
maximum pour les fonctions de Hol(D). m

Les fonctions de H?(D) possedent une limite radiale dans LP(T); c’est a dire que pour
presque tout ¢t € [0, 27 [, lim, ;- f(re") existe et si 'on définit la fonction f* par f*(e) =

lim,_,- f(re®); alors f* € LP(T).

Théoreme 17 ([17] [33]) Sip > 0 et si f € HP(D) alors f posséde une limite radiale
notée f*,

*( it\ _ 1: it

£(e) = lim f(re®)

presque partout sur le cercle T'. En plus

fre (1) et [ fllgewy = 1 oy pour 1 <p < oo.

On peut donc définir les espaces de Hardy (pour 0 < p < o0) et la classe de Nevanlinna

N de la fagon suivante :
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Définition 16 Pour 0 <p < oo on a :
(D) — {f & Hol(D) : lim M,(f,r) < oo}.
rT—1"

et
N= {f € Hol(D) : l_igliMO(f,T) < oo}

La norme naturelle dont on munit H?(D) est
oy = T My (:r) si p € [0500 et 1) = Jim Mool fir)
r—1 r—1

Théoréme 18 Pour 1 < p < oo, l'espace de Hardy HP(D) muni de la norme H‘

HP(D)

est un espace de Banach.

Théoréme 19 Soit f une fonction de Hol(D) de la forme
f(z) = an2"
n>0
Alors, [ appartient ¢ H*(D) si et seulement st Y5 o] < co.

1/2
De plus on a ||f||H2(D) = (ano |@n|2) .

Théoréme 20 H*(D) , muni du produit scalaire :

1 2

(f, g>H2(]D)) = <f*7g*>L2(’IF) ~ o o f*(ei0>g*(ei9>d0

est un espace de Hilbert

Définition 17 Pour 0 <p < oo on a :

HY(T) = {f € L*(T): f(n)=0,n<0}
ot f(n) = [Z f(e)e~™dt est le n iéme coefficient de Fourier de f.

14reint
1—reint

Pour une fonction g € H?(T); le noyau de Poisson P, : t — Re( ) permet de

résoudre le probleme de Dirichlet :
Af=0.
lim,_;- f(re®) = g(e) pour presque tout t € [0, 2 |[.

qui a pour solution
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On peut vérifier que f € HP(D) et que f* = g. On peut alors identifier isométriquement
HP?(D) et HP(T); au sens ou 'on a construit un isomorphisme isométrique entre H?(D)

et HP(T) .

Théoréme 21 Soit 1 < p < co. L’application ¢ : H?(D) — HP(T) telle que ¢(f) = f*
et ou HP(T) = {f e L(T): f(n)=0, n<0 } est un isomorphisme isométrique.

Théoréeme 22 [32/
Soit f € HP(D) alors

p

lim L " pret) = pre)| de =o.

Théoréme 23 [32] Soit f € HP(D) alors f est respectivement l'intégrale de Poisson et

de Cauchy de sa limite radiale f*(e") , on a alors

1
o1

1) = 5= [ PO — 0 (e,

et

IREAG
fe == e

3.2 Produit de Blaschke

Théoréme 24 Soit (a,),>1 une suite de complexes non nuls tels que |a,| < 1,n > 1

avec de plus

Z(l_‘an’) <00

n>1

. Alors le produit infini

HM%_Z

n>1 Qn 1 -2,z
converge uniformément sur tout compact de D vers une fonction B € H*>(D) dont les
zéros sont exactement les nombres (o) répétés selon leur multiplicité.
De plus B*(e) = lim,_,;- B(re") existe m-presque partout et est de module 1 m-presque
partout |B*(e")| = 1 avec

lim log ‘B(T@it)

r—1-J—

dt =1
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Définition 18 Soit (av,)n>1 une suite d’éléments non nuls de D telle que Y-, (1 — |ay]) <

oo la fonction
la| ap — 2

Y

B(z)=2"1]

a>1 On 1 —a,z

(avec k entier k > 1) est appelée un produit de Blaschke.

Théoréme 25 Soit f € N une fonction non identiquement nulle sur . On note (o)
la suite des zéros de f numérotés de sorte que o] < |ag| < ...; chaque oy, pouvant

apparaitre plusieurs fois. Alors les zéros de f vérifient la condition de Blaschke
> (1= an]) <

Théoreme 26 Soit f € N non identiquement nulle. Soit B le produit de Blaschke associé
a la suite des zéros de f, i.e.

B(z) = 2* lan| an -z
(2) == kl;[l a, 1—a,z’

si 0 est un zéro d’ordre k de f et avec (a,)n>1 suite des zéros non nuls de f répétés
selon leur multiplicité. Alors B € N , f*(e®) = lim,_,;- f(re®) existe m-presque partout

et log|f*| € L(T).

Théoreme 27 Soit 1 < p < oo et soit f une fonction de H?(D) non identiquement nulle.

Si B est le produit de Blaschke associé a f (f € N) alors £ € H?(D) avec ‘

Bl

11l o)

Preuve. Soit (ay,),>1 la suite des zéros de f comptés avec multiplicité et soit B,, le pro-
duit de Blaschke fini associé aux n premiers zéros de f .
B, est une fonction de H>°(ID) continue sur D avec |B,(¢")| = 1 pour t € R . Comme B,

est continue sur le compact D , B, est uniformément continue sur D .

Par conséquent, si 'on choisit € €]0,1[ , il existe v < 1 tel que pour tout z;,2, € D,
vérifiant |z — 29| < v.
On ait |By(21) — Bu(22)] < €.

En particulier, pour tout t € Ret 1 —v < r < 1 on a |B,(re®) — B,(e")| < ¢ . Comme
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|B,(e¢")] =1, on obtient 1 — € < |By(re®)] < 1+epourtoutt e Ret 1 —v <r <1.
Alors :

1 it f(re") 1 it

1+e ‘f(re ) B, (re®)| ~1—¢ ‘f(re )

pour toust € Ret 1 —v <r <1.8Sipel0,00] et f € H,(D) on obtient ainsi

<

1
< [
— 11,

1 f
11e 1£1l, < HBn

£
By, -

pour tout € €]0,1[ . On a [[ga[l, = [|f[|, avec p €]0, o[ et avec g, =
Posons g = f.B. Par construction g € Hol(D) . De plus, pour z € D | lim,, 0 gn(2) = g(2)
et (|gn(2)|)n>1 est une suite croissante. D’aprés le théoreme de convergence monotone, pour
p €]0, 00| et pour r € [0, 1] fixé, on a :

: it
Jm [ Jou(re®)

dt.

p . . it
di= [ Jim [antret)

—T

Pt = /7r ’g(reit) 8

—Tr

ce qui implique M,(g,r) = lim,_,oc M,(gn,r). Comme r — M,(gy,,r) est une fonction
croissante avec lim, ,1- My(gn,7) = | f|l, , on obtient lim, o My(gn,r) < |If||, pour
tout 7 € [0,1] et donc |g|, = lim,,; —=M,(g,7) < [[f]|, . Par conséquent g € H,(D)
avec [|g|[, < [[f[l, - D’autre part, comme |B(z)| < 1 pour tout z € D , on en déduit
l9(2)] > [f(2)| pour tout 2 € D . Ainsi on a [|gf|, > [[f[|, -Alors , pour p €]0,00] ,
on a |lgll, = |Ifll, - St f € Hy(D) , comme sup.ep[gn(2)] = llgnlloe = [fnll > on &
|9 (2)] < || fall, pour tout z € D et pour tout entier n > 1 . Comme pour z € D on a
9(2) = limp 0 gn(2),

on & lgll.. = $UDep [9(2)] < [[f]l.. De plus, comme |g(=)] > |£(2)] pour tout = € D,

on obtient [|g([,, = [If]l. » et donc |lgll, = [ /]l =

3.3 Théoremes de factorisation

D’aprés le Théoreme (27), toute fonction f non identiquement nulle de H?(D) avec
(p €]0, 00]) peut se factoriser sous la forme f = Bg ott B est un produit de Blaschke et
g € HP(D) sans zéro dans D. Il existe une factorisation plus subtile qui nous semblent

importantes pour le dernier chapitre.
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3.3.1 Fonctions intérieures

Définition 19 Une fonction intérieure est une fonction U € H®(D) telle que |[U*(e)| =

1 m-presque partout (avec U*(e") = lim,_,;- U(re®)).
Le théoreme suivant donne une description complete des fonctions intérieures.

Théoreme 28 Soit ¢ € C, |¢c| = 1, soit B un produit de Blaschke et soit v une mesure

de Borel positive finie sur T telle que vLm. Pour z € D on pose

U(z) = ¢B(2) exp{— ! I eit+zdv(t)} (3.3.1)

21 J—r et — 2

La fonction U est une fonction intérieure et toute fonction intérieure peut s’obtenir

de cette facon.
Preuve. Supposons que U soit définie sur D par (3.3.1). Par construction U € Hol(D).
Posons g = % , alors on a

et + z

osla(2) = 5 [ e (52 ) ot

on note que log |g| est I'intégrale de Poisson de la mesure de Borel finie négative —v . Ainsi

log |g| est une fonction harmonique négative sur D , ce qui implique |g(z)| < 1 pour z € D
. Par conséquent, g et par suite U sont des fonctions de H*(D) . De plus, comme v1m
et log|g| = —P(v) , d’apres le Théoreme 6, on a lim,_,;- log|g(re™)| = log|g*(e™)] = 0
m-presque partout. On a donc |g*(e)| = 1 m-presque partout.

Comme, |B*(e")| = 1 m-presque partout ( m la mesure de Lebesgue sur T), on a donc
|U*(e™)] = 1 m- presque partout et ainsi la fonction U est bien une fonction intérieure.
Réciproquement, soit U une fonction intérieure et soit B le produit de Blaschke asso-
cié a la suite de ses zéros comptés avec multiplicité. D’apres le Théoreme 27, g = % €
H>D), |9l = IIU|l, = 1 et par construction g ne s’annule pas sur D . Il existe donc
L € Hol(D) vérifiant log |g| = Re(L) , ce qui implique que log |g| est une fonction harmo-
nique sur D . D’autre part log|g| est négative puisque ||g||_ = 1.

Puisque |B*(e")| = 1 m-presque partout. Comme |U*(e")| = 1 m-presque partout, néces-
sairement |g*(e)| = 1 m-presque partout et donc log |g*(e)| = 0 m-presque partout.
D’apres le théoreme | il existe v > 0, v finie sur T , vLm telle que log|g| soit I'inté-

grale de Poisson de —v . Finalement log|g| est la partie réelle de la fonction holomorphe
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h(z) = —L [T S£24y(t) Comme g = ¢! avec Re(l) = Re (—i I eit“du(t)) , on obtient

2 J—T ett—z —T ett—z
g(z) = cexp {—i I ZZZdy(t)} avec |c| = 1 puisque h(z) = —o [T SE2dv(t) — 1 € iR.

Définition 20 Les fonctions intérieures singulieres sont les fonctions intérieures qui ne

s’annulent pas sur D, i.e. les fonctions de la forme

U(z) = cexp {—21 /7T el.t a Zdv(t)}

TJre? —z

ot |c| =1 et ot v est une mesure de Borel positive finie sur T telle que vLm.

3.3.2 Fonctions extérieures

Définition 21 Une fonction extérieure est une fonction QQ € Hol(D) de la forme

Q(z) = cexp {1 /7r ez:t T2 log gp(e“)dt}

21 Jm e — z

ot |c| =1 et ol ¢ est une fonction positive mesurable telle que logp € LY(T).

Proposition 7 Soit Q) une fonction extérieure reliée a ¢ et qui intervient dans la défini-

tion . Alors

1. log |Q)| est lintégrale de Poisson de la mesure absolument continue par rapport a

la mesure de Lebesque dont la dérivée de Radon-Nikodym est log .
2. lim,_,- |Q(re®)| = p(e) m-presque partout. ( m le mesure de Lebesque sur T)
5. Pour p €]0,00], Q € H?(D) si et seulement si p € LP(T). Dans ce cas || Q|| oy =

HSDHHP(D)'

Preuve. Comme

B 1 me'+z " B 1 g e + 2 it
|Q(%)| = exp Re (2 /_Tr Zloggp(e )dt) = exp{2/ Re( )logw(e )dt

T eit — - cit _

avec Re (225) =P (0—t) si z=re? onalog|Q(re?)| = &= |7 P.(0 —t) log p(e™)dt, ce
qui prouve 1. De plus, d’apres 1. et en appliquant le Théoréme 5 , on obtient lim,_,;- |Q(re®)| =
log p(e") m-presque partout, ce qui implique 2.

Si p = oo, compte tenu de 2. 'assertion 3. est évidente. Supposons p €]0,00[ et @ €

H7(D).
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Soit (r,)n>1 une suite croissante de réels de ]0, 1] tendant vers 1 .

D’apres le lemme de Fatou appliqué a la suite de fonctions mesurables positives (sur T )

(Qn)n>1 définie par Q,(e") = |Q(r,e™®)|P , on a :

hm inf Qnle™)dt < lim 1nf/ Qn(e")

—T

ce qui implique ||Q*||HP(D) < ||Q||HP(D) - Dapres 2., on a donc ||§0||Hp(]]]>) < ||Q||HP(]D>)
Par conséquent, si @ € HP(D) alors ¢ € LP(T) . Réciproquement, supposons que ¢ €
LP(T) . On a alors :

™

Qe =exp{ 5 |

P.(0 —t)log gop(e”)dt}
D’apres I'inégalité de Jensen, appliqué a la fonction convexe x — e” et a la mesure positive
p définie par dpu(t) = 5= P.(0 — t)dt , on obtient :
Loy it Loy it
exp{Z/ P.(0 —t)log¢P(e )dt} < 2—/ P.(0 —t)pP(e)dt
—7 ™ J—7

™

On a donc

Qe < o |7 P01yt

T Jr
En intégrant cette inégalité par rapport a la variable 6, sachant que 3 L — T PO —

t)dt =1, on obtient M,(Q,7) < [[¢][,, et donc lim, 1~ M,(Q,7) = [[Ql sy < 1/l 70wy

L’équivalence Q € H?(D) < ¢ € LP(T) est démontrée.

I résulte des calculs ci-dessus que si @ € HP(D) alors ||Q[ gy = €l zro () -

Proposition 8 Soit p €]0,00]. Supposons que f € HP(D), f non identiquement nulle.
Alors la limite radiale de f, notée f*, est telle que log |f*| € L' (T) et f* € LP(T).

Preuve. Si f € H?(D) alors log |f*| € L*(T) . En effet, H?(D) C N et on a, d’apres le
Théoréme 26 si f € N alors f*(e') est définie m-presque partout avec log |f*| € LY(T).
De plus, pour p €]0,00[ , d’apres le lemme de Fatou,

27 .
Ydt <liminf [ |f(e")

r—1- 0

dt

/ hmlnf‘f )

r—1-

[T

ce qui donne :

dt < My(f.r)" = ||fI].
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Par conséquent, pour p €]0,00| , si f € H?(D) alors f* € LP(T). Pour p = oo, comme
If(2)] <|Ifllo, pour z € D, on a donc |f*(e”)| < |||, m-presque partout. De ce fait, si
f € H*(D) on a donc f* € L*(T). m

Proposition 9 Soit p €]0,00]. Supposons que f € HP(D), f non identiquement nulle.

Alors, la fonction extérieure Q)¢ définie par

fr(e")

1 /™ et 42
= — I
Qs(2) cexp{2 /_7r . og

T et —

dt} (3.3.2)
appartient a H?(D).

Remarque 3 La fonction Qs est appelée facteur extérieur de f. Notons que Q5 ne dépend
que de f*.

Preuve. Soit p €]0, co] . Supposons que f € HP(ID), f non identiquement nulle. D’apres le
Théoreme 26, log | f*| € L'(T) . Par suite 'intégrale (3.3.2) est bien définie comme fonction
extérieure. De plus, comme , f € HP(D) implique f* € LP(T) , la 3 ieme assertion de la

Proposition 7 nous permet de conclure que Qy € H?(D) . =

3.3.3 Factorisations des fonctions de H?(D), 0 < p < cc.

Le théoreme suivant va nous permettre d’établir la factorisation de toute fonction
appartenant a un espace de Hardy sous la forme d’un produit d’une fonction intérieure

par une fonction extérieure.

Théoreme 29 Soit p €]0,00] et soit f € HP(D). Alors il existe une fonction intérieure

Uy telle que f = UsQf ou Qy est le facteur extérieur de f, a savoir la fonction de HP(D)

it}

dt (3.3.3)

définie par :

fr(e")

1 T it
Qf(z):cexp{z/ ‘ +Zlog
—z

wJ—7 e“

De plus

27 .
log |£(0)] < [ log]£*(e")
avec €galité si et seulement si Uy est constante, autrement dit, si et seulement si f est

extérieure.
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Preuve. Commencons par le cas p = 1. On peut supposer que f ne s’annule pas sur D et
que f(0) = 1; en effet, on pose sinon g = f/B ou B est le produit de Blaschke construit
sur les zéros de f, on a alors |f*| = |g*| et le Théoréme 27 montre alors que g € H(D).

La fonction log | f| est donc harmonique sur D et la propriété de moyenne fournit

[ og| f(re) | dt = log |FO)] (0 <7 <1)
d’ou
;r/:log_’f(mo /10% )| dt < LI < 11l o)

On en déduit par le lemme de Fatou

7/ log~ \ dt < I FI1Y < 11l oy

et donc log™ | f*| € LY(T); de la meme fascon log™ |f*| € LY(T) et log|f*| € LY(T), ce

qui montre que la définition de @y a bien un sens. De plus, on a f* € L'(T) grace a la

Proposition 8 et donc Qf € H? (D).

Soit |z] < 1et 0 <r <1, on pose f.(2) = f(rz). Alors, f, est définie sur D et pour

tout z € D,

log | f,(2)] = P(log|f:])(2) = P(log™ | f;])(2) — P(log™ | f:])(2)-

ou P l'intégrale de Poisson. Pour tout u,v > 1, on a
v dt v
[logu — log v| :/ |t < / |dt| = |u — v
et donc ‘longulongv‘ < |u—wv| pour tout u,v € R. Puisque , [|f, — f*[|g1py = O

lorsque r tend vers 1 , on a

|Plog™ |£:]) = P(log™ | £*])

d’ou P(log™ |f.]) = P(log™ |f*|) pour r — 1. Le lemme de Fatou donne

<|P(fr = f DI =0

P(log" | f*[) < liminf P(log™ | f,[) = P(log™ |*]) —log | "] .
On a donc l'inégalité log|f*| < P(log|f*|). Mais d’apres 'assértion 3 de la Proposition
7, log|Q¢| = P(log|f*]) et donc |f| < |Qf| . Ceci montre que la fonction Uy = f/Qy
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appartient a H>.
Du fait que log |f* € L*(T) et du théoréme précédent on déduit |f*| = ‘Q}Z

# 0 p.p. et
donc ’U}“’ = 1lp.p..

La factorisation f = UyQ)¢ est donc établie avec Uy intérieure. L'inégalité

log £°(0)] < [ Tog | (e

est évidente en appliquant & z = 0 la relation |f(2)| < |Q(z)| L’égalité n’a lieu que si

|£(0)] = |Qf(0)] , c’est-a-dire si et seulement si ‘U]’F(O)‘ = 1. Puisque [|Uf|| oo = 1, cette
condition équivaut a Uy constante.

Sil<p< oo, alors grace au lemme de Fatou

. . dt
1 By < timint [ 15 5= < ooy
et donc f* € LP(T) . Ainsi Qf € H?(D) d’apres l'assértion 3 de la Proposition 7. Puisque
f € HYD) , la factorisation f = U;Q; a bien lieu, ainsi que l'inégalité log|f(0)| <
or J e log | f*(e)] dt.

Pour p < 1, on utilise la décomposition f = Bh?? du théoréme 27 avec h € H?(D).
On a alors log | f*| = log | B*| + log ’(h2/p)* = 2log |h*| € L}(T) On a aussi Q; = (Qy)*/?

et donc @y € HP(D). Puisque Uj est une fonction intérieure, il en va de meme pour

U; = BU%? et alors

f = Bh¥* = BUYPQUY" = U, Q.
Enfin
h* (eit)

log | £(0)] = log |B(0)] +log [h(0)] < - [ 1og F(e?)

S/ log

avec ¢égalité si et seulement si Uy est constante.

Remarque 4 Les fonctions Q¢ et Uy sont appelées respectivement facteur extérieur et
facteurs intérieur de f. Le facteur Uy tient compte des zéros de f dans I et du com-
portement de f* sur T tandis que le facteur Qf ne dépend que des valeurs de |f*| sur

T.
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3.4 Fonction de Szego

Comme on le verra plus tard, la formule asymptotique des polynéme orthogonaux s’ex-
prime essentiellement en fonction des fonctions de Szegé . les fonctions de Szego rentrent
dans le cadre général de la représentation des fonctions positives.Pour la construction de
ces fonctions dans le disque unité ouvert, on cite ([44]; [45]; [46]; [47]).

Soit F' € HP(D) et F* sa limite radiale qui existe presque partout sur le cercle
unité. Posons : f(0) = ‘F* (ew)‘ on a vu que f € LP([—m,7],df) (Théoreme 17), et
log (f) € LY([—m, =], db).

Réciproquement si f € LP([—m,w|,df) , f presque partout positive et log(f) €
LY([-m, 7] ,df) on a montre qu'il existe une infinité de fonctions F € HP(D) presque
partout pour —7 < 0 < 7 . F* étant la limite radiale de F' ( Proposition 7).

Parmi les fonctions de type F', on peut construire une fonction particuliere dite fonction

de Szego et dont les propriétés se résument dans le théoreme suivant :

3.4.1 Fonction de Szego6 associée au disque unité D

Théoreme 30 Soit f une fonction non négative intégrable au sens de Lebesgue sur ['in-

tervalle [—m, 7| . et vérifiant la condition de Szego

/W log f (6) d > —oo,

Alors la fonction définie par :

5 (2) =exp{1/” ezﬁe“logfw)de} (2] < 1),

A -7 €? — 2

dite fonction de Szegé associée a D et a la fonction poids f , posséde les propriétés

suivantes :
1. Sf S H2<]D)),
2. Sf(2) # 0 pour |z| <1,

3.

2
= f(x) presque partout sur [—m,7|; ot S} est la limite radiale de Sy,

S;i (ei®)

4. Sf(()) > 0.

Preuve. Considérons l'intégrale de Poisson associée a la fonction log (f) qu’on note par :
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1 = 1—r?
S 1
u(r,z) 27 /_Tr 1 —2rcos(x—0)+r? og f (6) b

La fonction u est harmonique dans le disque unité D puisque log (f) € L'([—m, 7], df)
Considérons maintenant la fonction holomorphe h(z) dont wu(r;z) est la partie réelle et

exigeons que h(0) soit réelle pour avoir 'unicité de h. La fonction cherchée sera donc

9() = e {3h ()}

I ¥4z
On a 1—2r cos(z—0)+r2 Re(ezﬂ,z), alors

ReS; (z) = Reg(2); (z =re”, re0,1])

alors

(2) Montrons que :

1 " ix 2
de > 0 tel que : Yr € [0,1]: %/_ﬂ Sf(re ) dx < c.
En effet
1
|Sf(2)] = exp{Q(Reh(z)—i-Imh(z))H
= exp{;Reh(z)}

= exp{;u (7, x)} (3.4.1)

Par suite , pour z = re™; r € [0;1]; on a :
2
= exp{u(r,z)}

1 g 1 — g2
- b 1
exp{27r —r 1 —2rcos(x—0)+ r? og f (0) d&}

‘Sf (7“6””)

1 = 1—r?
— 0
27T/—7rf< )1—2rcos(x—9)+7“2

En intégrant par rapport a x on obtient

IN

df(inégalité de Jensen)(3.4.2)

2

2 1 g7 7T 1—7r
dr — 7/ / o o) d
v 27 —7r<—7rf()1—27“cos(x—9)+7"2 > ’

_ 1/7rf(0) ’ L dx | do
2 )x —r 1 —2rcos(x—0)+r? v

_ 4 /ﬂf(e)dG:CVre[O;l[.

21 Jx

1 ™ .
%/—W‘Sf (T@“”)
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ce qui donne le point (1).
(2) est évident.
(3) Sy € H*(D); notons par S} la limite radiale de Sy . Comme :

Sy (re') = ex 1/7r log f (6) Lo df
/ B 7 B 1 —2rcos(z—0)+r?
il vient
] 2 . * T 2
S} (re ) = TIL“{E S} (re )
1 = 1—r?
= lim —— " 1og f (6 do
P {rigl 21 Jor og / (6) 1—2rcos(z—0)+r? }
= exp{log f (z)}; presque partout sur [—m;7); (3.4.3)

(5) S7(0) = exp {%h (O)} >0: ( h(0) € IR par construction ).

3.4.2 Fonction de Szego associée a ’exterieur du disque unité

Soit G = {w € C, |w| > 1} U{oo}, et Hol(G) I'ensemble des fonctions holomorphes

dans G ( oo y compris) et par T, = {w € C, |w| =71}

Définition 22 (Espace H*(G) ) Soit f € Hol(G); on dit que f € H*(G) s’il existe une

constante C' positive, indépendante de r, telle que :
/ f(w)[?|dw| < C, Vr € [1,2].
Tr

Si f € H*(G) ; on note par :

1By = sup [ 1£() ldw
1S7‘<2 Tr

Proposition 10 Soit f € Hol(D) ; et soit la fonction g définie par :
{ glw) = f(5) pour w e G\ {oc}.

g(oo) = [f(0).
Alors

f € H*D) & g € H*(G).

Théoréme 31 Soit f une fonction non négative définie |—m, | telle que f et log (f) €
L' ([—m,7],df) , dO étant la mesure de Lebesque sur intervalle [—m, 7] .
ext

Alors il existe une fonction unique notée S§™ , appelée fonction de Szegd associée a l’ex-

térieur de T et a la fonction poids f, possédant les propriétés suivantes :
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1. 8¢ € H*(@),

2. S (w) # 0 pour tout w € G,
3. ‘( ;xt) (ezx)
4. S (00) > 0.

2 *
= f(x) presque partout sur [—m,x]; (S}”) est la limite radiale de S,

Preuve. Considérons la fonction de Szegd Sy introduite dans le théoreme 30 et construi-
sons la fonction S;}‘”t de la fagon suivante :

S¢t(w) = Sp(+) pour we G\ {oo}.

S§t(o0) = S4(0).

Alors les propriétés de Sy et le théoreme 30 nous donne les propriétés de S;%‘”t Notons

que la formule explicite de S;l“ est donnée par :

| —i0
S¢ (w) = exp{ ulogf(ﬁ) d&}, w| >1

A Jog w — e~

3.4.3 Espace de Hardy H?*(G, p) associé a G et a la fonction poid

p

HP(G, p), est I'espace fonctionnel de base pour 'étude du comportement asymptotique
des polynomes orthogonaux.
Les formules asymptotiques de ces polynomes seront déduites des valeures optimales

de problemes extremaux de H*(G, p).

Définition 23 On dit qu’une fonction h € H*(G) est dans H*(G,p) ;p une fonction
poids vérifiant : p € L'([—n, +n],df) avec p > 0 ellogp € L'([—m,+x],df) ,si (h.SE™) €
H?*(@G), ou S;xt est la fonction de Szegd associée a lextérieur de T' et a la fonction poids

p

Théoréme 32 Soit f € H*(G,p) . Alors f admet en presque tous point de T une limite

radiale notée f*, avec :

1. f* € (L*(T,pld¢])

2. (H*(G,p),|I-II,) est un espace de Hilbert, o

A1, = CF )y
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1 Q L —
o0y = I miepey = 5= | £ ep(6)do.

Pour f,g dans € H*(G,p) .
3. if f € H*(G,p), alors pour tout compact K C G, il existe une constante C(K) (
C(K) ne dépend que de K ) tel que

jg}glf(Z)l < CE) NS,

Pour la prewve voir [7].

Théoréme 33 [16] Soit {f,} une suite de fonctions de classe H*(G,p) vérifiant :

1. fn converge vers une fonction f dans le sens de Hol(G) : (qui est alors holomorphe

dans G )

2. ||fn”?’—[2(G7p) < C, (C étant une constante)
Alors :

f e H*(G,p),

et de plus

2 o 2
1 a2y < Hminf [ £l ) -
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Chapitre 4

Comportement asymptotique des
polynomes orthogonaux avec la

condition généralisée de Szego

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier le comportement asymptotique de polynomes orthogo-
naux avec la condition généralisée de Szego.

Soit T = {z € C: |z| = 1} le cercle unité
Théoreme 34 Soit p une fonction poids vérifiant |
p € LY(T), p non négative et / p(0)do > 0.

Alors il existe un systeme de polynémes orthogonauz unique {@n(2)}, oy relativement au

cercle unité T et a la fonction poids p.

Preuve. Exigeons que logp € L'(T); ceci nous permet de considérer la fonction de Szego
S, ( vue au chapitre precédent ) associée a p et au disque unité D :

Considérons le systeme {h,(2)},,cy défini par :

20



4.1. INTRODUCTION F. Z. Benghia

Alors, on a : h,(z) € H*(D). En effet :

;ﬂ/_w ha(re®)| do - = ;ﬂ/j S,(re)| 2
< ;ﬂ/j ‘Sp(rew)fdé’ pour r € [0,1]

< +oo, car S, € H*(D). (4.1.1)

{h,} est libre dans H*(D). Ceci nous permet d’appliquer le procédé d’orthogonalisation
de Grahm Schmidt au systeme {h,} dans I'espace de Hilbert H*(D) .

Soit dff = B..dm + dfs une mesure de probabilité borélienne sur le cercle unité T et
Bac est la partie absolument continue de 3 et §, la partie singuliere.

Ou m est une mesure de probabilité de Lebesgue sur T i.e.
dm(t) = dt/(2mit) = 1/(2m)dh, t = ¢ € T.

Soit p(z) = kpz" + ... € Py(k, > 0, n € {0,1,...,n}), le polynéme orthonormé de degré n

relativement a la mesure [ i.e.,

1

2m — 1 )
_ k - _ i
27r/o on(2)2FdB(0) knékm k, z=¢e".

Pour un polynéme p € P,, posons p*(z) = z"p(1/z). On peut vérifier que , pour z € T,

Ip*(2)| = |p(z)] Il est bien connu par les formules de récurrence
Enons1 = kn1zon + Qpn—i—l(O)@Z

knoniy = kng120, + ©ni1(0)20,

que les polynomes orthonormés {¢,(z)},cy sont uniquement déterminées par les para-

metre de Geronimus o, = —,41(0)/k,11, n € {0,1,...,n}.

Définition 24 On dit qu’une mesure de probabilité 5 appartient a la classe de Nevai (N)
(notée € (N) ) silim, o v, = 0.

il s’ensuit que la condition 6 > 0 p.p. sur T implique que § € (N) .

Définition 25 la classe des mesures de probabilité avec ﬁ > 0 p.p. sur T est appelé la

classe d’ Erdos, noté (E).
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Enfin,
Définition 26 [ est une mesure Rakhmanov si
lim |p|”dB = dm
n—oo
Pour ces calasses de mesures nous avons les inclusions suivantes :

(E) C (N) C (R).

Définition 27 on dit qu’une mesure B appartient a la classe de Szegd (notée 5 € (S)) si
la dérivée de Radon-Nikodym [3.. de B par rapport a la mesure de probabilité de Lebesque

m satisfait la condition de Szego :

21
/ log B..df > —cc.
0

4.2 Comportement asymptotique des polynomes or-
thogonaux avec la condition généralisée de Szeg6

On commence d’abord par présenter le résultat de Denisov et Kupin ([7]) sur le com-
portement asymptotique des polynome extrémaux .
Soit p un polynéme trigonométrique tel que p(t) > 0; ¢t € T. Sans perte de généralité,

nous pouvons supposer que
N

p(t) =TT (¢ - &)™,

k=1

ou {&} sont des points sur T et my > 0 sont leurs multiplicités.

Définition 28 On dit qu’une mesure 3 appartient a la classe polynomial de Szegd (notée
B € (pS)) sila dérivée de Radon-Nikodym B.. de la partie absolue de B par rapport a la

mesure de Lebesque m satisfait la condition généralisée de Szego :
2 . .
| p(e”) 10g Biole”)do > —oo.
0

Il est facile de voir que (S) C (pS) C (F).

Pour une mesure 5 € (pS), Denisov et Kupin dans [7], ont obtenue I"asymptotique dans
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le disque unité ouvert D pour les polynémes orthogonaux associés a {¢,(z)} et prouvé
leurs asymptotiques au sens L? sur le cercle unité.

Pour 5 € (pS), on introduit les fonctions

D(z) = exp {;ﬂ /027r K(e?,2)log ﬂfw(ew)de} (4.2.1)
©r(2) = exp {;ﬂ /027r K(e", 2)log gp;"l(ew)’ d@} (4.2.2)

ot K (e, 2) est le noyau de Schwarz modifié défini par

L4 2q(t)

K(t,z) = P——

et q(t) =TI, (¢ = B>/, N' = Symy et t = € T
Les fonctions {Qfl} sont appelés les polynomes orthogonaux modifiés inversés, et sa-

tisfaire le Lemme suivant :
Lemme 4.2.1 [7] Soit 5 € (pS) ; les fonctions D(z) , ¢*(2) et % (z) définies par (4.2.1)
et (4.2.2) . Alors
— 2
1. ’D(t)’ = 6. p.p. sur T,

2.

(D) = en(0)] pp. sur T.
Preuve. Pour prouver I'affirmation (i), on a

t+zq(t) og .
0 o o))

Oa a aussi , Im(q(t)/q(z)) tend uniformément vers 0 puisque z est dans T \ {&}, et

log ’DN(t)‘2 = Re/T

qg= Re(q) =psurT.
Par conséquent, pour ¢ty € T\ {&} p.p. ,

. |2 . 1 t+z
}L)% 10g‘D(t)‘ = }%W/ERGHRGQ('[:) logﬁ;c(t)dm(t)
1
= to) log 3! (o), 4.2.3
psplto) og (o) (123

ot on a utilisé les propriétés standard du noyau de Poisson Re(t + z)/(t — z), de la

meéme maniere on aura

ah(0)] = len(®)] pp. sur T .
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Théoréme 35 [7] Soit § € (pS). Alors
lim D(z)g5(2) =1

pour chaque z € .

Preuve. On choisit une constante C de facon que 0 < Cyp < 1 sur T. On peut définir

fn(2) = exp <; ; z j_L j logozn(t)dm> ,
f(z) =exp (; i i i_ j log a(t)dm)

c
avec ap(t) = (\gofl(t)r?) 1p(t), at) = (8.)9" et z € D. 11 suffit de montrer que

ac

limy, 0 10g fn(2) = log f(2). Rappeler que [y |¢*|>dm =1, on a

Cip 1 Cip 1 Cip
/|fn|d / dm = —) +/ — ) dm<2
loz [ n| lenl?<1 \ || len =1 \ |7

Il en résulte de méme que [y |f|>dm < oo. Donc les fonctions f, et f sont des fonctions
extérieures. Une boule dans H?(D) est faiblement compacte, et la convergence faible im-
plique la convergence ponctuelle sur ID. Par conséquent, il existe une sous-suite f,,, de f,
qui converge vers une fonction f, € H*(D) dans D.

Maintenant, nous prouvons que fo = f . En effet, pour une z € D

t+ 2

L2 ) log deu) < 5 [ RS2 p(e) o 5 (t)dm(r).

t— 2z

hmsup / Re

On a | ()] dm tend faiblement vers § et les expressions ci-dessus sont semi-continues
. Cela implique que |fo(2)| < |f(2)| pour tout z € D.

Nous observons également que

1 -
g ,(0) = [[(Cup)log —zdm = 3G,

ot & = Y2V {4y log pr, + Re(P(C) — P(Co)er), en} + 3200 0 78(C) + 7(C) et C, est

la matrice tronquée. En particulier, nous avons

lim ¢(C,) = $(C),

n—oo

qui est équivalente a

log fo(0) = lim log f,, (0) = log f(0).
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Puisque la fonction f est extérieure H*(D) , | fo| < |f| et | fo(0)] = |f(0)], alors f = fo sur
D. Ainsi, la suite f,, converge vers la fonction f.

]

Pour tout € > 0, soit B.[¢] = {z: ]z — (| <€}. and Q. = D\ (UpBc [Ck]), et I =
T N B [Ck) et Ae = Uglg . Pour démontrer le théoreme du comportement asymptotique
des polynéme extrémaux au sens L? sur le cercle unité, nous avons besoin des lemmes

suivants :
Lemme 4.2.2 Soit § € (pS). Alors, pour tout union finie d’intervals E € T

dm < oo.

limsup/ p[log (I3l B,..)
n E
Preuve. On commence par prouver que
. + %12 o
hmsup/ plog (|g0n| Bac) dm < o0
n E

En effet, pour logt 2z, 2 >0on a:

/plog+ (lenl? Bo) dm - < C/ log™ (|3 B,..) dm,
E E
< [ Igul? Bredm,
E
<

JleuPds =c.

Pour prouver que

timsup [ plog™ (g 8,.) dm < oc.
n E
il suffit de savoir que
lim sup/ plog <|g0;|2 ﬁ;c) dm > —o0,
n E

les mesures {\90;\72 dm} tendent faiblement vers df3, de plus on a

1 /
limsup/plog sdm < / plog B,.dm.
L E

Donc on a
limsup/ plog (|g0:1|26;c> dm > 0.
n E

Le lemme est prouvé. m
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Lemme 4.2.3 Soit § € (pS). et

%(2) = D) = e (5 [ K (k. 2)10g (163 ) dm).

Alors, pour z € Qo

ou C. ne dépend pas de n.

Preuve. On a x,(z) = f! f/ avec
/ _ 1 *12 pf
fn(z) = exp (2 /145 K(t72> lOg (|¢n| Bac) dm)

1 /
" o - * |2
e = (5 [ | K2 on (161 ) dn )
Il est clair que, pour t € A, , z € Qy,, les expressions [(t + 2)/(t — 2)| , 1/]q(z)| sont

bornés par des constantes qui dépendent de € . Le lemme précédent montre que

dm < oo.

: *x12 o
timsup | pllog (I3l £..)
et donc, |f(z)| < C for z € Q. Passer a f, nous le représentons comme

fa(z) = exp (;/TK(t, z)log 6n(t)dm)
= exp (1 /1r btz <q(t) — 1> log Bn(t)dm> exp (;/ br= log Bn(t)dm) ,

2Jrt—2z \q(2) Tt— 2
= 9u(2)9,(2)

ou

05 1% Brey LET\ A

Encore une fois, le lemme précédent implique que

1, te A
Balt) = { <

limsup/p\log\ﬂn\dm < 0.
n T

Puisque 0 < ¢ < p(t) < C pourt € T\ A, , on a
lim sup / llog | 8. ()| dm(t) < oo.
n T
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De plus,

<C

t+2zq(t) —q(2)
t—z  q(2)
pour tout z € €y, on obtient |g/,(2)] < C.

Les fonctions ¢/ appartiennent a la classe Nevanlinna sont des fonctions exterieures . De

plus, on a

1

9n

J

donc g/ € H*(D) et | g/]|, < 1. Pour terminer la preuve du lemme, nous utilisons la

formule de Cauchy dans H?*(D).

2dm = / Brndm < / \902]2 B;Cdm < 1.
T T\ Ac

1 H < C
1—Zztlls = /1 =22

9n(2) < llgnlly

]
Lemme 4.2.4 Soit i € (pS).

D(e")gi(e) ~ 1] dg =0

1
lim — /
n—oo 271' Vi
ou I est un arc fermé sur T qui ne contient aucun point (.

Preuve. Nous fixons un arc fermé I qui ne contient aucun point g, tel que I’ C I. Comme
avant yp = f)cﬂj; . Soit 2 un domaine de D tel que 92 = T U I; U I, ou I est un arc de T
et I, I sont les segments de droite, L’angle entre I; et I est 7/, a > 1.

Soient u: D — Qetwv: Q — D des applications conformes inverses des domaines. De

plud, soit (o = u(0) € Q et soient 1y et 1y les corners de 2. Il'est clair que, pour i = 1,2

1. 1l existe des constantes ¢, C' > 0 telles que

cle —ni|® < Jo(s) —v(n)] < Cls —n|®

2. En conséquence,

cls—m* T <) < Cls =T
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3. Et on a,

c(1— D> <) <CA=1[sP*" pour c€ LU
cle = < W) < Cls—ni*" pour €.

De plus, on a

L D@ = 1P @1 ds] = [ (IxalF = 2Rexa(s) + 1) [0/(5) Ids

On commence par le deuxieéme terme du coté droit

L, 2Bexn@ )l ds] = 2Re [ x,(2)|dz]
= AdrRex,(u(z)) = 4mRexn (o) (4.2.4)

ot Xn(2) = xa(u(0)) et |dz| = 2rdm(z) = df, = = ¢ La derniere expression de la

formule tend vers 47 d’apres le théoreme 35 . De plus,

/ '] |de| :/\dz\ —or.
o0 T

Il reste a montrer que
lim sup/ Ixal” [0/(<)| |ds| < 27
n—00 0N

Nous divisons la derniere intégrale en deux intégrales sur [ et I; U Iy, respectivement. On

obtient alors

Jxal 115l = [ 1gil? o'l sl < 2 [ il o] a5

et la derniere quantité tend a [; [v'(s)||ds] .

Passons maintenant a l'intégrale sur I; U Is. Pour un € > 0 fixe. Pour tout ¢ > 0 on a

S bl sl = [ ot
IHUl> 11U127‘§|21—0' 11U12,|§‘<1—0'

et on obtient pour la premiere intégrale

IN

o1 o
/ )P @l ds] < ¢ [T —stds = ¢ [T s las
11U12,|§|2170' 0o S 0
Co_a—l

(4.2.5)
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Ci-dessus, nous avons utilisé que a > 1 , une borne de (3) et 'inégalité démontrée dans
le lemme précédent. Nous choisissons o assez petit pour satisfaire Co®~! < €

En réduisant ¢ > 0 , si nécessaire, nous pouvons garantir que

<€

/ of] ]
11UIQ,|(|21—0'

Alors, puisque Y, tend vers 1 uniformément pour || < 1 — o , on prend n assez grand

pour avoir

/ [l 101 5] = [ of|lds| < e
LUl s|<1—0 LUl ls|<l—0o

En résumant les inégalités écrites ci-dessus, on voit que pour n tend vers I'infini

[ bl = [ ]| < Cc
ILHUl> Ul

qui donne

tim [l sl = [

n—oo 11 U12

0] |ds]
Uls

1

Ainsi, on obtient

1im/len(g)—1|2|v’(€)|\d€| < Jlim 89Ixn(@)—1|2|v’(€)!|d<|

n—0o0 n—oo

< 27 lim 2Re (1 — xn(s0)) =0

n—oo

et le lemme est prouvé pour tout arc fermé I’ C [

Théoréme 36 [7] Soit u € (pS).

. 1 2T N 2
lim —/ D(e”)pr (e”) — 1’ df = 0.
0

Preuve. La preuve découle immédiatement du lemme précédent . En effet, prenons un e
arbitraire € > 0 et fixons-le. Ensuite, choisir A = UI}; de maniere a ce que m(T \ A) < €.

Pour n assez grand

/ IXn(s) — 1> dm < Ce.
™A
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D’autre part, d’apres le lemme précédent

lim /A]Xn(<) — 1P dm =0

n—oo

et le théoreme est prouvé .

4.3 Le comportement asymptotique de polynomes
orthogonaux plus une partie discrete finie

Khaldi et Guezane-Lakoud [22], ont étudié le comportement asymptotique ponctuelles
a I'intérieur du disque unité de polynomes orthogonaux par rapport a une mesure de classe
polynomial de Szegd et perturbé par une suite de Blaschke fini de masses a 1'extérieur du
cercle unité.
Considérant une mesure sur T U {z;}"", de la forme :
m
p=L5+> Ajd.,
j=1
olt B = B4 + Bs est une mesure de probabilité borélienne sur le cercle unité T et 0,
est la mesure de Dirac au point z; avec les masses A; > 0, pour j € {1,...,m}.

Bac est la partie absolument continue de 8 et §, la partie singuliere.

Notons P, 'ensemble des polynoémes de degré au plus n et par i,(z) = 1,2" + ... €

P,(7n > 0) le polynome de degré n orthonormé par rapport a 5 c’est a dire,

1

21 _ m 3 1 |
%/0 Un(2)2dB(0) + Y Ajha(z;)2F = 75% ke{0,1,..,n}, z=¢"
j=1 n

ou dg, est le symbole de la Kronecker, v, s’appelle coefficient dominant .

et les polynomes orthogonaux modifiés inversés {@/vaj;}

_ 2 .
Gy = e { o [T K (e ) g

™

¥ de} (4.3.1)
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Pour étudier le comportement asymptotique ponctuelles a l'intérieur du disque unité de
polynomes orthogonaux par rapport a une mesure de classe polynomial de Szego et per-
turbé par une suite de Blaschke fini, nous avons besoin d’un résultat tres utile de X. Li

et K. Pan [25] ,

Lemme 4.3.1 [25] Si B € (N), alors
K(z¢ 1

im ——— = — : (4.3.2)
=% o (2)en(§) 21
localement uniformément pour |z| > 1 et |€] > 1, ot K(2,&) = 720 vr(2)or(€).
Preuve. On a d’apres la formule de Christoffle Darboux
_ ea(2)@n() — en(2)en(§)
avec ©f(z) = 2"pn(1/2) et lim, o0 222—8 =0, alors
i KGO L SEaO) - a1
7 o (2)en(§) T pn(2)en(§)(1 - 28) -1
u
Lemme 4.3.2 [25] Si B € (N), alors
lim £rt1l) (4.3.3)

n—oo gpn<z>

uniformément pour les ensembles compacts tel que |z| > 1, de plus pour tout € € (0,1)

lim 2o _ (4.3.4)

n—oo ‘Zyen

localement uniformément pour |z| > 1.

Preuve. La formule (4.3.3) est bien connue. Pour (4.3.4), soit r > 1 et § € (¢,1) , alors

d’apres (4.3.3) il existe un entier L > 0 tel que

‘@n—l—l(z)
on(2)
pour tout n > L et |z| > r/(=9 Alors, pour n > L et |z| > r/(1=9)

2 <r> 2 |Z‘5(n—L+1)

1
27|Z’7
r

n

=11

k=L

Prt1(2)
or(2)

‘ Pni1 (Z)
pr(2)

la formule (4.3.4) découle des inégalités ci-dessus et du fait que ¢ (z) # 0 pour |2| > 1 =
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Lemme 4.3.3 [25] pour tout n >0, on a

Tn 1. (4.3.5)

Ky,

Preuve. le lemme est conséquence de theoreme d’extréma du polyndéme monique k',

1 1o
o= i g [ Pe)Pds
1 7 ln(2)] 1 )
< — < = -
< 5o [0 s [Pl =

Lemme 4.3.4 [25]

Pour les points distincts z1, 2o, ..., 2y, 0 Uextérieur du cercle unité, la matrice

Tm:< L >m (4.3.6)

Ejzk —1

k,j=1

est non singuliére.

Preuve. Soit X = (X1, Xy, ..., X;)" € C™ | et T,,X = 0 alors nous devons montrer que
X = 0. En effet,soit

1
alors on peut ecrire F'(z) sous la forme f(z) = p(z)/ XL, (22 — 1) avec p(z) € P
Cependant 7,, X = 0 implique F((z;) =0, k=1,2,...,metdoncp(z) =0, k=1,2,....m
d’'olt p(z) = 0 . Ainsi f(2) = 0 implique que X = 0 puisque {1/(zjz;, —1)}]_, forme un
ensemble de fonctions linéairement indépendantes

Lemme 4.3.5 [25] Pour les points distincts zy, 2o, ..., zm G Uextérieur du cercle unité,
et soit B(z) = II/L,(z — 2;)/(1 — 2;2) , alors il existe un ensemble unique de nombres

complexes non nuls ri,rs, ...,y tel que

1 s T’j
B<Z>:W+Zl

=1

(4.3.7)

— EjZ.
Preuve. l'existence de la représentation de fraction partielle ci-dessus de B(z) est évidente,
I'unicité découle de I'indépendance linéaire de 1’ensemble {(1 — ij)_l};n:l.Enﬁn, aucun

des 7, n’est nul découle de la comparaison des poles des deux cotés de (4.3.7). m
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Théoreme 37 [25] Si € (N), alors

m

1
lim 1" = H —.
n—oo k. ke ‘Z]’
Preuve. d’apres le lemme 4.3.3, chaque sous suite {v,/k,}, -, contient une sous suite

convergente. Soit R > 0 un point limite de cette sous-suite , A C {0, 1,2, ...} satisfaire
lim 1 = R, (4.3.8)

n—o0
neA k:

noter que 'orthogonalité de ¢, () donne ( en écrivant ¢,,(2) = 2pn(2)+pa(2), avec p, €
Pnfl )
1 — Yn
= n n df = —
o [ vn(2)en(z)a5 = ]

n

d’autre part Porthogonalité de 1,,(z) donne ( en écrivant o, (z) = %Qﬁn(z)—f—qn(z), avec ¢, €
Pn—l )

s e = 5o [l = 3 Ainte)ont)

kn, & -
= =D Ahn(z)en(z), (4.3.9)
fyn j=1
donc, on a
kn  Yn m -
STk, = 2 Ae(E)en(z). (4.3.10)
n n j=1

Maintenant on considere 1, (2) — ((V/kn)@n(2)) € P,_1, pour & = e on a

Un(z) — kng:(z) = 217T/<wn(§)_z;190n<5)> K,(§, 2)dB(0)
= %/@Dn(g)Kn(& ZAJ¢” ZJ (ZJ’Z)
B (zjz — 1)K, (2, 2) 1
- S| enGa 0SS 2
alors
Dt8) 2o S ety G (4:3.11)
en(2) ke S U G G)enz) S HE -1 a

et d’apres le lemme 4.3.1 on peut ecrire

(zjz — 1)K, (%,2) 1
QDR(Zj)@n(Z) Zjz — 1

Ajbn(25)en(25) = Ajn(2)pn(z)(1+0(1)) = X;(1 + o(1))
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comme n — oo uniformément pour j, k = 1,2, ...,m. D’autre part, puisque A; |¢n(zj)]2 <

[aldu=1,5=1,2,..m, ona

tim (%) _ g
=00 o (25)

d’apres le lemme 4.3.2, et la limite est localement uniforme pour le choix de A; > 0, j =

1,2,....,m.

Alors soit z = z, k=1,2,...,m, dans (4.3.11) et en utilisant la relation ci-dessus, on a

%I:EAXO+ﬂUH+dU

oul=(1,1,..,1)", T, est défini dans lemme 4.3.4, X = (X1, Xs, ..., X,,)?, alors d’apres

le lemme 4.3.4 ,

X(1+0(1)) = Zimu +o(1). (4.3.12)

Enfin z =2z, k=1,2,...m, le lemme 4.3.5 donne,

c’est a dire,

alors

et d’apres (4.3.12)

X(1+0(1) = " BO)(r1, 72, o)’ + 0(1),
en utilisant (4.3.8), on a
lim X; = lim A9, (25)en(2;) = RB(O)r;,  j=1,2,..m. (4.3.13)
neA neA
Pour n - oo et n € A on a,
Lk RBO)> v, = RBO) <B(O) L ) (4.3.14)
— —R= r; = -, 3.
R = B(0)

Par conséquent R = |B(0)|" puisque R est un point limite arbitraire de {Z—”}OO on voit

que la limite lim,, . 7* existe et égale a |B(0)| ™. m
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Théoréeme 38 [25] Si € (N), alors
lim Ynl2)
uniformément pour |z| > 1. Ou B(z) = [1jL,(z — z;)/(1 — Zjz) et A = [B(0)| /B(0)

= AB(2),

Preuve. on a

izg = ZZ - iAj‘I’n(Zj)%(Z’j) [(gpg(%ﬁ» ale) 1] 1

avec (4.3.7), pour |z| > 1, 0n a

) 80 < [~ g B o) -l
Tt

ou on a utulisé le fait que |¢%(2)/¢, (2)| < 1. Maintenant en utilisant (4.3.13) et d’apres
le théoreme précédent , A peut étre pris comme {1,2,3,...}, R = |B(0)|_1 et donc les

valeurs limites dans (4.3.13) sont (Ar;, j=1,2,..m) et lim,_, ii—g; =0ona

©n(2)
pour [z2| >1et A; >0, j=1,2,..,m.

lim

n—oo

—)\B(z)‘ —0

Théoreme 39 [22] Soit la mesure pn = S+ 11, Akd,, , tel que B € (pS). Nous associons
d la mesure p les fonctions D et U* données par (4.2.1), (4.3.1), alors nous avons

lim D(2)¢*(z) = 1

n—o0

pour chaque z € D.

Preuve. Considérons la suite des fonctions

_i(z) L
hn(z) = o) exp{%/o K(e", 2)log

en utilisant le lemme 4.2.1, on trouve

1 2r .
hn(2) = exp {/ K(e?, 2)log
0

2

Un(e”)
©n(e?)

.
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En passant a la limite quand n — oo et en utilisant le théoreme 38 et le fait que ‘B (ew)‘ =

1, nous obtenons

1 27 . .
lim h,(z) = exp {/ K(ew, z) log ‘B(ew)’ d@}
0

n—00 21

et le théoreme 35 implique

lim D(2)¢5(2) = [D(2)@5(2)] hn(2) = 1

n—oo

Cela permet d’obtenir la preuve du théoréeme. m

Lemme 4.3.6 Sous les hypotheéses du théoréme 39, on a

lim 2Re ( / 2” E(eif’)zzg;(ew)de) .

n—o0

Preuve. On a dejas montrer dans (4.2.4) que pour ¢

n—00

r — —

lim 2Re ( / D(ew)go;;(e"’)cw) = 4nRe [D(«0) 3 (<0)]
0

il est également vrai pour ww;kl

tim 2Re ([ D(e)57(e)0) = 4 Re [Dlso) ()]

n—oo

pour un certain ¢y € D.

Et par le théoreme 39, on aura

n—o0

lim 2Re (/027r E(ew)@(ew)d@ = 4.

Théoreme 40 [22] Soit la mesure pn = B+ Aid., , tel que B € (pS). Nous associons
i la mesure p les fonctions D et * n donnée par (4.2.1), (4.3.1), alors nous avons

lim L /027T ‘E(eia)%(ew) - 1’2 df = 0.

n—oo
Preuve. Tout d’abord, on transforme l'intégrale dans le théoreme a la somme suivante :

. 1 2m 0\ T 0 2 1 2 i0\ T i0
lim 7/ D(e)gi(e?) — 1] db = 7/ ()i ()| db
2m Jo 21 Jo

1 2r __
— 9Re— / D(e®)x (e®)dd + 1 (4.3.15)
21 Jo

™
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On commence par le second terme de la partie droite de (4.3.15). D’apres le lemme 4.3.6,

on vérifie que

1 2r .~
lim QRG—/ D(e®Yapx (e)dh = 2 (4.3.16)
0

n—oo 71'

Maintenant, pour le premier terme de la partie droite de (4.3.15), on a I’éstimation

e by 1P = 5 [T e a
* (10 |2
L ey
U T 2 e 2
< sup %(t>‘ [%/O (pn ()t uacdH}-(4-3-17)

par passage a la limite quand n — oo dans 'inégalité (4.3.17) , on obtient

1
llmsup—/ S(e) ()| do < 1B(1)] = 1. (4.3.18)

n—oo 2
En passant a la limite lorsque n — oo en (4.3.15) et en utilisant (4.3.16) et (4.3.18), on

obtien

2
0 < liminf —/
0

n—oo 9

D(e?)x(e?) 1) dh < hmsup—/ ‘D )i () — 1‘2 df <0

n—oo

Cela permet d’obtenir la preuve du théoreme. m

Remarque 5 [22] En conséquence du théoréme précédent , nous avons
1 i e g 37 [ ()] B = 0

2. hmn_mo o f j:l Aj |¢n(2j)| =0

4.4 Comportement asymptotique des polynomes or-
thogonaux avec une partie discrete infinie

dans cette partie, on va étudier le comportement asymptotique a I'intérieur du disque
unité de polynomes orthogonaux par rapport a une mesure de classe polynomial de Szego
et perturbé par une suite de Blaschke infinie de masses ponctuelles a I'extérieur du cercle
unité [4].
Soit v une mesure définit sur T U {z},-,, avec z; points fixes a I'extérieur de D
o0
v=0+Y Aoz — =),
k=1
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ou B = [, + Bs est une mesure de probabilité borélienne sur le cercle unité T et [,. est

la partie absolument continue de [ et (3 la partie singuliere et A; satisfait

Ap >0, Y Ay <ooet Y (Jz] — 1) < 400, (4.4.1)

k=1 k=1

pour k =1, ... et 0(z — zx) est la mesure de Dirac au point zy.

La condition > 72,(|zx] — 1) < 400 est nécessaire pour assurer la convergence du
produit Blaschke infini dans H? , (qui n’est pas presente au cas fini ), la deuxieme condition
qui est aussi nécessaire Y 32, Ax < oo pour que la mesure v = p + Y32, Ard(z — 2x), soit
bien definie La partie absolument continue de p par rapport a la mesure de Lebesgue m

satisfait la condition généralisée de Szego :

27 . .
/ p(e") log B;C(ew)dH > —00
0

Soit @,(2) = ¥,2" + ...(7, > 0), le polynéme orthonormé de degré n relativement a la

mesure v i.e.,

1

m,n, ..., z=e’.

L’espace fonctionnel de base qu’on va utiliser pour étudier ce probleme de comportement
asymptotique est H?(G, p), qui est construit & partir d’une fonction éxterieure particuliere

qui est la fonction de Szegt ; dans notre cas la fonction de Szegd est modifié et qu’on note

D .

Lemme 4.4.1 [{] Soit € (pS) et la fonction D définie par

D(2) = exp {;ﬂ / T K(e?, ) log 8o} (4.4.3)
alors
1. D € H*D),
2. D(2) £ 0 for |z| <1,
3. |DW)[* = BL(t) pop. sur T,
4. D(0) > 0.
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Preuve.

Considérons 'intégrale de Poisson associée a la fonctio ' (") notée par :

o 2 oif ‘
u(r,x) = 1/ { L a(e”) logﬂ(’w(ew)} do

2w Jo |1 —2rcos(z —60)+ 12 q(2)

La fonction u est harmonique dans le disque unité D puisque ¢(t) = [T" |t — §k|2K’“

et p(e)log 3..(e?)d0 € L'([0,2x], d6).

= p(t)

Considérons maintenant la fonction holomorphe h(z) dont u(r,z) est la partie réelle. et
exigeons que h(0) soit réel pour avoir l'unicité de h. La fonction recherchée sera donc
g(z) = exph(z). Il est clair que ReD(z) = Reg(z); (z = re,r € [0,1]), de sorte que

D(z) = g(2).

D(2)] = lexp{Reh(z) + Imh(2)}],
= exp{Reh(2)},
= exp{u(r,z)}.

Alors, pour (z =re,r € [0,1[), on a

’5(7“6”) ’

= 2exp{u(r,z)},

1 2 q(eie) ) " 1—r
T 1 Z do.  (4.4.4
T /0 { q(2) 08 Bacle )1 — 2rcos(x — 0) +r? ( )
En intégrant par rapport a x on obtient
1 2m 2 1 2r (1 27 q( i0) ' 1— 2
i D T < —/ 1 IRT) a0\ d |
27T/(] ‘ (re”)| dr < 0 <7T o q(2) 0g B(e )1 _Qrcos( —0)+1r2 x
2 1 - 1_
N */ q )5 | " da ) b,
2w Jo 1 —2rcos(z —60)+r?

o /0 qq(z)

ce qui prouve le premier point. Le deuxieme point est évident. Le troisieme point est déja

' (?)dh = C,

prouvé dans [7]. Pour prouver le dernier point, nous notons que D(0) = exp {h(0)} > 0 ,
( h(0) € R par construction). m

Soit G I’ensemble suivant de nombres complexes

G={z€C:|z| >1} U{oc}.
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Définition 29 On dit que f € H*(G), si [ est analytique sur G et [ |f(z)||dz| <

C,r>1, C.,={2€C:|z| =r}, et C est une constante indépendante de r.

Lemme 4.4.2 [{] Soit ;i € (pS) et la fonction D définie o lextérieur du cercle unité

par
1 omw+t e~ q(e?)
2 Jo w—e ¥ g(w)

D% (w) = exp { log ﬁc’w(ew)d(?} :
Alors

1. D" € H*(@),

2. D*(w) #0 for w e G,

5. |7 (@) = BL(t) pp. sur T,

4. D% (c0) > 0.

Preuve. Considérons la fonction D défini dans (4.4.3), et construisons la fonction Do

comme suit :

Do(w) = D(L) for we G/f{co}.
D (o) = D(0).

Alors, la preuve découle immédiatement du lemme ci-dessus.

Définition 30 /4] On dit que f € H2(G,p) si f(2) est analytique sur G et (f.D) € H*(G)

Lespace L*(T, .. |d€|) est 'ensemble des fonctions f défini sur le cercle unité T,a
()] 8,606 < +oo.
Soit f et g deux fonctions dans L*(T, 3., |d¢|), on définit

valeur dans C avec [*7

1 gt
{f29) L2qr gy, aep) = / f(e?)g(e?),,.(6)do,

21 J

2
||f||L2(11‘,ﬂ{lc|d§|) = (/. f>L2(T7/3{1c\d£|) ’

alors (L*(T, By |d€), |-l 2z 51 japy)» €st un espace de Hilbert.

Les propriétés de I'espace H?(G,p) sont donnés dans le théoréme suivant :

Théoréme 41 Soit f € H*(G,p) . Alors f admet en presque tous les points de T une

limite radiale notée f, f(ew) = lim,_,.e f(2). De plus,

70



44. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX
AVEC UNE PARTIE DISCRETE INFINIE F. Z. Benghia

1. f € (L*(T, B, |dé])

2. (H*(G,p),|-l5 ) est un espace de Hilbert, ot
||f”fa(/“ = (/, f>/3(fw7

~ 1 T ST o
.95, = () oy ey = 3= [ 1€ Bicl0)db.
Pour f,g dans € H*(G,p) .

3. si f € HXG,p), alors pour tout compact K C G, il existe une constante C(K) (
C(K) ne dépend que de K ) tel que

sup [ f(2)] < C(K) | £,

Pour la preuve voir [21].

4.4.1 Propriété extrémale des polynémes orthogonaux

On note @,, les polynémes moniques de degré exactement égal a n. Définit m,, (),

my(vr), my(v), 1 et i comme valeurs extrémes des problemes suivants :

= ()|

2

! B:mz’n{HQnHQB;g@n:z"—l—...,Qn(oo) = 1}, (4.4.5)

k*SO

n

ou

1Qnll; = ;ﬁ/o% Qu(e”)[ as(6).
2

: =min {[|Qul ;Qn = 2"+ ..., Qu(c0) =1}, (4.4.6)

VTwn

i (4) =

o 1 g 'NE : 2
1Qull2, = 5= [ [@ute)[ ds(0) + > Avl@u(a)f

v

ou

2

= min {[|Qu]l2; Qn = 2" + ..., Qu(00) = 1} (4.4.7)

v

1
— P,

1 2
nv) = <v> - | Y

n

ou

o L o INE - 2
1Qull? = 5= [ |@ute?)[ as(6) + > A l@u(a)l”

n(P) = inf {|lenlliz i) : n € H(G,D);pn(00) = 1} et (4.4.8)
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i) = inf {llenllip : en € HHG, 5)ion(00) = Lipa(z) = 0,k =1,2,..} . (44.9)

Notée par @ et > les solutions optimales des probléemes extrémes (4.4.8) et (4.4.9) ,

respectivement.

4.4.2 Théoremes sur le comportement asymptotique

Lemme 4.4.3 [3] Soit p € H*(G,p) tel que p(c0) =1 et p(z1,) =0, k= 1,2, ..., et soit

<z — 2k |2k
By (2) = —_—
(2) kl;[l 2zZr —1 2z
est le produit de Blashke , alors
Bao € HX(G,p), Buo(00) = 1, [Buo(e”)| = I] |24
k=1
avec
Buo(e®) = lim Bo(z), -2 € H*(G,p)
z—vett B
Preuve.
Soit
H - |Zk|, avec |z| >1
o 27k — 1oz
alors

By(z) = K(z)]f[ E

K est bornée dans G, et ‘E (ew)‘ = 1 presque partout dans G , ot K est la limite radiale
de K.

2wl Dw) ¢

Maintenant montrons que € H?*(G,p) il suffit pour cela de montrer que =)

H*(G)

P
Beo

Ce qui revient a montrer que

Or on sait que ¢(+) € H*(D)
et si on considdere le produit de Blaschke classique

K(w) :ki

MM, avec |w| <1
2w, — 1wy
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et By(w) = B(%), alors
= 1
Bi(w) = K(w) H m
k=1 1"k
Finallement .
p(u)-DG) 15 1 2
w we € H*(D)
i) M
|

Lemme 4.4.4 [3] Les fonctions extrémes ¢* et ¢* sont liés par les relations

[e.e]

2
P50 = Bule)9(2) et (o) = [T a1 uth
k=1
Preuve. Soit maintenant une fonction ¢ de H*(G,p) vérifiant :

o) =1 et p(zx) =0, k=1,2,..,

alors
- e HAG.P) et || () =1,
donc on a )
1 t Qo(ew) ! 1 RN 0 2
_ > @
| B | Pul0)d0 2 o | e sie0)as
ou encore
2
Lt NEY = I N PN
= > =
or | Lot oo = (T 1al) 5o [ ot oy
finalement
1 p+m 12 1/t . 12
| 0 / > 7/ ~( 10 10 / 4.
= | L] 8000 = o [ @) Buale)] Blel0)a0 (44.10)
Remarquons maintenant que
@.Boo € H*(G,p) et $.By(00) =1, et (p.Boo)(zx) =0, k=1,2, ... (4.4.11)

Alors (4.4.10 ) et (4.4.11 ) et I'unicité de la solution optimale nous donnent :

¢® = Bo.? (4.4.12)
et par suite
i) = 5 [ )] sraeas
= o [T Bele) pe ) (oo
00 12
= [Tad| 5 7 o] s
00 12
_ [H | (1413
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Théoréme 42 [/] Soit v =+ 322, Ard(z — z) tel que 8 appartient a la classe polynoé-

maal de Szegd sur le cercle unité,

Y Ap < +oo, A, >0,

k=1

> (lzk] — 1) < 400, |z] > 1.
k=1

Alors

llim mp(v) = my(v), (4.4.14)
—00
lim 7., = . (4.4.15)
l—o0

Preuve. La propriété extréme de %wn et le fait que Ay > 0 implique que

2
M (07) <f/ ., dB(o +2Ak|<b (202 < mn (), et
0 k=1
ainsi

mp(vy) < my(v). (4.4.16)
D’un autre coté, la propriété extréeme de <I> implique que
ma(v) < / (e[ dB(o) + ZAk [ (z)

= ma(v)+ Z A [ (20)] - (4.4.17)

k=l+1

selon la propriété de reproduction de la fonction noyau K, (§, z) , et ¥, (2) € P,, on a

1 2 N
Uala) = 5o [ (e R (€ 2)a8(0) (1.4.18)
L’inégalité de Schwarz implique que
2m X
) = 5o [ (R E )d3(6)
< mn(vl).; /2”|Kn(g,zk)|2d5(9) (4.4.19)
m™Jo
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et le fait que K, (¢, zx) € P,

[Wn (2)|* < i (00) K (2 20) (4.4.20)

Les inégalités (4.4.1), (4.4.17), et (4.4.20) impliquent

mp(v) < my(v) + i Axmp (v). K (2x, 25)

k=l+1
= mu(v) |14 sup K,(z,20) >, Ail - (4.4.21)
k2l+1 k=l+1
on obtient donc
Ma(V) 4 45 ot 6y — 0, | 0o (4.4.22)
m, ()

En utilisant (4.4.16) et (4.4.22), on obtient (4.4.14).Donc , on a (4.4.15) et le théoreme

est prouvé. m

Théoreéme 43 [/] soit v =P+ Y32, Apd(z — z) avec B appartient a la classe polynomial

de Szeqo sur le cercle unité et;

1.
Z Ak < 400, Ak > 0, (4423)
k=1
2.
> (|l = 1) < +oo, |z] > 1, (4.4.24)
k=1
3.
mn(vl) ( l 2)
< Z 4.4.25
Alors
lim m,(v) = a(v). (4.4.26)
Preuve. On a
!
) < (TL ) a9, (1427
k=1

en passant a la limite quand [ tend vers I'infini et en utilisant le théoreme (42) , on obtient

ma(v) < (ﬁ |zk|) a8
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Cela implique, par le lemme (4.4.4) , que

lim sup m (v) < @1 |Zk!>2u(ﬁ) — ji(v).

n—oo

D’un autre coté, on peut trouver une fonction L dans H?(G,p) , (voir [7],[11]), dont

) < 1L o < liminfm, (v),

f(v) < liminf m,(v).

n<>o0
Le théoreme est prouvé. m
Théoreme 44 [}/ Soitv = B+ 372, Ard(z —2i) avec 5 appartient a la classe polynomial

de Szego sur le cercle unité et;

S Ap <400, A >0, Y (|ak] — 1) < +o0 pour |z| > 1,
k=1 k=1

Soit {®,}°, le systéme de polynémes orthonormés associés a v. Alors

2
1
lim ‘ —&,, — ™ =0 (4.4.28)
n—0o0 /yn HQ(G,H)
Preuve. Poser
1/1

Alors
lim H,(oc0) =1, Hy(2) =0, k=1, ...

n-y00
Cela implique que
liminf || Hy |25 < 2(v)
Utilisant Loi du parallélogramme dans H?(G, p), on obtient

1 2

|

n

1
—®,

2
_y ’
H2(G.p) i

n

00|12 2
e HH2<G,,7>> — 4Hull2e 5
H2(Gp)
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Par conséquent
lim sup | B2 < 2 ((v) + v)) = 4(v) =0

de sorte que
2

o0

=0
H2(G p)

1
Tn

lim |
n—oo

7
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Annexe

Lemme 4.4.5 (Lemme de Fatou) Soit ¢, est une suite de fonctions positives mesu-

rables sur [—m, 7| , alors
/7r lim inf ¢, (¢)dt < lim inf /7r n(t)dt.

Théoréme 45 (Inégalité de Jensen) Soit f € L'(u) une fonction a wvaleurs réelles
telle que a < f(x) < b pour tout © € Q avec a € RU —o0 et b € RU +o0. Soit ¢ une

fonction convexe sur |a,b|. On a l'inégalité

1 1
SD(;;(S})/QfdM) SN(Q)/Q(SOOJC)dM

En particulier si n(2) = 1 on obtient :
90(/ fdu) S/(s@@f)du
Q Q
ou [ une mesure positive un ensemble €).

Théoréme 46 (Inégalité de Holder) Soit X un espace mesuré, de mesure p positive.
Soient f et g deux fonctions mesurables sur X a valeurs dans [0, 00].

Soient p et q deux exposants conjugués, avec 1 < p < oo . Alors

fgdp < JPdp . gldu Uq,
X X X

L’in “egalité de Holder dans le cas ou p = q = 2 s’appelle 'inégalité de (Herman Schwarz).
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail nous avons apporté une contribution a un probleme de comportement
asymptotique des polynomes orthogonaux par rapport a une mesure de la forme v =
p+ 32521 Ajo,, avec p appartient a la classe polynomiale de Szegd dont le support est
S =TuU{z}2,; oit T est le cercle unité,z; € ext(T). les resultas obtenues trouveront
leurs applications dans le spectre d’'un opérateur de Toeplitz sur 'espace de Hardy voir
([2], chapitre 8).

Nos resultats sur la fonction D défini & 'extérieur du cercle unité, aura posé, plusieurs

problemes.

1. Le premier concerne le comportement asymptotique des polynomes orthogonaux
par rapport a une mesure p appartient a la classe polynomiale de Szego dont le

support est le segment E = [—1,1].

2. Le comportement asymptotique des polynomes orthogonaux par rapport a une
mesure de la forme v = pu+ 2321 Ajo.; avec p appartient a la classe polynomiale de

l

Szegd dont le support est EU{z;},_, ; ot E est Le segment E = [—1,1], z; € ext(E).

3. Le comportement asymptotique des polynomes orthogonaux par rapport a une
mesure de la forme v = p+3°72, A;0,, avec u appartient a la classe polynomiale de

Szegd dont le support est EU{z;}2 ; E est Le segment E = [-1,1] , z; € ext(E).
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