A SNA k) yBe Ay Al A5 aal)
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
atad) Gal) g lad) aLaill 50 3
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
A li Lo daala

g -

UNIVERSITE AMAR TELIDJ LAGHOUAT

py—lalld_y1s
FACULTE DES SCIENCES

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Mémoire de MASTER

Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiére : Mathématiques
Option : Analyse Mathématique

Par:
Mama Sahraoui

THEME

Stabilité de la solution d'un systeme de E.D.P

Avec retard

Soutenu publiquement devant e jury composé de:

Mme Y.Boukhatem M.C.A U.Laghouat Président
Mr D.Ouchenane M.C.B U.Laghouat Encadreur
Mr S.E.Allaoui M.C.A U.Laghouat Co-encadreur
Mr A.Boughataya M.A.A U.Laghouat Examinateur
Mr A.A.Rahmoune M.A.A U.Laghouat Examinateur

Année Universitaire 2016/2017






Remerciement
Je remercie tout d’abord ALLAH le tout puissant qui nous a
donné a puissance et la volonté pour achever ce travail.
Mon vif remerciement va également a mon encadreur
Dr.Ouchenane Djamel qui m’a gquidé durant ce semestre et qui
ses conseils et remarques étaient tres utile pour réaliser ce
mémosire.

Je souhaiterais également remercier Mr. Rahmoune abdelaziz,
pour ses conseils et La supervision ainsit que pour fournir les
informations nécessaires concernant le mémoire.

Je remercie encore, Dr.Boukhtem et Mr. Boughataya qui ont

accepté d’examiner ce travail.



Dédicace
Je dédie ce modeste travail a mes chers parents, ma mere et
mon pere pour tout ce qu’ils ont fait que des belles choses
durant toute ma vie, a mes chers freres Brahim, Yacine et le
petit Moussa
A mes oncles, mes tantes, mes cousines et a tous les membres
de la famille Sahraoui, Mahroug erras, Miker, Hadjadj et
Metidji.
A mes professeurs et tous mes camarades de la promotion
2017.
Une spécial dédicace pour tous mes amis sans exception pour

leur grand amour et leur soutien

M.Sahraoui



593, 3280 me sKised £ 93 oo ¥l (ool el 5 LAl s ¢ Gnd) da g
HE 5 2 A6 o Ll Dbz p ok 58 Ogile aae (o)1) JEN Sem o i)
LN RPN B - N R LIS PSP E Y Llamy 5 S9ms A . dpasd]
.asuan"u__}j O3 e Ky b Jorid (L3laal Guimd 5 2o l) Wl ds obial

s sl o:u ool

AWM LA Ul oKty ¢ ek ] aosdl ¢ o ¥ sl

Résumé

Dans ce mémoire, on considere un systeme thermoélastique linéaire unidimensionnel de type
Timoshenko avec un retard dans la contre-réaction . La conduction de chaleur donnée par
la loi de Cattaneo. Sous I’hypothese du retard et I’amortissement. On prouve ’existence et
I'unicité du probleme. En outre, la résultat du stabilité exponentielle est prouvé sans ’hy-
pothese usuelle en les vitesses des ondes. on utilise la méthose de semigroupe et la méthode
d’énergie.

Mots clés :

Décroissance exponentielle, Amortissement linéaire, thermoélasticité, second membre.

Abstract

In this memory, we consider a one-dimensional linear thermoelastic system of Timoshenko
type with a delay term in the feedback. The heat conduction is given by Cattaneo’s law.
Under an appropriate assumption between the weight of the delay and the weight of the
damping, we prove the well-posedness of the problem. Furthermore, an exponential stability
result is shown whithout the usual assumption on the wave speeds. To achieve our goals,
we make use of the semigroup method and the energy method.

Keywords :

Exponential decay, linear damping, Timoshenko, thermoelasticity, second sound .
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Notations

Espace des fonctions continues.
Espace de Lebesgue, 1 < p < oo.
Espace des fonctions tests.

Espace des distributions.

Espace de Sobolev, 1 < p < oo.

la fermeture de C§°(Q)dans W?(Q2), 1 < p < oo.
Espace dual de E.

Espace dual de E.

Produit Scalaire dans la dualité £’ E.
Espaces de Sobolev.

presque partout.

Une norme associée a un produit scalaire.



Chapitre 1
Introduction

Dans ce travail, que nous présentons sous forme de mémoire, on étudie un systeme
thermoélastique linéaire avec retard en dimension un de type Timoshenko, dans lequel le

flux de chaleur est donné par la loi de Cattaneo

( p1pu(,t) — K(pe + 1) (2, 1) + pape(w,t) + papi(r,t —7) =0,
Pt (x,t) — bothyp(x, t) + K(pr + ) (2, t) + 0. (x,t) =0, (1)
H =
f =

pSQt(xa t) + I{Qx(m7 t) + ’Y@/Jm({b,
ToQt(% t) + 5(1(3:’ t) + /4,91,(.17,

9

=0
0,
\

out € (0,00) désigne la variable de temps et z € (0, 1) ¢’est la variable d’espace, les fonctions
@ et 1 sont respectivement, le déplacement transversale du matériel solide-élastique et ’angle
de rotation, la fonction 6 c’est la différence de température, ¢ = q(t,x) € R est le flux de
chaleur et py, po, p3,7, 70, 0, K, 111, 1o et K sont des constantes positives 7 > 0 représente le

terme de retard avec les conditions initiales suivantes :

{ (,0(1},0) = 9‘70(1")7 (pt(l‘,O) = 901(95)7 ¢(1’,0) = 1/}0@:)’ 77Z)t(x7 0) = 77/)1(%'),

(1.2)
9(%,0) :90(‘r)7 q(ﬁ,O) :CJO(I)a ¢t($7t_7) :f0($,t—7),

oux € (0,1) et t € (0,7). On considere également les conditions aux bords
©(0,t) = p(1,t) =(0,t) =¥(1,t) = q(0,t) = q(1,t) =0 pour toutes ¢t > 0. (1.3)

Notre but dans ce travail est de prouver, l'existence et 1'unicité ainsi le comportement
asymptotique de la solution du probleme (1.1)-(1.3). Nous allons d’abord rappeler certains
recherches liées a notre probleme.

Les équations liées a la stabilité/instabilité des équations des ondes avec retard ont attiré

une attention considérable. Ces dernieres années et de nombreux auteurs ont montré que



1. Introduction

les retards peuvent déstabiliser un systeme qui est asymptotiquement stable a ’absence de
retard.

Comme cela a été prouvé par Datko, les systemes de la forme

Wit — Wep — aWazy = 0, 2 € (0,1),¢ >0,
w(0,t) =0, w.(1,t) = —kw(l,t—7), t>0,

ou a, k et 7 sont des constantes positives deviennent instables pour toutes valeurs arbitrai-
rement faible plus petit de 7 et toutes valeurs de a et k .

Nicaise et Pignotti ont étudié le probleme

u(z,t) — Au(x, t) + pug(x, t) + pou(x, t — 1) =0, xr e, t>0,
u(z,t) =0, xed), t>0,
u(z, —t) = up(z,t), x € Q, t>0, (1.4)
ur(z,0) = uy(x), x € (), t>0,
\ u(z,t —7) = folz,t—71), 2€Q, te(0,71).

En utilisant une inégalité d’observabilité obtenue avec une estimation de Carleman, ils

ont prouvé que, sous 'hypothese

po < pa, (1.5)

la solution est exponentiellement stable. Au contraire, si (1.5) n’est pas vérifié, ils ont trouvé
une séquence de retards pour lesquels la solution correspondante de (1.4) est instable. Les
mémes résultats ont été montrés si 'amortissement et le retard agissent sur la frontiere du
domaine.

Récemment, Said-Houari et Laskri ont considérés le systeme de type Timoshenko avec un

terme de retard dans la contre-réaction :

{ plSOtt(xat) —K(%Jﬂﬂ)x(ﬂ?ﬁ 207

1.6
P2 (T, 1) — bibpe (2, 1) + K(pp + ) (2, 1) + patpe(w,t) + potpe(z,t —7) = 0. 0

Sous ’hypothese p; > ps sur les poids des deux rétroactions, ils ont prouvé I'existence
et I'unicité de la solution du systeme. Ils ont également établi pour p; > po un résultat de

décroissance exponentielle dans le cas d’une propagation d’onde (equal-speed), c’est a dire :

K b
—=— (1.7)
Pr P2

Le résultat trouvé par Said-Houari et Laskri a été étendu au cas de retard temporel de la

forme 1, (z,t — 7) par Kirane, Said-Houari et Anwar . D’abord, en utilisant la technique de
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la norme variable de Kato, et sous certaines restrictions sur les parametres py, s et sur la
fonction de retard 7(t), a été démontré que le systéme est bien posé. Deuxiemement, sous
I’hypothese entre le poids du terme de retard dans la rétroaction, le poids du terme sous
délai et les vitesses des ondes, un résultat de décroissance exponentiel de 1’énergie totale a
été prouvé.

Le systeme de Timoshenko remonte aux années 1921, Timoshenko a proposé un systeme
hyperbolique couplé qui est similaire a (1.6) avec 3 = ps = 0, décrivant la vibration trans-
versale d'une poutre, mais sans la présence d’amortissement. pour une dérivation physique
du systeme de Timoshenko, nous renvoyons le lecture.

L’absence du retard au systeme (1.6) c¢’est pour py = 0, la question de stabilité des systemes
de type Timoshenko a regu beaucoup d’attention au cours des dernieres années et un certain
nombre de résultats concernant la désintégration uniforme et asymptotique d’énergie ont
été établis.

Une question importante de la recherche est de rechercher une dissipation minimale pour
laquelle les solutions du systemes de Timoshenko décroissent uniformément a zéro que le
temps tend vers l'infini. A cet égard, plusieurs types de mécanismes dissipatifs ont été in-
troduits, tels que I'amortissement viscoélastique et la dissipation thermique.

On ne rappelle ici que quelques résultats relatifs a la dissipation thermique dans les systemes
de Timoshenko. On se trouve plusieurs articles intéressés par les systemes de Timoshenko
avec ’amortissement viscoelastique.

Au meilleur de notre savoir, Uarticle [6] est le premier article dans lequel les auteurs ont
traité avec le systeme de Timoshenko avec la dissipation thermique. Plus précisément, ils

ont considéré le probleme

p1pu — 0(pe, ) =0 dans(0, L) x (0, 400),
P2t — bz + k(o + ) + 70, =0 dans(0, L) x (0, 400), (1.8)

p30; — kbOpw + v =0 dans(0, L) x (0, +00),
ol ¢, 1 et 0 sont les fonctions de (z,t) qui modélisent respectivement le déplacement trans-
versale de la poutre, 'angle de rotation du filament et la différence de température. Sous
les conditions appropriées sur o, p;, b, k et v, ont prouvé plusieurs résultats de décroissance
exponentielle pour le systeme linéarisé et un résultat de stabilité non-exponentielle pour le

cas de différentes vitesses d’onde.

La modélisation de la conduction thermique surnommé la Loi de Fourier (comme (1.8) ) qui

suppose que le flux ¢ soit proportionnel au gradiant de la température # en méme temps t.

q+rVO =0, k>0,
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conduit au phénomene de vitesse de progration de chaleur infinie. Pour surmonte ce paradoxe
physique dans la Loi de Fourier, un certain nombre de modifications de I’hypothese de base
sur la relation entre le flux thermique et la température a été faite. La caractéristique
commune de ces théories et que tous conduisent a une équation différentielle hyperbolique

de sorte que la vitesse des progrations devient fini. Parmi eux est la Loi de Cattaneo,
th+q+fiV8:0,

conduisant au systeme avec un second membre et une suggestion de Green et Naghdi pour
les systemes théormoélastiques induisant ce qu’on appelle thermolasticité de type 11, ou

I’équation constitutive pour le flux de chaleur caractérisée par
¢+ K'p, +kVO =0, £>r">0,p =0.

Messouadi, Pokojovy et Said-Houari [4] ont étudié le probleme

(

prow — 0(Pe + U)o + ppr =0,

patbis — Wby + k(@2 + ) + B0, =0,
P30 + Gz + 0, =0,

Toqt +q+ Kb, =0,

(1.9)

\
ou (z,t) € (0,L) x (0,00),p = p(t,z) est le vecteur de déplacement, 1 = (t,x) est
I'angle de rotation du filament, § = 0(t,z) c’est la différence de température, ¢ = q(t, )
est le vecteur de flux thermique et p1, po, ps3, b, k, 7,9, K, i, 7o sont des constantes positives,

la fonction non linéaire o est supposée étre suffisamment lisse et satisfaire
0,,(0,0) =04(0,0) =k et 0,,,,(0,0) = 0,,4(0,0) = opy = 0.

Plusieurs résultats de décroissance exponentielle pour les cas linéaires et non linéaires ont
été établis. Concernant les systemes de Timoshenko en thermoélasticité de type III, nous
avons des articles récents de Messouadi et Said-Houari dans lesquels les auteurs ont prouvé
plusieurs résultats de stabilité.

Comme une séquence de ce que nous avons dit avant, les questions suivantes se posent
naturellement :

— Condition (1.7) est significative que du point de vue mathématique puisque dans la

pratique les vitesses de progration des ondes sont toujours différentes; (I’article [3]).

Il est bien connu que cette condition peut étre évitée en considérant deux termes

d’amortissement linéaire de la forme ¢; et ¥; du coté gauche de la premiere et de la
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deuxieme équations du systeme (1.6) avec pu; = g = 0. Ce résultat a été montré dans
9] et dans d’autres articles. Mais est-il possible d’obtenir un résultat de décroissance

exponentielle lorsque 'amortissement est faible et sans hypothese (1.7) 7

En [4], les auteurs ont montré que la conduction thermique donnée par la Loi de Catt-
neo avec un terme d’amortissement linéaire de la forme pu¢p; agissant sur la premiere
équation en (1.9) donnent la stabilité exponentielle de ’énergie totale associé au
systeme (1.9) sans 'hypothese (1.7) sous quelle condition le systeme (1.9) reste-il
exponentiellement stable indépendamment de (1.7) lorsqu’un délai est considéré dans
la contre-réaction ?
L’objectif principale de ce mémoire est de répondre aux deux questions ci-dessus.
Le plan de ce mémoire est :

Chapitre 1 : Introduction.

Chapitre 2 : Consacrer aux notions fondamentales utilisée.

Chapitre 3 : L’étude de 'existence et 'unicité de la solution.

Chapitre 4 : Traitement la stabilité du la solution.

10



Chapitre 2
Préliminaire

2.1 Espaces de Banach définition et propriétés

Définition 2.1.1 L’espace vectoriel V' est muni d’une opération binaire (vy,vy) — v1+vy
VXV —V ce qui en fait un groupe commutatif et on outre il est muni d’une multiplication
(a,x) — ax : RxV =V satisfaisant (a1+a2)v = a1v+azv, a(vy+vy) = avi+ave, (araz)v =

ai(agv) et 1v =wv.

Définition 2.1.2 Soit V' wun espace vectoriel. On appelle norme sur V une application :
I.llv = V= R vérifiant :||v|| > 0, ||av]| = |al||v]|, ||u + v|| < ||u|| + ||v] pour toute v € V et
acRet]|v|=0<=v=0.

Un espace vectoriel muni d’'une norme est appelé espace vectoriel normé, si la derniere
propriété (c.a.d ||v]|y =0 = v = 0. ) n’est pas vérifiée on appelle une telle fonctionnelle une

semi norme.

Définition 2.1.3 Soit V' un espace vectoriel normé on dit que V' est complet si tout suite

de Cauchy dans V' est convergente dans V'

Définition 2.1.4 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé et complet 'V . L’es-

pace dual V' c’est I’espace vectoriel de toutes les formes linéaires continues u : V — R.

Notation 2.1.1 On peut considérer ’espace vectoriel ((V,R) | étant également désigné par

V' et appelé Uespace dual de V' . L’espace initial V  alors est appelé pré-dual de V' .

Proposition 2.1 V' muni de la norme ||.||,» définie par :

[ullv: = sup{[u(z)] - ||=]] <1},

11



2.1. Espaces de Banach définition et propriétés

est un espace de Banach.
Définition 2.1.5 Puisque u est linéaire on voit que
u: X —+X ”,
est une isométrie linéaire de V. sur un sous-espace fermé de V', on le note par
VeV
Soit 'V un espace de Banach et u € V'. Notons

Yy V=R

v = @u(v),
lorsque w € V', on obtient une famille (¢y)ucy: des formes a V en R.

Définition 2.1.6 La topologie faible en V , noté par o(V, V'), est la topologie la plus faible

sur 'V, pour laquelle chaque (py)uey: €st continue

On va définir la troisieme topologie sur V' | la topologie faible, notée par o(V’, V). Pour

tous x € V. On dénote par

0 V>R

U= p(u) =< u, x> v),
Lorsque x € V, on obtient une famille (¢,).cy des formes de V’ dans R.

Définition 2.1.7 La topologie faible étoile sur V' , est la topologie la plus faible sur V'

pour laquelle chaque (;)zcv €St continue .

Théoreme 2.1 Soit V espace de Banach. alors, V est réflexif, si et seulement si,
By —{reV:|lo] <1},

est compact avec la topologie faible o(V,V').

Définition 2.1.8 soit V' un espace de Banach et soit (u,)nen une suite dans V . Alors

u, converge fortement vers u dans V , si et seulement si
lim ||u, — ully =0,
t—o0

et cela est noté par w, — w, ou lim u, = u.
t—o0

12



2.2. Espaces de Hilbert

2.2 Espaces de Hilbert

Définition 2.2.1 Soit H wun espace vectoriel. Un produit scalaire (u,v) est une forme
bilinéaire de H x H dans R, symétrique, définie positive [i.e (u,u) > 0,Yu € H et (u,u) >0
siu 0]

Rappelons qu’un produit scalaire vérifie l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|(u,v)| < (u,u)%(v,v)% Yu,v € H.

[Remarquons que pour établir ’inégalité de Cauchy-Schwarz on n'utilise pas 'hypothése
(u,u) >0 siu##0]/.

Rappelons aussi que |u| = (u,u)? est une norme.
Bn effet [u+ o = [uf + o> + 2(u,0) < [uf + [of> + 2lulle]

Rappelons enfin < L’identité du parallélogramme > :

a+b|2+ a—>b

= 3

1
= (a4 ) Vabe H.

Définition 2.2.2 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire

(u,v) et qui est complet pour la norme (u,u)?.
Dans tout la suite H désigne un espace de Hilbert .

Exemple 2.1 (fondamental)

L*(Q2) muni du produit scalaire

(u,v) = /Q u(@)v(x).de

est un espace de Hilbert.

2.2.1 Théoreme de Lax-Milgram

Définition 2.2.3 On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est

- continue s’il existe une constante C' elle que
la(u,v)] < Clullv] Yu,v € H,
— coercive s’il existe une constante o > 0 telle que

a(v,v) > alv|? Vv e H.

13



2.3. Les espaces LP(Q2)

Corollaire 2.2 (Laz-Milgram) Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive .

Alors pour tout ¢ € H' il existe u € H unique tel que
a(u,v) = (p,v) Yv e H.
De plus, si a est symétrique, alors wu est caractérisé par la propriété

ue H et %a(u,u) —(p,u) = Igéiél{%a(l),v) — (p,v)}.

2.2.2 Le théoréme de Hille-Yosida

Définition 2.2.4 Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné. On dit que

A est monotone si
(Av,v) >0 VYo € D(A),

A est maximal monotone si de plus surjective i.e.
Vfe H Jue D(A) tel que u+ Au=f.

Théoréeme 2.2 (Hille-Yosida) Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de

Hilbert H . Alors pour tout ug € D(A) il existe une fonction
u € CH([0, +o0f; H) N C([0, 00[; D(A))

unique telle que

d
d—?—l—Au:O [0, +o00[

u(0) = ug donnée initiale.
De plus on a

du
lu(t)] < [uol| et IE(t)I = |Au(t)| < [Aup| Vt >0,

2.3 Les espaces L?(())

Soit 1 < p < oo, et soit 2 un domaine ouvert dans R, n € N. On définit I'espace de
Lebesgue standard LP(f), par

LP(Q)) = {u : Q — R : u est mésurable et / |u(x)|Pdr < oo} :
Q

Notation 2.3.1 Pourp e R et 1 < p < oo, notons par
1
» P
= ([ lutoypaz)".
Q

14



2.3. Les espaces LP(Q2)

Sip=o0,0na
L>®(Q) = {u: Q — R : u est mesurable et il existe une constante C' tel que |u(z)| < C dans Q}.

Théoréme 2.3 évidemment LP(2) fourni avec la norme ||.||, est un espace de Banach, pour

tous 1 < p < 0.
Remarque 2.1 En particuli¢re, quand p = 2, L*(Q) équipé du produit scalaire

(. 9 oy = / f(2)g(x)dz,

est un espace de Hilbert
Théoréme 2.4 Pour 1 < p < oo, LP(Q) est un espace réflexif.

Théoréme 2.5 (Lebesgue)
Soit (ur)ren C L*(2) une suite converge @ certains u et |(ug)(z)| < v(z) pour certains
v(z) € LY(Q). Alors u dans L' () et

k—+o0

lim [ wg(x)de = / u(z)dz
A A
pour toute A C £ mesurable.

Théoréme 2.6 (Fatou)
Soit (up)ren C LY () une suite de fonctions non négatives ( évidemment, existence d’un

mineur intégrable commun peut affaiblir cette hypothése )tel que :

lim inf/uk(x)dx< +o00.
Q

k—+o00

Alors la fonction x — lim infug(x) est intégrable et
k—+o00

lim inf/uk(a:)da: > /( lim inf ug(z))dz
Q

k—+o0 Q k—+o0

En particulier, théoreme 2.5 indique que 'ensemble ((u)ren) est relativement faiblement

compact dans L!(). Cette propriété est absolument continue et uniformément intégrable :

Théoréme 2.7 (Dunford et Pettis)
Soit M C L(Q,R™) est borné, alors les énoncés suivants sont équivalentes les unes aux

autres :

1. M est relativement faiblement compact dans L'(2, R™).

15



2.4. Les espaces LP(0,T,V)

2. l’ensemble M est uniformément intégrable, c.a.d :

Ve >0,3K € R : sup/ lu(z)|dx < e,
veM Jeeiju(a) =K

3. lensemble M est équi-absolument continue, c.a.d :

Ve > 0,30 € RT : sup sup / lu(x)|dx < e,
veM |A]<0J A

Généralisations utiles du théoreme de Lebesgue de la convergence dominée 2.5 et du

théoréme de Fatou 2.6 sont :

Théoréme 2.8 (Vitali)
Soit (up)reny C L (Q) une suite converge vers u . Alors u € LP(Q) et up — u dans LP(Q) si

et seulement si (|ug|?)gen €tant uniformément intégrable.

Théoreme 2.9 (Fatou généralisé)
La conclusion du théoréme 2.6 tient si uy > 0 est remplacé par uy > vy, avec (g )ken €tant

uniformément intégrable.

2.4 Les espaces L?(0,T,V)

Définition 2.4.1 Soit V un espace de Banach, désignons par LP(0,T, V') l’espace des fonc-

tions mesurables

u:0,T[—-V
t — u(t)
tel que :
T »
</ Hu(t)H?/dt) = ||l r(o,r,v) < 00, pour 1 < p < oo.
0
St p = o0,

[ull Loy = sup essju(t)]lv-
t—00
Théoréme 2.10 L’espace LP(0,T,V) est complet.

Nous désignons par D'(0,7,V) I'espace de distributions dans ]0,T[ qui prennent ses
valeurs en V' , définissons :

D'(0,T,V) = (D]0,T[,V),
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2.4. Les espaces LP(0,T,V)

ou (¢,p) c’est l'espace des applications linéaires continues de ¢ a ¢ . Comme u €

/ ’ . . ’ . . . . . .
D (0,7,V), nous définissions la dérivation au sens de distribution comme suit

50 =-u (%), wengo.

et comme u € LP(0,7,V), on a :
ulp) = / u(t)p(t)dt, o € D(O,T)).

0
Lemme 2.3 Soit uw € LP(0,T,V) et 8_7;56 € LP(0,T,V),1 <p < oo, alors, la fonction u est
continue de [0,T) a V i.eue CY0,T,V).

Lemme 2.4 Soit A =|0,T[xQ un domaine ouvert borné dans R x R", et soient g,, g sont

deuzx fonctions dans L(]0,T[, L%(2)),1 < p < oo tel que

|l gullLagorpra)) < €,V € N

et
gy — g dans A,

alors

gy — g dans LY(A).

Théoreme 2.11 LP(0,T,V) équipé de la norme ||.||prorvy, 1 < p < 00 est un espace de
Banach.

Proposition 2.5 Soit V est un espace de Banach réflexif, V' ¢’est dual, 1 < p < 00,1 <
q < 00, i—l—% = 1. Alors le dual de L*(0,T, V') est identifié algébriquement et topologiquement
a L10,T,V").

Proposition 2.6 Soit V , W sont a l’espace de Banach, V. C W avec l'injection continu,

alors on a LP(0,T,V) C LP(0,T, W) avec l'injection continu.

Proposition 2.7 Soient By, B, By des espaces de Banach avec By C B C By, supposons
que lintégration By — B est compact et B — By est continue. Soit 1 < p < 00,1 < g < 00,
supposons en outre que By et By sont réflexifs.
On définit

W ={ueLP(0,T,By) :u € LY0,T, By)}.

Alors, Uinjection W — LP(0,T, B) est compact.
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2.5. Espaces Sobolev

2.5 Espaces Sobolev

La théorie moderne des équations différentielles est basée sur des espaces de fonctions

dont les dérivées existent dans un sens généralisé et bénéficier d’'une intégrabilité convenable.

Proposition 2.8 Soit Q un domaine owvert dans R"™, alors la distribution T € D'(Q) est

dans LP(S2) s’il existe une fonction f € LP(QY) tel que

(T, p) = /Qf(x)cp(a:)dx, pour touts ¢ € D(Q2),

ou 1 <p< oo, etil est bien connu que f est unique.

Définition 2.5.1 Soitm € N et p € [0,00]. Le W™P(Q) est un espace de toutes f € LP(S),

définit comme
WmP(Q) ={f € LP(Q), tel que 0°f € LP(QY) pour tous o € N™

n
tel que |a| = Zaj <m, ou,0%=0{"05*...00"}.

=1

Théoréme 2.12 W™P(Q) est un espace de Banach avec sa norme usuelle

| fllwme) = Z 10%f e, 1 < p < oo, pour toutes f € W™P(Q).

laj<m

Définition 2.5.2 Désignons par W3""(Q) la fermeture de D(Q) dans W™P(Q).

Définition 2.5.3 Quand p = 2, on le note par W™2(Q) = H™(Q) et W"*(Q) = HJ(Q)

muni avec la norme

I lame = | D (0% fllz2)* |

laj<m

qui le font a H™(QY) un espace de Hilbert réel avec leur produit scalaire habituel

U, V) gm(q) = 0“ud“vdx
() = 3 [

laj<m

Théoreme 2.13 1. H™(Q2) muni avec le produit intérieur (.,.)gmq) est un espace de
Hilbert.

2. Sim>m', H™(Q) — Hml(Q), avec intégration continu.

18



2.6. Espaces fonctionnels

Lemme 2.9 Puisque D(Q) est dense dans H[J*(SY), nous identifions le dual H=™(Q2) de

H{'(2) dans un sous-espace faible sur ), et on a
D(Q) < HJY(Q) — L*(Q) — H™(Q) < D'(Q),

Théoréme 2.14 Supposons que €0 est un domaine ouvert dans RN(N > 1), avec une
frontiére réqulicre OS2, alors :

- . 1,p q * Nk P

(1) Sil<p<mn, ona W'P(Q) C LUQ), pour chaque q € [p,p*], ot p* = ;L.

(i) Sip=mn on a WH(Q) C LY(Q), pour chaque q € [p,00).
(iii) Sip>n on a WHP(Q) C L>®(Q) N C%(Q), ot a = P—T”,

Théoreme 2.15 Si Q0 est un borné, les injections (i) et (iii) de théoréme 2.14 sont des

compacts. L’injection (i) est un compact q € [p, p*).

Remarque 2.2 Pour tous p € H*(Q),Ap € L*(Q) et pour 9Q suffisamment réguliére, on

a

le@liz@) < CllAR)|2@)

2.6 Espaces fonctionnels

Définition 2.6.1 Soit 0 < T < oo et soit (X, ||.||) un espace de Banach réel. Nous notons

par D(0,T; X) l'ensemble des fonctions continues a support compact dans (0,T) a valeurs
dans X.

Définition 2.6.2 Une fonction f:[0,T] — X est dite fortement dérivable en ty € (0,7T)

s’il existe un élément % (to) € X appelé la dérivée forte de f en to, telle que

1 df
E(f(toJrh)—f(to))—E(to) X=0~

Définition 2.6.3 Une fonction f : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une suite de

lim
h—0

fonctions (f,), n € N appartenant a D(0,T;X) telle que

n—oo

i [ 14, (5) = £ (9] ds =0,

Théoréme 2.16 (Bochner) Une fonction f : [0,T] — X mesurable est intégrable si et

seulement si t — || f(t)||x : [0,T] — R est intégrable, dans ce cas
T T
[ < [1r@las
0 X 0
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2.6. Espaces fonctionnels

Soit 1 < p < oo. L’espace de Lebesque LF(0,T; X) est l’ensemble des classes de fonctions
f:(0,T) = X mesurables, telles que Uapplication t — || f (t)|| appartient ¢ LP(X). On

sait que LP(0,T; X)) est un espace vectoriel normé avec la norme

P

T
liory = | [ 1500t ) sit<p<.
0
[l erxy = M{C>0/1f()lx <C; pp. t€(0,T)} sip=oc.
Naturellement, on a :
LP(0,T; LP(2)) = LP(Q) ou Q= 2x]0,T].
Par ailleurs, nous avons les résultats suivants :

Théoréme 2.17 1. LP(0,T;X), (1 <p < o0) est un espace de Banach.

2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x, alors L*(0,T; X) est aussi

un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u7U>L2(0,T;X) = / (u(t),v (1)) dt.

3. L"(0,T;X) < L90,T; X) avec injection continue, 1 < q <r < oo.

4. Si X est un espace de Hilbert, alors

1
LP(0,T; X)) = LY0,T;X) sil<p,g<oo, —+
p

=

LY0,T; X)) < L>*(0,T;X),

ot LP(0,T; X)) représente le dual de ’espace L9(0,T;X), 1 <p < oo.

5. D’apres le théoreme de Danford-Pettis (cf. par exemple Yosida []) espace
L>(0,T; Hy (Q) N LP () (resp L=(0,T; L* (Q2)))
est le dual de
L'0,T; H () + LU(Q)) (resp de L'(0,T;L* () .)) .

Et H1(Q)+ L () muni de la structure de dual fort de Hy (Q)NLP (), ot %—l—% = 1.
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2.6. Espaces fonctionnels

Définition 2.6.4 Soit u, w € L'(0,T; X). La fonction w s’appelle la dérivée généralisée
d’ordre n de u sur (0,T) si

T T

/tp(”) (t)u (t) dt = (—1)n/¢(t)w(t) dt Yo € D(Q).

0 0

Nous écrivons w =0 pourn =1 et w = u™ pour n > 2.
Soit 1 < p < oo. L'espace L’espace de Sobolev WP (0,T; X) est l'espace des fonctions
w:[0,T] = X telles que u € LP(0,T; X) et v’ € LP(0,T; X). L’espace W' (0,T; X) est un

espace de Banach muni de la norme

el ooy = (1l gy + 100 ooirny)”

Définition 2.6.5 Une fonction f : [0,T] — X est dite absolument continue si pour tout
e >0, il existe § = § () > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (a;b;) disjoints, inclus
dans (0,1, tels que 3 (b; — a;) < 6 on a X 1f (by) — f ()] < e

J J

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument continues et les fonc-

tions de I'espace W2 (0,T; X).

Théoréeme 2.18 Soit 1 < p < 00, X un espace de Banach reflexive et soit u € LP(0,T; X).

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. uwe W (0,T; X).
2. u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la dérivée
forte dans LP(0,T; X).
3. Il existe ug € X et g € LP(0,T; X), telles que

t

u(t) = up + /g(s)ds vt € [0,T].

0
1l découle de la démonstration du théoréeme précédent que, si X est un espace réflexive,
alors toute fonction v € WP (0, T; X) est fortement dérivable p.p. sur (0,T) et v’ =
. Par ailleurs WP (0,T; X) coincide avec l'ensemble des fonctions u : [0,T] — X
absolument continues et W (0, T; X) coincide avec [’ensemble des fonctions lipschit-
ziennes u : [0,T] — X.

Etant donnés un entier k > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit par récurrence [’espace

W (0,T; X) = {ue W (0,T;X); o' € W (0,T;X)} .
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2.6. Espaces fonctionnels

L’espace WP (0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

k

||“||Wk,p(o,T;X) = HUHLP(O,T;X) + Z HU(Q)HLP(O,T;X) :
a=1

On dénote aussi par C(0,7; X) l'espace des fonctions continues sur [0, 7] & valeurs dans

X avec la norme

= t
”UHc(o,T;X) tgﬁ% [Ju ()l

Théoreme 2.19 (Théoréme de représentation de Riesz).

Soit 1 < p < oo et soit ¢ € (LP)'. Alors il existe u € L unique tel que

(or ) =/uf Vi e IP.

De plus on
lull o = llell ey

1 1
o -+ = =1
p+p,

Théoreme 2.20 (Théoreme de représentation de Riesz-Fréchet).

Etant donné o € H' il existe f € H unique tel que
(p,v) =(f,v)  VveH

De plus on a

1= llpllzr

2.6.1 Inégalités de Young, Holder

Notation 2.6.1 soit 1 < p < 00, on désigne par q [’exposant conjugué
1 1
—4+ =1
P q

On définit le produit de convolution de fonction f € L'(R™) avec une fonction g € LP(R™)

Théoréme 2.21 (Young) Soit f € LY(R™) et g € LP(R™) avec 1 < p < oo. Alors pour
toute x € R™ la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable sur R™ et on définit

(fxg)(x) = . flx—y)g(y)dy.

En outre (f x g) € LP(R™) et
I1F* glly < 1 F111llgl
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2.6. Espaces fonctionnels

Théoréme 2.22 (Young) On suppose que f € LP(R™) et g € LY(R"™) avec 1 < p < o0,
1 1 1

1<g¢g<oet—=—-—+—-—=12>0. Alors (f xg) € L"(R") et
r p g

1+ gllr < 17 11nll9lq

Théoréme 2.23 (l'inégalité du Hélder) On suppose que f € LP et g € LT avec 1 < p < o0,
,+ o =1 Alors (fg) € L' et
19l < [ fllpllglly

Corollaire 2.10 ('inégalité du Holder - forme générale)
soient f1, fa, ..., fx; k fonctions telles que, f; € LPI(Q),1 <i <k et

1 1 1 1
-—=— 4+ —+4+ ...+ —<1
b P1 P2 Pk

Alors, le produit fifo...fr, € LP(Q) et || fifo-- frllp < I fillps ! frllp, -

Lemme 2.11 (l'inégalité du Minkowski)
Pour1 <p< oo, on a

lu+vlle < flullze + [|v]| o

Lemme 2.12 (l'inégalité du Cauchy-Schwartz)

Chaque produit intérieur satisfait 'inéqgalité du Cauchy-Schwartz

(1, 22) < [l ll[z2]-
Le signe d’égalité est valable si et seulement si x1 et xo sont dépendantes.

+12 et 0<a<1. Alors

Lemme 2.13 Soit 1 <p<r<gq,; =2+

luller < llellgpllell .
Lemme 2.14 Sip(2) < 00,1 <p<q<oo, alors LT — LP, et

1_1
[ullzr < (€)7o |-

Inégalités de Young :

Lemme 2.15 pour tout a,b € R, on a

b2
ab < da® + 4—5

Ou 0 est une constante positive.
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2.6. Espaces fonctionnels

Preuve
On a:

(26a — b)* > 0, Va,b € R
Pour tout 6 > 0, on a
46%a® + b* — 46ab >0, =  4dab < 46%a® + b*

Donc;

b2
ab S 6(12 + 4—5

Lemme 2.16 Pour tout a,b > 0, [inégalité suivante tient

ab b
ab < — + —,
p q

1,1
ou, - + = = 1.
,p+q

Inégalité de Jensen

Soient g une fonction continue de [0, 1] dans Ja, b[ (avec —oco0 < a < b < +00) et p une

fonction convexe de Ja, b[ dans R. Alors,
1 1
o [ o) < [ otgtw)d.
0 0
Preuve

Soit G =]0,1] et f : G — R est intégrable tel que

ploga,
f(z) =
qlogb,

"Ik O
IA A
8 8
IA A
=S

pour tout a,b > 0 et é—ké =1 comme p(t) = €' conveze, et en utilisant l'inégalité de Jensen

on a :

so(@ /G f(x)dr) < ﬁ /G o (F(2))da. (2.1)
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2.6. Espaces fonctionnels

Par conséquence, on a

1
el (@) dzx,

1
I3

I .
S— o

1
eplogadx_{_/ eqlogbdx’
1

=

1
apdx+/ bldz,

S~

P
:%+3' (2.2)

w(G)=1 et

1
(fop plogadx—i—fi qlogbdaz)
P

Y

_ e(loga—i-logb) _ elogab’

= ab, (2.3)
utilisons (2.1),(2.2) et (2.3) on obtient le résultat m

Corollaire 2.17 (inégalité de Poincaré) On suppose que 2 est un ouvert borné. Alors il

existe une constante C' (dépendant de Q et p ) telle que

|ullr < C||Vul| e Vu € W, P(Q) (1<p<o0).

Inégalité de Poincaré-Wirtinger :

Soit € un ouvert connexe de classe C*' et soit 1 < p < oco. Alors il existe une constante

C' telle que
lu— || < C||Vul e Yu € WHP(Q)

avec

i),
u=— [ udz.
9] Jao

ou |2 la mesure de Lebesgue de ’ensemble (2.
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2.6. Espaces fonctionnels

Semi-groupe fortement continue

Définition 2.6.6 Une famille T(t)(0 < t < o0) d’opérateurs linéaires bornés dans un
espace de Banach X est appelée semi-groupe fortement continue (un Cy-semigroupe) si

1. T(ty + to) = T(t1)T (t2) Vity;ta >0,

2. T0)=1,

3. Pour chaque x € X;T(.)x est continue en t sur [0;00).

Proposition 2.18 Soit T(t) un Cy-semigroupe. Il existe deuxr constantes w € R et M > 1

telles que :

IT@)|| < Me**  pour 0 <t < oco.
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Chapitre 3

Existence et Unicité de la solution du

probleme

Dans ce chapitre, on étudiera 'existence et 1'unicité de la solution du probleme (1.1)-
(1.3), en utilisant le théoréeme de Hille-Yosida.

Introduisons une nouvelle variable suivante :

Z(x,p,t):got(x,t—Tp), T e (071)7 pe (071)7t>0

Comme
_ Opi(x,t—71p) Ot —Tp)  Opi(x,t—Tp)
wlwnt) = =50 X e ai—1)
et
_ Op(@,t—7p) Ot —7p)  Opi(x,t—Tp)
ol pt) = at—rp)  dp | at—rp)

Alors, on obtient I’'équation
Tz (z, pt) + 2,(z, p,t) =0, (x,p,t) € (0,1) x (0,1) x (0, +00).

Donc, le probleme (1.1) peut étre réécrit comme :

([ prpu(,t) = K(po + ¥)a(w,t) + mpi(w, £) + poz(x,1,8) =0,

P2 (1) — b (2, 1) + K0z + ) (2, 1) + 10 (2,t) =0,
psb(2,t) + Ko (2, 1) + Y (z,1) =0, (3.1)

T0q:(x,t) + 0q(z,t) + Kb, (x,t) =0,

\ T2 (x, pot) + 2,(z, p,t) =0
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3. Existence et Unicité de la solution du probleme

ouz € (0,1),p € (0,1) et t > 0. Le systeme ci-dessus est soumis aux conditions suivantes :

;

p(x,0) = po(x), ei(x,0) = p1(z), 2 €(0,1),
U(x,0) = Yo(z), Ui(,0) = ¢i(x), € (0,1),
0(x,0) = by(x), q(z,0) = qo(x), x€(0,1),
2(x,0,t) = iz, t), z e (0,1),t>0
| 2(z,1,t) = fo(z,t —7), (x,t) € (0,1) x (0,7)

(3.2)

En plus des conditions initiales ci-dessus, on considere les conditions aux limites suivantes :

©(0,t) = p(1,t) = ¥(0,t) = ¥(1,t) = q(0,t) = q(1,£) =0

pour toutes

t>0. (3.3)

Pour utiliser I'approche de semi-groupe, on réécrit les systemes (3.1)-(3.3) comme un systéme

de premier ordre.

Soit U = (¢, ¢4, ¥, U, 0, q,2)T ; et rééerire (3.1)-(3.3) comme

AU,

U=
{ U(0) = Uy = (o, 1, %o, 1,0, 4, fo(., —.7))7,

ou
© u
u K/p1(@oe + Vo) = 1/ pru— pa/pr2(, 1)
(8 v
Aol =1 b/pates—K/pa(ox +1) —v/pabs
0 —K/p3qz — Y/ P3Vs
q —0/70q — K/To0z
z —(1/7)z,
Ou 7 est I'opérateur différentiel défini par
0 1 0 0 0 0
K/p10x  —pa/p1 K/p10, 0 0 0
0 0 0 1 0 0
o = | —K/ps0, 0 —K/pa + b/ p20ss 0 =/ P20z 0
0 0 0 7/ P30: 0 — £/ p30;
0 0 0 0 —k/T0y  —6/To
0 0 0 0 0 0

Le domaine de & est alors :

D() = {(¢,u,¥,v,0,q, z)T €H:u=2z(.,0)en (0,1)},
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3. Existence et Unicité de la solution du probleme

O
H := (H*(0,1)NH;(0,1))x Hy x (H*(0, 1)NH(0,1))x Hy (0, 1) x H'(0,1)x Hy (0, 1) x L*((0, 1); H; (0, 1)).
L’espace d’énergie 7 est défini comme

A = Hy(0,1) x L*(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) x L*((0,1); L*(0,1)).

Pour U = (p,u,¥,v,0,q,2)" , U = (p,1,,0,0,7, 2)T et pour une constante positive &
satisfaisant

The <& < T2 — o). (3.6)

On définit le produit scalaire suivant dans ¢ par :

1
({U,U)0 = /0 {p1utt + p2v0 + K (pr + ¥) (e +¥) + bibuthy + p300}da

/Toqqu+§// z2(x, p)z(z, p)dpdz.
0

Théoreme 3.1 Suppose que ps < py. Alors, pour toute Uy € F€, il existe une solution
unique U € C([0,400), ) du probleme (3.1) — (3.3). De plus, si Uy € D(), alors

U € C([0,+00), D(27)) N CY([0, +00), 7).

Preuve Pour prouver le théoreme (3.1), on utilise 'approche de semi-groupe c’est-a-dire,

on montre que I'opérateur &7 engendre un Cy-semigroup dans 7.

Dans ce cas, il suffit de prouver que .« est dissipative, en effet pour U = (¢, u, v, v, 0, q, z)*

D(47), on a

<ﬂaUmuif{mewm+¢»—ﬂ )] + ot~ s 4wy Lo
0 P P1 P1 P2 P2 P2

4{Mw+wwﬁwﬂ+hwq+@&§%—%%M}m

1 6 1 1 1
0 To o Jo T

= /01 {K [U(% + w} T u1u2 — poz(z, u + b[vwz}; - 7[91)}; - H[GQ} ;}dm

1 ¢ [t
5/ ¢ dx — —/ / 2(x, p)z,(z, p)dpde.
0 T Jo Jo

On applique les conditions aux limites (3.3) , on obtient :

1 1 1
FU, Uy =0 | ¢Pde— urdr — juis a:ludx—— 2(z, p)z,(x, p)dpd.
0 0 0 g

(3.7)
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3. Existence et Unicité de la solution du probleme

D’autre part ,

// xpszpdpdx—//——zxpdpdx— /{le)—z(xO)}dx (3.8)

Donc, d’apres (3.7),(3.8) et le domaine (3.5), on trouve :

1 1 1 1 1
(AU U) p = —5/ qzdx—,ul/ u2dx—,u2/ z(x,l)udm—é/ 22(x,1)dx+§/ u?(x)dx
0 0 0 T Jo T Jo

(3.9)
En utilisant I'inégalité de Young , on obtient :
1 1 1
/ z(z, Du(x)dr < 5/ [2%(2, 1) + v?(z)]dx
0 0
Alors, (3.9) devienne
1 1 1
AU Uy <=6 | ¢Pdr+ (— @i/Qd &—i/21d<o.
(AU,U) 5 < /Oq x+(u1+2—|—27)0u($)x+(2 27_) (z,1)dx <
D’apres (3.6), on remarque que
2 3 H2 £
_ 2L t — - =<
Ity g =0 e 7 "o =

Par conséquent, 'opérateur o7 est dissipative .

D’autre part, il suffit de montrer que l'opérateur (A — &7) est surjectif pour A > 0, pour
cette proposition; on prend un élément F' = (f1, fo, f3, f1, f5, [6, f7) € H et cherchons un
solution U = (p,u,9,v,0,q,2)" € D(</) au probléme suivant :

M—-—gU=F
Ou; de maniere équivalente .
(
Ap—u = fi,
Xt — 2 (g +by) + Bu+ E22(, 1) = fo
)\w —Uv = f37
_ p%l/}m 4 K((pw + ) + l@ = fu, (3.10)

A0 + = qx + _Ua: = f57
)\Q‘i‘gQﬂL%ecx = Je:
Az + %ZP = f7.

\
Supposons que on a trouvé ¢ et ¥ avec la régularité appropriée. Donc, la premiere et la

troisieme ligne en (3.10) sont donne

{“ == (3.11)
v =X — [
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3. Existence et Unicité de la solution du probleme

Il est clair que u € H}(0,1) et v € Hy(0,1). En outre, on peut trouver z tel que
2(z,0) = u(x), x € (0,1). (3.12)

Corollaire 3.1 Soient f une fonction continue sur un intervalle I € R, o une constante

et to € 1. La solution générale de ’équation

y'(t) = ay(t) + f()

et donnée par

t

y(t) = Ce™ +/ e=9) £(5)ds.

to

Ou C' est une constante.
Donc; les solutions de I’équation
2p = —ATZ 4+ Tf7.
sont Donné par :
p
2(x, p) = Ce P —i—/ Te M=) fo (2, 0)do
0
P
=Ce NP 4 Te_’\Tp/ fr(x, 0)e N do
0
De (3.11) , on obtient
p
2(z, p) = u(z)e P + Te_’\”’/ fr(x,0)e M do (3.13)
0

De (3.13) , on a

o
2(z, p) = p(x)e ™" — fre P + Te’\”’/ fr(x, o)’ do.
0

tel que
2(x,1) = Mp(z)e™ + 20(2)
oux € (0,1) et
1

2(x) = —fie X +7e™ | fo(x,0)do. (3.14)
0
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3. Existence et Unicité de la solution du probleme

La formule ci-dessus dépend seulement de f; et f7 .

En utilisant (3.10) et (3.11), les fonctions ¢, 1, 0 et ¢ satisfaisant le systéme

(2 e Ko g g) = fot (A By — B(a),
K _
/\2¢ p2¢:m: p—2(90x + ¢)%0x - f4 + )‘f?n
K A _
)‘9_9_3Qx+7;_3wx _f5+%f3x>

M+ g+ 20, = fe.

(3.15)

\

Pour résoudre le systeme (3.15) est équivalent a trouver

(0,9,0,q) € H*(0,1) N HL(0,1) x H*(0,1) N H3(0,1) x H*(0,1) x H(0,1)

[ {20+ A+ A ) pw — Ky + )ws}dr = [ (o1 fa+ (o1 + ) fi — pazola)wd,
Jo Hp2X20x + bbuxe + K (9, + )X + 90X dr = [ po(fa + Ms)xde,
fgl{P?))\le + KQuw1 + YA fdr = fol(P3f5 + 7 f3z )wrdz,
\ fo {(moA 4+ 0)gx1 + Kby x1}de = fol Tofex1dx.
Pour tout (w,x, w1, x1) € W = H}(0,1) x H}(0,1) x H*(0,1) x H}(0,1).

par conséquent ; le probleme (3.16) est équivalent au probleme

5((907 'lvba 97 Q)v (OJ, X5 W1, Xl)) = l(wa X5 W1, Xl)) (317)

ot la forme bilinéaire £ : (HJ(0,1) x Hg(0,1) x H*(0,1) x H3(0,1))?> — R et la forme linéaire
[: H}0,1) x H}0,1) x H'(0,1) x H}(0,1) — R sont définit par

(3.16)

1
E((p,0,0,9), (w, x, w1, x1)) = / {(Np1 + A + Xe o) pw — K (o, + ¥) (wy + x) bz
0
1
4 / [9aN20x + b xo + Yawia b
0
1
+ / {psNOwy + ke X1 + YA X HdT
0

1
+ / {(ToA + 8)gx1 + Kb, x1 }dz,
0
et
1
w, x,wi,x1)) = / (prfat(Ap1 + 1) f1 — pozo())wdz
0

1

1 1
+ / p2(f1+ Af3)xdx + / (p3fs + 7 [fz)wrdx + / 7o fex1dx,
0 0 0

ou zp(x) satisfait I’équation (3.14).
Pour appliquer le théoreme de Lax-Milgram ; il suffit de vérifié la continuité et la coercivité

de la forme bilinéaire £ et la continuité de la forme linéaire [ .
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3. Existence et Unicité de la solution du probleme

1. Continuité de &

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient

1
/ {01 + A+ Xe ) ow + K (9o + ) (we + x) b
0

’5((907 wa 97 Q)u (wa X, W1, Xl)) ‘ -
1
+ / {p2 XX + bibpXa + Ybuwi,
0
1
+/ {pS/\ewl + R4z X1 + VwaXx}dx
0

1
+/ {(Tg/\"‘(”QXl‘f’/iexXl}dx’
0

)5((90, ¥,0,q), (W, X, w1, x1)) ‘ < maX<(A2p1 + A+ Ae M ), K, paX2 b, 7y, pa, K, YA, (ToA + 5))
(pllzz + 1 1z2 + 161122 + llallz ) (ol ez + lxllse + oo
+ lhallzz)
< Ci (gl + 1l + 160 + gl )
(holli + Ixlizg + Nl + 1xa L)

<Ci

(%M&@’W)(w,x,wl,xl))’W

donc £ est continue.

2. Coercivité de &

1
§((p,1,0,9), (9, 0,0,9)) = / {(Np1 + A + Xe o) p® + K(p, + 1)}
0
1 1
+ / {p2 N + b2 + v02 b dx + / {ps\0* + K + Y \Y2}dx
0 0

1
+ / {(To\ + §)q? + I{Qg}dI
0

D’apres 'inégalité de Young, on trouve

1 1
- / oot < / (outb|da
0 0
1 [t 1 [t
< Z 2de + = 2dzx.
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3. Existence et Unicité de la solution du probleme

Donc

1 1 1
/ Ydr > —/ 2dx + —/ .
0 2 Jo 2 Jo

: K K
E((,9,0,9), (¢, 0,0,9)) > /0 {()‘291 A+ AT )" + @l + (p A+ )0+ (b VY]

NP+ (3 + BB+ (oA + 0) + g2
K
2 )

(rox +0), 1) (lellz + 1015 + 1017 + llallz;)-
Z C2’(@7¢797Q)|I2/V

On a

. . K
> min (\*p1 + A+ Ae i), 7 (02A” + ), (04 9A), psd, (v + 1),

donc & est coercive.

3. Continuité de 1;

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz ; on trouve

1 1
l(“vawlaXl)‘ = ) /0 (prfa+ (Ap1 + 1) fr — pazo(x) )wdz +/0 p2(fa + A f3)xdz

1 1
+ / (p3fs + 7 faz)widz + / TOfGdefE’
0 0

ol

+ HTofG
L2

<]

P2f4+)\f3)

i

pife+ Aoy + ) f1 = ,Uzzo(x)’ 2T ’

»

LQ

+ {|p3fs + 7V fs X1

w1 ‘ .
L2

pafa+ Afs

o)

L2

|
2

L2

<m ( prfe + (Ap1 + 1) f1 — pazo()

ol (e, I
(

|
L2

p3fs + 7 [z
LQ

w1 X1

] ]
L2 L2

1)
Hy

VAN

ax

ol + Il + el I
H} H} H1

C

3 ‘

donc [ est continue.

IN

vavwlaX1>‘W

Régularité de la solution :( retour de la solution forte )

En appliquant le théoreme de Lax-Milgram, On en déduit que pour tous (w, x, w1, 1) €
H(0,1)x H}(0,1)x H'(0,1) x H}(0, 1), le probléme (3.17) admet une solution faible unique
(p,1,0,q) € H}(0,1) x H}(0,1) x H(0,1) x H(0,1).

Pour démontrer la régularité de la solution (p, 1, 6, q) ; on applique simplement la remarque

suivante :
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3. Existence et Unicité de la solution du probleme

Remarque 3.1 Si f € H*(Q) avec, k entier > 1, on vérifie aisément que la solution faible

appartient a H*2(Q).

Et comme toute solution forte (classique) de (3.15) est de classe C? alors par une applica-
tion simple de résultat du régularité, on obtient (¢,,6,q) solution forte de (3.15), ainsi
(p,1,0,q) € H*(0,1) N H}(0,1) x H*(0,1) N H(0,1) x H*(0,1) x H}(0,1).

Alors, V'opérateur \I — &7 est surjectif pour tous A > 0. Par conséquent, le résultat du

(3.1)résulte a I'application de théoreme de Hille-Yosida. m
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Chapitre 4
Stabilité exponentielle pour p; > po

Dans ce chapitre, on montre que; sous 'hypothese p; > ps, la solution du probleme
(3.1)-(3.3) décroissant exponentiellement, indépendamment de I’hypothese de vitesse de
I’onde. Pour réalisé notre objectif on utilise la méthode d’énergie, on définit une fonction de
Lyapunov qui vérifiée la décroissance exponentielle .

Pour appliquée I'inégalité de Poincaré a 6, posons :
- 1
Gl t) = O, 1) — / o) dz.
0
Alors, d’apres la troisieme équation dans (1.1). on a :
1 —
/ O(z,t)dr=0 V t>0.
0

Dans ce cas, I'inégalité de Poincaré est applicable & 6, d’autre part (¢,,0,q, z) satisfait le

systeme (3.1) et les conditions aux limites (3.1)-(3.3). Pour £ satisfaisant

THy < & < T(2pm — po2), (4.1)

Dans toute la suite, on remplace @ par @ pour simplifié 1’écriture.

on définit le fonctionnelle d’énergie de la solution du probleme (3.1)-(3.3) comme :

1/t 1 !
E(t) = E(t,2,¢,4,0,4) = 5 / {pr} + 2t b + 5/ {K(0r +0)° + b3 + pst*}da
0 0

1 1 1
—l—/ T0q°dx —|—§/ / 22(x, p, t)dpda. (4.2)
0 2Jo Jo
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4. Stabilité exponentielle pour j1; > s

On multiplie la premiere équation de (3.1) par ¢y, la deuxieme équation par 1, la troisieme

équation par 6 et la quatrieme équation par ¢, on obtient

.

p1ou(, )i (2,1) — K +0)a (2, (@, t) + pnpf (2, 1) + poz(z, 1, )pi(x,t) =0
pathu (2, )b (2, 1) — bibae (2, )2, 8) + K (o + U) (@, )0 (3, ) + 0a (2, 1) (2, 1) =0,
p30i(x,1)0(x, 1) + ke (2, 8)0(z,t) + Y (2, t)0(z, 1) =0

T0qi(x, t)q(x,t) + 0¢*(x,t) + Kb, (x,t)q(z,t) =0

q

\

I'intégrale par partie donne

( fol{p190tt90t + K(pz + V) ote + 107 + poz(z,1,t)p pdr =0,
f01{02¢tt1/1t + by + K (o + )0 + 0,0 de =0,
0300 + kel + Vb0 dz =0,

fol{TOth +0¢® + Kkbyq}dr =0,

\

Alors, on obtient

1
/ {Pl@tt@t + K(px + ) (@ta + 1) + ,U/ISO? + oz + patyty + bbby,
0
+ p30:0 + Toqrq + 5q2}dx =0

D’autre part; on a

1d [! ) ) !
— P17 + patb dw:/ 1Pt + patbuthy pdx

et
1d

1 1
5@ {K(80m+1/))2+bwi+p382+7-0q2}dm = / {K((,Om—f-lb)(QOtg;—H,Dt)+b1/1x¢tm+p3‘9t8+7—OQtQ}dx‘
0 0

Alors, on trouve ’égalité suivante

1d
2dt

1d (!

2 2 2 2
2t J, {K(sowrw) + 0y + p30” + Toq }daz

1
{/wt + pot} }d:v + =
0

1 1 1
= —5/ ¢*dr — ul/ O (x,t)dw — /LQ/ oi(x, t)z(z, 1,t)d. (4.3)
0 0 0

On multiplie la derniere équation dans (3.1) par ({/7)z et intégrant la résultat sur (0,1) x

(0,1) respectivement de p et x, on obtient

2dt// (x,p,t dpdx——//zszp, Ydpdx
// 2(x, p, t)dpdx

= _7'/0 {2*(2,0,t) — 2*(x,1,t) }dw (4.4)
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4. Stabilité exponentielle pour j1; > s

De (4.2),(4.3) et (4.4), on a

dE ! ' : 1
0 _ | dtto—(n=5) [ etanae—g [ 2 [ otz .
(4.5)

On utilise I'inégalité de Young, (4.5) réécrit comme

dE(t) ' 2 § o ' 2 £ 2 ' 2
artt) o - S 2 (s 1
1
—,ug/ oi(x,t)z(x, 1, t)dx.
0

Alors, en utilisant (4.1), on en déduit qu’il existe C' > 0 tel que

dﬁfl—t(t) < —(5/01 i C(/Ol (2, t)dx + /01 22(, 1,t)dx>- (4.6)

La derniere inégalité implique que I’énergie E est une fonction non croissante par rapport a t.

Théoréme 4.1 On suppose que ps < py. Alors, il existe deux constantes positives C' et -y,

indépendamment de t, telle que pour toute solution de probleme (3.1)-(5.3) on a
E(t) < Ce™ pour tout t > 0. (4.7)

Remarque 4.1 Le résultat exponentiel dans le théoréeme 4.1 se tient sans aucune hypothese
sur les vitesses des ondes de la premiere et la deuzriéme équation dans (1.1). A l'absence
du retard et du terme d’amortissement linéaire ou, pn = pe = 0 dans (1.1), il a été prouvé
par Fernandez Sare et Racke que [’hypothese selon laquelle ['onde accélére sur la premiere
et la deuzieme équations ne donne pas de stabilité exponentielle lorsque la conduction de
chaleur est donnée par la loi de Cattaneo. Cependant, il a été récemment qu’un nouveau
nombre selon 1y qui conduit a une stabilité exponentielle du systeme. D’autre part la conduc-
tion de chaleur est donnée par la loi de Fourier stabilise [’ensemble de systéeme de maniére

exponentielle lorsque les ondes ont la méme vitesse.

Remarque 4.2 [l s’agit d’un probleme ouvert intéressant pour voir si la conduction de
chaleur est suffisamment forte pour stabiliser le systéme (1.1)(au moins polynomiale) dans

le cas ot po > puy.
On construit une fonctionnelle L(t) équivalente a 1’énergie F(t) et satisfaisant

dL(t
% < —AL(t) pour toute ¢ >0,
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4. Stabilité exponentielle pour j1; > s

Pour une constante A > 0. Afin d’obtenir une telle fonctionnelle L, on a besoin de plusieurs

lemme, Tout d’abord, considérons la fonctionnelle /; donné par
1 w1
0 0
Lemme 4.1 Soit (p,1,0,q, 2) la solution du (3.1)-(3.3). Alors, pour toute €1 > 0, on a

K 1 K 1 1 1
Li(t) < (—K—i-el( —|—%>>/ goidx—l——c/ widx—i-& Zz(l‘,l,t)dl’—i-pl/ idz,
2 "9 ] 21 Jy 21 Jo 0
(4.9)

ot ¢ = 1/7% est la constante de Poincaré.

Preuve On dérive (4.8) par rapport a t, on conclue que

Al (¢ 1 1 1
1) :/ Pl%t‘ﬁdﬂf‘i‘ﬂl/ @?d:c—i—m/ ppidx.
0 0 0

dt

Alors, en utilisant la premiere équation dans (3.1), on trouve

dI, ()
dt

1 1 1
=K | (pz+)spdr — Mz/ pz(x,1,t)dx + py / pidz.
0 0 0

Par conséquent, on arrive a

dI; (1) ! ! :
— = K[ (petd)pede — ug/ pz(z, 1, t)dx + py / prdu.
0 0 0

Appliquant les inégalités de Young et Poincaré ; on obtient :

d[l(t) 1 1 1 1
7:—[(/ widw—K/ wsoxdx—m/ ¢Z(w,1,t)d$+pl/ pid,
0 0

1 1 1
K
< K/ dx+ /goid:v—k—c/ @Didm—i-%/ 2dx
0 2e1 Jo 2 Jo

1
+ 22 2, 1t de + pl/ prdr,
261 0

K ! K '
< (—K+51< +M—26>>/ 2dx + C/ Vidr + L= H2 / ($,1,t)d93+P1/ prde.
2 "2 )) 2, 2¢, 0

Soit w la solution de

—Way = Py avec w(0) =w(l) =0; (4.10)

- [ vttty o [ vt na),
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4. Stabilité exponentielle pour j1; > s

Lemme 4.2 La solution de (4.10) satisfait

1 1
/ wid:v S/ ¢2dx
0 0
1 1
/ widz §/ Vidw
0 0

on multiplie I’équation (4.10) par w, on trouve

et

Preuve

1 1
— W = Ypw => —/ Wepwdr = / Ypwd.
0 0

L’intégrale par partie donne

/0 P — /0 s,
Alwggdx/olw(/:mda:)dx,
<
< /0 Ve,

et d’autre part, d’apres Poincaré on a

1 1
/ wfdxg/ V2 dx.
0 0
1 1
/w?d:ﬂg/ wfdx
0 0

Soit w la solution de (4.10). Soit la fonctionnelle

et comme wy(t,0) = we(t,1) =0

I(t) := /01 (pgw + pripiw — %wq) dx.

(4.11)

Lemme 4.3 Soit (p,1,0,q, 2) la solution du (3.1)-(3.3). Alors, pour toute €5 > 0, on a

dL(t)
dt

2 2 2K

1 1
ToE € T
+(p2+702+p12>/wfda:—i-(m%—pl)/gofdx+(70

2K 269 2e9
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- (—b+ Clacs | Cpngn vsgc>/ wgdx+2“—2/ 22,1, 4)da
0 €2 Jo

5 1
+ 7 ) / ¢dzx.
2re2/ J

(4.12)



4. Stabilité exponentielle pour j1; > s

Preuve

dy(t)

1
VT, T
pr / <P2¢tt¢ + p2t0f + prpuw + prpws — TOZDtC] AL
0

@Z)Qt)

D’apres la deuxieme équation dans (3.1), on obtient

P2 /01 (2/13 + ¢tt¢> dx = py /01 Vidr + b/o1 Yppthdar — K/Ol(gox + Y)pdr — 7/01 0,dx.

En utilisant la premiere et la quatrieme équations dans (3.1) puis (4.10), on obtient

1

1 1 1 1
pl/ (cpttw + @twt> dr = —K/ oY dx + K/ widr — ,ul/ owdx — ,ug/ 2(z, 1, t)wdx
0 0 0 0 0

1
+P1/ prwd,
0

Et
s 01 (wtqwqt)dx———/ o dw+—/ wquﬂ/ O, )da.

En utilisant les égalités ci-dessus, on trouve

d]
2( /wtdx—b/ dex—K/ ¢2dx+K/wdx—u1/ pwdz
1 1
—,ug/ z(x,l,t)wda:—l—pl/ gptwtdx——o/ Q,thdﬂv-l——o/ Yqdz
0 0 K Jo K Jo

En appliquant les inégalités de Young et Poincaré et, en utilisant les inégalités du lemme

(4.2), on obtient

1
d(t) (—b+ Ghcz 0“252 57526 / vde + - Fa / 2(z,1,t)dx

dt 2

1
YToE2 P162 9 (Ml Pl)/ 2 (770 0 >/ 2
prez de+ (HL 4 P d dz.
+<p2+ % 2 /Owt t0s s )y P, Tk ), T

On définit la fonctionnelle

1 1
= / / e ¥ 2% (x, p, t)dpdz. (4.13)
o Jo

Lemme 4.4 Soit (p,%,0,q,2) la solution du (3.1)-(3.83). Alors, on a

dIg(t) C1 ! 2 1 /1 2
< — - + — t)d 4.14
b S I3(t) 27_/0 2¥(x, 1, t)dx 2 . oy (x, t)dz, ( )

Ot ¢q est une constante positive
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4. Stabilité exponentielle pour j1; > s

Preuve

On dérive (4.13) par rapport a ¢ et en utilisant la derniére équation dans (3.1), on trouve

/ / P2z, p, t d,ada: = / / 20 22,(x, p, t)dpda
< _—/ / e 2z, (x, p, t)dpdx
< - // 2P 2z, p, t dpdx——/ / 8p e 2P (z, p,t))dpda

< —15(t) / {e7?"2%(x,1,t) — 2*(x,0,t) }dx

L’estimation ci-dessus implique qu’il existe ¢; une constante positive telle que (4.13) tient
|

Pour obtenir un terme négatif de fol Y2dz, on définit la fonctionnelle

16) = s | ( [ ottty (4.15)

Lemme 4.5 Soit (p,1,60,q, 2) la solution du (3.1)-(3.3). Alors, pour toute £4,€y > 0, on a

dl4(t) €4P2f‘0 Lo 43 /1 2
< _
n S ( Yp2 + / Yidx + (—2 (b+ Kc)) Yidx
1

K 1
€4p36 / 2dw + 7,03 + —/(b + K+ Kc)) / 02dz + 220 ¢ dz.
2 0 254 0

(4.16)

Preuve

On dérive (4.15) par rapport a t et en utilisant la troisieme équation dans (3.1), on trouve

d]4(t) B 1 T 1 x
pra /0 ( /0 p39tdy)pz¢tdx+ /0 < /0 p39dy>p2¢ttda:

1 x . .
- —/ (/ (kgy + Wty)dy) pordx + / (/ pg@dy) (2w — K (s + 1) — 0, dx,
0 0 0 0
1 1 1 1 1 N
== | vide - p2"”/ qiedr = bP3/ Odi + Kpg/ Opdzr — Kpg/ (/ 0dy) vz
0 0 0 0 0 0

1
+ vp3 / 0%dx.
0
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4. Stabilité exponentielle pour j1; > s

En utilisant les inégalités de Young, Poincaré et Holder ; on obtient

dIL(t) ! 2 ! 2, €4 ,9 /1 I s €4 2
< d (— c4 )d b (—9 4 )d
PR 702/0 (Un x+pzf~€/0 254q + 2% T + Ops3 . \22) + 2% €

! 2, €1 o R ! 2 e ' 2
+Kp3/ (—,9 + 54, )dx+Kp3/ (-(/ edy) + 4y )dx+7p3/ 0%dz,
0 \2&y 2 o \2e4\Jp 2 0

1 / 1 / K 1
< (=t 22) [tae s (S04 K0) [ taer B [ e
0 0 0

1 1
+ <7p3+p—?’,(b+K+Kc))/ 0%de + 22 | da.
254 0 254 0

De méme pour obtient un terme négatif de fol 0%dx, on introduit la fonctionnelle

I5(t) == —7ops3 /Olq(t,x)</ox H(t,y)dy)dx. (4.17)

Lemme 4.6 Soit (p,1,0,q, 2) la solution du (3.1)-(3.3). Alors, pour toute 5,5 > 0, on a

dl5(t) 55p350> /1 9 E5TOY /1 2 P30 ToY /1 2
<(- 0du+ 220 [ tdn+ (ron+ 22+ 20) [ glan,
p _( pP3k + 5 ; T+ 5 Oz/Jt T+ Tgli+285+2€,5 Oq x
(4.18)
Preuve

On dérive (4.17) par rapport a ¢ et en utilisant la troisieme et la quatrieme équations dans

(3.1), on trouve

dl;it) = —p3 /01 7’0%(/; 9dy>d9€—70 /OIC]</01 P39tdy>d$
1 x 1 x
= —pg/o (—5q—n9m)</0 de)dx—To/O q(/o (—/iqy—m/Jty)dy)dx
= pgé/olq(/oxédy>da:+pgn/(]léx(/ox@dy)dx+Toﬁ/01q(/0qudy>da:
+TO7/OIQ(/Om¢tydy>dm

D’apres les inégalités de Young et Poincaré; on a

1 / 1 1
55035C> 2 E5ToY 2 ( P30 TO’Y) / 2

<[ - 0“d - d —_— 4+ — dx.

_( p3k + 5 /0 T+ 5 /O@Dt T + TOK+255+25’5 ; q dx

Preuve (théoreme 4.1) Pour prouver le théoréeme (4.1), on définit pour N, Ny, Ny, N5 > 0
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n pgé/ov <2€5q + 5 (/O 0dy> )d?[) pg/{/o 0 dl‘+ 70/{/0 q dl’-|— oY ; <2€/5q + 2¢t>dx



4. Stabilité exponentielle pour j1; > s

la fonctionnelle de Lyapunov L suivante :

On dérive (4.19) par rapport a ¢ et en utilisant (4.6),(4.9),(4.12),(4.14),(4.16) et (4.18), on

trouve
dL 1 1 7
Tt exlos [ owe( f[atmnns [[sanon)]+ (-xa(f +5))-
0 0
1
Ke [' o 1 /2 Mol (-b+ 52 T
/ dx+251/¢ +2€1 2 (x, 1, t)dz + py OSOtdifJF AL
1
) Pt 2 [t (82229 [t
0

1 1
L 28 | e (0 —57)/ Zd]—ft—ﬁ/ 2(z,1,t)d
+<252+252/ Pl o, Yo, ), T~ B =50 |2 L )de
1 / 1
+—/ ¢§(x,t)dx+N4[(—7p2+€4’;“)/ wfd:r%—(%(b%—l(c))/ Ve
0
K 1 1
54’)30 /¢2d:v+ p3+2,(b+K+Kc)>/ 92dx+’2’2—'{/ q2dx]
0 €4 0

/ 1 1
+N5[(_pgﬁ+55p356)/ 92dx+€5%7/ ¢3dx+<70m@+m>/ 2d4
0 0

dLt) (— L Ny(— b Sz et OVERCY (S g /1 Vide
dt 2%, C 2 2 2k g 0 C
K K !
+(—K+a(F+50)+ N 2p3c)/ Prda — I(t)
0

1
H2 H2 €1 2 Ha P1 1
CN+ — N———> ,1,t)d (—CN N(— —) —)X
( +21+ 290y 27 / (z )dx + + Na 262+262 +,01+27_

+

1

ToE & 13 K 57'

/ 2dx + N2 p2+72°2+—p122)+N4( Vpa + 422 ) + N5 5207 /wfdrc
0

[e=]

Y7o oy P2k P30  ToY ' 2
NS+ N. N2E LN P30 | T ) d
+< n 2(%52*2%2“ e+ 5(TO/€+25+2€5) /Oq «

+ (Na(vps + 25 (b + K + K)) + Ns (= pri + 55’)350)) / 0%da. (4.20)
0

2¢e) 2
A ce point, on va choisir les constantes. D’abord, on choisit €1, g5, &4 et €5 assez petit tel que

c c oye b K c
SCRE NS R IE

On peut choisir Ny assez grand tel que
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4. Stabilité exponentielle pour j1; > s

De plus, on choisit N, assez grand tel que

N4% > Ny (p2 +

YToE2 P1€2
+ —).
2K 2 )

Une fois que Ny et Ny sont fixées, on prend €/ assez petit tel que

Nob 1 }

"< i {
4= i 4N4p3(b + KC)’ 2N4p30

Puis, soit N5 assez grand tel que

Nspsk

> N4(w3 + B+ K+ Kc)).
2ey

Apres cela, on fixe €f assez petit tel que

;< Nyypa

£ .
> = 4Nsmoy

Enfin, une fois que toutes les constantes ci-dessus sont fixées, on choisit N assez grand tel

que
CN > 1nin 4 22 LN, H2 o N (o), L
2 = 2ee1 29, 2704 V2\ 2¢, 2e9 P1 2t |7
NS aT0 4 Sy P2k p3d | Ty
2 2 N2(2n52 + 2m52> + N4 2e4 + N5 (TOH + 2es5 + 26’5>'

Par conséquent, il existe une constante positive 7y, 1, telle que (4.20) devient

dL(t)

1 1 1
ar < —m / (V2 + 92+ 02 + (0 + )2 + 6%+ ¢H)dx — ny / / 2(z, p,t)dpdz, (4.21)
0 o Jo

Ce qui implique par (4.2) qu’il existe aussi une constante 73 tel que

dL(t
# < —m3E(t) pour toute ¢ > 0. (4.22)

Lemme 4.7 Pour N assez grand, il existe deux constantes positives 31 et By en fonction

de Nv N17N2aN47N57€1752a€47€£1755 et 5/5 tel que
BIE(1) < L(t) < BB (1) (1.23)

Preuve

pour prouver le lemme ; on considere la fonctionnelle suivante
H(t) := I (1) + Nola(t) + I3(t) + Nala(t) + NsI5(1)
et montre que

[H(t)] < CE(t)
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4. Stabilité exponentielle pour j1; > s

Pour un constant C' > 0. De (4.8), (4.11), (4.13), (4.15) et (4.17), on obtient
1 1 1 .
H(t)] < ‘/ provpde + &/ s@de‘ +Nz‘/ <p2¢tw+p1%w - H@bq)dw)
0 2 Jo 0 K
11 1, ra
+‘/ / 6_27’)22(137p,t)dpdx‘ + N, pm/ (/ G(t,y)dy>¢t(t7w)dw‘
o Jo o “Jo
1 T
—Topg/ q(t,:c)(/ H(t,y)dy)da:‘. (4.24)
0 0

+ Nj

Comme

02 < 2(py +)* + 207

En utilisant I'inégalité de Poincaré, on trouve

1 1 1
/ O?dr < 2/ (o +¥)dx+2 | 2dz.
0 0 0

D’apres I'inégalité (4.24) et 'inégalité ci-dessus, on trouve

P1 P ! jz p 1
|H(t)!§5/ 2dw+51 p?dr + 21/ Pdr + Ny 2/ Y2da + P /w2da:+— Pl

1 1 1
/de +W“ /de +7°/ 2dx>+/ / zQ(x,p,t)dpda:+N4<%/ 02dx
0 0 0

1 1 1
n % wfm) v N5(T°2”3 / dr + Tog3c / 92dx). (4.25)
0 0

Alors (4.25) devienne

1

1
(2 + 1) d$+044/ 1/1d$+045/ 0%dx
0

0

1
H(t)<a1/ Oidr + ay 1/1tdx+oz3/
0

+a6/ 2d:c+// (z, p,t)dpdz.

Ou les constantes positives aq, aso, a3, g, a5 et ag sont déterminées comme suit :

a1 = 3(p1+ Napr), = 5(Nap2 + Nupaps), ay = py + 1,
Oy = % 2(P1 + ,ul) + M + N292C2 + N2p20), a5 = %<N4p2p30 + N5Tong>
1
2

ag = 5 (NopT2 + N57'0P3>

Selon (4.25), on a
[H(1)| < CE(1)

pour
max{al, Qg, (3, 0y, Qs a6}

min{pla P2, P3, K7 ba Ky 7, 57 7—0} '

é:
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4. Stabilité exponentielle pour j1; > s

Parce que le probléme a un sens c’est le min{py, po, p3, K, b, K, 7,9, 70} positif et < 1. Ainsi,

on obtient
L—NE(t) < CE(t).

Donc, on peut choisir N assez grand pour que 8, = N — C, 8, = N + C > 0. Alors, (4.23)
est vérifiée et cela conclut la preuve du lemme m

En combinant (4.22) et (4.23), on conclus qu’il existe certains A > 0 tels que

dL(t
% < —AL(t) pour toute ¢ > 0. (4.26)

on integre (4.26), on trouve

L(t) < L(0)e ™ pour toute ¢t > 0. (4.27)

D’apres (4.23),(4.27) et comme : lim L(t) = 0 et L(t) ~ E(t) ce qui résulte lim E(t) =0;

t——+o0 t——+o00
donc

Jim [[(p,0,6,q,2)]r =0

Alors finalement on dit que la solution est exponentiellement stable.

D’apres la définition de la stabilité ; car la solution (p,,0,q, z) stable dans H, si

(@a@D?Q?q”Z)”H =0

lim ||
t—+o00
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Conclusion
Dans ce mémoire, on a étudié ’existence et I'unicité de la
solution d’un systeme thermoélastique linéaire de dimension
un de type Timoshenko avec un retard dans la contre-réaction,
ainsi que la stabilité exponentielle de la solution par la
méthode d’énergie on construisant la fonctionnelle de

Lyapunov.
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