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Introduction

Ce mémoire est divisé en trois chapitres :

Un chapitre de rappels, suivi d’un chapitre le plus importante des trois sur
les réductions des formes quadratiques, et le troisieme chapitre résume le
chapitre 11 sous la forme d’application.

Chapitre | : Définition et théoremes importants.

Chapitre 11 : est consacrée a I'étude des formes bilinéaires symétrigques et des
formes quadratiques qui leur sont associées.et puis nous étudie les coniques et
les réductions des formes quadratiques ; et dans cette partie nous allons voir
comment nous pouvons donner une forme canonique de la forme quadratique
et sa classification.

Chapitre III : Réduction des formes quadratiques et Applications.
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Chapitre |

1. Espace préhilbertiens:
Définition1.1:

On appelle espace préhilbertien un ensemble E muni d’une structure d’espace vectoriel
sur K et d’une forme hermitienne positive .on dit que E est un espace préhilbertien réel (resp
complexe) lorsque K =R (resp K =C ).

2. Espace hilbertien :
Définition2.1:

On appelle espace hilbertien (ou espace de Hilbert) un espace préhilbertien séparé et
complet on dit qu’une norme sur un espace vectoriel E (sur K )est hilbertienne si elle est
préhilbertienne et si I’espace normé est complet.

Définition2.2:

On appelle produit scalaire sur H une forme hermitienne définie positive sur H.
Proposition2.3 :

Si (.| .) est un produit scalaire sur H, I’application

H— [0, +oo]

x> Y&l
Proposition2.4 : (Inégalité de Cauchy -Schwarz) :
Si (.].) est une forme hermitienne positive sur H , on a pour tous X,y € H
[CxIn1? < llxlZllyll?

L’inégalité ci-dessus dite inégalité de Cauchy —Schwarz est une égalité si et seulement s’il
existe a, B € K non tous deux nuls tel que ||ax + By ||? = 0.

Le théoreme de Représentation de Riesz — Fréchet :

Le théoréme de représentation de Riesz caractérise le dual topologique d’un espace de
Hilbert : il montre comment on obtient toutes les formes linéaires continues sur un espace de
Hilbert.

Théoréme : Soit ¢: H—- K , une forme I[K-linéaire continue sur un espace de
Hilbert(H: (.|.)) .Alors il existe un unique vecteur x € H tel que pour tout ye H ,
¢ (y) =(y|x).De plus la norme de I’application linéaire ¢ vaut |||l = ||x]|| .
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Démonstration :

Si ¢ = 0 on peut prendre x = 0 .Supposons ¢@+0 et posons K=Ker ¢ puisque ¢ est
continue, X est un sous espace vectoriel fermé de H. De plus ¢ est surjective car non nulle
donc dim K+ =dim H/X=dim K =1.

Soit alors x, € K+ tel que X*+=K x, ; considérons la forme linéaire continue (. |x,) sur
H .son noyau est {x,}* = (K1) =K = Ker ¢ .Donc ¢ et (.|x,) sont propositionnelle : il
existe a € K/{0} tel que ¢ = a (.|xy) = (. |@xy) . Montrons 1’unicité d’un tel vecteur. Si X,x’
vérifient (.|x) = (.|x") alors pour touty e H; (y|x — x') = 0,donc x —x’ = 0. Car (.|.) est
non dégénéré .Enfin d’apres 1’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour touty € H . |(p (y)| =
|(ylx)] < llx|l llyll Avec égalité par exemple poury = x donc |[o|l = |lx] .

3. orthogonalité :
Définition3.1 :
Soit E un espace préhilbertien réel de produit scalaire (.].) :
0 Deux vecteurs de E sont dit orthogonaux si leur produit scalaire est nul.

¢ Une famille de vecteurs de E est dite orthogonale si le produit scalaire de deux vecteurs
distincts quelconques de cette famille est nul.

¢ Une famille de vecteurs de E est dite orthonormeée si elle est orthogonale et si tous les
vecteurs de cette famille sont de norme 1.

¢ Base orthonormale :
Définition3.2 :
Soit E un espace de Hilbert ;(e;);c; une famille de vecteurs est dite orthonormée si
(el-|ej) =0;i#].
Orthonormée si de plus||e;|| =1 ; Vi€l.
4. Espace vectoriel normé :
On désignera toujours par K le corps R ouC.
Définition4.1 :
Soit E un espace vectoriel sur K .on appelle norme sur E toute application :

Il 11 E— [0,40o] . Telle que :

HVvxeE; ||x||=0 e x=0.
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VA eK;VxeE;| Ax| =|A|llx] .
3) V(x,y) € E*llx + yll < llxll+llyll .
Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.
Operateur linéaire sur un espace normé 4.2:
Soient (E, || 1) et(F,|l |l,) deux espaces normés sur le méme corps Ket T € L,(E, F).
Définition 4.2.1 :

L’operateur linéaire T est continue a x, € E si pour tout nombre £ >0 il existe un
nombre § > 0 tell que :

llx —xoll; < & = |[Tx — Txoll, < e.

Puisque la continuité de T peut étre caractérisée par les suites, T est continue a x, Si pour
toute suite {x,, ;n € N} c E . Tell que :

[P [P
Xp—Xo;0na Tx, —Tx,.

Définition 4.2.2 :
T€ L,(E, F) est borné s’il existe un nombre M > 0 tell que ;

ITx|l, <M ||x]l, pourtout x € E.

5. Déterminant d'ordre n :

On appelle déterminant d'ordre n la fonction qui associe a toute matrice carrée d'ordre
n son déterminant. Nous définissons cette fonction par récurrence sur n :
* le déterminant d'une matrice carrée A = (a) d'ordre 1 est a;
* supposons que le déterminant d'ordre n — 1 ait été défini pour un entier n supérieur
a 1, le déterminant d'une matrice carrée A = (a;;) d'ordre n est alors le nombre
Al = a11]|A14] - Az1lAp |+t (D™ aplApl .
=Y (=D a4 .

Proposition. Propriétés du déterminant d'ordre n 5.1 :
Le déterminant d'ordre n jouit des propriétés suivantes:

(@) det(ay,..,a;+ aay,...,a,) = det(ay, ..., q; ...a,) (N> 1, j# k) ou, plus généralement,
det (ay, ..., a;+ Zkkij Ay Ay,...,0n) = det(ay, ..., qj,...,an)
(b) det(ay,a;,...,a,) # 0siet seulement si les vecteurs- colonnes a4, a; ,...,a, sont
Linéairement indépendants.

Si A et B sont des matrices carrées d'ordre n, alors :
(c) |AB|=|AllB].
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d | ‘Al=lal.

En d'autres termes, le déterminant du produit de deux matrices carrées du méme ordre est
égal au produit de leurs déterminants et le déterminant de la transposée d'une matrice carrée
est égal au déterminant de cette matrice.

Il résulte aussitdt de (c) que :
|A*] = |Al*.
Pour tout entier positif k.

6. Espaces affines euclidiens :

Soit « un espace affine de direction E. On dit que < est un espace affine euclidien si E
est un espace vectoriel euclidien.

7. Vecteur normal a un hyperplan :

Lorsque <« est de dimension finie non nulle, on appelle vecteur normal & un hyperplan @,
de <« tout vecteur normal a la direction S de ¢ Ainsi, une droite Orthogonale a un hyperplan
a pour vecteur directeur un vecteur normal a 7/

8. Théoréme. Diagonalisation des transformations symétriques :

Si une application linéaire ¢ de E dans E satisfait a I'une des trois conditions suivantes,
alors elle satisfait aux deux autres.
(@) ¢ est une transformation symétrique.
(b) E admet une base constituée de vecteurs propres de ¢ orthogonaux deux a deux.
(c) ¢ est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont orthogonaux deux a deux.

9. Diagonalisation des matrices symétriques :

Soit A une matrice symétrique d'ordre n. En prenant pour ¢ l'application linéaire
associée canoniquement a A, du théoréme (8) nous déduisons les deux conclusions
équivalentes suivantes:

(a) A admet n vecteurs propres orthogonaux deux a deux.
(b) il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D telles que

D="'PAP ou A=PD ‘P
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1. Opérateur adjoint :
Théoreme 1.1 :

Soit H un espace de Hilbert et T € .Z (H). Il existe un unique opérateur continue de H
dans H .noté T* et appelé I’adjoint de T tel que :

(Tx,y) =(x, T*y) v (X,y) €H.
Enautre, ona (T*)*=T et || T*||=[| T|= || T*T|"*.
Démonstration :

Pour tout y dans H 1’application qui a x associe (T X, y) et une forme linéaire continue
sur H, dont la norme n’excéde pas || T || || ¥ ||, en vertu de théoreme de Représentation de
Reisz. Il existe un unique Z € H tel que pour tout x dans H.

(Txy) =(x2) et [IZ] <[ Z]Y]L.
Posons :

Z = T*y on montre aussitot, en fixant x que y — T*y. est une application
lineaireet || T*y|I< |ITIIYI-

Donc || T* ||< || T ||, opérateur (T*)* est caractérise par la
Propriété 1.2:

o (T*X,y) =(x, (T %)"y) pourx, y € H.
Or

e (T"XxY) =Tx)= Ty, x)= (xTy).
On en déduit immeédiatement que (T*)*=T et par suite || T* ||=|| T ||. De plus I’inégalité :

ITX]] < [[T*T| Ix][? V(X y) €H.
Montre que : ||T|[P</[T*T|| < ||T*]| |[T|| comme|| T*||=||T||, On a I’égalité || T*T||= ||T|[2.

Propriétés adjoint 1.3 soient T et L deux élément de .Z(H)ona:

@ (AT+ul)*=AT*+uT* pour 4, u€C
(b) (T L)*=T*L*

(c) si T estinversible, T* L’est aussietona (T*)"1 = (T"1)*.
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(d) e™=(e")"

Exemplel:
Considérons I’espace de Hilbert C" et (e;...... ,en) une base orthonormale pour C" soit :
X € C™: X =Ye=1 §k €k
Et soit A= (0jj) une matrice d’ordre n surC, Alors 1’application :
T:C" - C" donnée par :
Tx = ZZ=1(Z?=1“kjfj)ek
Est un opérateur linéaire continue nous avons :

(Tx,y) = ( Xk=1 Ciz1akjé))en Xizinie:) = Yk=12j=1k;< Tk -

Yr X @gE e = (T = (TyX) = (XT7Y)
D’ou
Ty = Z£=12?=1a_kjnjek .

Et la matrice correspondant & T* dans cette base est(4 )*, i.e. La matrice complexe conjuguéee
et transposée de A.

Soit H est un espace de Hilbert séparable et soit (e;,) une base hilbertienne de H ; et on a
tout élément A de .Z'(H) est représenter par la matrice infinie (a;;) avec a;;= (Ae; ¢;) ; on peut
voir de méme que I’operateur adjoint A* est représenter par la matrice (a;;) donnée par

a;j(A*ej,ei) comme (A*ej s ei) = (A €, ei) :E

On en déduit comme en dimension finie, que 1’adjoint A* est représenter par la matrice
transposee conjuguée.

Théoreme 1.4 :

Soit H un espace de Hilbert alors :
NTeZ (H)-» T*e.Z,(H)
i) TeZ (H - T*e.Z(H)
Démonstration :

a) Soit T € .Z, (H) estsoit {e; ;i € I} une base orthonormée pour H .sans perdre la généralité
NOUS PoUVONS SUPPOSEr que ;
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TH = [e;...... ,e,] nous avons pour tout xety € H

(X T7y)= (Tx, y) = Xk=1(TX.ex) (ex, y) = (Tx , Xk=1Ck(Y) €x)
= (6 T* (ZR=10(y) )
Donc : Ty = T*(Z’,;‘:l;(y)ek) et T*e.Z (H).
De méme argument s’applique pour montrer T* € .Z, (H) =T € .Z, (H).
b) soit T € .Z, (H), alors il existe d’aprés (voir le rappelle) une suite { T, : n € N}c .Z (H)N
Z,(H) tellque T, "—|>| T.puisque T, €.Z(H) N .Z,(H) pour tout ne Net T, UT*
Nous avons T* € .Z, (H) le méme argument s’applique pour T* € .Z, (H)= T € .Z_ (H).
Définition 1.5 :

Un opérateur Te .Z (H) est dit auto adjoint (ou par fois hermitien) s’il est égal a son
adjoint, c’est-a-dire si quels que soient x et y dans H,

(T, y) =(x, Ty).
Exemple2 :

L’operateur T de 1’exemple (1) est auto adjoint si pour la matrice A lui correspondant

dans une base quelconque de K".mais avons A=A*, c.a.d. la matrice A est hermitienne d’ou la
démonstration d’opérateur hermitien.
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Introduction

La présente section est consacrée a I'étude des formes bilinéaires symétriques et des
formes quadratiques qui leur sont associées. Ces nouveaux objets jouent un rdle important
aussi bien en algébre linéaire qu'en géométrie. On les rencontre également en analyse, en
physique et en statistique. Un des problemes clefs de la théorie des formes bilinéaires
symétriques est le probléme de la réduction.

Dans cette section, E désignera un espace vectoriel initialement de dimension Quelconque
et par la suite de dimension finie.

2. Forme bilinéaire et formes quadratique :
2.1Forme bilinéaire :

Une application f entre deux R-espace vectoriels E et F est qualifiée d’application linéaire
I’lorsqu’elle vérifié 1’assertion suivant :

i Y y)eE% V(e R% f(Ax+uy) =hf)+ uf(y).

Le méme principe, une application f << a deux variable >> de ExE vers F. est appelée
application bilinéaire si elle est linéaire par rapport a chacune de ces deux variables .plus
précisement, on a la définition suivant

Définition 2.1.1:
Soient E et f deux R—espace vectoriels ; I'application :
p: EXxE - F.
Xy) =Xy .

Est qualifiée d’application bilinéaire si :
V(X,Y,2)eE3; V(L u)e R?

@ (Ax+uy,2) = L@ (x,2) + 1o (Y, 2).
et @ (X, Ay+uz)= h o (X, ¥) +po (X 2).

Il découle de cette définition que si les vecteurs x et y s’expriment comme des combinaisons
o, . . ) 414 el y—VP —yq
linéaire a coefficient réels d’éléments de E.ie : si  x=),_, AiXi et y=) j=1 M yj avec A et

u; des réels et x; , y; des éléments de E.

Alorsona:

oY) =@ E Aixi Y) =X, 4o (xi,Y).



Chapitre 11

=X, A (xi 1Z?=1#j Y )= Yiey Z?=1 Aiby @ (x;, ¥;)

Remarque 2.1.2. :

On appelle « forme » tout application définie sur un espace vectoriel qui a valeur dans le
corps de base de cet espace vectoriel, ainsi une forme bilinéaire sur R -espace vectoriel E est
une application bilinéaire ¢ de ExE a valeur dans R .

Dans ce chapitre le corps de base des espaces vectoriels est le corps des nombres réels R.
Signalons tout fois qu’une théorie similaire a celle que nous présentons dans ce chapitre existe
pour des espaces vectoriels sur le corps deférent comme par exemple le corps des nombres
complexes.

Exemple 2.1.3 :

Sur I’espace vectoriel C([0,1] , R) des applications continues de [0,1] dans R
I’application ¢ :®(]0,1], R)x ([0,1], R) — R définie par :

1
@ (f, g)=f, f()g(®)dt.

Est une forme bilinéaire ce résultat découle des propriétés de linéarités de 1’intégrale.

Matrice d’une forme bilinéaire 2.1.4 :

Jusqu'a la fin de cette section nous supposerons que E de dimension finie non nuls n.
Considérons une base quelconque (e;...... ,en) de E désignons les composantes des vecteurs
X et y dans cette base respectivement parx;,..., x, et y;,..., y,, Soit ¢ une forme bilinéaire
dans E d’apres la définition bilinéaire :

P(X Y)= o(Uis x; €, Xj-1Yiej) =Xi=1 Xi ¢ (€1, Xi=1Vie))
=X xi(2?=1 Vi@ (e;,6)=Xi=1 21]'21 ajj Xiyj-
Ou nous avons posé ¢(e; ,ej) = a;;.

On appelle la matrice carrée d’ordre n, A=(a;;) matrice de la forme bilinéaire ¢ est dans
la base (e;...... .en) lorsque ¢ représenter par le dernier membre, on appelle les nombresa,;,
Coefficients de ¢ .

I1 est évident que la matrice d’une forme bilinéaire dépend de la base choisie on outre cette
matrice est symétrique si est seulement si la forme bilinéaire est symétrique.

a I’aide de la matrice A, I’égalité des deux membres extréme s’écrit plus simplement :
_t
QD(X, y)_ xeAye-

10
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e Forme bilinéaire associe a une matrice :

Soit A une matrice carrée d’ordre n, on appelle forme bilinéaire associée canoniquement
a A la forme bilinéaire ¢ dans R™ définie par :

@ (X, y)= XAy .

e Transformation de la matrice d’une forme bilinéaire par suite d’un changement de base -

Soit ¢ une forme bilinéaire dans E, (e;...... ,en) et (e'q,...,e',) des bases de E .A la
matrice de ¢ dans la base (e;...... ,en), et A’ la matrice de ¢ dans la base (e'4,...,e’,,) d’une
part ;

@ (X Y)= "%eAYe = (Peer¥er) A (PeerVer)= Xer(Deer A Deer)er-
Et d’autre part ® (X, y) = %0, Ay,
Comme x et y sont des vecteurs quelconques cela entraine la relation :
A'="Poe/ADeer (1%)
Définition2.1.5 :

On appelle rang de 1’application bilinéaire ¢ le rang de la matrice de ¢ dans une base
quelcongue de E.

2.2. Forme hermitienne :

Dans toute la suite, on désigne par IK un corps qui est soit le corps R des nombre réels soit
le corps € des nombre complexe. Pour @ € K on pose @ = a si K =R et « = le complexe
conjugué de a si KK = C .on désigne par H un espace vectoriel sur.

Définition2.2.1:;

On appelle forme hermitienne sur H une application ¢ : H X H — K qui vérifie, pour tous
X,¥,Z€ H ettousa,f €K,

1) ¢ (ax + By.z) = a¢ (x.2) +B¢ (. 2). (2%)

) (x.y)= 6 (.x).

Une forme hermitienne est également appelée une forme sesquilinéaire remarquons tout de
suite que ceci implique :

11
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o (x.ay + Bz) =ad (x.y) + Bo (x.2) pour tous X,yZ€ Hettous a,B €K .

Lorsque IK =R ; une forme hermitienne est donc par définition une forme bilinéaire
symétrique sur H lorsque IK = C ; ¢ est linaire en son premier argument et anti linéaire en son
second : en outre. Elle n’est pas symétrique, la définition ci-dessus entraine que ¢ (x.0) =0
pour tout x € H et ¢ (0.x) = 0 pour tout x € H , de plus ¢ (x.y) = 0 si et seulement si

¢ (y.x)=0.
¢ Une forme hermitienne ¢ sur H est dit :
1. non dégénérée si sonnoyau Ker ¢ :={y € H ; ¢ (x.y) = 0} est réduit a 0.
2. positive si ¢ (x.x) = 0 pourtout x € H .
3. définie positive si ¢ est positive et si ¢ (x.x) = 0 implique x=0.
En particulier, une forme hermitienne définie positive vérifie ¢ (x.x) > 0 pour tout
x € H\ {0} .
2.3. Forme quadratique associée a une forme bilinéaire :

Soit ¢ une forme bilinéaire dans E on appelle forme quadratique associée a ¢
I’application Q de E dans R .

Par exemple :
(1) la forme quadratique associée au produit scalaire (x , y) = (x|y) est I’application
x> (xlx) = [|x||? .
(2) La forme quadratique (X, y) = 2x,y, + 3x,y5 — x3y3 est une forme bilinéaire dans R3

(3)La forme quadratique (x, y) — det (x, y) est une forme bilinéaire dans R? (Antisymétrique)
est I’application nulle.

Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique dans E et Q la forme nulle quadratique qui lui
associée alors pour tout couple (x, y) de vecteur de E.

¢ (%) =5 (Q (x+Y) - Q (x—y)). (3")
En effet :

QX+ Y)=¢ (x+y,x+y)=¢ (X, X)+2 ¢ (X, X)+ @ (¥, Y) .

12



Chapitre 11

=Q()*+2 ¢ (xy) +Q(Y).
Ce que entraine la relation (3%)

La connaissance de Q permet ainsi de retrouver ¢ .on notera que cette reconstitution de ¢
a partir de Q n’est possible que si ¢ est symétrique. (Dans I'exemple (3), Q est nulle sans
que ¢ le soit).

Remarque :

i) La forme quadratique Q associée a ¢ s’exprime donc sous la forme Q ='x,Ax,.
Si ¢ est symétrique on dit indifféeremment que A est la matrice de la forme bilinéaire ¢ ou de

la forme quadratique Q associée & ¢ .

Voici I’écriture explicite de Q (x) dans le cas ou A est symétrique et n=2 ou 3.
N=2:Q (X) =ay xf +2a;,%,%; + azxj .
N=3 Q(X)=a;1X{ +2a1,X1X; + 2a13X1X3 + Ap2X5 + 203X,X3 +A33X5.

if) on appelle forme quadratique associe canoniquement a A la forme quadratique associée a
Q.

Forme quadratique définie non négative et définie positif 2.3.1:

Soit ¢ une forme symétrique dans E et Q la forme quadratique associée a , on dit que ¢
est définie non négative si ¢ (X, X)= Q(x)= 0 pour Tout vecteur x de E . On dit que ¢ est
définie positif si ¢ (x, X)= Q(x) > 0. Pour tout vecteur non nul x € E.

Matrice symétrique définie non négatives et définie positif 2.3.2:

On dit qu’une matrice symétrique A d’ordre n définie non négatif si la forme bilinéaire
symétrique associée canoniquement a A est définie non négatives. Dire que A est définie non
négative revient donc a dire que :

'xAx > 0 pour tout vecteur —colonne non nul x € R™ .
( 'XAx > 0 pour tout vecteur —colonne non nul x € R") .

Si une forme bilinéaire symétrique ¢ dans E est définie non négative sa matrice dans toute
base de E est définie non négative ; réciproquement s’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de ¢ est définie non négative ; alors ¢ est définie non négative.

On remarquera que les termes diagonaux d’une matrice symétrique définie non négative
ce sont en effet les valeurs que la forme quadratique associée canoniquement a cette attribue
aux vecteurs de la base canonique.

13
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La réciproque n’est toutefois vraie que pour les matrices diagonale si les termes diagonaux
d’une telle matrice sont non négative cette matrice est définie non négative.

Proposition caractérisation de la positivité par les valeurs propres 2.3.3 :

Pour qu’une matrice symétrique A soit définie non négative il faut-il et il suffit que ses
valeurs propres soient non négatives.

Démonstration :

Il existe une base de R™ dans laquelle la matrice de la forme quadratique associée
canoniquement a A est la matrice D de (3*) les termes diagonaux de D étant les valeurs
propres de A répétées un nombre de fois égale a leur multiplicité, la proposition découle de la
remarque figurant dans (2.3.2).

Voici maintenant un critere pratique permettant de reconnaitre les matrices symétriques
définie positif sans I’aide de leurs valeurs propres nous appellerons mineurs principaux d’une
matrice carrée A= (a;;) les déterminants :

a1 Q12 Q4g3
Ay1 QApy A3z Yereeeean |A| . (4*)
31 dzz; dsz

_ 1411 Qq2]
al-j ,

a1 dz;

Proposition caractérisation de la positivité par les mineurs principaux 2.3.4:

Pour qu’une matrice symétrique A soit définie positive il faut et il suffit que ses mineurs
principaux soient positifs.

Démonstration :

Supposons que A= (a;;) soit définie positive et d’ordre n choisissons un entier k de

{1.2,...,n} et posons :
3 Ay o Qg
A :( : : ) (5%)
Ag1 - Ak

Soit ¥ un vecteur-colonne non nul quelconque deR™, désignons par x le vecteur colonne
de R™, dont les k premiers termes sont ceux de X et les restant sont nuls par la réglé de
multiplication par blocs nous voyons aussitdt que '%Ax ='xAx.

Le second membre étant positif par hypothése il s’ensuit que la matrice A4 est définie positive.
Son déterminant est donc positif. Puis qu’il est le produit des valeurs propre (éventuellement
répétées) de A et que ces valeurs propres sont positives d’aprés la proposition (2.3.3)

L’assertion réciproque sera démontrée par récurrence sur 1’ordre de A.
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Lorsque cet ordre est 1, elle est évidente. Supposons qu’elle soit vraie pour tout matrice
symétrique d’ordre n-1 et considérons une matrice symétrique d’ordre n, A= (a;;) dont les
mineurs principaux sont positifs posons :

Ain
57

an—Ln

et P= In-1 —A7a

N
\

Ou A est la matrice définie par (5*) avec k= n-1 par la régle de multiplication par blocs
nous voyons aisement que :
:0
P
A H :

'PAP = o (6%)
.0 /
o 0 - 0 : b
Ou b est un nombre qu’il n’est pas nécessairement de préciser désignons la matrice du

second membre par A" d’aprés (1*) la forme bilinéaire associée canoniquement a A exprimée
dans la base de R™ constituée des colonnes de P a pour matrice A".

Il suffit donc de démontrer que A’ est définie positive grace aux propriétés (a) et (b) de la
proposition (Rp 5.1), au fait que |P|=1 et a (Rp5.1) nous déduisons de que|A|=| ‘PAP|=b|A].
Cela preuve que b est positif puisque |A]| et [A] sont positif par hypothése.

Considérons maintenant un vecteur-colonne non nul quelconque x deR™et designons par % le
vecteur —colonne de R™ tobtenu en supprimant. le dernier terme x,, de x A l'aide de la régle
de multiplication par blocs, nous voyons facilement que

'XA'x ='%A% + bx2 .

Or, si ¥ n'est pas nul, '¥A% est positif, puisque la matrice A est définie positive, par
hypothése de récurrence. D'autre part, si ¥ est nul,x,, n'est pas nul et donc bx? est positif.

3. Réduction d’une forme bilinéaire symétrique (Forme quadratique) -

Réduire une forme quadratique Q signifie trouver une base dans laquelle la matrice de
Q, est diagonale dans une telle base .on dit que la forme quadratique est réduite.

15
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Soit Q une forme quadratique dans E. munissons E d’une base (e4,...,e,) arbitrairement
choisie désignons par A. le matrice de Q dans cette base .d’aprés (RP 8), il existe une matrice
orthogonale .P est une matrice diagonale D t.q;

D = 'PAP. (7%)

Rappelons qu’une telle matrice P. se forme en prenant comme colonnes n vecteurs
propres de A. orthogonaux deux a deux et unitaires ; les termes diagonaux de D sont alors les

valeurs propres correspondantes .posons pour j=1,2,...... .

e'j =Pyei+Pye+ ot Pnj en . (8%)
Ou
Pij , Dzjieeonn Dnj- SOnt les termes de la j-éme colonne de P. la famille de vecteurs

(e/,e;...,e)) est une base de E et la matrice de passage P,.,est égale a P .En outre ,d’aprés
(1*) la matrice de Q dans la base (ei’,e2’...,en") est la matrice D de (7*) .nous avons ainsi
démontré qu’il existe toujours une base (ei’,e2'....ey) de E dans laquelle la forme
quadratique Q est réduite .dans cette base ¢ (X ,y) et Q(X) s’écrivent sous la forme :

o (X, y) = dl x,1y’1+ d2X'2y’2+ ............ + dnx'ny’n.
Q) = dix'2 + dox'ZH............ T dyx2.
Ou X1, X% e X0 €LY, Yo, Vi Sont les composantes respectives de x et de y et

di,d,,..., d,. Les termes diagonaux de la matrice (diagonale) de ¢ .

On notera que si E est euclidien et la base initiale (eq,...... ,en) orthonormale la base
(e1.ez....en") définie ci-dessus est également orthonormale.

Exemple:

(1) Nous nous proposons de réduire la forme quadratique Q définie dans une base
(e1...... ,ey) de E par :
Q(X) = TxZ+4x; x,+6x2+x,x3+5x2 .

La matrice de Q est :

7 2 0
A=l2 6 2
0 2 5

Les racines de son polyndme caractéristique.
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7—1 2 0
2 6-1 2 = -A3+1812-99)\+162.
0 2 5-21

Sont 3.6 et 9.définissons la base (e';, €', e'3) par:

1
(€'1)e= 1/3(—2) (vecteur propre unitaire de A associé a la valeur propre 3).
2
2
(e'5)e=1/3[ —1 | (vecteur propre unitaire de A associé a la valeur propre 6).
-2
2
(e'3)e=1/3{ 2 | (vecteur propre unitaire de A associé a la valeur propre 9).
1

Dans la base (e';, €', e'3) la forme quadratique Q est réduite :
Q(x)=3 x'2+6 x'3 +9 x'3.

(2) la réduction d’une forme quadratique peut également étre effectuée par la procédé
complétion des carrés nous nous limiterons a traiter le cas ou n=2. Supposons que a,; soit no
nul alors :

— 2 2 — 2 ai2 2
Q(X) = ap1xi+2a 151 Xp+az; x5 = ag; (x{+2 . Xy Xy ) taz; x5 .

2
— a1z 2 ais 2
=aqq (X + as xy)" + (azz - _a11) x5,

En posant x';= x;+ Zﬁ x, et x',=x, (ce quirevient a effectué un changement de base)
11

Nnous voyons que .

Q(X) = dyx'$+ dyx'5.

2
Ou dy=ay; et dy=a,, - (%) Siay; estnul et a,, n’estpas nul, il suffit d’échanger les

roles de ces deux termes, si tous les deux sont nuls en posant x'; =x; +x, et x';= x; - x,
N 1
nous voyons que Q(x) = d,x'?+ d,x'3 0l d;=-d, = S 1

On remarquera qu’en général la forme réduit obtenue par le procédé de complétion des carrés
n’a pas pour coefficient les valeurs propres de la matrice de la forme quadratique.

(3) nous allons calculer I’intégrale :

f]Rn o (~ZXaijxix)) dx;dx, . dx,. 9%
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Ou a;; = a;; Pour tout couple (i, j) d’indices, I’exposant est une forme quadratique que
I’on peut réduire par un changement de base dont la matrice est orthogonal.

Soit P la matrice d’un tel changement de base, alors :

YYa;xixj= dix's + dyx's .+ dyx'h
xl /xll\
/xZ x'2
\ | 7l
x‘l’l \x"l’l
Or la matrice Jacobienne de ce changement de base est évidemment
dxi _
(dxlj) =P.
L’intégral (9*) est donc égale a :
Jen e(~dixri=daxrs ——dnh ) |P|dx’, dx’y...dx',, .

— 2 - 2 _ 2
= fRne( dixr ) gy’ fRne( D L fRne( dnx'h ) gy’

Il apparait ainsi clairement que cette intégral est finie si et seulement si les coefficients
d,, d,,....,d, sont tout positifs . Dans ce cas, sa valeur est :

T 1 77.' 1 77.' 1 Al '/ 1Al 1/
@@ @) Ga=) =@

Ou A désigné la matrice (a;;) (égalité |A| = did,...... d, est due au fait que A est
semblable a diag (d,d, ...... d,) .

Réduction simultanée 3.1 :
Position du probleme 3.1.1 :

Etant donné deux formes bilinéaire symétrique ¢ et y définies dans un espace vectoriel
de dimension finie non nulle ; existe-il une base de cet espace dans laquelle les matrice de o
et de y sont diagonale ?

L’exemple simple suivant montre que la réponse a cette question est généralement négative.
Lorsqu’elle est affirmative, on dit que ¢ et y peuvent étre réduites simultanément.

Considérons les formes bilinéaires symétriques associées canoniquement aux matrices.
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D’aprés  (1*) réduire simultanément ces deux formes revient a trouver une matrice de
passage P de maniére que 'PAP et 'PBP soient des matrices diagonales.

Supposons que P ait été trouvee et désignons ses termes par P;; , Alors :

tPAP = ( p%1 - p%1 P11p;2 - P221p22>
P11P12 — P21P22 P12 — P22

PBP = ( 2p11D21 P11P21 + P11p22)
P12P21 + P11P22 2p12P22

Comme les deux seconds membres sont des matrices diagonales ;

P11P12 — P21P22= 0.

P12D21 + P11D22= 0.

oil (P11 —P21) (P12) _
P21 P11 / \P22
Or, la matrice carrée de cette équation est inversible ; car son déterminant est égal au carré
de la norme de la premiére colonne de P. les termes p;, et p,, devient donc étre nuls ; ce qui
impossible ; puisqu’ils constituent la deuxiéme colonne de P. il est ainsi prouver que les
formes bilinéaires symétriques associée canoniquement aux matrices A et B ne peuvent pas
étre réduites simultanée.

Proposition. Réduction simultanée 3.1.2 :

Soit ¢ et y deux formes bilinéaire symétrique définies dans un espace vectoriel E de
dimension finie non nulle, supposons que v soit définie positive, il existe alors une base de E
dans laquelle ¢ et y sont réduites.

Démonstration :

Munissons E du_produit scalaire y et choisissons une base orthonormale (ey, e, ..., e,) de
E. D’aprés (3), il existe une base (e'y,e'5, ..., €',,) de E dans laquelle ¢ est réduite. En outre ;
cette base peut étre choisie de telle maniere que la matrice de passage p.., Soit orthogonale.
Dans ce cas. La base (e'y, €'y, ..., €'5,) est encore orthonormale, autrement dit, la matrice de y
dans cette base est la matrice —unite.
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Calcule de la matrice de passage dans une réduction simultanée 3.1.3 :

Lorsque les formes bilinéaire ¢ et y de la proposition (3.1.2) sont données par leurs
matrices A et B (dans une base de E) ; le calcul d’une matrice de passage P telle que :

'PAP= D (diagonale)et 'PBP =1 (10%)

Est assez laborieux ; c’est pourquoi allons démontrer une proposition fournissant une
méthode pour I’effectuer plus aisément on appelle valeur propre de (A, B) tout nombre A tel
que |A —AB|=0. Si A est une valeur propre de (A, B). on appelle vecteur propre de (A,B)
associée a cette valeur propre tout solution non nulle X de 1’équation (A — AB)x =0 On notera
si A et u sont des valeurs propres distinctes de (A,B) et x et y des vecteurs propres associée
respectivement a ces valeurs propres, alors x et y sont orthogonaux pour le produit scalaire
défini par B ,c’est - a — dire la forme bilinéaire associée canoniquement a B ,En effet

AxBy = ' (AxB) y = ((AX)y = X(Ay) = X(uBY) = u'xBy .
Ce qui implique xBy = 0.
Proposition 3.1.4

Soit A une matrice symétrique et B une matrice symétrique définie positive. toutes deux
d’ordre n .une matrice carrée P d’ordre n, vérifie les relation (10*) si et seulement si ses
colonnespy, p,.,... , py.sont des vecteurs propres de (A,B) et forment une famille orthonormale
pour le produit scalaire défini par B .

Démonstration :

Commengons par. Relever qu’une matrice carrée P vérifie la relation 'PBP =I si et
seulement si ses colonnes forment une famille orthonormale pour le produit scalaire défini par
B cela dit, considérons une matrice carrée P vérifiant cette relation .la relation 'PAP=D.
s'écrit alors, de maniére équivalente, sous la forme :

tpAP = ‘PBPD.
Ou encore
AP =BPD.

En égalent les colonnes respectives des deux membres de cette égalité nous concluons que
'PAP =D si et seulement si :

Ap;=d;BP; ouencore (A —d;B)P,=0 pour J=1,2,..., n.
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Ou pq,py, ..., Py SONt les colonnes de P et dy,d,,...,d,. Les termes diagonaux de D.

La proposition est ainsi démontrée.

4. Coniques et réduction des formes quadratiques :
Soit f un polynome de degré 2.en les variables x et y c¢’est —a —dire ;
(X, y)=rx?+ 2txy +sy? + 2ax + 20y +y . rns,a B,y ER.

Nous allons montrer que I’ensemble ¢ = {(x,y) € R?/ f(x,y) = 0} est toujours une
conique ; nous allons voir aussi comment en réduisant la forme quadratique rx?+ 2txy +sy? .

On retrouve facilement les paramétres de la conique et on particulier comment toujours
trouver le « bon » repere.

Détermination de I’équation réduit d’un conique 4.1 :

La matrice de la forme quadratique rx2+ 2txy +sy? est :

r t
M= )
t s
Elle est symétrique réelle, donc diagonalisable sur R dans une base orthonormé, la

matrice de changement de base P est donc une matrice de rotation est on a M = PDP~1 =

X
PD ‘P.notons A, > A, les valeurs propre (réelles) de M. Posons V :( ) comme rx?+ 2txy

y

X X
+sy? = V.M.V, on a, en posant (VD = tp. (y) LrxZ+ 2tXy +sy? = xi + Ays .

L’équation de (¢) dans le nouveau repere est donc :
2 2 —
AxT + Ays +2a1x1+ 2B1y1 = v1
On note v, et v, les vecteurs propres (orthonormés) associée aux A;.

Si A, =0 alors 4, > 0 (car si non M étant diagonalisable elle serait nulle) .si §;=0 la conique
3 3 e 7 - N - - - “1 -
est dégénérée et réduite a une ou deux droit verticales si non posons x; = X- — Puis
1

121+a%

1%
o ; I’équation de la conique devient 1,X?% +2p3,Y2=0.
1P1
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A . . .
En posant p = - j nous trouvons, enfin I’équation Y2 = 2pX et reconnaissons une parabole.
1

Le centre £2du nouveau repére a pour coordonnée (2 (

—a; Y114 +a? )
1 2B

—a; —Qaz
A
orthonormé(£2,v; ,v,), I’équation de la conique prend la forme A, X? + A,Y2=y.

Supposons maintenant que A, # 0 on introduit le point £ ( ) dans le repére

Le cas ¥ = 0 est un cas dégénéré ou la conique est vide ou intersection de deux droits si
¥ # 0 alors il nous reste deux cas a éetudier.

¢ L etA, De méme signe .si y est de signe contraire, alors la courbe est vide (une somme de

=«
& =

1

deux carrée ne peut pas étre négative dans R ) si non posons a : = \/7 eth:= \/7
2

2

Yy . . . . x? X .
L’équation de la conique dans le nouveau repere devient prie i 1. Nous reconnaissons

I’équation réduit d’une ellipse.

¢ A, etA, De signes opposes. Le méme raisonnement que ci-dessus montre que nous avons
alors une hyperbole.

Etude d’une conique donnée par une forme quadratique 4.2 :
Un petit rappel :

Théoreme : soit donnée une forme dans un espace R™ a n dimensions, rapporté a un systeme
de coordonnées ( xy, ..., x,)de vecteurs unités i%, ..., i" (x = X1_, x,i*) . il existe un systéme
de coordonnées rectangulaires (&, ...,&,) de vecteurs unités x?,...,x™, formant une base
orthogonale (x = Y%_, &i*)et un systéme de nombres réels A, ..., A,, tels que la forme

quadratique Xx—; Xj=1 QriXkX; (@ = aw).
On la forme quadratique suivant :

rx2+ 2tx,x ,+s x5 (1)

Pour réduire la forme (1) a une somme des carrés des coordonnées du vecteur (&;,&,) dans
une base (x1,x?) il faut trouver les vecteurs unités de la base (x!,x?2), c.a.d. les vecteurs
propres de 1’opérateur hermitien défini par la matrice symétrique :

A=(; o)
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Indiquons une méthode de recherche des valeurs propres et des vecteurs propres de
I’opérateur A,
Si Ay est une valeur propre de lopérateur A et x° = (xio), xéo)) #0 le vecteur propre
correspondant, alors

Ax® =2,x°

Cette équation s’écrit :

(r— /”Lo)xio) + txgo) =0

txfo) + (s — lo)xgo) =0 @)
Ou sous la forme opératorielle
(A-A,1)x° =0 (2"
Ou I est I’opérateur identique.
Donc le systeme homogene (2) ou (2') est nul :
(r—tlo) (S_t%) — 1A = 2g]| =0,
Par suite, la valeur propre A, est racine de I’équation
|A— 4011 =0 ©)

Appelée équation caractéristique de 1’opérateur A (ou de la forme quadratique (AX. X))

La réciproque est vraie. Si A, est racine de 1’équation (3), alors la solution non triviale du
systeme

(A-2o1)x=0 4)
Sera vecteur propre de 1’opérateur hermitien A.

Donc, les valeurs propres de 1’opérateur A sont ici les racines de 1’équation du second degré

3
(r—=A)(s—A2)-t2=0.
Ou encore

A2—(r+s)A+rs-t2 =0
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Les racines de cette équation sont

A= %[r+s+\/4t2+(r—s)2]

5
Azzg[r+s—\/4t2+(r—s)2] ©)

De (5) il résulte que les valeurs propres de 1’opérateur (hermitien) A sont réelles.

Trouvons maintenant les vecteurs unités propres associés a A;et 4, en tant que solution du
systeme (4). Comme |A — A4,1| =0,0na

rang (A -4, 1) <1

*Sil; = A,, la matrice A - 4,1 est entierement composée de zéros (1; = A,=r = s,t=0)et son
rang est nul. Dans ce cas, la forme quadratique est déja réduite a une somme de carres (t =0).

Le systeme (4) est vérifié par tout vecteur (x;,x,).donc. Pour vecteurs propres on peut
prendre les vecteurs unités du systéme de coordonnées x* =i = (1,0), x2=j = (0,1).dans tout

Autre systeme orthonormal (x1,x?) la forme quadratique se réduit aussi a une somme de
carres.

xSl A; > A, , alors ou bien t #0, ou bien t = 0 ,r # s ,0n peut ne pas traiter le deuxiéme cas
,puisque la forme (1) a déja été reduite a une somme de carrés .Supposons donc que t #0 .

Alors
rang (A -4,1) = 1.
Il suffit par conséquent de considérer une des équations du systeme (4) :
(r—A)x; +tx, =0,
D’ou (puisque t #0)
X, = [(=17+ ) /t]xq .

Le vecteur

Est solution du systeme (4).En le normant on obtient le vecteur propre

24



Chapitre 11

1= (x®, V)= 2 = +1 £ -7)

P\ ey (Y’

Des transformations élémentaires nous donnent :

xgl) =+— 1+ (r —s)/\/4t2 + (r—s)? .

O = 4 sont

X, 5 1—(r—s)/\/4t2+(r—s)2.

Dans la suite il suffit de prendre le signe + dans les formules (6).on déterminent de facon
analogue le vecteur propre x? associé a la valeur propreA,. Il se trouve que

2 2 1 (1
x2= (2@, xP) =(=x®, xD)

Composons maintenant la matrice de 1’opérateur (de la transformation orthogonal) A de
passage de la base (i, j) a la base (x1,x2) :

€Y) €Y)
A= X1 Xy
_x(l) x(l) )
2 1

(Les éléments des Iignes sont les coordonnées des images des vecteurs unités i et j par A,

() D ()

c’est-a-dire que x?! i+x, j, x? [ +x1 ] ). Les coordonneées du vecteur (x;, x,)

dans le systeme (|, j) sont reliée aux coordonnees (é1,&,) de ce vecteur dans le systéeme
(xt, x?) a l’aide des colonnes de la matrice A :

@
X1 =X )51 (1)52

¢! ¢!
Xy =X, )51 +X1 )fz

(")

En portant ces valeurs dans la forme quadratique (1) et en tenant compte des formules (5)
et (6) on obtient

2+ 2ty o +s X3 = &7 +4,6,° (8)
Le second membre de cette égalité s’appelle forme canonique de la forme quadratique (1)
Et d’aprés (4.2.1)on a:
¢ Si 4, = 0 onaune parabole.

¢ Si les valeurs propres sont de méme signe on a une ellipse.
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¢ Si les valeurs propres sont de signe oppose on a une hyperbole.

De (5) on voit que 4,4, = rs-t2.donc, le type de la forme (1) peut étre défini d’aprés le
signe de ’expression rs-t2.

La forme quadratique est elliptique, hyperbolique ou parabolique selon que 1’expression
rs-t2 est positive, négative ou nulle.
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Application : lol normale
multidimensionnelle.



Chapitre 111

Introduction

On appelle loi normale multidimensionnelle, ou loi de Gauss a plusieurs variables, une
loi de probabilité qui est la généralisation multidimensionnelle de la loi normale.

1. La loi gaussienne (Loi normale) :

On dit que la variable aléatoire X est gaussienne de moyenne m et de variance &2 Si et
seulement si elle admet la densité

1 1 (x-m)?

fx(x):(S\/Zr e 2 52

Théoréeme 1.1 :

Soit X un vecteur aléatoire gaussien de R", non dégénéré c.a.d. de covariance X
inversible, soit my sa moyenne, un tel vecteur aléatoire admet la densité de probabilité

_ 1 “2x-mx)T Tx' (x-mx)
fX(X) - (Zn)n/z(detZX)l/z e 2 X X X

D’autre part le vecteur
Y = At (X-my).

OU A est une matrice carrée inversible tell que X, = AA" est un vecteur gaussien standard
c.a.d. dont les coordonnées sont des gaussiennes réduites indépendantes dans leur ensemble.

Théoréme 1.2 :

Soit X un n vecteur aléatoire gaussien non généré dont la matrice de covariance est
diagonale Y =diag {6%,...,62}

Ou & sont des nombres strictement positifs, alors les coordonnées X; (1< i <n) sont des
variables gaussiennes indépendantes et de variance & (1< i <n) respectivement.

2. vecteur gaussien a deux dimensions (distribution normale bivariée ou loi
normale multidimensionnelle)

La distribution normale bidimensionnelle de la distribution statistique est une fonction de
densité de probabilité :

1

f(x11 x2) - 27 5,8, /—zl_p

, _ 2(1ip2) ((x1;1n1 )2—2,0( x1;’n1 )(xz—&mz )+(xz—&m2 >2> (1.11)
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Ou

p=-2L estle coefficient de corrélation de x; et X,

016>

Voici un exemple avec matlab: ~ m = (0.2, 0.2) = (0(')3 003)

fffffffffffff Densité de loi normale bidimensionnelle —--------

mu = [.2 .2];

Sigma = [.3 0; 0 .31;

x1l = -4:.1:4; x2 = -4:.1:4;

[X1,X2] = meshgrid(xl,x2);

F = mvnpdf ([X1(:) X2(:)],mu,Sigma);

F = reshape (F, length(x2), length(xl));

surf (x1,x2,F);

caxis ([min(F(:))-.5*range(F(:)),max(F(:))]1);

axis([-3 3 -3 3 0 .41])

xlabel ("x1"); ylabel ('x2'"); zlabel ('Densité de probabilité');

Affichage :

Figure 1 : exemple de Densité de probabilité d’une loi normale bivariée

Les probabilités marginales sont alors :

+00 1 _1 (X1—2m1)
= = e 2 )
Fx) = [ _, (X1, X2) dix; = :
+00 1 _1 (xz—zmz)
flx2) = f_oo J(x1,%7) dxy :We 2 822

Soit donc X =(x;,x,) un vecteur gaussien bidimensionnel de moyenne nulle et de matrice de

covariance ;
_ 012 012
= 2)
021 03
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Note que 81,=8,1 on suppose que det ¥, =5%8%-8%, > 0 .la matrice de covariance est donc
inversible et son inverse est :

2 —
= (@)t (2 T
—0-

12 01
D’Ol‘l Xt ZX-X: 2741 0%2_%_1;%1 1+2 =21 1_p2 2
Courbes de la densité de probabilité constante 2.1 :
xLa fonction de densité de la loi normale bidimensionnelle :

En peut s’écrire la fonction de densité sous la forme générale
-1
flxixy) =cC ez P (X1¥2)

Ou E(x1,02) = Ao (01-my) 2 +2a47 (x1-my) (X-m,) +ag, (x; -my)? (1.2.1)

(1.2.1) est une forme quadratique générale a deux variables et contient cinq parametres.

par simple calcul nous trouvons :

azo a11|

N v S 1A cest le détermi ice A= det |
C=5- 20002 — ai; Zn\/Z . OU A c’est le déterminant de la matrice A= det A, Qo

Etdeplusona:

tao=J J_r:f iz (%, — m1)2 f(x1, x2) dxq dx, :fj;o (2 — ml)Z/x (x1) dxy = % =0}

llozzf th T (x; — m2)2 f(xq, x2) dxq dx, :f::(xz - mz)Z/x (x2) dx, = % =03

— 00

+o0 +o0
lluzf o f e (r1 —my) (X —mMy) J(x1, x3) dxq dx, =- % = p010;
az0= % y Aoz = % y A1~ - % (1.2.2)

Ou M c’est le déterminant de la matrice :

M :det|'u20 l111| 1

H11 Ho2 - A

*Ellipses de dispersion :( courbes de la fonction de densité constante)

Ona

<(%)2 —2p( ) () + (5 )2) =¢ (1.2.3)
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C’est 1'équation de la famille d'ellipses concentriques homothétiques, c'est, d'une famille
d'ellipses qui sont tous similaires, concentrique, et de méme orientation.

donc pour transformer le system (1.2.3) dans un nouveau systeme de coordonnées u,v nous
allons donc utiliser: :

1) la position du centre de gravité de la distribution; ses coordonnées m, ,m, définir l'origine
du systéeme de u,v.

2) l'orientation du systéme de coordonnées u , v préférentiel, c'est I’angle 0 entre les axes u, v
et les axes X, y sur lesquels se fonde la mesure des données .

3) La dispersion marginale Y, , >, de les coordonnées u, v.

Dans le systéme de coordonneées u.v. I'équation de I'ellipse de dispersion est :

u2 2

5 ;— =1 (1.2.4)

La nature du systeme de coordonnée préférentiel et des cing parametres m; ,m,, 6,3, , >
est la meilleure illustrée en ce qui concerne la surface de la fonction de densité de la
distribution normale bivariate et a ses lignes de niveau elliptiques.

Puisque les ellipses de fréquence constante sont homothétiques, il est suffisant de décrire
n'importe laquelle de ces ellipses. Aprés la coutume, nous avons choisi I'ellipse de dispersion
prétendue qui a I'équation :

E(x1,x3) = 1.

La détermination des orientations et des longueurs des axes principaux de I'ellipse de
dispersion a partir de I'équation générale de I'ellipse de dispersion

az0 (X1-My)° +2a5; (x1-My) (X2-My) +ag; (x, - m,)* =0 (1.2.5)

Est un probléme de la géométrie analytique de section conique.

L'équation de transformation générale pour une rotation d'axes de coordonnée par I'angle 6
et le changement d'origine au point m,, m, est:

(x4-my) =Ucos @ -vsinf . ; (rlnz—cs(.)iil%)

(x, -my) =Usin @ +vcos@ ; I>+m?=1.
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Quand nous appliquons une telle transformation a (1.2.5) I'équation de I'ellipse de
dispersion dans le systéme u, v est :
b,oU® +2by,Uv+by,v2 =1.

Ou

byo= ayo 1+ ay, M+ 2a;; Im

boy = Ay M+ agy, 1°-2a4;, Im . (1.2.6)

bir =-(az —ao;) Im+ay; (IF-md).
Par simple calcul nous trouvons :

baotboz = azo * o2 (1.2.7)
byoboz - b1 = g Aoy - aiy

la deuxieme de ces invariants on reconnait que le déterminant de coefficient A utilisé
dans I'évaluation de la constante C. puisque la valeur de C est indépendante de l'orientation de
coordonnées des axes, la méme chose doit étre vraie pour A. de tous les systemes de
coordonnées u,v possibles, nous nous intéressons a celui pour lequel b;; = 0 de sorte que
I'équation transformée de I'ellipse de dispersion devient:

byoU? + bg,VP = 1.

Et est de la méme forme que (1.2.4).le coefficient b,, et by, sont donc liées aux semi-
axes principaux de I'ellipse de dispersion par I'équation :

1 1
b20: 2—121 et b02: 2—127

(1.2.8)
Nous adopterons la convention qui ¥, > Y,
Si l'on pose b;; =0 I'équation des deux invariants (1.2.7) deviennent :

byotbo,= azo + ag;

_ 2
byobgz= azo gz - aiq

Nous remplagons maintenant le coefficient b,, et by, par leur équivalent en termes de
Y.ety,. et le coefficienta,, , ag,, a;; par leurs équivalents (1.2.2) en fonction du moment

U0y Ho2s HU11-

1 1 +
—~ 4+ = = Moz | Hz0 _ Ho2TH2o (1.2.9)
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1 1 _ poan " _1
N (1.2.10)

Ou le M représente le déterminant des moments po,pzo - 12 -

Y. .Y, sont évidemment les deux racines de I'équation quadratique en Y% :

1 1
L Hoz2H20 +

1
(22)2 - 22 M?2 E - 0 :

Qui est facilement réduit a :

(X2)? - oz + 20 (5F) + Moalao - H31 = 0.

Cette expression prend la forme particulierement simple et pratique lorsqu'il est écrit
comme un déterminant:

RNV
H2o = X S ) (1.2.11)
U1 Hoz — 2

Cette équation dans}'?, dont deux racines sont Y'2etY:2, sert pour déterminer les axes semi
principaux de l'ellipse de dispersion};,,, Y., du deuxiéme ordre des moments centraux dans le
systeme de coordonnée de x;, x,.

Et comme résultat : (d’aprés (1.2.2) et (1.2.6))
Y5 = top I + pizom? - 2u41 Im. .
=82 cos? 0 +6%sin?60 -2 p5,5,sin6 cos B .
Et

Y2 =682sin2 0 +62 cos? 0 + 2 pd,6, sin B cos 6.

Nous avons pres de trouver l'orientation du systeme de coordonnées u,v préférentielle qui
permet de réduire a zéro le coefficient b;,, de la durée u,v transformé quadratique. La
condition b;,=0 exige que les cosinus de direction I,m de lI'axe u (en ce qui concerne le x et les
axes y) satisfassent la deux équation

-(azo —agz2)Im+a;; (F-m?) =0 (1.2.12)

Le premier de cette équation tirée de la derniere équation (1.2.6) détermine le ratio I/m,
gue nous présentons comme un auxiliaire

z

l
— =cotl
m

Substituant z dans la premiére équation (1.2.12), nous obtenons I'équation quadratique
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2 _
ay; 2°-(azg —apz)zZ+aq =0.

Avec les racines :

1
1= [(azo —agp) * \/(azo —ap2)? + 4“%1] .
11

L’expression figurant sous le signe de la racine carrée peut étre développé en termes de
I'invariant (1.2.7)

(azo —a02)2+4a11 2 = (azo +a02)2 -4 (azo Ao —a%1)
=(b20 ‘|‘b02)2 - 4 by by .

= (bzo —boz)z-

(azo —ag2)+(bao —boz)
2 aiq

Z=
Si I'on ajoute au numérateur de la premiére équation de (1.2.7)

(azo —agpz)- (byo +byz)=0.
Nous trouvons :

z _azo — bo2 z _azo — byo
1 a1 ) 2 a1

Pour une utilisation pratique, nous voulons représenter z; et z, en fonction des momentsp.

Etonad’apres (1.2.2) et (1.2.8) et (1.2.10) les résultats de z; et z, deviennent ainsi :

Ho2 1 Ho2 1
M M

Et, puisque M = Y2 ¥'2 d’aprés (1.2.10) alors :

7= - Hoz— 52 Zy= - Hoz— 32
K11 H11
La symétrie de ces expressions, il est évident que z; désigne I’angled,,, entre I'axe u et
I'axe des x. z, a I’angle@,,, entre I'axe v et de I'axe x. Pour simplifier, nous allons considérer

que I'axe u et désigner avec l'indice u toutes les quantités se référant a I'axe u.

Koy _ 2
z,= cotl, = - 02;14 (1.2.13)
11
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Alorsona [ ,=cos @, ,m, =sin@, ,sonttrouvées a partir de z,,.

Z 1
u mu=i_

1+212¢ /1+zft

Dans un systeme de coordonnées u, v qui utilise les axes principaux de l'ellipse de
dispersion comme axes de coordonnées de la fonction de la densité normale est de la forme
simple :

_1<£+ﬁ)
\Ij(u’ V) = 1 e 2 DY .

2y

Figure 2 : des axes principaux de I'ellipse de dispersion.
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Dans ce mémoire, nous considérons un probléme (les réductions des formes
quadratiques) qui jouent un réle trés important dans 1’algébre linéaire.

Notre but est consacré a I'étude des formes bilinéaires et des formes
quadratiques et comme application de la réduction des formes quadratiques
sous forme canoniqgue est la loi multidimensionnelle de Gauss.
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