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Préambule

Préambule

Le présent polycopié intitulé « Reésistance des matériaux : cours et applications » s’adresse
principalement aux étudiants de Licence (L2/S4) en Hydraulique systtme « LMD ». Son
contenu fait partie de I'unité fondamentale 3 de la formation Licence en Hydraulique (L2). Il
peut étre méme adressé aux étudiants de Licence de Génie Civil. Il est rédigé sous forme de
cours détaillés avec des exercices résolus pour permettre aux étudiants une compréhension
approfondie. Le cours traite différents aspects liée aux sections, sollicitations,
dimensionnement et vérifications. Il est élaboré conformément au programme officiel fixé par

le Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique.

Ce polycopié est divisé en six chapitres. Le premier chapitre présente des définitions, des
géneralités, ainsi que les hypotheses utilisées. Le deuxiéme chapitre décrit les caractéristiques
géomeétriques des sections droites. Les chapitres 3, 4, 5 et 6 sont consacrés a la présentation de
différents types de sollicitations simples et composées (traction, compression, cisaillement,
torsion et flexion simple). Des exercices avec leurs solutions sont regroupés a la fin de ce

document.
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NOTATIONS ET SYMBOLES

Symbole | Grandeur

X,y Coordonnées d’un point quelconque dans un repére cartésien
r,0 Coordonnées d’un point quelconque dans un repére cylindrique
G Centre de gravité

S Aire de la section droite

b Largeur de la section droite

h Hauteur de la section droite

L1 Longueur d’une poutre

R, 7 Rayon

D,d Diamétre

Xe, Ye Coordonnées du centre de gravité

Sxr Sy Les moments statiques d’une section

L, I, Moments d’inertie axiaux

Lyy Moment d’inertie centrifuge

I, Moment d’inertie polaire

Ly Uy Rayons de giration

F,P Force concentrée

Fx, E, et F, | Composante d’une force suivant les axes X, y et z

q Charge linéaire

R Résultant de deux ou plusieurs forces

Ry, Rp Réactions verticales aux appuis A et B

Hy, Hg Réactions horizontales aux appuis A et B

N, Effort normal dans une section

T, T, Efforts tranchants dans une section

My, M, Moments de flexion dans une section

M, ou M, | Moment de torsion

Uar Uy Déplacements selon les axes x et z

0, Rotation par rapport a I’axe y

E Module d’¢lasticité longitudinal ou Module de Young
G Module d’¢lasticité transversal

Longueur de flambement
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NOTATIONS ET SYMBOLES

n Coefficient de sécurité

k Coefficient de forme d’une section
o Contrainte normale

T Contrainte tangentielle

Oe Contrainte limite d’¢élasticité

oy Contrainte limite de rupture

T, Contrainte de cisaillement élastique
00U 04y Contrainte normale admissible
TOUTyy Contrainte tangentielle admissible
Omax Contrainte normale maximale

Tmax Contrainte de cisaillement maximale
f Fléche d’une poutre

y Angle de glissement

A L’¢lancement d’une barre

6 Angle unitaire de torsion

a,fety Angles entre un vecteur et le systéme d’axe x, y et z.
AL Allongement ou raccourcissement

& Déformation longitudinale

& Déformation transversale

v Coefficient de poisson
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INTRODUCTION GENERALE

Introduction générale

La résistance des matériaux (RDM) est défini comme étant une science qui étude le
comportement d’un solide sous I’effet de différentes sollicitations et déformations qui lui

s’agissent. C’est une discipline universelle, elle est utilisée en mécanique, génie civil........ etc.

La RDM s’intéresse principalement a I’étude de la stabilité et de la résistance des constructions.
Elle constitue I’outil indispensable a 1’ingénieur-constructeur pour concevoir et réaliser des
ouvrages économiques qui ne risquent ni de se rompre ni de se déformer excessivement sous

les actions qui leur sont appliquées (charges ou déformations imposees).

Ce polycopié de cours expose les méthodes générales de calcul des sollicitations et des
déplacements des structures isostatiques et de vérification des résistances. Il consacre également
une large place aux problémes isostatiques jugés nécessaires a la bonne clarté de I'expose. Les
méthodes particuliéres classiques sont également présentées afin de donner a I'étudiant des

moyens de calcul pratiques mais aussi rigoureux que possible.

A travers ce cours I’étudiant sera capable de déterminer la forme, les dimensions et matiéres
des piéces dans une construction de telle fagon que ces piéces résistent aux efforts qui leur sont
appliqués. Cette notion de résistance implique non seulement que les piéeces étudiées ne se

rompent pas, mais aussi qu’elles n’atteignent pas des déformations prohibitives (importantes).
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CHAPITRE 1: INTRODUCTION A LA RESISTANCE DES MATERIAUX

Chapitre 1 : introduction a la résistance des matériaux

1.1. Définition de la résistance des matériaux :

La résistance des matériaux connait sous 1’abréviation RDM, appelé également mécanique des
structures, est une discipline mécanique qui s’intéresse a 1’étude du comportement (résistance,
rigidité et stabilité) des éléments de construction et des piéces sous ’effet des charges

extérieures.
1.2. Champs d'application :

La RDM est couramment utilisée dans de différents domaines d'applications tels que :
- Génie mécanique (piston, essieu ,jante , tambour).

- Génie maritime (piston, bielle).

- Geénie civil (batiments, turbine, structures métalliques).

- Aéronautique (aile).

- La physique du solide (acier, cuivre).

- Génie électrique (cables, pylones, centrales).
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CHAPITRE 1: INTRODUCTION A LA RESISTANCE DES MATERIAUX

Figure 1.1. Diverses applications issues de 1’utilisation des notions de la résistance des

matériaux.

1.3. Hypotheses de la résistance des matériaux

» Le matériau est continu, ¢’est-a-dire ne comportant ni fissures ni cavités (continuité)

= En tout point, le matériau possede les mémes propriétés chimiques (homogénéité)

= Les propriétés physiques sont les mémes en tout point et dans toutes les directions

(isotropes)

= Tous les corps sont parfaitement élastiques

= Une section plane reste plane aprées déformation (hypothese de Jacques Bernouli)

= [’effet total causé par 1’action de plusieurs forces est égal a la somme des effets dus a

’action de chaque force séparément.

1.4. Repere, conventions, unités

1.4.1. Repere:

Les différents calculs en résistance des matériaux se font dans un repére cartésien ou dans un

repere cylindrigue.

Coordonnées du point

Surface infinitésimale

ds
Repére cartésien (y.z) dy dz
Repére cylindrique (r.6) rdrdf
{' F Y
M
I 7 =rcosf
y r v =rsinf
Tﬂ * = FE — },2 + -2
) Z ] ")
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CHAPITRE 1 : INTRODUCTION A LA RESISTANCE DES MATERIAUX

1.4.2. Conventions :
Considérons une poutre chargée comme représentee sur la figure ci-apres. Selon le principe de
I’action et de la réaction, le corps est en équilibre sous 1’action des forces extérieures et des

réactions aux appuis. Cependant chaque partie de ce corps se trouve également en équilibre.

Faisons une coupe selon le plan ZY. La partie gauche est en équilibre sous I’effet des

sollicitations (forces), des réactions au point A et des efforts exercés (internes) par la partie

droite.
Fi
P1
t
|
|
)
1,
A"
" M
|
:: |
— g i
\4
Figure 1.2. Conventions des signes.
1.4.3. Unités :

On recommande toujours d'utiliser les unités du systéeme international, soit :

— pour les longueurs le métre (m) ou mm, cm

— pour les forces le Newton (N) ou décanewton (daN) voir le kilonewton (kN)

— pour la masse, le kilogramme (kg)

— pour les contraintes ou les pressions le Pascal (Pa = 1 N/m?) ou le MégaPascal (MPa) voir
parfois le GigaPascal (GPa)

— pour les déformations, le métre par metre

— pour un couple, le newton métre (N.m).
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CHAPITRE 1 : INTRODUCTION A LA RESISTANCE DES MATERIAUX

Tableau 1.1. Facteur de multiplication

Facteur de multiplication Prefix Symbole
1000000000000 = 10*2 tera
1000000000 = 10° giga
1000000 = 10° mega
1000 = 10° kilo
100= 10? hecto
10 = 10! deka
0,1=10" deci
0,01=10 centi
0,001=10" milli
0,000001=10° micro
0,000000001=10"° nano
0,0000000000001=10"*2 pico
0,0000000000000001=10" femto
0,0000000000000000001=10"*8 atto

o =TS E|(Sleo|oFI|~IZ|0H

1.5. Classification des solides :
1.5.1. Barre:

Un corps dont I’une des dimensions (la longueur) est bien plus grand que les autres. Les barres

supportent uniquement des forces axiales.

b4

nl _y i
/-..ﬁ'7(
l —x ail ©
L

Figure 1.3. Elément barre
1.5.2. Poutre:

C’est une barre travaillant a la flexion.

C

Figure 1.4. Elément poutre
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CHAPITRE 1 : INTRODUCTION A LA RESISTANCE DES MATERIAUX

1.5.3. Plaque:
C’est un corps plan dont I’'une des dimensions (1’épaisseur) est bien plus petite que les autres.
1.5.4. Coque:

C’est une plaque de surface courbée.

2| _t z
n
e, .
X _/° L Za
o . 1 = o
F [N 1
Plaque ' C"Q“\A
Figure 1.5. Elément plaque Figure 1.6. Elément coque

1.5.5. Corps tridimensionnel (massif)

C’est un élément caractérisé par des dimensions de mémes ordres.

L=b=h
Figure 1.7. Elément massif
1.6. Principes de la statique

On ne s’intéressera qu’aux structures supposées immobiles et en équilibre sous ’effet des
differentes actions qui leur sont appliquées. En particulier, la dynamique des structures ne sera
pas abordée. Nous verrons méme plus loin que les actions doivent étre appliquées aux structures
de maniere lente, progressive (application quasi-statique des charges). La résistance des

matériaux fait donc en premier lieu appel a la statique.
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CHAPITRE 1 : INTRODUCTION A LA RESISTANCE DES MATERIAUX

1.6.1. Principe actions et réactions
Considérons une masse ponctuelle quelconque ; celle-ci est en equilibre :
Soit si elle n’est soumise a aucune action (ou force) ;

Soit si la somme des actions (ou forces) qui lui sont appliquées est nulle.

v
T

1.7. Différentes natures d’appuis :

Une structure est reliée au monde extérieur par un certain nombre de liaisons. Une liaison
impose des conditions cinématiques en un point. Pour maintenir ces liaisons, il faut exercer des
efforts de liaison qui sont des inconnues du probleme. Dans le cas des problemes plans
(systemes de forces coplanaires), la schématisation des liaisons et des efforts exercés se raméne
a trois cas types : appui simple (ponctuel ou plan sans frottement), articulation (pivot) et

encastrement.
1.7.1. Appui simple (appui glissant ou mobile) :

Dans ce systéme la translation selon z est empéchée.

uxz0
e

Uz=0%

Figure 1.8. Appuis simples.

1.7.2. Appui double (appui fixe — articulation ou rotule) :

Dans ce systeme 2 degrés de libertés sont empéchés (en z et en x).
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CHAPITRE 1 : INTRODUCTION A LA RESISTANCE DES MATERIAUX

ux=0
D —

m=0%

Figure 1.9. Appuis doubles.

1.7.3. Appui triple (encastrement) :
Dans ce systéme 3 degreés de libertés sont empéchés (translations en x et en z ; rotation en z).

ux=0
>

uz=0
By=0

Figure 1.10. Appui triple.

ol
a == |n¢'qotém oy gejer
o| Z
v
A —

— e

IR

/I
LER L]

Figure 1.12. Exemples d’appui triple ou encastrement
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CHAPITRE 1 : INTRODUCTION A LA RESISTANCE DES MATERIAUX

Les appuis d'un ouvrage sont destinés a bloquer les mouvements que peuvent lui causer les
charges qui agissent sur lui. Pour bloquer le mouvement dans une direction il convient
d’appliquer une force ou un couple selon s’il s’agit d’un déplacement ou d’une rotation. Ces

forces ou couples sont appelés réaction d’appui ou inconnues de liaison.

Modélisation Inconnues de liaison

e Appui mobile articulé ﬁ’T

Appui fixe articulé i I—-y ﬁ
R L
H

Encastrement @
M

1.8. Différents types d’actions (forces extérieures)

1.8.1. Notions de force :

La force est une grandeur dirigée, elle est représentée par un vecteur défini par :
+ Le point d'application.
+ Le support.

+ Lesens.

Intensité

+ [’intensité.

Dans un repere cartésien la force (F) forme respectivement avec les axes X, Y, Z les angles a,

B et y. Les trois projections de cette force selon les axes X, Y, Z sont :

z
Fx=F.cos a g —
P2 SO0 [ E |
Fy=F.cos }/ﬁ/ Fy
Fz=F.cosy i N e "
Fx
¥
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CHAPITRE 1 : INTRODUCTION A LA RESISTANCE DES MATERIAUX

1.8.1.1.Types de forces

a. Force concentrée

Une charge concentrée est une charge qui s'étend sur une distance relativement trés courte de
la poutre, de sorte que I'on puisse considérer que cette charge agit en en point, sans erreur
appréciable. Une colonne de béton supportée par une poutre reposant sur deux poteaux d'acier,
est un exemple d'une charge concentrée.

Unité : N (Newton), Multiples : daN, kN, MN.

p colonne
] @
OHGO) @)
A 6t 12t 121 A lP
I l . .
e & A* *B

4m 3m 9m 4m

Figure 1.13. Forces concentrées.

b. Force linéique

Une charge uniformément répartie ou distribuée est une charge qui agit sur une distance
considérable de la poutre, et ce de fagcon uniforme ou variable, c'est-a-dire la charge sollicitant
par unité de longueur "w ou q" [N/m].

Unité : N/m, Multiples : daN/m, kN/m.

P - mur de béton

poteat
poteau

Figure 1.14. Forces concentrees
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CHAPITRE 1 : INTRODUCTION A LA RESISTANCE DES MATERIAUX

c. Force surfacique
C’est une charge dont sa répartition est surfacique (N/m2 ou kN/m2).

Exemples : neige, revétement d’un plancher.

ARRRwR R AL

Figure 1.15. Force surfacique

1.8.1.2.Résultante des forces :
a. Forces paralléles :

= Non opposées

La résultante de deux forces F, et Fg paralléles et de méme sens est une force parallele a ces

deux forces, de méme sens qu’elles, et d’intensité égale a la somme de leurs intensités

R=F,+F;y
=  Opposées

Deux forces 1_7; et _F_g paralléles et de sens contraires (figure 1.3) admettent une résultante R

paralléle a ces forces, du sens de la plus grande, et d’intensité égale a la différence de leurs

intensités :
R = FB + FA
vd
R
E
ﬁ""-.
F? FB A c
A §
[ !
1 —>
/ R
A C B

=
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CHAPITRE 1 : INTRODUCTION A LA RESISTANCE DES MATERIAUX

b. Forces non paralléles :

Considérant le point « A » soumis a 1’action des forces F;, et F,, ces forces peuvent étre

remplacées par F ou R, dont s’appelle la résultante et F; et F, sont les composant.

Résultante
E. =Ry =Fix + Fyy

F,
Fy:Ry:F1y+F2y
F=R= |F2+F k
Ji

1.8.2. Notion du moment (couple) :

Un corps n'est pas seulement en équilibre que lorsque la sommation des forces est nulle. Par
exemple, dans la figure ci-contre, la force résultante est nulle. Par contre, ce corps n'est pas en
équilibre car il peut tourner. Ceci nous amene a définir un autre concept que la force pour étudier
I'équilibre statique des corps. Ce concept fait appel a la notion de moment de force.

En effet, dans I'étude de I'équilibre des corps les notions de grandeur, direction et sens des forces

sont importantes mais une quatrieme I'est tout aussi ; celle du point d'application des forces.

10N

N\

{ —
.

Dans la pratique, on retrouve plusieurs exemples de couples ; lorsqu'on ouvre un robinet ou

lorsqu'on visse un écrou, on exerce un couple.
On définit le couple comme étant : Un systeme de deux forces paralléles, d'égales grandeurs, de

sens opposés et de lignes d'action différentes.
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*+ Moment d’une force par rapport a un point :

Considérant une force représentée par le vecteur F et un point D quelconque. On appelle

moment de la force par rapport au point D le produit Fxd ou d s’appelle bras de levier.

Lorsque la force « F » tourne dans le sens d’Eguilles de montre le moment est affecté d’un signe

(+), dans le cas contraire le moment est affecté d’un signe (-).

1.9. Principe général d’équilibre — Equations d’équilibres

L’action des corps voisins sur un corps considéré est remplacée par des forces extérieurs ou
sollicitations qui sont des forces actives et des forces réactives (réactions d’appuis). L’action

totale de toutes les forces (actives et réactives) doit assurer 1’équilibre du corps.

Théoreme :
Pour qu’un solide matériel indéformable sollicité par plusieurs forces, soit en équilibre :
* La résultante générale de ces forces soit nulle

+ Le moment résultant de ces forces par rapport a un point quelconque soit nul
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L’¢équilibre d’un corps solide indéformable en trois (03) dimension se traduit par I’écriture de

six équations d’équilibres.
Note :

En 3D, il existe six efforts internes : N: effort normal, Ty et T, : efforts tranchants, M et Ms; :
moments de flexion, Mix: moment de torsion. Dans ce cours on se limite a I’étude des problémes
en 2D.

3D ZF/}':O ZM/yZO

2D ZF/Z=0

1.10. Principes de la coupe — Eléments de réduction (forces intérieures)

En RDM, on considére les corps qui sont dans un état d’équilibre. Si nous coupons par
I’imagination le corps donné, on peut étudier 1’équilibre d’un trongon ou d’un autre. Cette
méthode s’appelle méthode des sections ou des coupes. Cette méthode consiste a pratiquer
des coupures virtuelles et calculer les efforts internes au niveau des sections de ces coupures.
Elle est basée sur le fait qu’étant donné que la poutre est en équilibre, donc chaque point ou

chaque partie isolée Vérifient les conditions d’équilibre.

Le principe de la méthode des sections est le suivant : Un corps en équilibre est coupé suivant
la section 1-1 (Fig.1.15). L’une des parties est ensuite rejetée, d’habitude celle ou les forces
appliquées sont les plus nombreuses. Il apparait alors, les efforts intérieurs qui équilibrent les
forces extérieures appliquées a la partie découpée (Fig 1.16). Dans le cas ou les forces
extérieures reposent dans un plan, on applique en général a la section trois efforts intérieurs :
I’effort N dirigée suivant I’axe de la barre qui s’appelle effort normal ; I’effort T qui agit dans

le plan de la section droite et perpendiculairement a ’axe de la barre ; appelé effort tranchant
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et le moment M dont le plan d’action est perpendiculaire au plan de la section. Ce moment est

produit par la flexion de la barre et s’appelle moment fléchissant.

P: Q P2

Figure 1.16. Poutre sollicitée en flexion simple

Etudions 1’équilibre du trongon 1-1 :

Figure 1.17. Schématisation du trongon 1-1
ZF/Z=O=>TZ_VA+P1=O =>TZ=VA—P1

ZM/y =0=> Mfy—VAX+P1x=0 => Mfy=(P1_VA)'x

1.11. Différents systemes mécaniques :

En résistance des matériaux, on distingue trois types de systemes mécaniques. Ils sont
différenciés selon le degré d'hyperstatisme (d’hyperstaticité). Le degré d'hyperstatisme d'un
systeme en équilibre est égal a la différence entre le nombre des inconnues de liaison (q) et le

nombre des équations (p).
h=q-p

Le degré d'hyperstatisme d'un systéme est le nombre de liaisons a supprimer pour obtenir une

structure isostatique
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1.11.1. Systéme astatique (hypostatique) (h<0) :

Un systéme hypostatique est un systeme qui posséde des mobilités, donc le systeme est
horizontalement instable. Dans tel systeme le nombre des inconnus est inférieur (2) au nombre

d’équations d’équilibre (3).

., A B
® ﬂ

Va
systeme reel systeme équivalent

Figure 1.18. Schématisation du systeme astatique

1.11.2. Systéme isostatique (h=0) :

C’est un systéme stable qui devient instable apres le relichement d’un seul degré de liberté.

Dans tel systéme le nombre des inconnus (3) est égal au nombre d’équations d’équilibre (3).

Jo!
W
-

Q | ~Ha _[aA B

Va

systeme réel systeme équivalent
Figure 1.19. Schématisation du systéme isostatique

1.11.3. Systéme hyperstatique (h>0) :

Un systeme isostatique dont on bloque un ou plusieurs degrés de liberté devient hyperstatique.
Ce dernier est caractérisé par sa stabiliteé élevée. Dans tel systeme le nombre des inconnus (4)

est supérieur au nombre d’équations d’équilibre (3).

N Ha o _|A B
& A

Va

Figure 1.20. Schématisation du systeme hyperstatique
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Exemples :

Déterminer le degré d'hyperstatisme des systemes présentés ci-dessous.

A B
h
i
a
F
b
A
c \
J \

Réponse :
a— h=0
b — h=0
¢ — h=2
d — h=3
e — h=-2

f— h=-1
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Chapitre 2 : caractéristigues géométriques des sections droites

2.1. Introduction

Pour résoudre un probléme qui se pose en résistance des matériaux, on est souvent appelé a
déterminer la forme ainsi que les caractéristiques géométriques des sections (surface,
Coordonnees de centre de gravité, moment d’inertic, module d’inertie, moments statiques,

rayon de giration).
2.2. Détermination des caractéristiques géométriques d’une section :

2.2.1. Surface:

Z
La surface d’une section quelconque est donnée 1
S

par ’expression suivante :

z ds
S = f f ds [m?]

S
Y
0 y

Pour une section composée, on utilise la formule suivante :

S:ZSI

2.2.2. Coordonnées de centre de gravité :

Le centre d’inertie d’une surface S est défini par les 7
équations :

1
Y6 =3 j f yds [m]

S

1

Zg =3[, zds [m]
Y
0 Yoy

Pour les sections qui peuvent étre décomposées en des formes simples (rectangle, triangle,

cercle), en transforme les intégrales en sommes :

v _ XY6i XS X2 XS
TS T T
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2.2.3. Moment statique

On appelle moment statique Sy ou S; d’une section par rapport a un axe y ou z quelconque, la

caractéristique géométrique définie par I’intégrale suivante :

Sysz zds [m?] /Z

S
S, =[f, yds [m?] z ds
Pour une section rectangulaire a*b
bh? b%h
Y= T Y y Y

Par analogie avec le moment d’une force par rapport a un axe quelconque, le moment
statique de ’aire d’une section par rapport a un axe situé dans son plan est égal au produit de

la surface de la section par la distance de son centre de gravité a 1’axe consideére.
S, =5.Z;
SZ =GS. YG

Pour les surfaces complexes discrétisés en n aires simples, les moments statiques par

rapport aux axes QY et OZ seront respectivement égaux a :

n
S, = zsi.zi
i=1
n
S, =ZSL.YL-
i=1
Note 1 :

Le moment statique par rapport un axe qui passe par le centre de gravité Sze= Syc=0.

2.2.4. Moment d’inertie

On appelle moment d’inertie axial, la caractéristique 7
géométrique définit par I’intégrale par rapport I’axe S
des y et I’axe des z.
z ds
Iy = _U z?ds [m*] p
S
I, =ff y2ds [m*] 0 y Y
S
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Iyz = JJ, yzds (moment centrifuge ou produit d’inertie)

On appelle moment d’inertie polaire Iy, la caractéristique géométrique définit par I’intégrale

ci-dessous.

I, = ff p%ds oup =+y?+ z2
S

I, =ly+1z

Note 2 :

Les moments quadratiques ly et 1z sont toujours positifs, tandis que le moment produit Ixy peut

étre positif, negatif ou nul.
Note 3 :

Le moment d’inertie (le produit d’inertie) d’une surface composée est la somme des moments

d’inertie (produits d’inertie) des surfaces composant 1’ensemble.

+ Translation paralléle des axes :

Soit une section S, ses moments d’inertie dans le systéme yoz : ly, lz, lyz sont connus. On se
propose de calculer les moments d’inertie de la section S dans le systeme y’o’z’ en procédant

aux translations des axes ox et oy conformément a la figure.

y =y+a et z'=z+b

Iy,:ff z'2ds
S
=ﬂ~@+me
S
=U zzds+2bﬂ zds+b2ﬂ ds = Iy + 2bS, + b?*S
S S S
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On suit le méme raisonnement pour I, et ly,7,

VA V/
I;, = I; + 2aS, + b%S
S
Iy,z, = IYZ + a. Sy +b. Sz +a.b.S
2T 7
Si le point O coincide avec le centre de gravité G, les
moments statiques Sy et Sz deviennent nuls etona : a
Iy, = Iy + b2S o v Y
b E
Iz, = I; +a%s o’ 5 Y’

IYIZI = IYZ +a.b.S

Théoréme de Huigenz :

Le moment d’inertie (I,) d’une section par rapport a un axe quelconque A est égal au moment
d’inertie de la section par rapport a 1’axe passant par son centre de gravité et parall¢le a A

augmenté du produit de 1’aire de la section par le carré de la distance entre les deux axes.

IA - IAG + (b)ZS

Exemple : pour la figure ci-contre, calculer Iy, et I,

V4
A
Iy, = Iy + hZS—bhg+hzbh—IOh3
=g+ s =20 P B0 S Y
Y’
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2.2.5. Module d’inertie ou module de résistance :

Le module de résistance est égal au quotient du
moment d’inertie axial par la distance de I’axe a la

fibre la plus éloignée.

I

W, =—
Zmax

I

M/Z — VA
ymax

2.2.6. Rayon de giration

Zmax

On appelle rayon de giration d’une section par rapport a un axe quelconque, la quantité

donnée par 1’équation suivante :

. Iy . Iz
ly = ? et L, = ?

Exemple :

bh3
P
Y S bh 243

b3h
e Tz
z S bh 23
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Chapitre 3 : traction et compression

3.1. Introduction :

Chaque piéce soumise a des forces extérieures développe dans son intérieur des sollicitations
(efforts internes). Le type des sollicitations dépend de 1’orientation de ces forces par rapport a

la fibre moyenne de la piéce. On distingue les sollicitations simples et composées.

-

- F2

Figure 3.1. Représentation d’une piéce.

On dit qu'une piece est soumise a un effort de traction/compression, lorsque, au droit d'une
section droite S de la piece, I'ensemble des forces extérieures appliquées a gauche de la section,

se réduit au seul effort normal.

3.2. Traction :

= Elément barre soumis a deux forces axiales opposeées ;
= Effort normal N>0 ;

= Elle entraine un allongement AL=L¢-Li>0 ;

F F
— - _——————>
Li ﬂ.
i »Allongement
| AL“:/
b —
Fe—! —>F

Ls

Figure 3.2. Etude d’une piéce sollicitée en traction.
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Une section droite S d’une poutre est sollicitée en traction par rapport au centre de gravité G

de la section, dus aux forces externes, se réduisent a un effort normal N.

R Troncon 1 Trongon 2 —>F
Mty
F €& Troncon 1 Nx
7
T:

Figure 3.3. Schématisation d’une coupe.

Ecrivant les équations d’équilibre :

3.2.1. Essai de traction :

L’essai de traction est I’essai mécanique le plus classique. Il consiste a exercer sur une
éprouvette normalisée deux efforts directement opposés croissants qui vont la déformer
progressivement puis la rompre en vue de déterminer quelques caractéristiques du matériau de

I’éprouvette.

Pour effectuer un essai de traction simple sur un métal, on utilise une éprouvette cylindrique
caractérisée par :

- des extrémités surdimensionnées

- des congés de raccordement (pour éviter les concentrations de contrainte)

- une partie médiane cylindrique dans laquelle le champ de contrainte est supposé homogéne,

de traction simple parallelement a I'axe de I'éprouvette.
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L'essai de traction consiste a enregistrer I'évolution de I'allongement relatif de la longueur
initiale Lo en fonction de la force de traction F, ou du rapport F/So, ou So représente I'aire initiale
de la section de I'éprouvette.

F

Mords (machoires)

Eprouvette

Capteur (mesure de
I'allongement)

Figure 3.4. Essai de traction.

3.2.1.1.Diagramme contrainte-déformation :

La figure ci-dessous représente un tel enregistrement pour un acier inoxydable. L’analyse de

cette courbe permet de constater que la déformation se passe en deux phases.

s(MPa) = ) Caractéristiques en traction
~ S(mm?) F/s,
1 A Rupture
R, B
R, A C
AT
=+3 AL, a ]
& = —(%) 0 >

lo

Figure 3.5. Courbe contrainte — déformation d’une piéce en acier inoxydable.
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*+ Phase OA : phase ¢lastique ou la déformation est réversible et I’allongement est

proportionnel a la charge. On dit que 1I’éprouvette est dans le domaine élastique.

Dans cette zone, il y a proportionnalité entre la charge et la déformation. La loi de Hooke traduit
cette linéarité :

o=Ee¢
o: contrainte normale en N/mm?

E est le module d’¢lasticité longitudinale ou module d’Young exprimé en [MPa].

F—EAL—>F—ESAL—KAL
S T Ly Ly

K : définit la rigidité en traction de la poutre exprimée en [N/mm].
ES : rigidite axiale de la barre.

* Phase AB : phase plastique ou la déformation est permanente. L’allongement n’est plus

proportionnel a la charge. On dit que 1’éprouvette est dans le domaine plastique.

+ Phase BC : zone ou se produit la striction.

Zone de
striction

Figure 3.6. Zone de striction.

3.2.1.2.Caractéristiques mécaniques d’un matériau :

oe . contrainte a la limite élastique ou limite élastique O, = F‘?/S0

or : contrainte & la rupture ou résistance a la rupture oy = FT/SO
Module d’Young E o = Ee avec E=tga
Allongement a la rupture (point D) Er
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Le tableau suivant donne les valeurs du Module d’Young pour certains matériaux largement
utilisés.

Tableau 3.1. Module d”Young pour certains matériaux

Matériau Module d’élasticité (GPa)
Béton 20450
Acier 210
Aluminium 62
Cuivre 128
Diamant 1200
Caoutchouc 2,2a2,7

3.2.2. Déformation due a la traction :

La déformation de 1’élément se traduit par un allongement relatif € (sans unité), ou :

AL
& = LO

AL : Allongement (déformation longitudinale) =L¢-Lo
L, : Longueur initiale (mm, cm ou m)

La déformation longitudinale s’accompagne d’une déformation de contraction transversale

g, tel que :
Ah
& =—
t hO
&t
v=——
€1

v : coefficient de Poisson

Pour I’acier: v = 10,27 = 0,30

Vi ho h Poutre aprés
I \ ‘ Q(fif‘f(ﬁ!!11(iTIOlT
A
= >t -
’ y N
| {0 R
{4
< - - — >

Figure 3.7. Déformation d’une barre soumise a un effort de compression.

Dr. Boukhelkhal Aboubakeur 2025



CHAPITRE 3 : TRACTION ET COMPRESSION

= La traction développe a l’intérieur de 1’élément des contraintes normales de traction o

(MPa), qui se calcule par I’expression suivante :

3 Contrainte normale

de traction o

F «<—
7

3.2.3. Condition de résistance en traction

Pour veérifier si la piece étudiée qui soumise a des forces de traction ou de compression est
compatible avec le matériau prévu (qui résiste dans le domaine élastique), il faut comparer deux

valeurs :
o< 0,
Pour des raisons de sécurité la contrainte ¢ doit rester inférieure a une valeur limite appelé
contrainte pratique a I’extension, en adoptant un coefficient n appelé coefficient de sécurité tel
que :
__ 0O¢
oc=— avec 1,5<n<25
n
On vérifie finalement que
og<o
3.2.4. Condition de rigidite :

Pour des raisons fonctionnelles, il est parfois important de limiter I’allongement. Il doit rester

inférieur a une valeur AL;;,,.

D’ou la condition de rigidité d’une piece en traction :

3.3. Compression :
= Elément barre soumis a deux forces axiales opposees ;
= Effort interne N<O ;

= Elle entraine un raccourcissement AL=L+¢-Li<0
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F F
—— - -—— ——
Li I
AN
AL » .
2 Raccourcissement
F— «—F
Ls !

Figure 3.8. Etude d’une piéce sollicitée en compression.

Une section droite S d’une poutre est sollicitée en compression par rapport au centre de

gravité G de la section, dus aux forces externes, se réduisent a un effort normal N.

F —> Trongon 1 Trongon 2 <—F
Mty
F — Trongon 1 Nx
—
T:

Figure 3.9. Schématisation d’une coupe.

Ecrivant des équations d ’équilibre

ZF/X=O=>NX+F=O=>NX=—F
ZF/Z=O=>TZ=0

ZM/y =0=>M; =0
3.3.1. Contrainte de compression :

La compression développe a I’intérieur de 1’élément des contraintes normales de compression

o (MPa) :
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Ou
S : Surface sollicitée (mm?)

N : Effort normal (N)

F s : Contraintenormale
de compression

/

3.3.2. Deéformation due a la compression :

La déformation de 1’élément se traduit par un raccourcissement relatif € (sans unité), ou :

AL

SZE

€ : raccourcissement (mm, cm ou m)

L, : longueur initiale (mm, cm ou m)

YA (o - Longueur totale (avant déformation)
- >
Af al Ol [ wSement ;_ de
1
A 'B
et <—J———*— > X

Figure 3.10. Déformation d’une barre soumise a un effort de compression.

Il en résulte :

—E —>N—EAL —>AL—NL0
e ~ES

3.3.3. Condition de résistance en compression
Méme principe comme la traction.

o< 0,
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Pour des raisons de sécurité la contrainte s doit rester inférieure a une valeur limite appelé
contrainte pratique a ’extension, en adoptant un coefficient n appelé coefficient de sécurité tel

que :
— O-e

a=; avec 1,5<n<2,5
On vérifie finalement que

<o

N
7=%

La condition précédente nous permet de déterminer 1’effort normal admissible Nag :

=
IA

0=—<G => Ny <85

5
3.3.4. Dimensionnement de la section droite :

N

<o =>S5S=>—
o

g =

“l=
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Chapitre 4 : cisaillement

4.1. Définitions

Un corps est sollicité au cisaillement lorsqu’il est soumis a deux forces opposées qui tendent a

le séparer en deux trongons glissant I’un par rapport a I’autre suivant le plan d’une section.

cisaillement

T / 2 glissement de S,

Cisaillement par rapporta S,

Figure 4.1. Piéces sollicitées en cisaillement

On dit qu'une piece est soumise a un effort de cisaillement, lorsqu’au droit d'une section droite
S de la piece, I'ensemble des forces extérieures appliquées a gauche de la section, se réduit au
seul effort tranchant T (Nx = 0, Tz # 0, Msy = 0), dans ce cas on dit que la piéce est

sollicitée en cisaillement simple ou cisaillement pur.
4.2. Contrainte de cisaillement

Considérons une tole en équilibre sur le tranchant de la lame fixe d’une cisaille (figure 4.2).
Le cisaillement développe a Dl'intérieur de 1’élément des contraintes tangentielles ou de
cisaillement t (MPa). Chaque élément de surface AS supporte un effort de cisaillement AT

contenu dans le plan (S).

Section 2

| e

Saction 1 4 Sectionl Section2

R e

Figure 4.2. Déformation d’une piéce sollicitée en cisaillement simple
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La force de cisaillement divisée par la surface sur laquelle elle agit est appelée contrainte

tangentielle de cisaillement.

TZE

T : contrainte tangentielle en MPa ou N/mm?
T : effort tranchanten N
S : aire de la section droite cisaillée en mm?

4.3. Déformation élastique en cisaillement

Le diagramme de I’essai de cisaillement présent presque la méme allure que celui de 1’essai

de traction a I’exception que ce dernier présent en plus un palier de ductilité. Pour 1’essai de

cisaillement, 1’abscisse représente 1’angle de glissement y (en radians) de la section S1 par

rapport a la section S2 et 1’ordonnée traduit les valeurs de la contrainte de cisaillement.

Comme pour I’essai de traction, I’expérience montre que, dans le domaine élastique, il y a une

proportionnalité entre la contrainte et la déformation. La loi de Hooke en cisaillement

s’écrira :

T=0GYy

Tmax o

- ’ Deformation

permanente

Deformation
elastique

Figure 4.3. Courbe de comportement : cas du cisaillement simple
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G représente le module d’¢élasticité transversale (ou module de cisaillement ou de Coulomb),

exprimé en MPa.

Comme E, G est une caractéristique de matériau, déterminée expérimentalement. Il existe une

relation entre G, E et v :

E

“=2a+w

On donne quelques valeurs de G pour certains matériaux (tableau 4.1).

Tableau 4.1. Valeurs du module d’élasticité transversale

Matériau Acier Cuivre Aluminium Béton Caoutchouc

G [MPa] 800 480 280 96,5 58

4.4, Condition de résistance au cisaillement
Pour qu’une piéce sollicitée au cisaillement résiste en toute sécurité, il faut que :
T<T,

Pour des raisons de sécurité la contrainte s doit rester inférieure & une valeur limite appelé
contrainte pratique de cisaillement tadm, €n adoptant un coefficient n appelé coefficient de

sécurité tel que :

T,
Tadm =

On vérifie finalement que

T < Tadm
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Chapitre 5 : Torsion pure

5.1. Définitions

Une poutre est sollicitée en torsion pure ou simple si elle est soumise a deux couples de
moments opposes portés par la ligne moyenne. Une barre soumise principalement a la torsion

porte le nom d’arbre (Fig. 5.1).

¢ & : ¢ Ligne moyenne
Mtx ‘ . Mtx
v & A K- 14 ; <
__________ i I
— B, N
< : - Rotation

Figure 5.1. Barre (arbre) sollicitée en torsion

On dit qu'une piéce est soumise a une torsion, lorsqu’au droit d'une section droite S de la piéce,
I'ensemble des forces extérieures appliquées a gauche de la section, se réduit au seul moment

Mu (Ty =0 ; Nx =0 ; Ms; = 0), dans ce cas on dit que la piéce est sollicitée en torsion pure.

5.2. Moment de torsion
5.2.1. Convention de signe

Par convention, le moment de torsion (effort interne) est :

v' positif (Mt >0) s’il agit dans le sens antihoraire pour un observateur qui regarde la section.

v' négatif (Mt <0) s’il agit dans le sens horaire pour un observateur qui regarde la section.
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5.2.2. Diagramme du moment de torsion
Le moment de torsion agissant en un point d’une barre est égal a la somme algébrique des
moments des couples extérieurs appliqués d’un c6té ou de 1’autre de la partie considérée (la

partie considérée est laissée au choix).

[ )

40 10

-+

‘l'_l_J'k

=

SN
[

=
-
=

v

5.3. Essai de torsion

Une éprouvette cylindrique de révolution est encastrée a son extrémité (S1) de centre de gravité
G. On applique a I’extrémité droite sur la section (S2) de centre de gravité G2 une action

mécanique modélisée en G2 par un couple M.

A

4
v

Figure 5.2. Schématisation d’une barre sollicitée en torsion
En appliquant les hypothéses suivantes :

= Les sections droites restent droites et normales a la ligne moyenne
= Les sections droites tournent autour de I’axe de la poutre par un angle 6

= Les fibres d’une section droite (CoD) subissent a un glissement qui est caractérisé par I’angle

14
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CHAPITRE 5 : TORSION PURE

Il résulte que le déplacement de la section droite (S) est uniquement une rotation d’un angle a
autour de son axe, et cette rotation est proportionnelle a sa distance x par rapport a (S1). Le
suivi des mesures de Mt et o permet d’obtient une courbe illustrée a la Figure 5.3 semblable a

celle de I’essai de traction.

Mt(en Nm)
MtrA'"""_ """"" 'rB
N
: 5 o (°)
ol— : —
Og o,

Figure 5.3. Evolution du moment de torsion en fonction de 1’angle de rotation a

Cette courbe comprend une zone de déformations élastiques ou 1’angle de torsion a est
proportionnel au moment de torsion. A partir du point A les déformations croissent rapidement

jusqu’a avoir rupture de I’éprouvette.
5.4. Angle et contrainte de torsion

En torsion, et dans le cas des petites déformations, les contraintes normales ¢ sont négligeables.
Les contraintes dans la coupure (S) se réduisent a des contraintes tangentielles ou de
cisaillement 1. A partir de la relation « T = G.y » obtenue au chapitre « Cisaillement », on montre
que la contrainte tm, en un point M quelconque de la coupure (S) est proportionnelle a la

distance p = GM, entre le point et la ligne moyenne.
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De I’autre coté, comme I’angle y est petit, on peut écrire :

DD,
y=1y = CoDo’DD0 =a.p,CoDy =L

Il en résulte que

2P aveco="=>y=0
y=—-avecf=7=>y=0.p

Si on suppose que les sections droites tournent toutes entre elles de la méme fagon, alors 1’angle

de torsion entre deux sections droites quelconques est proportionnel a la distance entre celles-

ci. Autrement dit :

La contrainte tangentielle s’écrit :
T=G.0.p

Avec

T : contrainte tangentielle en MPa

0 : angle unitaire de torsion en red.m*

p : rayon GM en mm

G : module d’élasticité transversal en MPa

—/’ 1M=Gep
”

Coupure (S)

Section droite

Figure 5.4. Distribution des contraintes de cisaillement dans une section soumise a la torsion

Remargue :

La contrainte de cisaillement maximale tmax €st atteinte pour les points M péripheriques de la

surface du solide tels que p = R (Rayon).

Tmax = G.0.R
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5.5.Relation entre contrainte et moment de torsion :

En chaque point M de la coupure s’exerce, pour 1’élément de surface AS autour de M, une force

élémentaire A_f = 7.AS dont la direction est perpendiculaire a GM.

O R

Section (S)

Le moment en G de cette force est Mg (Af) = Af.GM = Af.p

Le moment de torsion M; est égal au moment résultant en G de toutes les forces élémentaires

A_f de la section (S).

M, =ZMG(B’) =ZAf.p =ZT.AS.p =ZG.0.AS.p2
- G.HZAS.pZ - G.prz.dS

La quantite I, = Iy = [ p?.dS représente le moment polaire de la section (S) par rapport au

point G.

La relation entre le moment et la déformation s’écrit alors :
M =G.0.1,

Il en découle que :

M,

T=—p
I,

La contrainte maximale de torsion est obtenue pour p=R

lo ou I, le moment polaire par rapport au point G (mm?)
Le produit G.Ip est appelé la rigidité a la torsion.

Ip/p est appelé module de résistance a la torsion ou module de résistance polaire
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5.6. Condition de resistance au cisaillement
Pour qu’une picce sollicitée au cisaillement résiste en toute sécurité, il faut que :

<7

Tmax e

Pour des raisons de sécurité la contrainte s doit rester inférieure & une valeur limite appelé
contrainte pratique de cisaillement taam, €n adoptant un coefficient n appelé coefficient de

sécurité tel que :

T, )
Tadm = (n = 2, Pour les métaux)

On vérifie finalement que

Tmax < Tadm
5.7.Condition de rigidité :

Le calcul des dimensions des arbres de transmission ou barres de torsion se fait plus par une
condition de déformation qu’une condition de résistance. En effet pour assurer une transmission
rigide et éviter les vibrations, 1’angle de torsion unitaire 0 ne doit pas dépasser pendant le
service, une valeur limite Oiim. D'0oU la condition de rigidité d'une piéce en en torsion :

M,
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Chapitre 6 : Flexion simple
6.1. Définitions :

Une poutre est sollicitée a la flexion simple si elle est soumise & une charge perpendiculaire a
son axe neutre (ligne moyenne).

moyenne

Figure 6.1. Schématisation d’une poutre.
Une poutre est sollicitée a la flexion simple si les éléments de réduction « efforts internes » au
centre de gravité de chaque section des forces de cohésion sont un effort tranchant et un moment
de flexion (Nx=0, Tz#0 , M##0).

F1

" Tal+)

Figure 6.2. Convention des signes.
Si Tz=0 et M#0, on parle de la flexion pure.

6.2. Hypotheses de calcul

= Poutre comportant un plan de symétrie vertical.

= Lignes d'action des forces dans ce plan de symétrie
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= Hypothese de Bernoulli : toute section droite avant déformation reste plane et

perpendiculaire a la ligne moyenne déformée apres déformation.
= Les matériaux sont supposés homogenes.

= La fibre neutre se coincide avec la fibre moyenne, c-a-d la fibre neutre passe par le centre

de gravité de toutes les sections droites.
6.3. Notion de fibre tendue et fibre comprimée

Considérons une poutre reposant sur deux appuis soumis a une charge concentrée verticale
(figure 6.3). Apres déformation, cette poutre fléchit : on constate que les fibres situées dans la
partie supérieure sont sollicitées en compression tandis que celles situées en partie inférieure
sont sollicitées en traction. Entre ces deux régions il existe une fibre qui reste ni tendue ni
comprimée : c’est la fibre neutre.

) Partie supérieure comprimée
(fibres comprimées)

5
—_ =
Partie inférieuretendue
(fibres tendues)

Figure 6.3. Poutre sollicité en flexion simple.

P

//

Avant défonnation/ Apres déformation

Neutral axis . .'.

Figure 6.4. Notion de fibres tendues et comprimées.
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6.4. Moment fléchissant

Le moment fléchissant est positif : s’il tend a mettre en traction les fibres inférieures

longitudinales de la poutre.

Le moment fléchissant est négatif : s’il tend a mettre en traction les fibres supérieures

longitudinales de la poutre.

P P
e
Mfy>0
(=) S A=l
Mg, <0
(@) (b)

Figure 6.5. Poutre sollicitée en flexion simple (a) cas du moment positif, (b) cas du moment
négatif.
6.5. Diagramme des efforts tranchants et moments fléchissant
Les valeurs de I’effort tranchant T et du moment fléchissant Ms varient avec la position x de la
coupure fictive. Les diagrammes de T et My (graphes mathématiques de type (X, y)) permettent

de décrire les variations de ces deux grandeurs et ainsi repérer les maximums a prendre en

compte lors des calculs des contraintes.

Coupure fictive

Figure 6.6. Coupure fictive pour calculs des efforts internes.
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Pour faire apparaitre les efforts intérieurs, on effectue une coupure fictive a la distance x de
I’origine A. En isolant le trongon 1, on obtient 1’effort tranchant T et le moment fléchissant M

(on obtient en fait respectivement —T et —Mr).

- T : somme vectorielle de toutes les forces extérieures transversales situées a gauche de la

section fictive.

- Ms : moment résultant en G de toutes les actions extérieures situées a gauche de la section

fictive.
Exemple 1 :
P
l a_ L b
Al B
A
Er
L
1 L Il
L =
Solution :
P
e 7
Ha >A B
I L {
Va Vs
1. Calcul des réactions : YF)x=0 YF;;,=0, XM, ;=0et YM;p=0=>
Hi=0 V,= Pb _ Pa
A - ) A - L ) B - L

2. Calcul des efforts internes (Tz et Myy) :

Le calcul des efforts internes est basé sur la méthode des coupes. Pour notre cas deux coupes

sont suffissent puisqu’on trois forces : deux réactions et une force extérieure.
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Pour 0<x<a

D Fp=0=>-V+T=0 => .
Pb 1
T=V,=— -
47 | i
L IRREEE EEEEEE > X
0
My=0=>M-Vx=0=>
Z /0 a% 1T
Pb Va
M(x) =Vyx=—x «—>
L X
Pba
M(O):O et M(G)ZT
Pour a <x <1
ZF/Z=O=>—VA+T+P=O => ,
A P

r—v,_p=t2_p__Pa__, <—1 M

=V4— = —_—— =——=—Vp 3 a

3 L N /l>>x
0

D Mp=0=>M-Vx+P(x-a)=0=> "?’ ST

Va

Pa
M(x)=(VA—P)x+Pa==—Tx+Pa X

M(a) = PLE et M(1) =0

4. Dessin des diagrammes efforts internes (Tz et Msy)

Diagramme de Tz

peis o
]

Ra=PbiL Re = Pall
poiL-AT I

-
POIL +

1 Jo 0

o !
- Pa/L
PalL
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Diagramme de Msy

|PabiL

Exemple 2 :

Ok
o
m
m

G

Va Ve

1. Calcul des réactions : YF)x=0 YF,;,;=0, XM, =0=>

L
HA:()' VA:VG:%

2. Calcul des efforts internes (Tz et My)
Pour 0 <x<L
Q

T=VA—Q.x=E(L—2x) =4(3 —x)
T(0)=12kN et T(L) =—-12kN

_Q, QL
M(x) = 2 x4+ > x
M(0)=0 et M(L)=0
On peut noterque T = 0 pour x = 3

Dans ce point le moment est maximum

2
mM(L/y) = % =18 kN.m
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3. Dessin des diagrammes efforts internes (Tz et Mfy)

Q=4KN/m
Aé B T R 3 F AG
t 6m
Ra=12kN Ro =12 kN
T(KN) '

\—L\ jz

12

10 10
\18.,\‘_______‘16/

ns

Mfy (KN.m)

Notes :

= Nombre des coupes dépend du nombre des forces extérieures (réactions et charges) et
couples, en principe une coupe doit étre exercée entre chaque deux forces et/ou couples.
= Selon le trongon étudié, il est nécessaire de respecter la schématisation des forces internes

telle que illustrée sur la figure ci-aprés.

Cas du troncon gauche :

Cas du troncon droit :
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6.6. Relation entre moment fléchissant et effort tranchant

Ecrivons les relations d’équilibre statique de 1’élément isolé dx.

A

Mt Mi+dM

v v
T | T+dT

€«—>
dx

dT

ZF/J’:0:>T_de_T_dT:OZ>Q:_E
dx dM
ZM/B =0=> —M—TdX+QdX.7+M+dM=O =>T=E

dx dxz g, 7N\ 7 . . . . .

de.7 = Q'T: quantité anégliger (valeur infiniment petite)

En négligeant les infiniment petits de deuxiéme ordre, la charge répartie Q(x) est égale a la
dérivée de par rapport a I’abscisse x, avec un signe opposé. L’effort tranchant T est égal a la

dérivée du moment fléchissant Ms par rapport a 1’abscisse x.

6.7. Calcul des contraintes :
Pour la flexion simple, ils existent deux types d’efforts et donc deux types de contraintes.
1-Moment fléchissant Mr — contrainte normale o (traction + compression) :

En flexion simple les fibres au-dessus de la fibre moyenne sont comprimées, alors que les

fibres en dissous sont tendues.
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Partie supérieure comprimée
(fibres comprimées)

—_—
——

Partie inférieure tendue
(fibres tendues)

Contrainte normale

Reaction

Contrainte normale Ty
de traction
Y !
F ‘ /
ynmx ///
h V4 ] oy
G
1 | —
Traction
b amux
M
fz
o= .y
IGz

M., : Moment de flexion (N.mm)

I;,: Moment d’inertie (mm* )
y : Distance entre 1’axe neutre et la fibre concernée (mm)

Omax = I, - Ymax
z

2025
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2- Effort tranchant T — contrainte tangentielle de cisaillement t

L P
= Pour une poutre a section rectangulaire :
I bh3 s = b h? )
Gz — 12 ) x 2(4 )
_ 6T h*
P =0 =>71= _zT h
our y=0 = T—‘L’max—Sb.h c
h
Poury=§=>‘r:0 v
b
= Pour une poutre a section circulaire :
Y
— RZ_ 2
4 T
Pour y =0 =>T=Tmax=§W

Pour y=R =>1t=0

6.7.1. Section dangereuse :

Une section est dite dangereuse si :

M = Myax
T = Thax
M#0etT#0

Tmax

Tmax

Dr. Boukhelkhal Aboubakeur
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6.7.2. Condition de résistance (M=Mmax)

Le calcul a la résistance se fait comme dans le cas de la flexion simple (détermination des

sections dangereuses et des points dangereux, satisfaction des conditions de résistances). Pour

la sélection des sections dangereuses, on distingue, généralement, trois cas :

Si M et T ont des valeurs maximales dans la méme section le long de la poutre, cette - Si
section est considéerée dangereuse et on y effectue le calcul a la résistance.

Si M et T ont des valeurs maximales dans des sections différentes le long de la poutre, on'y
effectue le calcul a la résistance dans chacune de celles-ci.

Parfois, les sections sont dangereuses sans que les efforts T aient des valeurs maximales.

Donc, on doit y effectuer un calcul a la résistance.

Pour la satisfaction des conditions de résistances, on doit considérer les cas suivants :

1-

Composer une condition de résistance pour le point ou 6 est maximale, dans une section ou
M est maximal. En ce point T est généralement nul. La condition de résistance pour ce point
s’écrit :

Omax <0
Composer une condition de résistance pour le point ou t est maximale. Si la section est
symétrique par rapport a 1’axe z, T max correspond habituellement a I’axe neutre ou ¢ = 0

(Fig. 6.12). La condition de résistance pour ce point (dans une section ou T est maximale)

s’écrit :

Tmax ST

Si t est maximale dans le point qui ne correspond pas a 1’axe neutre et ou ¢ # 0 (Fig. 2.17),
une satisfaction de la condition de résistance pour ce point doit se faire dans le cadre des
théories de résistance (¢-a-d selon un critere de résistance). On utilise habituellement, en
flexion plane, le critére de la contrainte tangentielle maximal (critére de Coulomb) ou le
critere de 1’énergie potentielle de déformation qui ont, respectivement, les deux expressions

suivantes :
Oeq =V O% + 412
Oeq = V0% + 312

Et la condition de résistance est :

Opq =0
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6.8. Déformée d’une poutre soumise a la flexion simple :

Sous l'effet des sollicitations auxquelles elle est soumise, une poutre se déforme. On désigne par
fleche a I'abscisse X, le déplacement du centre de gravité de la section correspondant a cette abscisse.
Elle est comptée positivement si le déplacement s'effectue vers le bas. Le nouveau lieu des centres
de gravité de toutes les sections de la poutre prend le nom de déformée. Elle entraine une fleche fy
(déplacement vertical par rapport Y), et une rotation 0, (déplacement angulaire 6 par rapport
Z).

. 0z
Rotation

6.8.1. Déformée :

La déformée d’une structure correspond a I’allure de celle-ci lorsqu’elle regoit un chargement.

Elle est intimement liée aux actions qu’elle subit (1’intensité, le type de chargement).
Remarque :

Il est tres important de ne pas confondre « déformée » et « déformations ». En effet, la
déformation est un allongement par unit¢ de longueur, alors qu’une déformée est la

combinaison entre une translation [m] et une rotation [rad].
6.8.2. Fléche :

Lorsqu’une structure est soumise a un moment de flexion, on observe la translation des sections
droites perpendiculairement a la ligne moyenne de la poutre. Cette translation s’appelle « fleche

»

6.8.3. Rotation :

Certaines sections subissent une rotation. Cette rotation est naturellement la méme que celle de

la ligne moyenne.

On admet la relation suivante qui permet le calcul de la déformée :
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2

Eld—x}zl = M,(x): équation universelle de la ligne déformée

y""(x): est la dérivée seconde de la fléche par rapport a x

y’(x): est la rotation de la section par rapport a sa position initiale s’appelle angle de rotation de la

section
M(x): le moment fléchissant a la section d'abscisse x.
E: le module d'élasticité longitudinale (module d"Young).

I: le moment d'inertie de la section par rapport a I'axe (A) passant par le centre de gravité et

perpendiculaire au plan moyen de la poutre.

Pour avoir la fleche y, il faut donc intégrer cette équation deux fois, d’ou I’obtention d une équation
en fonction de deux constantes que 1’on obtient par les conditions aux limites. Celles-ci s’écrivent,

généralement :
- Pourunappui:y=0
- Pour un encastrement : y=0ety’ =0

Exemple :

d’y F

dx? ~ 2EI"

En intégrant deux fois (sans oublier les constantes d’intégration), il vient :
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() = gxt+
YA =gt T

y(x) = x3+ cox + ¢4

12E1
Les constantes C et C sont déterminées par les conditions aux limites :
Pour x=0 on a y=0

Pour x=1/2 on a y'=0

F
y(0)=ﬁ03+600+c1=0 =>c¢ =0

,(L)_F(L)2+ C0 s FI?
Y\2) T agr\z) T TV T2 %= 716k

Il en résulte :
(x) = F , FL*  Fx (312  ax?)
YY) =12E1" “16EI* T T 48EI x
L (L) B FL3
_ o _ FL2
kgmax =0,=y 0) =- 16E]

6.9. Critéres de dimensionnement :

Pour dimensionner la poutre on peut utiliser deux types de criteres :

- un critere en contrainte normale (condition de résistance, voir paragraphe 5.4.2)

- un critere sur la fleche maximale (condition de rigidité)

6.9.1. Dimensionnement a la condition de rigidité

Le critére sur la fleche maximale, traduit le fait que la fleche maximale fmax en un point doit

rester inférieure a une valeur donnée dépendante des conditions d’utilisation.

fmax < fadm
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2025



Applications




APPLICATIONS

Exercices

Chapitre 1 : introduction a la résistance des matériaux

Exercice 1 :

Déterminer la valeur et la position de
la résultante des deux forces

concourantes.

1000 N

Exercice 2 :
Sur le crochet C s’exercent deux forces F et G.

Trouver, graphiquement puis analytiquement,

I’orientation et 1’intensité de leur résultante.

G = 6 kN
Exercice 3 :
Déterminer le moment par rapport au point O .
des forces F1 et Fa. /
60
On donne F1=200 N et F> =100 N. o | T
I\Fz
10m 15m
Exercice 4 :

Déterminer le degré d’hyperstaticité des systémes ci-dessous tout en précisant leurs types.

B ol o

(@)
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(b)

A
©
|
Co B|
T
=
_1A
(d)
4,&. B c
o - l (f)
(9)
© (h)
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Chapitre 2 : caractéristigues géomeétrigues des sections planes

Exercice 1 :
En utilisant la méthode d’intégrale, déterminer les coordonnées de centre de gravité des surfaces

ci-dessous.

A
A\ 4

Exercice 2 :

Déterminer la position du centre de gravité des surfaces ci-contre (dimensions en cm).

z z
A 60
45 cm z
» 25 1
15cm 20
\10 \ 20
[ 100 20
20
55cm 60 TGO
20
30 0 Y
\ Y O , > ¥ 40 20
10 cm
Exercice 3 :
Soit la section suivante dont les dimensions sont en cm :
On demande :
Z
1. Calculer les moments statiques (Sy et S;) dans le 110
\ 25
repere YOZ.
2. Déterminer les coordonnées de centre de gravité.
20 100
3. Calculer les moments d’inertie Iy, I, et Iy, par
rapport a un systeme d’axe parallele a YOZ et 2
passant par le centre de gravite. 0 * Y

55
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Chapitre 3 : traction et compression

Exercice 1 :

Soit la figure ci-apres :

1. Calculer I’effort normal.

2. Vérifier la condition de résistance de la barre.

3. Calculer la déformation de la b
précisant son type.

Données :

arre tout en

S=15cm’ E = 10°kg/cm?; o = 1200 kg /cm?

Exercice 2 :

4m

l Pi1=4 t

Une poutre tubulaire (diametre extérieur 400 mm, épaisseur €) en acier (limite a la rupture o =

380 MPa ; limite élastique ce = 240 MPa), appartenant a la charpente métallique du centre G.

Pompidou a Paris, supporte un effort de traction de 400 kN. Le coefficient de sécurité est égal

a6.

1. Déterminer 1’épaisseur e minimale admissible pour la construction.

2. La longueur de la partie tubulaire est de 3,5 m ; déterminer son allongement si E = 200 GPa.

A
—’-.

400 kN T S T S TR Y e S W T \ 400 kN
-+ —( - — — — - }. o
L|_|1 ________________________ e /_I_A_]

A
—_—
Exercice 3 :

En satisfaisant la condition de résistance, calculer la section de la barre.

——> 48t

——36t

On donne : ¢ = 1600 kg/cm’

A-A
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Exercice 4 :
1. Calculer la réaction au point A.
2. Calculer I’effort normal au niveau de chaque L

piéce.

(1)

3. Déterminer la contrainte normale ainsi que t

I’allongement AL au point O.

On donne

(2)

S;=25,=4cm? L =150cm
G =1200kg/cm?
Exercice 5 :

Fi=2 t

Fz=1 t

Une barre rigide AC est attachée a deux tiges verticales comme montré sur la figure ci-contre.

Déterminer le déplacement horizontal de la barre au point B (P=50 kN).

T

Aluminium Acier
A=500 mm? A=300 mm?
E=70 GPa E=200 GPa
=3 m l=4m
A 8 cfl
= o
| — 35m —— sl 25m s
p k4

Exercice 6

Une barre indéformable EADBC (4) est suspendue par 3 fils identiques (méme section et

méme matériau). Les six liaisons en A, B, C, A’, B’ et C’ sont des articulations planes, la

liaison en E une liaison ponctuelle.

1. Montrer que le systeme est hyperstatique.

2. Les fils sont tendus. Déterminer la tension dans chaque fil en fonction de P.

. L - L
A T =
—1] —2]
E |A D B
o LN 3
[ —2L/3 —
y X 1rP
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Chapitre 4 : Cisaillement

Exercice 1 :

Une poutre de section rectangulaire (b=15cm et h=30 cm) est soumise a un effort tranchant
V=233 kN. Représenter le diagramme de contraintes tangentielles dues a I’effort tranchant, et

calculer la valeur de la contrainte maximale.
Exercice 2 :

Consideérons la figure représentée ci-contre. La force p
T,

P tend a cisailler la butée le long du plan a-a. Si P= ;4

40 kN, calculer la contrainte moyenne de

cisaillement sur le plan a-a. o, g

20cm

Exercice 3 :
L’assemblage représenté ci-contre est souvent utilisé F

. . L. . ,
pour déterminer la résistance au cisaillement d’un it i

joint collé. Pour une force F a la rupture de 12 kN, >
NN =
quelle est la contrainte moyenne dans le joint a cet 12, /36
. ._/ .f//
instant ? 8 |19 8
Exercice 4 :
Dans I’industrie du bois, on utilise des blocs inclinés pour
déterminer la résistance compression-cisaillement des joints f
collés. Soit les deux blocs A et B collés ayant 4 cm de
profondeur perpendiculairement au plan de la figure.
a) Calculer la résistance maximale au cisaillement de la colle
pour une force verticale f de 40 kN nécessaire pour provoquer g
la rupture du joint. w
b) A ce moment, quelle est la contrainte de compression ?
75°
c) Si la resistance de la colle au cisaillement était de 10 /
N/mm?, calculer alors I’intensité maximale de la force f Z7ZZZZ

applicable.
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Chapitre 5 : Torsion

Exercice 1 :

Un cylindre (D=60 mm) est soumis a un
couple de torsion de 3 KN.m. Sachant que
le module de Coulomb vaut 80GPa.

Calculer la contrainte tangentielle

maximale et la distorsion.

Exercice 2 :
Soit une tige de tournevis (G=80 GPa, 6=73°m™, D=7 mm, M= 24 N.m). Déterminer la

contrainte de cisaillement maximale dans la tige.

Exercice 3 :
Soit une éprouvette cylindrique en cuivre de 25 mm de diamétre soumise a un couple de 210
N.m. L’angle de torsion mesuré est de 4,9° pour une longueur de 1 m.
1. Calculer le module d’¢lasticité transversal G du cuivre testé.
2. Déterminer I’angle de torsion d’une poutre du méme matériau, de méme diametre et de
longueur 1,8 m, si elle supporte une contrainte de cisaillement maximale de 140 N/mm?,
Eprouvetle

~ d'essai
cuivre My =210 Nm

S

@25

Exercice 4 :

L’arbre proposé transmet un couple de 3000

t M 3000 Nm.!
Nm. Si on impose un angle de torsion 1,8° /'i?\\t ; ,/-i\“,nt
entre les deux extrémités, A et B distantes de A _\} . -‘8— - _iB =
0,9 m et G = 75 GPa. l i

l 900 mm |

e Déterminer le diamétre d. r
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Chapitre 6 : Flexion simple

Exercice 1 :
Une poutre sur deux appuis A et B supporte une charge concentrée en C de 300 daN.
1. Déterminer les actions exercées par les appuis.

2. Déterminer les efforts intérieurs dans la poutre en E et G.

PI .
. 3GDdaN'U
'41"’?\\
F <
:" Im
[‘ F
ne BoﬂdaN B

i )

L _]wﬁ.,

Exercice 2 :

Soit une poutre de section rectangulaire (b*h), de longueur 2L, soumise a deux charges (figure

ci-dessous).
P
| Q
RN
]
, L2 L ; L2 |,
On demande :

1. Calculer les réactions d’appuis.

2. Déterminer les efforts internes et tracer leurs diagrammes.
3. Veérifier la condition de résistance de cette poutre.
Données :

Q=5t/m, L=4 m, P=10t; b=30 cm et h=45 cm.
6=1600kg/cm?;x = 1100 kg/cm?
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Exercice 3 :

Soit une poutre en acier de section transversale ronde, comme le montre la figure ci-dessous.

) P
My Q ,
@Y
A B
D
. 3 / 3 / 2 /

4 7 L4 4

On demande :

1- Calculer les réactions aux appuis.

2- Tracer les diagrammes des efforts intérieurs tout au long de la poutre.

3- Pour la section ou le moment fléchissant est maximal, tracer la distribution des contraintes
normale et tangentielle tout au long de la section transversale de la poutre.

4- Déterminer le diametre D de la section.

Données :

Q=4 kN/m, L=4 m, P=20 kN.

6 =1600kg/cm’;T = 1100 kg/cm’

Exercice 4 :

Soit une poutre de section rectangulaire (b*h), de longueur 2L, soumise a deux charges (figure

ci-dessous).
P
Q l Q2
A l ~[ I I 1
B

[ ]

p L y L PN
On demande :

1. Calculer les réactions d’appuis.

2. Déterminer les efforts internes et tracer leurs diagrammes.
3. Déterminer la (les) section (s) dangereuse (S).

4. Veérifier les conditions de résistance de cette poutre.
Données :

Q=5t/m, L=4 m, P=10t, b=35 cm et h=50 cm
6=1600kg/cm?;x= 1100 kg/cm?
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Solutions

Chapitre 1 : introduction a la résistance des matériaux

Exercice 1 :

R=F.1+F.j R1414 kN

|ﬁ| = /F? +F3=1414kN /

F
Cosa = — = 0,707 => a = 45° \

Rl

» F1=1000 kN

Exercice 2 :
a) Meéthode graphique :

Il suftit d’utiliser un papier millimétrique, et

>Y

de dessiner les forces G et F en utilisant une
échelle par exemple 2 kN— 1 cm, ensuite
on dessine le vecteur R qui relie le point de
départ de la force initiale (G) et le point de

fin de la derniere force (F), le vecteur R

représente dans ce cas la résultante R. G

™N<

La longueur de la résultante vaut 4 cm ce qui

correspond a une intensité de 8,02 kN.
L'angle 6 de la résultante par rapport a

I'horizontale vaut 88,77°

b) Méthode analytique :

v Décomposition des forces F et G:

Fx = 4 cos(45°) = 2.83 kN; Fy = 4 sin(45°) = 2.83 kN

Gx = 6 c0s(60°) = 3 kN; Gy = 6 sin(60°) = 5.20 kN

v" Calcul des composantes horizontales et verticales de R :
Rx=Fx+Gx=-2.83+3=0,17 kN; Ry =Fy + Gy=2.83 +5.20 = 8.03 kN
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v" Calcul de l'intensité de la résultante R :

R = [(R:’+ R = (017> + 803°) = 803kN

V' Calculer l'angle 0 de la résultante par rapport a I'horizontale :
0 = tan'(Ry/Ry) = tan'(8.03/0,17) = 88,77°

Exercice 3 :
M;p = Mg; — Mg; = F,sin30 X 25 — F;sin60 X 10 = —472 N.m

Exercice 4 :

Systemes Degré d’hyperstaticité h Type de systeme
@ 6 Hyperstatique
(b) 3 Hyperstatique
(© 3 Hyperstatique
(d) 2 Hyperstatique
(e) 0 Isostatique
)] 1 Hyperstatique
(9) 0 Isostatique
(h) 3 Hyperstatique
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APPLICATIONS

Chapitre 2 : caractéristigues géomeétrigues des sections planes

Exercice 1 :
Cas du triangle :
h
1y d—]fbf_5y+hd d —Jfb byt iyydy = —— "] _ b3
Y6 =73 SyS_SO(() Z)yy—so Y )yy—(bh/z) | =5/
h
=21, zd —Ifbf_gmd d —]fbhz 2oty yay = L[N s
Z
“ h +h
Z—_—
b)’
h
Yo Y
< b >
Cas du demi-cercle :
—Iff nordrdo = [ R2'9dd ——]fn'edefde _ L [R)_#R
ZG_E sTSl?’lT‘T‘ —EfofoT'SlTl T ——E()Sln 07" r = T[R2 3 —37_[
)
Z
A
F 3
R
4 }Y

Les coordonnées du centre de gravité du demi-cercle par rapport au systéme d’axe donnée dans cet

exercice veulent :

2025
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Exercice 2 :

Position du centre de gravite :

Y Yo XS Y Zg XS
YG = g =———
xS xS
Figure Ye Zg
z Yo, = 22,50; Zg = 20;
S; =400 Y Zg X S;
® 15cm S, =675 e="5 o
L
Y, _2 Y XSi_ s spem = 37,26 cm
55 ¢ecm @ Z Si
Y
10 cm
Z YGl =65 ZGl =15
60 YG2 - 50 ZG2 - 80
O ES Yes = 30 Zes = 142,5
} S, = 1500
SZ = 2000 Z ZGi X Si
S3 = 1500 be="v g
20 100 Z YGi X Si =79 25 1
® Yo =————=485cm = /Feocm
xS
@ 30
[0) Y
50
Yo, = 30 Za1 = 30
Yg, = 20 Zgy = 40
* Ygs = 50 Zes = 10
" Y., = 53,34 Zea = 53,34
10 \@20 S; = 3600 7 _Z Zgi X S;
20 S, = 314 “T ¥y o,
60 _
S, = 400 = 30,06 cm
€ ® |20
. v S, = 200
40 20 5 Yo xS
. X S,
Yo =292 = 26,45 cm
xS
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Exercice 3 :

1. Calcul des moments statique dans le z
110

5 ® 25
Sy = ffs zds = ZZGiSi

i=1

repére YOZ :

2 100
S, =, yds = ) ya:S; iy
s le @
@ 35
o) Y
55
Section 1 2 3 2
Surface Si 1925 2000 2750 6675
Y, 55 55 55
Zei 17,5 85 1475
Z Y XS, 105875 110000 151250
z Zei X S; 33687,5 170000 405625
Sy (em?) 3,67 10°
S, (cm?) 6,09 x 10°
2. Détermination des coordonnées de centre de gravité :
Yo X S; Zgi X S;
Y =@=55cm; Zg :L=91,286m
xS xS

3. Calculer les moments d’inertie Iy et Iz par rapport a un systeme d’axe parallele a YOZ

et passant par le centre de gravité :
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z
lyc = Z Iygi + z(zai —Zp).S;
110
Iz¢ = Z Iz6i + Z(Yci —Y5)’.S; —®
s 100
lyze = Z lyzGi 20
@
4‘:E:(Ybi"yb)(zai @ | »
55
~ 7).,
Section 1 2 3 hX
Surface Si 1925 2000 2750 6675
I 196510,42 1666666,67 143229,17 2006406,26
YGi
I 485260,42 66666,67 2772916,67 3324843,76
ZGi
Yei — Y¢)
73,78 6,28 56,42
(Zgi — Z¢)
10478715,17 78876,8 8753845,1 19311437,07
(Zoi — Z6)°.S;
I 21317843,33
YG
3324843,76
Iz
0 0 0 0
lyzi
lyzg
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APPLICATION

Chapitre 3 : traction et compression

Exercice 1 :
1. Calcul de I’effort normal :
On calcule tout d’abord la réaction a l’appui A. ‘ Va
Va
ZF/Y=0=>VA—4=0 —> vV, =4t
] _ 4m
Faisons une coupe dans la barre et écrivons
I’équation d’équilibre (figure b) : )
l Pi=41t :
D Fx=0=>V,~N=0=>N=V,
(@) (b)
=4t
2. Vérification de la condition de résistance :
oc<6=1200kg/cm’
N _ 4x10° _ , e
o=c=—75 = 266,66 <o = 1200kg/cm condition vérifiée
3. Calcul de la déformation :
NL 4% 10° x 400 5
= =——=266X10 " cm

TES T 10°x 15
Il s’agit d’un allongement.
Exercice 2 :

1. Détermination de l’épaisseur e minimale admissible pour la construction (e=Ri-Ry):

<o
_ 0, 240
0=—=—=40MPa
n 6
Avec
N N <=
c=—=——7+——<0
S m(Rj—R3)

N
=>R§—R§Z?

, @N , 400 10°
=>R, < Rl—?: 200 —W=190 mm

Soit e=R1-R»=200-185=15 mm

2. Calcul de I’allongement :

NL 400 x 103 x 3500

AL =— =
ES ~ 200 x 10% x 18,13 x 103

= (0,386 mm
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Exercice 3 :
H—»AI | ———> 48t| |e——361
-
1 2
ZF/X=0=>HA+48—36=0 =>V,=—12t
Coupe 1:
ZF/x=0=>HA+N=O => N, = I2t

Coupe 2.

ZF/X=0=>36+N=0 => Ny =36t

N=max (N1et N2) =36t

N
0=5<0= 1200 kg /cm?
S>N_36><103_225 5
=% 1600 7
Exercice 4 :
1. Calcul de l’effort normal dans chaque barre Va
(méthode des coupes) : I
. I
ZF/X=0=>VA—2—1=0 =>V, =3t
w| 1
Barre 1 L
Fixy=0=>V,—N=0=>N=V,=3t :
> i y y [Teez
Barre 2 L 2)
- —.2

ZF/X=0=>N—1=0=>N=11: ' _T_

F1=1 t
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2. Détermination de la contrainte normale et I’allongement au point O :

N Ix10
TS T T2

AL = AL, + AL,

=500 kg/cm’

A = ML N N,L, 3x10°x 150+ 1% 10° x 150 010
- - =0,19cm
ES; " ES, 1x10°%x4 Ix10°x%2

Exercice 5 :
N1 N2
i : :
[ y o
ke — 35m ———f 25m ——
‘;. N

Etudiants la stabilité du systéme

7
ZM/A=0 => 35X P— 6Ny =0 => Ny= =P = 29,17 kN

5
ZM/C=0 =>2,5XP—6N; =0 => N; =P = 20,83 kN

Calculons maintenant le déplacement de la barre aux points Aet C :

AL N;L 20,83 x 10° x 3000 178
= = = /,78mm
ATES T 70x 10° x 500

_NoL 29,17 x 10° X 4000

AL, = = = 1,94 mm
ES  200x 10° x 300
y: 3,5 v 2,5 7 Position initiale
A B C/ de la barre
I.  J 9
L78mm, . Ap=? 1.94
—
Position apres
I'allongement
des cables

Le déplacement vertical de la barre au point B est donné par I’expression suivante :
AB: ],78 + y

y _1,94-178
35 6

=>y =0,09mm
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Il en résulte que
Ap= 1,87 mm

Exercice 6 :

1. Détermination de I'nyperstaticité du mécanisme :
e Le nombre des inconnus est 4 (3 efforts de traction dans les tiges et une réaction
d’appui au point E)
e Equations d’équilibre de la barre 4 : 3 équations dans le plan

Z Fy=0=>Rz=0

Z F/y=0=> N1+N2+N3=P

2L
Z Myp=0 =>2L><N3—<7)P+Lx1v2=0

h=4-3 = 1 — systéme hyperstatique de degré 1.

2. Efforts dans les fils

Le systeme est statiquement indéterminé, nous devons recourir aux déformations de la
structure pour trouver une autre équation. Comme la barre est rigide le seul mouvement
qu’elle peut effectuer est une rotation autour de la liaison E. la ligne discontinue représente

la position finale apres 1’application de la force P.

yi L y 4 L y 4
I 4 4 4
N1 N2 N3

Position initiale de

la barre
E AT D BT C T/

P CH \
Position apres

I'allongement des
cables
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Comme la barre est rigide, les triangles semblables A’C’’C’et A’B’’B’ fournissent une
relation simple entre les déformations des deux tiges, & savoir :

Ac—A, Ap—A
€ A8 A 5 A —DAg—Ac=0

2L L
pNL oL N3L—0 —=> 2N, =N, —N; =0
ES ES ES =~ e

En replagant ce résultat dans les équations d’équilibre, on obtient :

N_P
=3
N P
=3
N_P
=3
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Chapitre 4 : Cisaillement

Exercice 1 :

Représentation du diagramme de contraintes tangentielles dues a I’effort tranchant, et calcul

de la contrainte maximale :

Y
6T (h2 2
T=———7—— A
bi’ "4
2
Poury=0=>r=rmax=§n 5
AN ' h 7 Tmax
3 G
_2,233x10°
Tmax = 3% 7505300~ a | Y
b

Exercice 2 :

Calcul de la contrainte moyenne de cisaillement sur le plan a-a:

P.cosa _ 40 x10° x 0.707

= = = 0,47 MP
Fmax A 200 % 300 ¢
Exercice 3 :
e Calcul de la contrainte moyenne dans le joint :
F 12% 10°
= 13,9 MPa

tmax = 547 557720 % 360

Exercice 4 :

1. Calcul de la résistance maximale au cisaillement de la colle :

F.cosa _ 40 x 10’ x 0,966

Tmax = 2 = 50 % 40 = 19,31 MPa
2. Calcul de la contrainte de compression :
F.sina 40X 10° x 0,966
o = = = 5,17 MPa

A 50 x40

3. Calcul de I’intensité maximale de la force applicable F :

F.cosa F AT 50 X 40X 10

B cosa 0,966 = 20,7 kN

Tmax — 2
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Chapitre 5 : Torsion

Exercice 1 :

1. Calcul de la contrainte tangentielle maximale :

MtR
. Me
max Ip
I —D4—604—405 x 10°mm?
PT3"32 " mm
M, 3x 10°
Tmax = —R = ————=x 30 =220 MPa

L, " 405 x10°

2. Calcul de la distorsion :
T=0G6.6.p(p=R)

Tmax

G.R

Tmax = G.O.R => 0 =

L’angle de distorsion sur une longueur de 600 mm du cylindre est :

Tmax-L 220 X 600

0 = =
G.R 80x10°x30

= 0,055 rad

Exercice 2 :

0 =73.m! = 73n = 0,00127 rad.mm™!
180

D’ou la contrainte de cisaillement maximale :

Tmax = G.0.R =80 % 10° X 0,00127 x 3,5 = 356 N.mm™> = 356 MPa

Note :

La contrainte maximale peut étre calculée par la méthode suivante :

MtR
T e
max Ip
I,D = 235,7mm4

24 x 10°

Tmax = W X 3,5 =356 MPa
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Exercice 3 :

1. Calcul du module d’élasticité transversal G du cuivre testé :

M,
Tmax = I_R
p
I D! _ 25 1,22 x 10°mm?*
== —= X
PT3 32 " mm
M, 210 x 10°
Tmaxy = —R = ————x12,5= 215,16 MPa

I, 1,22 x 10

De I’autre c6té, on a :

Tmax = G.0.R
D’ou
Tmax
G =
6.R
0 =49.m ! = 1,80 =855 x 10 rad.mm™!
On aura
T 215,16
G =22 = = 106,85 GPa

C0.R 855 x107°x125

2. Détermination de 1’angle de torsion

Tmax = G.0.R
D’ou
140
o = mex - = 0,000104 rad. mm~"!
G.R  10685% 10° x 12,5
Exercice 4 :

e Détermination du diameétre d :

M,
Tmax = —HR = G.0.R

I

Avec

)

_5 _1
— = X .
750 3,14 X 10 "rad.mm

0 =18°m!

Il en résulte

; M, D* oD 1|32M, 4 32 X 3000 10676
- = = = == = ; mm
PTGO 32 G.0 75% 10° x 3,14 x 107°
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APPLICATION

Chapitre 6 : Flexion simple

Exercice 1 :

1. Calcul des réactions d’appuis :

ZF/X=0=>HA=0
ZF/Yzo => V,+Vp =F = 300 daN

2
ZM/A:O =>3xVp—2F =0 => Vy=3F = 200 daN

i
ZM/Bzo =>3xVy=F=0=>V,;=3F=100daN

m

2. Calcul des efforts internesen E et G :

Coupel 0<x<2:
ZF/Y=0 => T—VA=0=>
T(x) =V, =100daN

ZM/():O =>M—VAx=0 =>

M(x) =Vyx = 100x
Point E (x=1,5m) :
T(1,5 =100daN et M(1,5) = 150daN.m
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Coupe?2 2<x<3:

ZF/Y=0 =>T-V,+F=0=>
j

T(x) =V, —F =-100daN A 300 daN / )}I

ZM/0=0=>M—VAX+F(x—2)=0=> w

M(x) = (Vy — F)x + 2F = —200x + 600
Point G (x=2,5m) :
T(2,5) =—-100daN et M(1,5) = 100daN.m

Exercice 2 :

1. Calcul des réactions :
ZF/X=0=>HA=0
ZF/Y=0 =>V,+Vp=QL+P =30t
1
ZM/A=O =>2LXVB_QL2_PL_=0 => VB=§(P+QL)=15t

1
ZM/BZO =>2LxV,— QL' ~PL=0 => Va=5(P+QL)=15t
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2. Calcul des efforts internes et dessin des diagrammes T et M :

Coupel 0<x<2:

A _.
ZF/y=0=> T—V,=0=> 0 l M
T(xX)=V, =15t . T

ZM/0=0=>M—VAx=0=> «—>

M(x) =Vyx = 15x
M) =0 et M(2)=30t.m

Coupe2 2<x<4:

L

L
T(x)=—Qx+VA+Q§=—5x+25

M
T(2)=15t et T(4)=5¢t
I L?
ZM/Ozo =>M+3Q(x=3) —Vix=0=>
Q , (Q ) QL
M(x)——Ex + 7+VA X ==
J 2
=—§x +25x—10
M(2)=30t.m et M(4) =50t.m
Coupe2 4<x<6:
L
ZF/Y=0=> T+Q<x—§>+P—VA=0=>
L P
T(x)=—Qx+VA+Q§—P=—5x+]5 2 /
T(4)=-5t et T(6)=—15¢t A vV {l M
Mp=0 = 4 ’l
/O — => v L2 L/2 T

1 L,
M+§Q(x——) —Vyx+Px—L)=0=>

2
5
M(x)=—§x + 15x + 30
M(4) =50t.m et M(6) =30t.m

2
M(x) ——9x2+(Q +VA—P)x—QT+PL
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APPLICATION

Couped 0<x<2:

Fy=0=>T+Vz=0=>
Z Y B M T - B
VE
-
X

ZM/0=0 =>M—VBX:0=>

M(x) = 15x
M(0)=0 et M(2)=30t.m

Note :

Pour la représentation graphique, il faut choisir une échelle des efforts tranchants et des

moments fléchissants.
Echelle des forces : 1 cm 1600 daN, des moments : 1cm 1600 daN.m

T (1)
N

15

> x(m)

th
1

> x(m)

30
v

M (t.m)

3. Vérification des conditions de résistance :
e Contrainte de flexion

My
Omax = I - Ymax
zZ
h bi’ s
My = Mpax = 50t.m; Yipax = 3= 22,5em; I, = o= 2,28 X 10" cm

50% 10°

= Son g <225 = 493,425 g = 1600 kg/cm? => Condition vérifiée
, X

Omax
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APPLICATION

e Contrainte de cisaillement

T

W avecT =Ty =15t

Tmax =

Wl N

—2]5X]03—1666<_—1100k 2 => Conditi rifie
Tmax = 3305 45~ (000ST= g/cm- = ondition vérifice

Exercice 3 :

1. Calcul des réactions :

ZF/X=0=>HA=0
ZF/yzo => V,+Vg=24+20=44kN
ZM/A=0 =>5xVg—60—20x3=0 => Vy=24kN

ZM/B=0 => 5%V, —120—40+60=0 => V, =20 kN

My P

2. Calcul des efforts internes et dessin des diagrammes T et M :

Coupel: 0<x<3:
My
Q

T(x) =—Qx = —4x o
T(0) =0 et T(3)=—1I12kN T

1
ZM/O=0=>M+§Qx2—60=0=> <
M(x) = —2x° + 60
M(0)=60kN.m et M(3) =42kN.m
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APPLICATION

Coupe2:3<x<6:

ZF/Y=0 => T+Qx—V,=0=>

T(x) = —Qx+V, = —4x+ 20
T(3) =8kN et T(6) =—4kN

ZM/():O —>

1
M+§Qx2—60—(x—3)VA=0

=> M(x) = —2x° + 20x
M(3) = 42kN.m et M(6) = 48kN.m

...... .
QUIIE .,(DM
A 0]1_

Coupe3d: 6<x<8:
ZF/Y=0 =>T+6Q—V,+P=0=>

T(x) = —24kN
T(6) =T(8) = —24kN

ZM/0=0=>

M+6Q(x—3)—60+P(x—6)—Vy(x—3)=0
=> M(x) =—-24x+ 192
M(6) = 48kN.m et M(8) =0

4

T (kN)

> X(m)

Cdl

60§
M (KN.m)

> x(m)
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APPLICATION

3. Distribution des contraintes normale et tangentielle :

Mg = 60kN.m (x = 0)etT =0

Mfmax D
Omax = I - Ymax avec Mfmax =60kN.m; Ymax = E s lg, = W
z
_ Mpmax _60x 10" D 6114,64
Omax —T-ymax - D -3— e

64

4. Dimensions de la section

Le dimensionnement a la condition de résistance se fait selon la condition :

S6=1600C 5 => D=183cm

Exercice 4 :

1. Calcul des réactions d’appuis :

ZF/X=0=>HA=0

5
ZF/yzo => V4V =3QL+P =35t

ZM/A=0 =>2LXVp—5QL* = 5PL—1-QL =0 => Vp =

=1813¢t

3 i
ZM/B=0 => 2L XV, =301’ = 5PL+—

=16,87t

Tap+1

I 1 23
ZQL7 =0 =>V,=2(P+ QL)
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APPLICATION

2. Calcul des efforts internes et dessin des diagrammes T et M :

Coupel: 0<x<4:

=> M(x) =V, —QL)x + %Lg = —3,13x + 40

M(4) =2748t.m et M(6) =21,22t.m

D Fy=0=>T-Qx—V,=0=> Q
T(x)=—-Qx+V,=—-5x+ 16,87 A Y l M
T(0) = 1687t et T(4) =—313t 0
] T

] L

ZM/0=0=>M+§Qx2—VAx=0=> Va
X
Q 2 J 2
M(x)=—3x +VAx=—§x + 16,87x
M(0)=0 et M(4) =27,48t.m
Coupe2: 4<x<6:
Y Fy=0=>T+QL—V,=0 0
=>T=—-QL+V,=-31I3t A Yl lofl M
L I b
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APPLICATION

Coupe3d: 6<x<8:
ZF/Y=0 =>T+QL+P—V,=0

=>T=—-QL+V,—P=—1313¢t

D Mp=0=>

3L L
M+P(x—7)+QL(x—§)—VAx=0

I 3
=> M(x) = (V,— QL — P)x +§QL2 +§PL

=—13,13x+ 100
M(4,5) =21,22t.m et M(6)=-504t.m

I v

—>
%)
=
RS
(3]

<
o=

-
-

Couped: 0<x<2:

X
ZF/y=0 => T—Q§=O

x 5

TO)=0 et T2Q)=5t

1

Lo > S
=> M(x)=—ZQx =-x

M0)=0 et M(2)=—-5t.m

Q12
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APPLICATION

T (t) .
N E
16,87
. + > X(m)
313 113,13
5,04;
i M >x(m)
D+
i 21,22 :
' 27,48 :
28,46
v
M (t.m)
3. Sections dangereuses
M = Mgpax = 28,46 t. m pour Xx=3,37 m
T = Tpax = 16,87 t pour x=0
M=2122t.metT = 13,13t pour Xx=6 m
4. Dimensions de la section
e Contrainte de flexion
M max h bi’
Omax = I—-ymax avec Mfmax =28,46t.m; Yimax = E s lgy = E
Gz
M 2846 X 10° 50 k k
fmax ) ) — g
=—, =— —=1]9555 — <0=1600 —
Omax IGZ ymax 35 % 503 2 sz o sz

12
=> condition verifiée

e Contrainte de cisaillement

2T
Tmangn avec T =Tpax = 16,87t
2T _]6,87><103_642 k9 _ 100K
fmax = T 3% 35% 50 T em2 = T U om2

=> condition verifice
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ANNEXE A : FORMULES GEOMETRIQUES

Annexe A : Formules géométriques

Z
b h f a a
Ye=5i2=75 Yo=5i2c=5
S = bh S=a?
. bh3 v ; _a*
G =17 G Y12
b3h Lo
| L, =47 - Z 12
b
Z b h 7z
YG=§iZG=§ Ye=0,Zs ==
S_bh D2
W 2 ~ T4
I _bh3 G‘ Y , _TL’D4
o Y Y7 36 Y~ 64
b3h _ nD*
‘T’ IZ=¥ D z= 64
b
Z Yo =0; Zg Z Y;=0; Z; ==
(2a + b)h ¢m TR
b = 7 rab
3
G, Y |S=5@+bh) b . Y L
2 2153 G y 4
_ (a®+4ab+b")h mah
. 5 > z 36 (a + b) - l,=—,
z D, 4R
Vs
§=5(0F-D3) s="
2
A
I, = a(Dl2 - D3 I, = 0,1098R*
T, ) .G Y TR*
I, = a(Dl —D3) R\\._i I, = ?
Z Y, =£-ZG=£ 7 4p
¢~ 3’ 3 Y =0; Z; =—
T[RZ 37'[
Sy s
mR* b G I = 0.1098ab?
L, = —— Y y — Y ab
Y16 | wa3b
mR* I I =
I, =—— < > z 8
z 16 a
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