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Introduction

L analyse harmonique est , a lorigine ,la branche des
mathématiques qui traite des signaux périodiques , ou quasi périodiques
.introduite par Fourier pour I'étude de I’équation de la chaleur ,ou il
remporta un grand succes ,elle est trés vite devenue un outil essentiel non
seulement du mathématicien (pour la résolution de certaines équations ,
comme les équations des ondes ou les équations de convolution .

L'idées de base de l'analyse harmonique sont tres simples , et
peuvent essentiellement se résumer dans cette profession de foi: tout
ramener a des fonctions de base dont les propriétés sont bien connue
(fonctions sinus et cosinus , ou exponentielle ) , en exprimant les
“ fonctions générales “ sous la forme de sommes ,ou ou plus
généralement d’intégrales , de telles “fonctions élémentaires’” .mais leur
application pratique pose un certain nombre de difficultés tant sur le plan
théorique (qu’est —ce que au juste qu’une “fonction générale “ ?) que sur
le plan pratique (comment réaliser une telle décomposition , ou au
contraire comment recomposer la fonction a partir de son expression dans
ces fonctions élémentaires; quelles sont les propriétés de I'image

décomposée d’une fonction, ect.).

Ces problemes ont été énormément débattus par les mathématiciens
depuis le siecle dernier , mais ce n’est gu’assez récemment qu’une
solution pleinement satisfaisante a été trouvée , en fournissant un carde
élémentaire et générale a la transformation de Fourier :en recommencgant
on chapitre 1 par la théorie de distributions ,congue par L. Shwartz nous
exposerons donc en premier les principaux éléments , .nous évoquerons
au passage le concept important de convolution de deux fonctions ou de
deux distributions , qui joue un réle essentiel par exemple en électronique
ou en optique.

Nous expliquerons ensuite , dans la troisieme chapitre , la notion de
transformée de Fourier des distribution ,ainsi que ses propriétés usuelles ,
le calcule pratique des transformées de Fourier est abordé dans
I"application .il existe un certain nombre de méthodes algébriques
permettant de passer d’une fonction a sa transformée.
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Chapitre 1 : Rappel sur la théorie élémentaire des distributions

1.1 Espaces de fonction de test :

Nous désignerons toujours une fonction de test par ¢@(t) on plus simplement , la variable
de definition etant ( t) en nous bornont, sauf lors-que nous preciserons le contraire ,ou cas
de fonction définies surR .

I.1-1Espace € :

Définition 1 :

Est I’ensemble des fonctions complexes sur R qui sont indéfiniment dérivables (de class C*),
c’est un espace vectoriel complexe.

- Le produit de deux fonctions ¢ ¢, € € et sa dérivée d’ordre (nEN) est donnee par la
formule de Leibnitz :

k —k
(PrL,02)"= Xp_o Ck ™)

Un sous espace implorant de € , on noté oy, , est constitué par les fonctions dites
temperee qui sont indefiniment derivable et a croissance lente ainsi que toute leur
dérivées.

Définition 2 :

Une fonction ¢ est a croissance lente si elle est majorée par un polynbme ,on ce qui est
équivalent si

AneE N:@(t) = o (|t]"), |t] o+oo
SIA>0 e <At t—> 4o

L’espace € est muni d’une topologie définie par une famille de semi-normes .c’est la
topologie de la convergence uniforme sur toute compact de la fonction et de chacune de

ses dérivées .une suite (¢, ) converge vers 0 pour cette topologie si les suites ((p,(lm))
convergent uniformément vers 0 dans toute compact K fixe et pour tout m

Ve>0,VmeN:,VK,an € N:ny =2 n => sup

go,(lm)(t)| <e,tEK.
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I .1-2 Espace S:

Définition 3 :

Est le sous espace de € constitué par les fonctions complexes sur R qui sont indéfiniment
dérivables et a décroissance rapide ainsi que toutes leurs derivee.une fonction est dite a

o . T . . 1

décroissance rapide si elle tend vers 0 a I'infini plus vite que toute puissance de o :
1 .

vn € N:p(t) =0 (ﬁ) Jt] = 00 <=> lim,_,, @(t)[t|" - 0

* 1l en résulte qu’une fonction ¢ € J est bornée sur IR ainsi que toutes ses dérivée et que :

Y(N,n) € IN? : limj; e tY ()™ = 0

I .1-2-1 Convergence dans S:

Une suite (¢,,) converge vers 0 dans S si les suites (p(t) (p,(lm)(t)) convergent

uniformement vers 0 dans IR pour tout m, p(t) étant un polynbme quelconque

Ve > 0,Vp(t),ym € IN,AN € IN:n > N => sup [ p(D)o ™ (0)| < etelr

*On démontre que la topologie propre est plus fine que la topologie induite par € ,cela

implique que si une suite ( ¢,,) dans 3, elle converge pour la topologie induite ce qui peut
étre verifié directement .

].1-3 EspaceD:

Définition 4 :
L’espace D (IR) est le sous-espace vectorielle de § et de € constitué par les fonctions
indéfiniment dérivables a support compact .

D(R)={f:IR > K(RVC)/fe C* etsupp f = Kcompact }

I .1-3-1 support d’une fonction :

Soit f une fonction de IR™ dansIK(IRV C)
Le support de f notée supp f est I'adhérence de I'ensemble des x € IR" tels que f(x)#0

Supp f ={x€IR" / f(x) %0}

Remargques :




1)
2)

Chapitre 1 : Rappel sur la théorie élémentaire des distributions

Le support de f est donc un ensemble ferme par définition alors on peut remplacer dans la
suite support bornée par support compact .

Quelques propriétés de 'espace D :

D est espace vectorielle de dimension infini
Sip€Dalorsgp €D
Sip € Deta:IR — Cindéfiniment dérivable alors ap € D
Vg EE,VOED => g. ¢ €D deplussupp (g.p) € supp?®
V@0, € D,supp (01.9;) c supp @ N supp @,
supp ¢ C suppe V@ €D

Théoréeme :

Soit un ouvert QCIR et un compact quelconque KcQ, il existe une fonction € D(2) égale a
1dansK.

Toute les données de la fonction sont nulles sur la frontiere de son support et aussi sur celle
de K.

[.1-3-2 La convergence dans D :

Une suite (@,,),>o de fonction de D converge vers une fonction @ lorsque n = 400 si:

3K compactde (1 telsque ,Yn €IN supp @, Cc K

sur{)
Vk >0 (p,(lk) —> @® uniformement

Résultats :

D
1)-Si ¢, = ¢ quandn — +o ,Alors

Ono® quandn — +oo
ap,_ap quandn — +o Va € (C?(Q)

2) Dc3c €

3)Vp € € Alors ¢ dite fonction test
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I .2 Espace des distributions :

[.21 Espace D:

Définition 5 :

On désigne D () le dual topologique de D(2) ¢’est a dire :
D(02):{T:D(Q) - K linéaire et continue}

-Te D(Q) © T est une distrubution

*T est linéaire :

1)V, @2 € D(Q): T(@1+92)= T(@1) + T(p2)
2)Va € K,V € D(2): T(ap) = aT(p)

*T est continue, V(¢,, ) une suite de D(Q2)
Si @, = ¢ dans D(2) , Alors T(¢,) = T(¢p) dans K
Notation : Vo € D(2) T:D(R) > K
¢ ->T(p)=<T,¢>

Remarques :

Les Distributions sur Q constituent un espace vectoriel

VT, T, €D(Q), Vo ED(Q) : < Ty + Ty, >=<Ty,o >+<T,, @ >
VT €eD),VpeED() ,VAEC <AT,p >=A1<T,p >

L’espace D est le dual topologique de D

I .2-1-1 La convergence dans D :

Une suite de distribution (T;,) converge dans D () vers la distribution T lorsque la suite
(<Th 9 >)
Converge dans K vers < T, ¢ > pour tout fonction ¢ € D(2)

lim, T, » T ©lim, <T, ,p>=<T,¢p> Vp €D
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I .2-1-2 Support d’une distribution :

Définition 6 :
Une distribution T est dite nul sur un ouvert ACIR", si et seulementsi:
VpeA:<T,p>=0
Le complémentaire de A est un ensemble fermé , appelé le supportde T

Proposition 1 :
si T est un distribution , ¢ une fonction de test et
suppT N suppp =@ Alors< T, > =0

Résultats :
vT,, T, € D()
Supp (Ty + T3 ) < suppT; U suppT,
Supp(AT) = suppT ,VT € D(R),VA € (ROU C)

Théoréeme :

Si T est une distribution, ¢ une fonction de test , et que leurs supports ne se coupent pas
(supp T N suppp = @) alors<T,p >=0

I .2-1-3 Distribution définie par une fonctionde f € L} :

Soit une fonction f localement intégrable (c'est a dire intégrable sur tout compact),elle

définit une distribution dite réguliere sur une fonction ¢ € D :
+oo
<Tpe>=<f9>= [ f(Opt)dt
En effet :

< f, @ > est lineaire
montrons que < f,@ > est continue
Soit (¢,,) une suite de D(12) telle que ¢, = ¢ dans D(Q)

Alors
| <Trn >—<Tr,0 > | =|[ ,fOle. () — e®)]dt | < [ IfF O] @, () — @(®)|dt

< suprek |0 () — (O] [ 1f ()1dt

10



Chapitre 1 : Rappel sur la théorie élémentaire des distributions

Comme f est localement intégrable ,alors :
| <Trn >—<Tp 0 >| < c supexl,(t) — (@) = 0
Donc <Tf, ¢, >—><Tf, ¢ > dans K. d’ou Ty est une distribution.
Remarque :

L'intégrabilité dont il question ici doit étre comprise au sens de Lebesgue et non de Riemann

Il'y a des distribution qui ne sont pas définie a partir d’une fonction localement intégrable,
dite distribution singuliére.

Exemple :

Distribution de Dirac :
VOeED <§,,0>= 0(a).

I .2-1-4 Distribution de type « peigne » :

Puisque I'ensemble des distribution est un espace vectorielle on peut , par exemple définir la
distribution Vo € D, < y&; + ud, + 963, > =ye(1) + up(2) + 99 (3)

On peut aussi définir Y125, = YN _ 6, =YV_, o(n)
Caro(n) =0 pour n > N Le peigne LU de Dirac est défini par :

= Y*3 6
Théoréme :
Soit une suite de fonction f, € L} . telles que :
La suite ( f,, ) converge simplement presque partout vers f
Les fonctions f,, sont majorées en module presque partout par une méme fonction g€ L!
Alors, la suite des distribution définie par les fonctions f,, converge dans D vers la distribution
définie par f.

I.2-2 Espace ¢ :

Il est possible d’étendre la notion de distribution au cas ou la fonction @ €€ Et n’a pas un
support compact .

11
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Définition 7 :
€ est le dual topologique de €, c.a.d :
={T:& - K(R()lineaire et continue }
Pour que T défini bien une distribution il suffit que suppT N supp¢ = K compact.

Vpee <T,p>=<T,ap > tqaeD a = 1surunvoisinage de K

a est toujours existe d aprés théoréme 1(1-3)

I .2-3 espace S ( Distribution Tempérées) :

Définition 8 :
Une distribution sur IR est tempérée ou a croissance lente si elle continue pour la topologie
induite par 3. L'ensemble des distributions tempérées noté 5 défini par :

S
o~

3={T:3 — K linéaire et continue}

Théoréeme :

Pour qu’une distribution soit tempérée il faut et il suffit qu’elle soit une dérivée (dans D) d’u
fonction continue a croissance lente.

Résultats :
1-3 est le dual topologique de
2-8c §cD

3- une fonction f € L}OC définit une distribution tempérée lorsque (f. @) est intégrable
Vo ES.

4-siTES=>TES

12
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I .2-3-1 Caractérisation des distributions Tempérées :

Les distributions ayant un support compact sont des distributions tempérées

Les polyndmes sont des distributions tempérées

Le produit d’une fonction bornée par un polynéme est une fonction appartenant a
Toute distribution tempérées est une dérivée d’un fonction tempérées .

1 .3 Opération sur les distributions :

Soit V un opérateur linéaire continue dans D

V:D- D
@ - V(p)

On définit par transposition dans I'espace D un opérateur linéaire continue V* :

Vt:D - D
T - Vi(T)

tels que Vo € D,VT € D: < Vi(T),p >=<T,V(p) >

I. 3-1 Image d’une distribution par un opérateur affine dans IR :

Soit V un opérateur continue dans D :

v

p(t) > @(at +b),(a,b) EIRX IR
soit V! 'opérateur transpose dans D tq: < VE(T), @ >=<T,,p(at + b) >
Exemple :

Lorsque T est définie par une fonction f € L1,

+oco0

< f@),plat+b)>= f f(®)p(at + b)dt

Z—b
a

posonsZ =at+b=>t =

dZ = = dt

lal

13



Chapitre 1 : Rappel sur la théorie élémentaire des distributions

1 [ Z-b
<f@p@+b)>=m [ FED @iz

= <SG 0@ >

1 —b
<f@ Gt +b)>= = <f(), @) >
Par analogie ,pour une distribution T
VE(T), = li Tty <T@y o) >= lal <T,, g(at+b) >

al "D

I .3-2 Dérivation d’une distribution :

Soit 'opérateur continue V dans D
¢ - (=D"" neN’
L opérateurcontinu vt transposé dans D définit la dérivée d’ordre n d’une distribution T.

Vi(T) = T™
dou <T®, ¢>=(CD"<T, oM >

Résultats :
1-une distribution est toujours indéfiniment dérivable car ¢ € D (¢ € C)y)

2-la limite d’une dérivée dans D est la dérivée de la limite car 'opérateur de dérivation est

continue

3- une série convergente dans D peut é&tre dérivée terme a terme
4-1’opérateur de dérivation dans S et & est continue

5-supp T™c supp T

Proposition 2 :

Soient T; une distribution et T, une distribution a support compact alors :

Ty est aussi une distribution tempérée et T, aussi une distribution a support compact.

14



Chapitre 1 : Rappel sur la théorie élémentaire des distributions

Theéoreme:

Si une suite de distribution (T,,) converge dans D vers une distribution T, alors la suite des

distributions dérivées(Tn) converge dans D vers la dérivee T de la distribution T.
Démonstration :

Vo €D, lim, 0, <T,,,0 >=<T,p >+ (1)

Dautrepar<T,, ¢ >= —<T,,p >

Donc: lim < T, >= lim —<T,,¢>= —<T,¢>

Finalement lir_P <T,@o>=—<T, 0 >= —(—<T,p >)
n—->+oo

Alors:|lim <T,, ¢ >=<T,p >

n.—+00

Remarque importante :

Le théoréme ci-dessus n’est pas valable au sens de la dérivation des fonctions Par exemple :

sin nx

Soit la suite (f;,) définie par f,, =

Vn €R,Vx €ER*

n

sin nx

lim,_, o f,(x) = lim = 0car |sinnx| <1
n—-+oo

D’autre par les fonctions f, sont dérivables partout et f,(x) = cosnx mais

lim f,(x)= lim cosnx n’existe pas
n—-+oo n—-+oo

[.3-3 produit d’une distribution par une fonction C™ :

Définition 9 :
Soit T une distribution quelconque est (h) une fonction indéfiniment dérivable sur R ,le
produit de T par h est définie par :

Vop€D <hT,p >=<T,he >

15



Chapitre 1 : Rappel sur la théorie élémentaire des distributions

Propriétés :
VT € D,Yh € C*,Yp €D
1 —supp hT Cc supp hNsupp T

2 — soit 2 un ouvert tels que <T,p >= 0ou h(t) =0alors < hT,p >=0

I .4-Distribution périodigue :

Définition 10 :
Une fonction f est dite périodique de période a si

VteR:f(t) =f(t—a)oulanote f = f, Par analogie, nous donnerons la définition
suivante :

Deéfinition 11 :
On dit qu’une distribution T est périodique , de période a,si
T=T, <T,¢p>=<T,¢>
soitT €EDetgp €D :

<T,p>=<T,, 0 >=<T,p_, >
<T,¢—¢,>=0

Exemple :
Soit un peigne de Dirac, IlI, = >*2 §,, oua€ R™,

Considérons la translatée d’indice a de ce peigne notée (IlI,),
< (Wg)g, ¢ > =< (lll), p_q >
< (We)g @ >= XIE < Bngy 9 >
<Wya @ >= XL p_o(na) = XIZ p(na + a) = XZ p(a(n + 1))
Lorsque n par court z, on trouve

e ean+1) = X3 p(na)
< (), ¢ >=< (I, ),¢ >doulll, estpériodique de période a.

16



Chapitre 1 : Rappel sur la théorie élémentaire des distributions

I1.5-Distribution complexe conjuguce:

Définitions 12:
1—une distribution Testréellesi<T,p >ER,Vp €ER
2 — une distribution quelconque T peut toujours se mettre sous laforme T =T; + iT,
tq Ty, T, deux distributions réelles
VPpER <T,p>=<T,p>+i<T¢p>
3 — La distribution T* conjuguée d’une distribution T est définie par la relation :
<T* @ >=[<T,¢@ >]" ¢ est une fonction de test

I .6 Translation ,symétrie ,rotation, homothétie :

Soit ¢ une fonction test et a € R"
Notation :

La fonction Translatée de ¢ par a notée , 7, (@), t,[@](x) = p(x — a)
Le symétrique de ¢ est la fonction de test notée a(¢@)Définie par :a[@](x) = @(—x)
L'image par rotation R de ¢, notée pp[¢@]
prlel(x) = o(R (x))
si Kest scalaire ,l homotheétie de ¢ de rapport K notee Hi[@]
Tels que : Hg[@](x) = @(Kx)

I .6-1-la translation :

VFEC® <1,(f) ¢ >=[puflx —a)p)dx = [ fOe(y + a)dy

=< f,1_qle] >

I .6-2-1a symétrique :

Vo € D: <4[T], ¢ >=<T,5[p] >

I .6-3-la Rotation :

< prlT],@ >=<T,pgle] >,R larotation inverse de R

I .6-4 -L’homothétie :

< H,[T],¢>= |kI™ <T,Hi[ep] >
K

17



Chapitre 1 : Rappel sur la théorie élémentaire des distributions

1 .7-Produit tensoriel :

Définition 13 :
Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur R™ et R™ on appelle tensoriel
de f par g,et 'on note f®g la fonction definie sur R™*™ par :
Vx ER™etVy €R",(f®9)(x,y) = f(x)g(¥)
Propriétés :

1)-si f et g sont des fonction localement intégrables respectivement sur R™ et R™ alors f®g
est localement intégrable sur R™*"
2)- soient @ € D(R™)et .\B D(R™), alors @Y D(R™*™) on peut donc calculer :

<f®g,p® = [pn[m (X)) g() @(x) B)dx dy
= [am fF@X)dx [pn gD W)dy =< f, 0 > < g, &
3- cas générale :

Soient T, € D(R™), T, € D(R"),3!'T € D(R™™™) appelée le produit tensoriel de T; par T,
, et notée par:

T; ®T, qui vérifier: V¢ € D(R") , VB D(R") ona:

<T1®T2,(p®%: <T1,(/)><T2 ,\B

I .8-Convolution :

I .8-1 :Convolution des fonctions :

Soient f, g deux fonctions de carré intégrable (i.e :,g € L? ) on appelle produit de
convolution de f et g notee f * g la fonction definie par :

(fF*9@) = [pm FOglx —y)dy

Remarques :
e
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Chapitre 1 : Rappel sur la théorie élémentaire des distributions

(fxg)e L'
Jon(F = 9) () < Nfllz llgll2

La convolution est bilinéaire
fxg=g*f

I .8-2-Convolution des distributions :

Définition 14 :

Soient T; € D(RY), T, € D(R"), le produit de convolution de deux distribution T; , T, est
définie par:

VOED <Ty*Ty,0>=<T,®T,,p" >
Ou ¢%: RVNx RN —» RN

x, v)- e*(xy)= ox+y)

Lemme :
VT € D(RY) ,vo € C°(RY)
Sisupp T N supp @ est bornng, alors < T, @ > est bien définie

La définition 1 pose toute fois un probléeme , car ¢ est C* mais a support non compact , nous
admettons cependant que si T; ou T, a un support compact , alors supp T; ®T, N supp ¢*
est compact et dans ce cas on peut définir la valeur < T; ®T, , * >

Propriétés :

1- VT, ,T,,T; € D(RY)
Le produit de convolution est commutatif : T; * T, = T, *x T
Le produit de convolution est associative : (Ty * T,) * T3 = Ty * (T * T3)
L’élément neutre de la produit de convolution est delta de Dirac §

2- La dérivée de T; * T, est la convolution de T; par la dérivée de T, ou l'inverse :

D¥(Ty *T,) = Ty * (D*T,) = (D*Ty ) * T,
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Chapitre 2 : Transformation de Fourier des fonctions

IL. 1 Espaces fonctionnels L! et L2 :

Rappel :
Soit R larelation d’équivalence définie par :
fRg &©f=g presque partoutsurA
Alors L1(A) = L1(A)/R
Ou LI( A) est 'ensemble des fonctions définie sur A et a valeur dans C sommables
On appelle donc LI ( IR) ,’'ensemble des fonctions f & valeurs dans C sommables, i.e :
JIf(x)] dx <
Deux fonctions égales presque partout sur IR étant considere comme identiques .
Définition 1:

On appelle L?( IR) I'ensemble des fonctions a valeurs dans C ,dont le carré du module est
sommable .

On définit alors L?( IR)/R ( deux fonctions égales presque partout sur IR sont considérées
comme identiques.

Proposition 1 :

Les espaces fonctionnels L1 ( IR) et L?( IR) sont des espaces vectoriels ( sur le corps des complexes)
de dimension infinie on peut munir L1( IR) de la norme suivante :

f € L'CIR) = Il = JIEG) dx

De méme ,on peut munir L( IR) de la norme suivante :

fe L2(IR) = Ifll2qry = ‘/flf(x)lzdx

Théoréme de Fisher- Reisz :

Les espaces L1 ( IR) et L?( IR) munis de leurs normes sont des espaces de Banach (i.e des espaces
vectoriels normés complets).
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Chapitre 2 : Transformation de Fourier des fonctions

Remarque :

La norme définie sur L?( IR) dérive d’un produit scalaire :

<f,g>= ffg dp ,(Lespace L?( IR) forme ainsi un espace de Hilbert)

I1.2 Intégrale de Lebesgue dans IR? :

Soit A et B deux sous —ensembles mesurables de IR soit f(%,y) une fonction mesurables définie sur
le produit Cartésien A X B si elle existe . L'intégrale de Lebesgue de de f sur A X B sera notée :

foB f(x,y) dx dy

La fonction f est dite sommablesur A X B si:
|[ o fy) dxdy] < oo
On montre que f est sommable si et seulement si son module |f|] est sommable et on a alors :
[ axe fxy) dxdy| = [, IfGxy)l dxdy
Théoreme de Fubini :

Si f(x,y) est sommables sur AX B, alors :
Jase fy) dxdy=[, (J; f(xy)dy) dx

=[5 (J, fxy) dx) dy

Propriétés :

L'énoncé de théoreme de Fubini renferme |'affirmation que la fonction

X— fB f(x,y)dy (resp.y = fA f(x,y) dx
Est définie pour presque toutx € A (resp,y € B)

Si f(x,y) n'est pas sommable, il peut arriver que 1 unedes deux expressions :
Jy Ugfydy) dx , [, (J, fxy) dx) dy

Ait un sens sans que l'autre en ait un . Il peut méme arriver que chacune ait un sens mais que les
valeurs .

Il suffit que I'une des deux expressions :
Ja Uglfepldy) dx [, (J, IfGxy)] dx) dy
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Chapitre 2 : Transformation de Fourier des fonctions

Soit finie pour la fonction f( x,y) soit sommable sur A X B

Soit f(x,y) une fonction de la forme

fx,y) = fi(x) f(y)
Pour que f soit sommable il faut et il suffit que chacune des fonctions f; (i =1,2,...)

Soit sommable ,onaalors: [, . f(xy)dxdy = (J,fix)dx) (J,L) dy)

Exemple :

A=B=[0,1] , f(xy) = Xz_yyz2 si (xy) # (0,0)

x2 +

Pour f(0,0) on peut prendre n’importe quelle valeur car c’est un point de mesure nulle n’intervient
pas dans l'intégrale :

Jo U fxy)dy) dx = %
fB (IA f(X,Y) dx)dy = _TT[

La fonction de f n’est donc pas sommable sur [0,1] X [0,1]

Il .3 Théoréemes fondamentaux :

Théoréme de Lebesgue :
(X, 3, ) est un espace mesure, soit f, une suite de fonction mesurables définies sur X et
convergente presque partout vers f, on suppose qu’il existe g intégrable telle que pour tout
n € IN|f,(x)| < g(x) p.pSurX ,alors:

f est intégrable
VE€J ona lim,_ [ fdp= [ fdp
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Chapitre 2 : Transformation de Fourier des fonctions

Théoréme de dérivation :
Soit V un voisinage de t dans (a,b) tels que :

Pour presque tout x, t = f(t, x) est continument derivable sur V
Il existe g intégrable telle que pourtout t € V:

of
= (0| <g®pp

Alors I est derivable en t et I(t) = fxg (t,x) du

11 .4 Transformation de Fourier dans L1( IR) :

Définition 2 :
Soit f une fonction de L'( IR), on appelle transformée de Fourier de f la fonction de

la variable £ € IR, notée ffou F[f], telle que: (&) =] r ) e 1% dx

Remarques :

Pour que cette expression ait un sens il faut que f(x) e~%* soit sommable ce qui est assuré par le
faitque fe L'( IR).
Si f et g sont deux fonctions de L'( IR), telles que f = g presque partout sur IR alors f =g

II .4-1 transformation de Fourier inverse :

sifetf sontdans L'( IR)ona:

Fi(t) = f(v) en tout point t ,ou f est continue
Proposition 2 :

Si fappartient a C>( IR) etsif,f, f sont dans L'( IR) alors f est intégrable
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Chapitre 2 : Transformation de Fourier des fonctions

Démonstration :

Ona %(E) = —(9)2f(¥), d’autre part limyg) 40

%(E)| = 0 (D’apres le théoréme de Riemann —

Lebesgue) Il existe donc M > 0 tel que pout tout || = M, |E2||f(§)| < 1, |f| étant continue sur IR
et majorée parlg—2| A I'infini on a donc f dans L!( IR)
Remarque :

La définition de la transformation de Fourier n’est pas fixée dans les textes scientifiques, certains
auteurs préférent des définitions légerement différentes, on trouvera par exemple les écritures
suivantes :

FIfl = J o G007 276 dx

Flfl = [ g f(®)e!2™* dE

Flf] = 2m)7 [ o () e dx

Flf] =(2m)7 [ 0 fxE) € dE

Théoreme de ( Riemann - Lebesgue) :

Soitf € L'( IR)ona:

F[f] est un fonction continue et bornées sur R
F[f] estun operateur linéaire et continue de L'( IR) dans L”( IR) et:

IF, < ME1l,
lirn|s|—> +oo|,f(z)| =0

Remarques :

La transformée de Fourier n’appartient pas a L' ( IR)
Pour calculer la transformée de Fourier de f, on utilise souvent le théoreme de résidus suivante

Théoréme de résidus:
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Chapitre 2 : Transformation de Fourier des fonctions

Soient U un sous-ensemble ouvert et simplement connexe du plan complexe , zi,...,Z, un ensemble de points
distincts et isolés de U et f une fonction définie et holomorphe sur U\ {z;,...,,}.Si v est une courbe
rectifiable dans U qui ne rencontre aucun des points singuliers z, et dont le point de départ correspond au
point d'arrivée (c'est-a-dire un lacet rectifiable), alors :

f f(z)dz = 2mi Y " Res(f, z) Ind, (z4).-

Ici, Res(f,zy) désigne le résidu de f en z,, et Ind,(z¢) I’indice de I’acet y par rapport a z, L'indice de
sommation X porte sur tous les points singuliers zx, y compris le point & I'infini. Intuitivement,
I'indice du lacet est le nombre de tours autour de z effectués par un point parcourant tout le lacet. Ce
nombre de tours est un entier ; il est positif si y est parcouru dans le sens inverse des aiguilles d'une
montre (sens direct) autour de zy, nul si y ne se déplace pas du tout autour de zy, et négatif si y est
parcouru dans le sens des aiguilles d'une montre autour de zy.

L'indice est défini par 4
1
tndy (2 = 5 [

2ms y 2= 2

On définit alors le résidu de f en a par :

Res,f= a_; = o gﬁan

I1 .4-2 Propriétés de la transformation Fourier dans L1(_IR) :

La linéarité :
La transformée de Fourier est une application linéaire de L'( IR) dans ’espace des fonctions :
vf,,f, € L'(IR) ,Vby,b,€C:
Flby fy + byfr] =byF[fi] + b, FIf]
Parité et réalité :
Soit f € L'( IR) et F[f] sa transformée de Fourier, alors on a les résultats suivants :
Si fpair alors F[f] est paire
Si fimpaire alors F[f] est impaire L
Si fréelle alors a symétrie hermétique F(- &) =- F(§)

Si f est imaginaire pure alors a symeétrie anti_ hermétique : F(- &) =- F(§)

Changement d’échelle est translation :
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Chapitre 2 : Transformation de Fourier des fonctions

Théoréme de Changement d’échelle :

Soit fsommable,eta € IR* alorsona: F[f (ax)] (§) = % FIf] (z)

al

Théoréeme de translation :

Soit f une fonction sommable ,etb € IR ,alorsona:

Flf (x +b)] (&) = e FIf] ()

Proposition 3:
Si f est une fonction continue, intégrable ,telle que f soit dans L'( IR), on a pour tout x € IR

Fix)=fs () =f(-x)

Il .4-3-Transformée de Fourier de la dérivée :

Théoréme :

Soit f une fonction sommable et partout continue , dérivable presque partout et telle que f soit
sommable ,alors on a: F[f] (& =iEFIf] (®)

Théoreme : génération

Soit f telle que ses (m-1) dérivées existent et soient sommables , partout continues et telle que la
dérivée d’ordre m de f existe presque partout et soit sommable ,alors :

FIE™] ® = @®™ FIf] (§)
Résultats :

La vitesse de décroissance vers 0 de la transformée de Fourier de f en fonction de 1’ordre maximal
de dérivation de f,

En effet si f est telle que f™) soit sommable et définie presque partout , alors sa transformée de
Fourier est bornée :
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Chapitre 2 : Transformation de Fourier des fonctions

AM >0,VvE € IR,|(O™F] ()| <M

Donc ,sié+ 0,ona
FI ® < 5

- Sifindéfiniment dérivable, et que toutes ses dérivées sont sommables, la transformée de

1

Fourier de f décroit a I'infini plus vite que n’'importe quelle puissance de T

II .4-4 Transformation de Fourier dex — x f(x) :

Théoreme :
Soit f une fonction sommable sur IR telle que la fonction définie par :
x = x™ f(x),ou x € IR, soitsommable sur R ,alors:

Ff(x)] (§) est m fois derivable sur Retl'ona:

FIxm (0] @) = i 5 FIf

Proposition 4:

Soient f et g deux fonctions de L' ( IR), f. F[g] et F[f].g sont dans L!( IR) etona:

J fOFlgl®dt = [ FfX) gkdx

Démonstration :

1- D’aprés le théoréme de Riemann-Lebesgue, g est bornée, f§ est donc dans L' ( IR), de méme
fg e L'( IR)
2- D’apres le théoréme de Fubini,ona:

[ x O8Ot = [ O[] ge™ g()dx] dt

=J g 8OO ge™™ f(dt]dx= [ , gCOfx)
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Chapitre 2 : Transformation de Fourier des fonctions

11.5 La transformation de Fourier dans L? :

II. 5-1 Fonction sommable ,de carrée sommable :

Théoreme de Plancherel :
Soit f une fonction sommable et de carrée sommable sur R, alors sa transformée

de Fourier F est de carrée sommable et on a la relation :

J x IfOPPdx=] ¢ IF(®)I*d§

I1 5-2 Transformée de Fourier d’'une fonction de plusieurs variables :

Soient les vecteurs de IR X=(Xy, ... ,X,) et z =(&;, ...,&,) on définit un produit scalaire et
une norme :

§-§=Z?=1 X;&; X =y ?:1 x;2

Définition 3 :

Avec ces notations, on considére f une fonction sommable de IR"dans C,on définit la
transformée de Fourier de f par:

FE=/  f(X)e ¥dx

Définition 4:

Avec ces notations, on considére f une fonction sommable de IR"dans C,on définit la
transformée de Fourier de f par:

FE=/  f(X)e ¥dx

Remarque :

Soit f (Xl,Xz)E Ll( |R2), si Xq f(Xl,XZ )E Ll( |R2), alors:

a% FIf(xq, x2)1(E1,8) =-1F [x1 £(x1, %2)1(§1,82)
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Chapitre 2 : Transformation de Fourier des fonctions

Proposition 5 :

Si f est radiale , ¢’est a dire ne dépend que la norme du vecteur X , alors la transformée est radiale

Théoréeme :

la transformation de Fourier F ( respectivement la transformation inverse F ) se prolonge en une isométrie
de L2( IR) sur L?( IR),désignons toujours par F (respectivement F) ce prolongement on a:

vf e L?(IR) FF[fl= FF[fl=fpp
vig e *(IR) [ fEX) dx = [ , Ff(E) Fg(®)dE
vf e L*(IR) Ifll, = [[Ffll2

Proposition 6 :

Soitf € L?(IR) , onaFFf= fs5,p.p
Sif e L' IR) n L2( IR) ona FFf= f5 p.p

11.6 convolution et transformation de Fourier dans L1( IR) :

Proposition 7 :

Etant données fet gdans L'( IR) ,ona:

fxg® = f(¥).8(§) pourtoutée IR A
Si de plus f et g sont dans Ll( ! R) alors : f. g(¥) = (f * g) €3]

pour tout (€ IR

Démonstration :
1) fxg®) = [ ge ™[  fx—Dg(Ddt] dx

= [ x8OJ  fx — e ™¢dx] dt



Chapitre 2 : Transformation de Fourier des fonctions

Onpose:y =x-t =>dy=dx
fxg®) = [ x8®[f g f(y)e 0 *V%dy] dt
=[ g e ™ dt [ fy)e ¥ dy
=89 .f®
2) Remarquons que le résultat précédent (1) s’applique a F f, g étant dans L'( IR) on a
F(f+8) (0 =Fix). Fgx) =f(x).g(x) p.p
Carona:sif etf sontdans L!( IR) ona Ff=f d’apres le théoreme d’inversion .

Et par la transformer de Fourier on obtient : f* g(¥) = f g(¥) VE € IR

11.7 Convolution et transformation de Fourier dans L( IR):

La convolution est opérateur continue de L?( IR) X L( IR) dans L n (°

1) Convolution dans LP(_IR):

11
Si p et g sont deux réels positifs ( éventuellement +o0) tels que; + " =1 onditquepetq

sont conjugués harmoniques.
Théoreme :
Soient f € LP( IR) etg € LI( IR) ( p et q conjugues)

1) f* gestpartout définie, continue et bornée sur R
2) lifxgllo = lifll,llgllq

Proposition 8 :
Soient fet g dans L*( IR) ,ona:

1) (fxg)(t) = F(£.g) pourtouttdans R

-,

2) fg(t) =fxg pour tout t dans R
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Chapitre 2 : Transformation de Fourier des fonctions

Remarque :
Dans la proposition précédente la formule f* g = f.§ n’a pas de sens a priori car f* g est
seulement dans L”( IR) , cette formule serait vrais sil’on avait f* g dans L'( IR),
lorsque f€L?( IR) et g € L'( IR) la convolution et la transformée de Fourier sont bien
définies.
Proposition 9 :
Soit f dans L?( IR) etgdans L'( IR),ona f.g& dans L?( IR) de plus:

(fxg) = F(f.g) (égalité dans L*( IR) )
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Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

IIL.1-Transformation de Fourier dans ( IR™) :

Définition 1 :
Pour f € S, la transformeée de fourier de f, que 'on note f ou Ff est la fonction
sur |IR™ définie par:
£ = Ff() =[f(x)e ™ dx ,&€ IR"
ou x&=x1.& +x6 + - x,&,
Cette définition a bien un sens ,car f(x)e~*¢ € L'( IR™)
Théoreme :
La transformation de Fourier Fest une application linéaire bijective bi

continue de 3 sur, si on pose pour f € J

Ffe) = @m)™ [f(§) e™d

Alors F envois § dans S et on a FF =FF

Démonstration :
Montrons tout d’abord que F et F envoient § dans <.
Comme Ff(x) = (2m) " Ff(—x), il suffit de le faire pour F, tout d’abord on a Ff € C*,
Sif € %, en effet pour x fixe la fonction &— f(x)e ™% est C*®
Et[0f (F(x)e™")| = |(=ix)? f(x)e™¢| = |xP f(x)] € L' 1R™)
Donc Ffe C%et,
X FF(E) = [(—ix)f fx)e™™F dx (1)
On montre ensuite, par intégration par partie successives, que pour @, € IN™:
§0LFF(E) = [ (D)%™ | (—ix)P f(x) dx
= Jer g () f()) dx @)
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Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

En déduire de (2)

5aafff(f)| < f|D;g(x!3 fOO)| dx <o,  VEE IR

Ce qui prouve que Ff € J(R™) et que I'application f— Ffest continue de J dans J
D’apres la formule de Leibnitz .
Prouvons que FFf = f pour f € 5. il nous faut considérer I'intégrale
feisé (J e~ f(y)dy) df mais

La fonction (y,)— e*$e~%¢ f(y) n’appartenant pas a L (R;‘ X RZJ) on ne peut pas intervertir

les integrales , on remarque alors que d’apres le théoréme de Lebesgue

limeoof e e=*®” f(&) dé =lim, o L,=[ €™ f(&)d¢

>0

Comme la fonction (y,)— e e~¢I*e=¢ £(y) appartient a L! (R} x R}) pour & > 0 ,0n peut
utiliser le théoreme de Fubini

L=[( e %=kl dg) f(y)dy

Ona: fO =Dy e w  VzeC,Rez>0 et f(x) = eI

—|x—

I, = (%)”fe = FO)dy =nz 2" [ el f(x —2Ve z)dz

D’apres le le théoréme de Lebesgue :
Lim,_, I, n% 2" f(x) [ e 17 dz = Qo)™ f(x),
D’ou

Je™ f (&) ds=(2m" f(x)

Montrons que FFf =FFf=f

1

FH @) =G I i f(© e dg

. 1 A g
= limy e o J°, f®e™ d¢
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Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

1

. A . .
=limy_e G f_A[ff(y)e lygdy]e”“f dé

= limy [ fO) [ 7, €% dg] dy

. in (x—y)A4
= llmA_m f IR f(y) %
Onprend (x-y)A = z

sin z

dz

limgoeo S £ =)

=f(0)] ZFdz =f(x)

Car la derniere intégrale est exactement égale a 1.

Remarque:
Il résulte de I'inégalité Ff (x) = (2m)™" Ff(—x) quel'ona:

FFf= 20" f ,ouf (x)=f(-x)

Théoréme :

Pourf,g €3
D [ ©e®di=[f(n)gX) dx .
i)  [f0)FE) dx=2m)™ [ f(©)g&)ds

En particulier [|f(x)|? = 2m)™ [ |f(x)|2 dé
i) frg €EJetF(frg)=fg
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Démonstration :

iii) f * g est bien définie par [f(y) g(x — y)dy car g € L”, f € L' et donc l'intégrale
converge absolument, ensuite a y fixé la fonction x — f(y)g(x —y) est C*

et

0! fWgx =y = [F30F g(x = )| < Mylf ) € 1!
doncfrg €C”etd?(fxg)=f=*0dPg
Enfin, comme x% = (x =¥ +)% =Ty (y) (x =) y*
On peut écrire :

< (F )@ = 2 P = Lu() ()G 389
Donc f x g € 3, ensuite ,d’aprés le théoréeme de Fubini la fonction
(%)~ f()g(x ~y) estdans L'(IR") ,ona

frg© =[le™™ f3)gx—y) dydx
= [e™fO) (J e % gl = y)dx )dy = f©F©

V) par intégration par partie on peut écrire :

—ix li - __1 i —ix = f
et 5 gy @ dr= T [ oo ()far = § F©

Etxf (§) =[e ™ x f(x)dx= [ = 667, (e7)f(x)dx

-1 9
i 9§

J (e™)f ) =-Df(®)

Par le théoreme de dérivation de Lebesgue.

€ L°( IRM)
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I11.2 Transformation de Fourier dans ’,'s( IR™):

I11. 2-1 Propriétés sur 'espace 5 ( IR™):

i) & s’injecte dans D( IR™) par I'application T = T (C¥( IR™))
En effet :

Si K est un compacte de IR™ on a sup,egn |9 p(x)| < C o 5upK|0* 0|, pour ¢ € C§ (K),
de sorte que, |[< T,¢ >| < C(X|q1= Cko) Xip1< Sup|0f ¢|, donc TICF,

Ensuite si TC§=0 , alors T=0 sur ¥, car (J est dense dans J , 'application est donc
injective.

ii) Ona& §, carsi T € @lle définie sur C* donc sur et il existe K € IR™,
lENetc>O0telsque|<T, ¢ > <cXp« supK|6ﬂ<p| pour toutp €
iii) SiT € S alors x;T sont dans S ,i=1,..n,
Cela résulte immédiatement , donc si p est un polynome sur R"eta € N
pd°T € §
iv) Soit f € C*(R"), vérifiant la condition suivante :
3k €N,Va €N,3C,>0:|0f F(©)] < c@+Ighkve e R

Alors , pour TES, fTEﬁ,ou<fT,<p >=<T,fo>,Vp€ESJF
En effet : pour ¢ € Jon fo € J et 'application ¢ — f¢ est continue de J dans J
v)  Pour 1 <p< 4o, [F(R") c S(R")
En effet :

Tout élément f € LP définit une forme linéaire continue sur S par — [ f(x)@(x)dx,

On écrit pour cela : |ff(x)<p(x)dx| < Ifll;»llellLq, ou %+§= 1,sig=+oetsi g< 4+ on

ecrit ,pour un entier N > n:

)7 dx = [(1+ |xD™N(L + [xDN |9 (x)]7 dx

dx N 1
< (J i) supen (1 + DY IpCOIY < ¢ [suppn (14 12D7 lo )|
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Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

Définition 2 :
SiTe S , la transformée de Fourier de T notée FT, ou T ,est sur 5 définie par:

<FT,p>=<T,Fp> Vo€ J,et FT €5

Eneffet FT €5 car |[<T,Fo >| < C Yo (Fo) oules Dap Sont des
1B1<l

semi-normes de S puisque FT € § mais comme F est continue de J dans, Pap (FT)est
majoré par des semi-normes de ¢ dans .

On définit< FT ,p >=<T,Fep >

Théoréme :

La transformation de Fourier est une application linéaire bijective et bi continue
surles suitesde et Fl= F

Démonstration :

En effet ,on a FFT=FF T=T pour tout € ¥ ,car

< FFT, p>=<FT,Fe >=<T,FFe>=<T, ¢ >

VeSS, pour F est bijectiveet F 1 =F

En suit,si 7} ->T dansS‘

,ona<17-“'1}- o >=< 7} , Fo>->LT,Fo>=<FT,p>

Donc FT; —» FT ,de méme que F

I11.2-2 Propriétés de la transformation de Fourier dans §( IR™)
Théoréme :

i)la transformation de Fourier de S coincide avec la transformation de Fourier dans 3
ii)VT € S,ona:

1) FFT=2m)"T ,0u <T ,p >=<T,§ > et $(x)=¢(—x)
1

) FDT) =§FT.D=19

3) F(xT) =-0, FT
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Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

Remarques:

1) F8y=1eneffet <F&y,p >=< 8 ,Fop >=(F)(0) =] pnp(x)dx =<1,0>
2) F(1)=(2m)"8, , car F1 =FF3, =(21)" 8y =(21)" 6,

3) Soitye IR"etT —eiv¥I” ¢ I(IRM), nous allons montrer que
12

FT= (\/% el ST o "' gu sgny désigne le signe dey

En effet pour € > 0, posons nge_‘”’”zei’""|2 € S( IR™)

OnaT., » Tdans § ,car <T., ¢ >=fRne_g|x|2eiV|x|2(p(x)dx, converge ,d’apres le
théoreme de Lebesgue ,vers fRnei”x'Z(p(x)dx =<T,p >

On en déduit que FT. —» FT dans § , en suite FT, = Fe~zelxl?

—le?
Ou’,ZS =&— lV et comme ﬁ(f): (%)ne 4z O‘u u:e_lelz

—lei? 7
OnaFT;= (J—_)” ee ,siy >0,z,tendvers ye 'z donc \/Z_g—>

—¢12 —ilgl?
En résumé [z, - +/|y|e ~isgnyg , d’autre part e 4 convergeverse 4  dans

3 (R™)

—[€1?

Eneffet  [eT p@)df = J exp(hbo2d) (Ddg, et

() | 19(O)] = exp(— 752 10O < 9@ € L' (RY)

Donc le théoreme de Lebesgue fournit la conclusion ,on déduit que

. n _?
Lsgn Y-Z)n 4y

T= (=
=G
4) Soitpour,j=1,2,.k, T € J S (IRY),etT=T,® ..Q®Ty Alors FT = FT,® ... ®FT}
il suffit de le prouver pour = 2,ona< F(T)®T,),p > = <T;®T,, Fp >

=< T,<T,Fo(y1+)>>, Fo (y1 +¥2)

= [[ e 1 Gty ¢ (& 4+ &) dé; dE, = sz(f e 18 g(y1+.) déy)
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Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

Dou< Ty, Fo(yi+)> =< F,Tp, [ e 181 (& +.) d& >
= [ el <Fe Ty, @(&+)>dE=F <Fe,Tp, @(61+.)>
Donc < F(T1®T2),(p > =< T§1T1,< szTz, (p(€1+)> >

5) Soit D une matrice réelle , diagonale , inversible, D= diag (y]-) ,alors :
i(Dx x) — m_ % inZsgnD -1 -1
Fe = Gapp?€ * e” - (D7¢,9)

Ou sgn D est la signature de D qui est égalea (n, —n_), oun,(resp ,n_) estle
nombre de y; > Oresp (y; < 0)

Eneffet e!(P*) =T,®..®T, ouT; = e!¥i*'i ouj=1..n

il suffit alors d’appliquer 4) et 3) ci-dessus.

6) Soit T=vp %, alors T € §( IR) et T =-2m i H + im ou H est la fonction de Heaviside,,
en effet, pourp € J:

1 . @) .
< Vp; , P >= 11m8_>0 f|x|287 dx = ‘]gl_r)r(} Ig

IE = fgslxlsl @dx +f|x|28 QJSC) dx =]g+K,0n écrit (p(x) = (p(O) + xﬂ*) ou
)| < Sup|<p(x)| sur R

Comme feSIxISl @dsz ona I, = feSIxISI&k)dX-I_fIxIZs (pix) dx,d’apres le théoréme

de Ce qui est unsens puisque T, ®¢; € € (RY, X R?) et (x,€)— e ™ est(®
Par conséquentona également <T,>=<g; ,<T,, e ™ >>

= [ gn@(§) V(§) dE = <v,p>
On en déduit que T=vsur C*(R"), quiest dense dans S

(R™) ,donc T =vsurS

111 .3 Transformation de Fourier dans L1( IR™) et L*( IR™):

on sait que L'(R™) et L?(R™) sont contenus dans s (R™), nous allons étudier la restriction
a ces espaces de la transformation de Fourier.
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Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

Théoreme :

1) SiTe L', T est donnée par la fonction continue T (€) = fRn e *E T(x) dx ;
de plus T tend vers 0 a l'infini

2) siTeLllet T € L', onaFT =(2m)"T presque partout

3) l'application T+ (2m)z T est une isométrie bijective de L? sur lui-méme
Démonstration :

1) pour ¢ eS,ona:
<T,0>=<T,0>= [0 T o e @(8) d8) dx;;
=[ @ gn e $T(x) dx) d)
La derniére égalité étant justifiée par le théoréme de Fubini applicable ici puisque
T(x) @(§) € LY(R?™), on adonc
<T,p>=<v,90>,0uv() = [, e *¥T(x) dx € L”(R")
Il résulte facilement du théoréme de Lebesgue que v est continue surR™ et du
théoreme de Riemann-Lebesgue que v tend vers 0 a 'infini.
2) Ona,dans S, F T"=(27T)"T, comme T € L1, les deux membres sont des fonctions de
L}OC , 'égalité a donc aussi lieu presque partout.

3) On a,vuque pour ¢ € Sona, ||lgl|l;2=(2r) 2||@||,2 ,dautre partS est
dense dans L? (en fait C° est dense dans L? ), soit alors T€ L* et (T;)cS telle

que

T; »Tdans L? , comme (T;) est de Cauchy dans L? il résulte de I'égalité

précédente , que( 'T}) est de Cauchy dans L? , on en déduit que 7} — T dans S,

d’ou T=g dans S, donc T € L?,en suite, en passant a la limite dans I'égalité
27 n
171l .= @072 T, , onobtient I Tll,2= (2m)2|T| ,

A _n . . T . .
On en déduit que T— T (2m) 2 est une isométrie, elle est bijective car elle est inversible
(utilisé F)

111 .3-1 Formule du retard, rotation, symétrie, homothétie :

Si @ est une fonction de S, alors 7,[¢]aussi et 'on a :
Flealgl] = [ pnop(x — @)e™*4dx
= g ()e7 @edy

= 5¢(¢)
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Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

De méme ou en utilisant, F~1on a F(e @%@ (x))= @(E+a) =1_, @

La transformation de Fourier change donc une translation en une multiplication par la
fonction exponentielle w, définie par w,(x) = e7¥X et réciproquement , ces formules se
généralisent al'identique dans S et I'on a donc les formules dites de retard :

VTEi”'s ona:

1) 7,[T] = w,T
2) w,T = r_a[’f‘]

3) S8[T]= §[T]
4) P[T] = PR[T
5) hlT]= |kl h|T]

Démonstration :
W) = ¢ +a) = 7_,(9)
g(x) = e p(x)
GO = [ g €7 @) e dx = [ Lag(x) e” ¥ dx
Onposequeé; =a+ ¢
= [ o e idx = ¢(&) = ¢ +a) = 7, (®)(E)

1) <T,T,0>=<1,T,0>=<T,1_,p>=<T, W0 >=<T,w,0 >=<
w,T,p >
Donc w,T = 7_|T]

(3) Montrons d’abord que ¢ = 8§ VpES 6= [ g 09 (x) e dx =
J g 0(=x) e dx

Onpose y = —Xx

dy =dx ,|J| =1 noustrouvons:

o= [ o eV Ddy= (-8 = 6¢

Vo € S(IRM) :
<8T,p>=<6T,p>=<T,80>=<T,60p>=<T,60>=<6T,p>

Donc: §&[T] = &[]

41



Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

I11 .3-2 Formules de Perseval et Plancherel :

Soit ¢ et Meux fonctions de J peut calculer :

<e¥p= [ me@® dx= [ . ¢(x) F7H)dx

1

= [ 0 (G ] W) e dydx

= oo L O [ e 9™ dx)dg

= o5 [ w ¥ &

_ 1
T @on

< (;[\) ,%LZ

Cette formule reste vraie pour deux fonctions de L?, elle est connue sous le nom de

1

formule de Plancherel : < f,g >.2 = @ < f,g >

Lorsque g=f , on obtient la formule de perseval en prenant la racine carré :

A N
1712 = @oz Il
Remarque :

La formule de Plancherel est vraie pour le crochet de dualité de 5 et S :

1 A~

r)n < T' 4

VIES VeI, <T ¢ >= >

I11 .4 Transformation de Fourier et convolution :

Théoréme :

SiT €SetSe ConaTxS eSetF(T*S) =TS

Démonstration :

Remarques tout d’abord que I'expression T'S est bien définie car S est une fonction C* sur
IR™ telle que |6§§(§)| < C,(1+|ED* etT €5, supposons tout d’abord , T,S€ € on sait
alorsqueT *S €@tT,S sont C*, d’autre part, en désignant par (.,.) le produit scalaire de

IR",ona:
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Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

F(T*S)=<T*S,e” ') >=<T,®S,,e 0+ >
=<T,,<8,,e 0 @) >>
=< T, e 08 > <5, i@ >

= TS5

II1 .5 Transformation de Fourier partielle :

Dans IRP X IR™, nous noterons (t,x),out € IRP etx € IR",

la variable pour ¢ € J( IR? X R™), on définit la transformation de Fourier partielle en
x par la formule :

Fot,&) = ¢, &) = [ e ™ o(t,Edx
Alors F est bijective de J( IR? X IR™) dans lui-méme , d’inverse
F18,x) = Q) ™[ 0 W, E)dE & F(IRP X IR™)
Cela permet de définir F sur §( IRP x IR™), par:
<FT,o>=<T,Fo>, ¢€ST(IRP XR")

Alors F est un isomorphisme bicontinue (sur les suites) de §( IRP X IR™) dans lui-méme
,il est ensuite facile de vérifier que I'on a les formules :

- F(DET) = §“FTou Df = D§} .. DIt = = =
j

- Fx°T)= (-D¢) *FT
- Fofuy=DpfFU
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Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

II1. 6 Application

On montre dans ce qui suit Q =]0,+oo[ X IR3 et (t,x) les élément de Q ave

. a . s
t €]0,4o0[ et x € IR3, on note aussi 6] = S pour j=1,2, ou 3 on considere la
j

distribution sur Q définie par la fonction :

u(t,x) = % 1xj<ey(t, x) (1 est la fonction caracteristique de {|x| < t}

[.1) montrer que pour tout ¢ dans Cg’ (Q)on a:

<du,p>= f|R3 ]

%
>= [ L @(lx|,x)dx

1 1
— @(|x|,x)dx —f f|x|<tt—2 o(t,x)dx dt < odiu,@
0

2) calculer , pour x# 0 Z] -10; ( E o(]x|,x)) , en déduire que pour tout dans (7 (Q):
, +o00 1
<0fu,@>= ;’:1(% 0;0)(Ix],x)) dx+ 2 [ f|x|<tt—3 @(t, x)dx dt

3) soit [ |=0% - 1(| IZ jz ) , l'operateur des ondes , montrer que l'ona,| | u=
2u3dans D(Q).
II) pour t > 0 on considére la distribution v,sur IR3 définie par v, = u(t, .)
1) Montrer que (v, € C*([0,+oo[,€ IR?)).
Indication :

Pour € C*( IR?), on considére une fonction, t — G(t), dans C*( IR) telle que G(t) = <

v, >, pourt > 0, calculer v, et v( )

2) Montrer que 7, est bien définie et que 7; (¢) = 7,(0,0, |&])

3) Montrer que 7, (§) = Iflz (Smt(lt;lf') cos (t1€]))

4) Montrer que, pour tout S= [O ’E[ ,la fonction & = |€|5]5,(§)|, appartient a L?( IR3)

44
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Solution :

1) Soite (5 (Q),ona:

au do oo 1 d¢p
) = — s = - Z(t,x)dxd
6t Qp>= <u6t> fo f|x|<tt6t(tx)x t

—J 3 f|+°°% % (t,x) dx dt

1 +o0 1
= J o oUxlx) dx = [, 7 @6 0)dx dt

u _ a_qo — +o00 1 dp
<L p>= <u’6x]->_ Jy f|x|<tax]dxdt
+001
== — t,x) dxdt
[ R~ XICE)

D’apres la de Green, on a donc:

o —_ [t X _ X
< dx; Q> = fo f|x|=t lx|2 (p(t; x)d6t dt = f IR3 dx; (|X|,X) dx

X a(p
D'ou: Y7 |—’—<p(lxl,x) = 2 (Ixl, 0 + 33, o, (XL -
En suite: ] = <i > = _<a_u a—(p>d’a res la question1 ona:
=<9~ = at ’ ot p q )

=] o e (xlx) dx+ [ [ 5 22 (6 0)dx de = (D + (2)

400 2

(2)= f|R3 f|+oo % (t, x)dt dx = |R3 [t2 o(t, x)] dx + f|R3f| 3 o(t,x)dt dx

1 +oo 1
= R o(|x],x) + Zfo f|x|<tt—3 o(t,x)dx dt
D’apres I'égalité (*) ona:
(D =—3701 arlol, 0] de+ 5iy o5 52 (xl 2 dx
) . 0
Dautre part: 35 (o ¢(lxl L 0 =55 0,0 + 5 7 7 [o(xd )]
Et,comme ¢ € (7 (Q), il vient

Xj

(D = I o i 9l dx + 3y 7 3 (1) %) dx
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Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

On en déduit que ,

+on 1
I=M)+@) = 5 (K0 + 2 ] f e 73 9(60)dx dt

"'Mw
Q.)
‘S

Ce qui est la formule énoncée

3) D’apres la question 1) on a:
X;
= [ 3 *E a 22 (Ixl,x) dx

Et d’apres la question 2) on a,
<|:|u,<p > = 2f0+°°f|x|<ttl3 e(t,x)dxdt =2 <u3 ¢ >

II) — 1) tout d’abord , pour t > 0 ,le support de v, est contenu dans {x € IR" ,|x| <t}
donc v, € €1R3) ,en suite ,soit t> Opour @ € CF ( IR} ona, < v, @ >= % f|x|<t
@(x)dx ,posons x = ty alors dx = t3dy,d ou

<v,e>=t*[ _ ey)dy.

Considérons la fonction: IR = C, G(t) = t? f|y|<t @(ty)dy, c’est une fonction C*”sur IR

d’apres le théoréme de dérivation de Lebesgue on voit facilement que
vy =13 =0

2) Comme U, €€IR?) c §,onad, € C”,deplus v,est invariante par rotation , car

1 N . : .
v (x) = - H(1 — |x]|) ,donc D, est aussi invariante par rotation

IR A~ 1 i
d'ou 2:(6) = v.(0,0,[€]) = 1 [\, e ¥ldx

En posant en coordonnées polaires dans l'intégrale ,il vient :

R 1 t p2m pm _
U, (§) = ;f f f e~ cos0kl y25inH dO de dr
0 Y0 0

2T
r
t

(j ~ir cos6 ¥l sing d@)dr

27 ) o 4T (v
= — |r f e~ xKldx)dr = —zf sini{r|&|) | dr
t Jo -1 tIg1* Jo

= lzf r cosifr|é]) dr = —=

T = [r cos(rlg T +

sin(r|¢])

I<f|2 tls‘|3
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Chapitre 3 : transformation de Fourier des distributions

_ 4msingelED)

3)

Pourt|é| < €,ona,?,(§) = Ct? etpourt|é| = cona,l|d,(§)] < li%,d'ou
€119 (9] < = - Alors [E1°19,(5)] € L% si4—25 >3,ie 0< S<;

Donc ¥, € L* et |&|° D, € L.



Conclusiow

La transformée de Fourier est 'un des outils , Si non ['outils

fondamental du traiteur de signaux .elle permet d’associer a la “ forme
d’onde” habituelle ,la représentation d’un signal en fonction de sa variable
d’évolution ,une autre représentation complémentaire ,dans le domaine
fréquentiel.

L'utilisation de cette description fréquentielle permet en outre de
caractériser simplement les filtres linéaires ,et faciliter leur étude .apres
avoir fourni quelques rappels sur la transformee de Fourier et ses
principales propriétés nous nous intéresserons au les notion de convolution
et de fonction de transfert, qui permettent la caractérisation des filtres .

Les principaux éléments seront alors en place pour aborder le
probléeme de I’échantillonnage.

Cette operateur joue un rbéle tres importants dans différents
domaines, en mathématique nous nous utiliserons pour résoudre les
équations différentielles par exemple I’équation de la chaleur.
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