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Notations

(E,||.]|) : Espace vectoriel normé .

Bg : La boule unité de E.

E* : Le dual topologique de E.

B(E,F) = L(E,F) : Ensemble de toutes les opérateurs linéaires bornées de E a F.
T* : Adjoint de 'opérateur linéaire.

K(E, F) : Ensemble de tous les opérateurs linéaires compacts de F a F.

W(E, F) : Ensemble de tous les opérateurs faiblement compacts de £ & F.

(X,d) : Espace métrique .

(X,d,0) : Espace métrique pointé.

M(X) : Ensemble des espaces métriques complets pointés.

Lipg(X,Y) : Espace de toutes les fonctions de Lipschitz entre X et Y tel que T'(0) =0.
Lip(.) : Norme sur la Lipy(X,Y) .

X# = Lipy(X,R) = Lipy(X) : Dual de Lipschitz de I’espace métrique pointé X .
/& : Espace Arens-Elles .

M(X) : Espace vectoriel de toutes les molécules sur l'espace métrique X.

T# : Adjoint d'un opérateur de Lipschitz 7T

Lipox (X, E) : Ensemble de tous les opérateurs de Lipschitz compacts de X a E.

Lipo, (X, E) : Ensemble de tous les opérateurs de Lipschitz faiblement compacts de
XakFkE.

C(K) : Espace des fonctions continues de K dans R.

L, : Espace de Lebesgue (1 < p < o0 ).

Hé(X , E) : Espace de tous les opérateurs de Lipschitz p-sommants de X a E .
7}(.) : Norme sur H;J(X, E).
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Introduction.

Ces derniéres années, Douglas a été le premier a décrire la notion de majorisation pour
les operateurs linéaires bornés dans son travail [5] pour tout 7" et S dans B(H) tel que H est
un espace de Hilbert. Embray a généralisé le résultat de Douglas dans son travail |7] pour
tous T et S dans B(E) tel que E est un espace général de Banach. Harte, dans son livre
[10], consideére ces concepts dans le contexte général ou S et T sont des opérateurs linéaires
bornés avec des espaces de domaine et de champ éventuellement différents. Nous disons que
T € B(E, F) majore S € B(E,G) s'il existe M > 0 tel que

|1S(a)|| < M||T(a)||, pour tout a € E.

Dans ce travail, nous essayons de généraliser ce concept dans le cas linéaire a non linéaire,
qui est le cas de Lipschitz. Ce mémoire a été organisé comme suit.

Le premier chapitre est un apercu des notions et des concepts de base et des résultats
nécessaires dans les chapitres suivants, ceux-ci incluent les opérateurs de Lipschitz, I'espace
Arens-Elles de Banach et nous décrivons également les opérateurs de Lipschitz compacts et
faiblement compacts.

Dans le deuxiéme chapitre, nous sommes intéressés a ’article de Barnes, nous présentons
la définition de la majorisation pour les opérateurs linéaires bornés, quelques propriétés et
leurs preuves. Nous verrons ensuite la notion de factorisation. De plus, nous étudions les
relations entre les concepts ,majorisation, factorisation et inclusion de champ.

Dans le dernier chapitre, nous essayons de généraliser la notion de majorisation pour
les opérateurs de Lipschitz entre les espaces métriques et les espaces de Banach. Nous
prouvons qu’'une application de Lipschitz S est majoré par une application de Lipschitz T
si et seulement sl existe V' € Lipy (T(X), F) tel que S =V oT,ou T € Lipy(X,E) S et
€ Lipy(X, F).




Chapitre 1

Propriétés de base des opérateurs de

Lipschitz.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et concepts de base ceux utilisés
dans le chapitre 2 et le chapitre 3. Nous commengons par quelques préliminaires sur les
opérateurs bornés linéaires pour plus des détails, le lecteur peut consulter|[6]. Nous avons
également besoin des opérateurs de Lipschitz et de certaines propriétés basées sur le livre de
Weaver [15], la définition des opérateurs de Lipschitz compacts (resp, faiblement compacts)
qui est principalement basée dans [11], et I'espace libre de Banach dont nous avons utilisé

'article de Godefroy [9].



1.1. Préliminaires sur les opérateurs linéaires bornés

1.1 Préliminaires sur les opérateurs linéaires bornés

Soient E et F' deux espaces de Banach sur le méme corps K (K= R ou C). Rappelons
qu'un espace de Banach est un espace normé complet (c-a-d toute suite de Cauchy sur F
converge dans E), on note par L(E, F') 'espace de Banach de tous les opérateurs linéaires

bornés T de E a F', sous la norme
1T = inf{C > 0:[T(a)llr < Cllalg;Va € E}.

Lorsque FF = K | L(E, F) est noté par E* est le dual topologique de E, et nous avons
noté par E** le bidual de E. L’espace normé F intégré isométriquement dans E** de fagon
naturelle.

i:EF — E*

a +— ia)
Par la formule
i(a) (a*) = a*(a) = ( a*, a ) pour chaque a* € E*.

Lorsque l'isométrie linéaire a — i(a) d'un Banach E dans E** est surjective, l'espace de
Banach E est dit réflexif.
Pour T' € L(E, F), nous considérerons 'adjoint (dual) de T, opérateur linéaire borné T*

de F* a E* donné par
T=(b")(a) = (T*(b"),a) = (b"T(a)).

Le théoréme de Hahn-Banach est I'un des résultats les plus importants et les plus fonda-

mentaux de ’analyse fonctionnelle.

Théoréme 1.1.1. ( Forme analytique de Hahn Banach). Soient E une espace de
Banach et Ey un sous-espace de E. Soit fy : Ey — R un opérateur linéaire borné. Alors fy

peut étre étendu a un opérateur linéaire borné f : E — R tel que || foll = || f]l-

Ey

N

— =R

f

(i est I'injection canonique de F & Fy et fo—= f o)



1.1. Préliminaires sur les opérateurs linéaires bornés

Corollaire 1.1.1. Pour chaque a dans E, nous avons

lalle = sup [(f,a).
I lpe=1

1.1.1 Opérateurs compacts

Avant de donner la notion d’opérateurs compacts, nous rappelons la définition de la
topologie faible et faible*.

Soit E/ un espace de Banach et E* son dual topologique.

1. La topologie faible o(E,E*) sur E, est la topologie la plus faible telle que chaque

application a* € E* est continue.

2. La topologie faible* o(E* E) sur E*, est la topologie la plus faible telle que chaque

opérateur linéaire :
J(a): E* — K
o= J)(f) = fla),
est continue.
Théoréme 1.1.2. ( Théoréme de Banach-Bourbaki-Alaoglu). La boule d’unité fermée
B« est compact par la topologie faible* o (E* E ).

Définition 1.1.1. Un opérateur T : E — F est dit compact (faiblement compact) si

T(Bg) est compact (resp. faiblement compact) en F. On note par K(E, F) (rép. W(E, F))

I’ensemble de tous les opérateurs compacts (resp. faiblement compacts).

Théoréme 1.1.3. (Théoréme de Schauder). Soit T € L(E,F), alors les affirmations
sutvantes sont équivalentes.

1. L'opérateur T' dans K(E, F').

2. L'opérateur T* dans KC(F*, E*).
Preuve. On trouve la preuve dans [6] page 485. B

Théoréme 1.1.4. ( Théoréme de Gantmacher)[6]. Soit T € L(E,F), alors les affir-

mations suivantes sont équivalentes.
1. Lopérateur T dans W(E, F).
2. L’opérateur T* dans W(F*, E*).

Corollaire 1.1.2. Soit T : E — F un opérateur linéaire borné. Si E ou F' est réflexif, T

est faiblement compact (c-a-d T(Bg) est compact par la topologie faiblement™ o (E*,E)).



1.1. Préliminaires sur les opérateurs linéaires bornés

1.1.2 Opérateurs linéaires p-sommants

Un opérateur linéaire T : £ — F est dit p-sommants (1 < p < o), sil existe une

constante C' > 0 tel que pour tout n € N, ay, as...a, € FE

> IT@) <€ swp 3 |f(a)l” (1)

B =1
On note Hp(E , ) L’espace de tous les opérateurs linéaires p-sommants 7' : F — F et par
7,(T) le plus petit C' vérifie (1.1)
Remarque 1.1.1. (T[(E, F),m,(.)) est un espace de Banach.

Remarque 1.1.2. Chaque espace de Banach E est isométrique a un sous-espace de C(K)

tel que K est un ensemble compact. K= (Bgp«,0(E*,E)). En effet, on defini :

it E — C(K)

a — ila)=a=a,.),

tel que, a(f) = (a, f), pour tout f € K

Nous avons

li(a) o) = llallo)

= sup |a(f)]

fekK

= sup | f(a)]
feK
( d’aprés Hahn Banach) = ||a|| g,
on pose
Jy: O(K) — Ly(K,p)
(J, est Uingection canonique de C(K) a L, (K, p)).
Théoréme 1.1.5. Soit (1 < p < 00), les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. T € HP(E, F).

2. 1l existe une constante positive C' et une probabilité de radon p sur K tel que

\W@Wsc(ﬂuwmm@;. (12)

pour tout a € E.



1.2. Les opérateurs de Lipschitz

3. Le diagramme suivant commutatif :

1.2 Les opérateurs de Lipschitz

On commence par quelques définitions puis des propriétés élémentaires et supplémen-
taires concernant les opérateurs de Lipschitz. Nous renvoyons au livre Weaver [15] pour
plus de détail d’informations sur les opérateurs de Lipschitz et & A. Jiménez-Vargas,J.M.
Sepulcre, M. Villegas-Vallecillos [11] pour les opérateurs de Lipschitz compacts.

Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques

Définition 1.2.1. Soit X un ensemble non vide. On dit que d est une distance sur X si et
seulement si d est une application de X? dans R, telle que pour tous x,y,z dans X3, on a
1. d(z,y) =0 si x = y(séparation).
2. d(z,y) = d(y,x) (symétrie).
3. d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (inégalité triangulaire).
Définition 1.2.2. Un espace métrique pointé (X, d,0), est un espace métrique (X, d) avec

un élément distingué 0 € X.

On note par
Mo (X) ={les espaces métriques pointés complets}.

Définition 1.2.3. (Application de Lipschitz) Une application f : X — Y est dite de

Lipschitz, s‘il existe une constante positive C' tel que

Vo,y € X, dy(f(x), f(y)) < Cdx(z,y). (1.3)



1.2. Les opérateurs de Lipschitz

Définition 1.2.4. Pour une fonction de Lipschitz f, on définit la constante de Lipschitz par

g _w dy(f(x)>f(y))
||f||sz—LP<f)—m¢5{ dx(2,9) }

=inf{C : Cvérifier ’égalité (1.3)} .

Lipo(X,Y) = {fonctions de Lipschitz bornées f: X — Y }

SiY =R alors Lipg(X,R) = Lipo(X) .

On note par X7 le dual de Lipschitz, lespace de Banach des formes de Lipschitz sur X
dans 'Y

Lipy(X,R) = Lipy(X) = X*#

Définition 1.2.5. Une application f : X — Y est un isomorphisme lipschitzien si f est
bijective et f et f~1 lipschitziennes .

Elle est un isomorphisme isométrique si

Ve,y € X, dy(f(2), f(y) = dx(z,y).

Proposition 1.2.1. Soient X, Y et Z trois espaces métriques. Sotent f: X — Y etg:Y
— Z deux applications de Lipschitz alors go f: X — Z est Lipschitzienne et

Lip(go f) < Lip(g) Lip(f).

Preuve. Pour z,y € X, nous avons

dz(go f(x),g0 f(y)) = dz(g(f(x)),9(f(y)))

VAN VA
SIS
T S
o Y

Le théoréme suivant peut étre visualisé¢ dans [15].

Théoréme 1.2.1. ( Théoréme de Hahn-Banach non linéaire). Soient Xy une partie
d’un espace métrique (X, d) et fo : Xo = loo(I) un opérateur de Lipschitz. Alors fo se
prolonge & un opérateur de Lipschitz [+ X — l(I) tel que Lip(fy) = Lip(f)(nous disons

que loo (1) est une I-injective).

Xo

[



1.2. Les opérateurs de Lipschitz

(i est linjection canonique de Xo a4 X et fo = foi).

Preuve. On en trouve la preuve dans [15]. B

1.2.1 Espace Arens-Elles

Il a été montré par Arens et Eells que Lipg(X) est un espace de Banach dual, on remarque
que l'espace est introduit par Godefroy et Kalton en 2003 (voir [9]), bien que cet espace a
été présenté a la premiére fois par Arens-Eells en 1956 (ils ont utilisé les molécules), nous

commencons par rappeler la définition et les propriétés de ’espace d’Arens-Eells.

Définition 1.2.6. Soit (X,d,0) un espace métrique pointé, une molucule sur X est une

fonction m : X — R a support fini satisfaisant

Z m(z) = 0.

xEsupp(m)

On note par M(X) Uespace vectoriel des molécules sur X .

On peut écrire

l
m = {Zaj(hxj}—hw})}
j=1
l
= ZO&ijjyj.
j=1

La condition Yy, m(x;) = 0, mais assure que cette réprésentation existe.

On pose
!
|m||pm(xy = inf {Z la;|d(x;, yi), sur toute les réprésentatz’on} .
j=1
Il s’ensuit que ||.|| pm(x) est une norme sur Uespace M(X), On note par £(X,dx) le complété
de Uespace normé (M(X), ||.lmcx))-

Proposition 1.2.2. L’application.

5x: X — ABX)
T 5X<X) = 1{93} — 1{0}.

= my,

est 1sométrie.



1.2. Les opérateurs de Lipschitz

Théoréme 1.2.2. Soit X un espace métrique pointé, alors Lipy(X) =tsomtriquement fp x)*
Preuve. On définit
S E(X)" — Lipo(X).
par

S(e)(x) = o1y — Loy)

= p(mo)
tel que p € A(X)*.
On a pour tous z, y € X
1S() (@) = S() W) = |¢(Ly — Lioy) — ¢(Ly — Loy)]
= Je(la = 1)| < llell 1@y — L]
< lelld(z,y).

Alors on obtient que S est un opérateur lineaire contractante et Lip(S¢) < ||¢]| tel que ¢
€ E(X)*.

Maintenant, on définite

avec

Soit m = Zé':l Oéj(l{xj} — 1{yj}) Alors

[R(f)(m)] = Z m(x)f(x)

= D_aif () = fw)

< Zlaij(xj)—f(yj)!

IN

l
Lip(f) Z || d(z,y;)
< Lip(f)llmll zx)-

Ce qui implique que cette inégalité reste valable dans A(X), car M(X) est dense dans
E(X). Par conséquent |R(f)| < Lip(f).
Les deux opérateurs R et S sont I'inverse 'un de I'autre, donc I'espace Lipg(X) est isomé-

triquement isomorphe au A(X)*.



1.2. Les opérateurs de Lipschitz

E(X)* = Lipy(X). 1

Proposition 1.2.3. Soit X € M,

1. Pour toute molécule m, on a |m| zx) = sup | (m, f)|.
fGBX#
2. ||-lax) est la plus grand semi norme sur M(X) qui satisfait

12ty = 2iy || gy = d(,y) YV 2y € X.

Théoréme 1.2.3. Soit X est un espace de Banach alors, il existe une projection de Lipy(X)
dans X*

Théoréme 1.2.4. (Linéairisation). Soient X un espace métrique pointé, E un espace de
Banach et T : X — E un opérateur de Lipschitz tel que T'(0) = 0. Alors il existe un unique
opérateur linéaire borné Ty, : A(X) — E, tel que T =Ty, o §x et ||T|| = Lip(T).

X
5Xj r
BX)——F

Définition 1.2.7. Soient X un espace métrique pointé et Y un espace de Banach. Sa-
washima dans [13] et [3] a défini I’adjoint de Lipschitz T# : Lipy(Y) — Lipo(X) d’une
application de Lipschitz T € Lipy(X,Y') par la formule
T# : Lipy(Y) — Lipo(X)
f o TH()=foT.

L opérateur T# est linéaire continue et | T#|| = Lip(T). La restriction de T# sur E* définit

un opérateur linéaire continue appelé l'opérateur transposer de Lipschitz de T, notée par T*.

10



1.2. Les opérateurs de Lipschitz

Pour démontrer la proposition suivante, nous avons besoin des définitions suivantes. Soit

FE un espace de Banach.

Définition 1.2.8. (partie convexe) Un ensemble non vide C' de E est convezxe si, pour
tous x,y € C et 0 €[0,1], on a 0z +(1- 0)y € C, il est clair que tout sous-espace de E est

conveze et toute intersection non vide des parties convexes de I est conveze.

Définition 1.2.9. (Enveloppe convexe) L’enveloppe convexe d’un ensemble non vide C
de E est [intersection de toutes les parties convexes de E contenant C, c’est la plus petite

partie convexe de E contenant C, il est noté par co(C) et nous avons

co(C) = {Zﬁixi:nEN,xieC,Qi >0,Z€i: 1}.

i=1 =1
Définition 1.2.10. (Absolument convexe) Un ensemble non vide C' de E est absolument
conveze, si pour tout z,y € C et 0, 05 € K tel que [01/+/02] < 1, on a 01z + Oy € C Ces

pieces contiennent toujours l’élément 0.

Définition 1.2.11. (Enveloppe absolument convexe) L’enveloppe absolument conveze
d’un ensemble non vide C' de E est l'intersection de toutes les parties absolument convezes

de E contenant C, il est noté par I'(C') et nous avons

T'(C) = {Z&ixi:neN,xi €C.0; €K,> 6 < 1}.

i=1 i=1
Nous pouvons consulter la preuve de la proposition suivante dans [11].
En appliquant le théoreme de bipolaire, nous donnons une description précise de B px)

par fonctionnelle d’évaluation de Lipschitz 0y = 5“:_5') défini sur X7, o (z,y) traverse

~ d(z,y
X={(z,y) e X? x # y}.

Proposition 1.2.4. La boule unite fermée £(X) est l’enveloppe absolument convezxe fermée

dans {(5(1@) D (z,y) € )?} dans (X#)* (c-a-d, Bgx)= T (5)2 (X))

1.2.2 Opérateurs de Lipschitz compacts

Si X est un espace métrique et E est un espace de Banach, par I'image de Lipschitz
d’une application T': X — FE nous voulons dire I’ensemble
{ T(x) —T(y)
d(z,y)

Il est immédiat que T': X — E est une application de Lipschitz si son image Lipschitz est

:x,yGX,m;«éy}.
un sous-ensemble borné de E. Cela donné la définition suivante.

11



1.2. Les opérateurs de Lipschitz

Définition 1.2.12. [11] Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach.
On dit qu’une application préservant les points de base T : X — FE est Lipschitz compact
(resp, Lipschitz faiblement compact) si son image Lipschitz est relativement compact (resp,
relativement faiblement compacte) dans E.

On note Lipop(X, E) et lipo(X, E) les ensembles d’opérateurs de Lipschitz compacts et

fatblement compacts de X dans E, respectivement.
Lipoi(X, E) C Lipo, (X, E) C Lipo(X, E).

Observe cette Lipo(X, E) et Lipo, (X, E) sont des sous-espaces linéaires de Lipy(X, E).
Ensuite nous étudions la relation entre la compacité d’un opérateur de Lipschitz f € Lipy(X, E)

et la compacité de sa linéarisation Ty, € B(A(X),E).
Lemme 1.2.1. [11] Soit T € Lipo(X, E) on définit l'application suivante :
5p: X — (XY
(z,y) — dx(z,y) = d(z,y)
Alors

1 (sc (1) <

Preuve. Nous montrons que 77,

/N "1|
(@9

=1

— X

X)) cTy (f ((52 ()?))) implique
e <)?> cT (65 (5()) (avec définition)

Alors

7 (05 (%)) < 7 (T (05 (X))
Pour la deuxiéme inclusion, nous prenons z; € T, (f (5 5 (55 ) )) implique 3z, € T (5 5 (5( ) > ,
tel que 21 = T1(22).

Cela implique qu'il ya b, € T (555 ()?)), tel que zo = lirrln by et by, = > 0 AP (5<w(n> ygn)).

i

Nous avons

21 = Tp(2)
- T (hmbn)

= TL <h?£n Z )\?5(15"),%”)))

=1

= hTEIl Z )\?TL (5(962”),%(“))) .
i=1

12



1.2. Les opérateurs de Lipschitz

o )
o () 7 15 () < o 5 (1)

Proposition 1.2.5. Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et'T' €

Lipy(X, E). Alors T est Lipschitz compact, si et seulement si Ty, est compact.

Preuve. Nous avons

Tt (5;( <)Af>) = {TL (5;( (:E,y)) cx,y € X, x %y}

= {&(z;grayeXw%y)}

. TLoéx—TLoéy‘

B { d(z,y) '%yEXJ#y}
T(x) —T(y) .
{—d(x,y) .x,yeX,x;éy}.

D’apres le Lemme 1.2.1 précédent et la Proposition 1.2.4, on a

12 (55 (X)) € 72 (Ba) < T (12 (55 (X))

Donc {% :x,yeX,x;&y} cTy (B,E(X)) Cf({% :x,yEX,x#y}).

On suppose que T}, est compact, donc 17, (B &( X)) est compact, alors

{ﬂ@—Tw)
d(z,y)

est compact (fermé sur un compact est compact), ce qui implique que T est Lipschitz

:%yGXw%y}

compact.

Maintenant, nous supposons que 1" est Lipschitz compact, donc

T(x)—T
{M XY € X7$ # y}?
d(z,y)
est compact par conséquent
—(T(x) =T
F{—@L—l@:%yGXw%y},
d(z,y)

est compact (si A est relativement compact = I'(A) est compact). Nous avons aussi

Donc T7, (B E( X)) est compact impliqué que T}, est compact. B
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1.2. Les opérateurs de Lipschitz

Proposition 1.2.6. [11] Soient X un espace métrique pointé et E est un espace de Banach.

Les affirmations sont équivalents :
1. L’opérateur de Lipschitz T est faiblement compact.
2. La linéarisation Ty, dans B(AE(X),E) est faiblement compact.
3. Il existe un espace Banach réflexif F', un opérateur linéaire borné f € B(F,E) et

opérateur de Lipschitz g € Lipo(X, F) tel que T = f o g.

Preuve. La preuve de la proposition précédente est valable pour montrer I’équivalence
entre 1 et 2.
Si (2) donné en appliquant le théoréme de Davis, Figiel, Johnson et Pelczyniski, il existe
un espace Banach réflexif F' et deux opérateurs f € B(F,E) et S € B(£(X),F) tel que
Tp=foS, soit g = S o dx. Il clair que, g € Lipy(X,F) et T= Ty 0 ox=f o Sodx = fog,

et cela prouve (3). Finalement, (3) implique (2) est trivial.

Théoréme 1.2.5. Soient X un espace métrique pointé et E est un espace de Banach. Soit

T € Lipy(X, E). Les affirmations sont équivalents :
1. T est un opérateur de Lipschitz compact (faiblement compact).

2. Tt est compact (resp, faiblement compact) de E* dans X#.

Preuve. Nous pouvons trouver la preuve dans [11]. H

14



Chapitre 2

Majorisation et factorisation des

opérateurs linéaires bornés.

Dans ce chapitre, nous allons on va définir la notion de majorisation, factorisation,

quelques propriétés et leurs preuves. Nous nous intéressons a l'article de Barnes [2].
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2.1. Majorisation

2.1 Majorisation

Soient E, F', G et () des espaces de Banach. Pour T € B(E, F), soit R(T') ={T'(a) : a € E}
et N(T') = {a € E:T(a) = 0}.
Définition 2.1.1. Suppose que T' € B(E, F) et S € B(E,G). On dit T magjore S s’il eziste
M > 0 tel que

1S(a)[| < M| T(a)]|

pour tout a € E
Remarque 2.1.1. Suppose que T € B(E, F), il est facile de prouver les propriétés sui-
vantes :

1. 8151, Sy € B(E,G) et T majore Sy et Sz, alors T majore Sy + Ss.

2. 518 € B(E,G), R € B(G,Q) etT majore S, alors T majore RS.
Proposition 2.1.1. Soit T € B(E,F) et S € B(E,G) Les éléments suivants sont équiva-
lents :

1. T magore S.

2. Il existe V € B(R(T),G) tel que S =V o T.

3. Pour tout {a, }nen € E avec || T(ay,)|| — 0 alors ||S(ay,)|| — 0.

Preuve. supposons que 7' majore S et nous montrons que (2) est vérifié.
On définit

La fonction V est bien défini puisque N(7') C N(.5), il est clair que V est linéaire. Maintenant

V(T@)l = [5(a)l
< MJT(a)

Ainsi, V' une extension bornée, que nous avons aussi noté V', sur R(7"). De la définition de
Vona, §S=VoT.
On veut maintenant prouver (2) =-(1). Supposons que (2) soit vérifiée, alors il existe V €
B(W,G) tel que S =V o T, cela implique que pour tout a € E, nous avons
[S(a)l = IV eT(a)ll
< [VINT(a)l-
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2.1. Majorisation

Cela signifie que T" majore S.

supposons que 7" majore S. Alors pour tout suite {a,}neny € E, on a :
15(an)[| < M| T ()l

Si ||T'(an)|| — 0 alors on a ||S(an)|| — 0, cela donc (3) est vérifié.

Supposons maintenant que (2) soit vérifié. Alors pour tout suite {a, }peny C E

1S(an)ll = V(T (an))l
< [VIIT(an)ll

Si [|[T(ay,)|| — 0 alors on a ||S(a,)|| — 0, cela donc (3) est vérifié.
Supposons que la propriété (3) est valide. On remarque cette propriété implique que N(T)
C N(S). Comme ci-dessus, on défini V' par :

Il est clair que V est une opérateur linéaire. En conséquence de I'hypothése (3), V est
continue. Ceci implique que (2) est vérifie. B
Proposition 2.1.2. Soient T € B(E,F), S € B(E,G), et T majore S

1. Si T est compact, alors S est compact.

2. Si T est faiblement compact, alors S est faiblement compact.

Preuve. Comme T majore S, on a dans la Proposition 2.1.1, il existe V € B(W,G)
tel que S = V o T. Supposons que T est un opérateur compact, d’aprés la composition
d’un l'opérateur borné avec opérateur compact est un opérateur compact ([6], Théoréme 4,
p.486). Cela implique que (1) est vérifié.

La preuve de (2), est le méme en utilisant (|6], Théoréme 5,p.484), lorsque T est un opérateur
faiblement compact. B
Théoréme 2.1.1. 1. Supposons que T € B(E,F), S € B(E,G), et T majore S, alors
R(S*) C R(T™).
2. Soient T € B(E,F), S € B(E,G) et R(S*) C R(T*), alors T magjore S.
3. Soient T € B(E,F), S € B(G,F), et R(S) C R(T), alors T* majore S*.

4. Supposons que E est réflexif et T € B(E,F), S € B(G, F), avec T* majore S*. Alors
R(S) C R(T).

17



2.1. Majorisation

Preuve.

1. Supposons que 7" majore S. Donc d’aprés la Proposition 2.1.1, il existe Ve B(R(T), G)
tel que S =V o T'. Soit ¢* € G* pour tout a € F,

(@,5%(c")) = (S(a), ")
= (VoT(a),c)
= (T(a), V*(c")).

e~

Ou V*(¢*) est un fonctionnelle linéaire continue sur R(7'). Soit V*(¢*) un prolonge-
ment de V*(¢*) € F* (théoréme de Hahn-Banach).
Alors pour tout a € E
(a,57(c")) = (T(a),V*(c*))

= (o, T*(V*(c")))-

—_——

Ainsi, S*(¢*) =T*(V*(c*)). Cela montre que R(S*) C R(T™).

2. Supposons (2), alors on a N(T) C N(S), donc 'application linéaire

V:RT) — G
T(a) — V(T(a)) = S(a),

est bien défini pour tout a € E. Supposons V' est non borné. Alors il existe une suite

a, C E avec | T(a,)|| = 1 pour tout n € N, et ||S(an)|| = 400, soit ¢* € G* et on

e~

choisir V*(¢*) € F* tel que S*(c¢*) = T*(V*(c)).
Alors

[(S(an). (D] = an, ()
= |(@n. T (V)|
= (@), (V())] vn =1
(@]

D’aprés le principe de la convergence uniforme, on a (||S(a,)||) est bornée, donc contra-

IN

diction. Et comme en pronons V est borné sur R(T) et S = V o T, alors T majore

S.
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2.1. Majorisation

3. Maintenant, en pronons 7" et .S sont comme dans (3) avec R(S) C R(T), ceci implique

que N(T%) C N(S*). En effet, soit b € N(T*) C F* et pour tout a € E, nous avons
(I7(b),a) = (b,T(a))
= 0.
Cela implique b L R(T), et Comme R(S) C R(T') nous avons b L R(S). Alors pour

tout c € G, on a :

(b, 5(c)) =0

Cela implique
(S*(b),c) =0.

Donc b € N(S*).
On défini :

U:R(TY) — Z°
(") — U(T (b)) = S*(b),

Pour tout b* € F*. Il est clair que U est bien défini. Si U est non borné, alors il existe
(b%) C F* tel que ||[T*(b)|| = 1 pour tout n € N, on a ||S*(b))| = ||[U(T*(bL))|| —
+00. Pour tout ¢ € G, on choisi a € E tel que S(c) = T'(a).

Alors

[{e; S (o) = 1(5(e), by

< lall.

Du Principe de bornitude uniforme, ||S*(b%)|| est une suite borné. Cette contradiction
prouve que U est borné. Par conséquent, comme S* = U o T™, on obtient T™ majore

S*.
4. Considérons les hypothéses dans (4). Par la Proposition 2.1.1, S* = VoT* ou V' : R(T*)
— G* est une application linéaire bornée. Alors V* : G** — R(T*)*.

- . —~—

Soit ¢ € G. Alors ¢ € G** et V*(¢) € R(T*) , et soit V*(c) une extension de V*(c)
dans E** (Théoréme de Hahn Banach).
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2.2. Factorisation

Comme F est réflexif, 3 a € E tel que ( a, a* ) = (V*(¢),a* ) pour tout a* € E* et b*
€ F* .

(S(c),07) = (e, 5"(b"))
(e, V o T*(b"))
= (V*(e), T"(v"))
(b, (b))
(T(b), (7).
Ainsi S(c) = T(b), donc R(S) € R(T). W

Proposition 2.1.3. On considere T € B(E,F) et S € B(G, F).
1. Si R(S) C R(T) et T est compact, alors S est compact.

2. Si R(S) C R(T) et T est faiblement compact, alors S est faiblement compact.

Preuve. (1). Puisque R(S) C R(T), d’aprés le Théoréme 2.1.1 partie 3, 7% majore S*,
et comme T™ est compact, donc d’aprés la Proposition 2.1.2, S* est compact. Ainsi S est
compact (théoréme de Schauder 1.1.3).

(2). Supposons que R(S) C R(T), d’aprés le Théoréeme 2.1.1 parties 3 , 7" majore S*,
et comme T™ est faiblement compact, et d’aprés la Proposition 2.1.2, S* est faiblement

compact, ainsi S est faiblement compact (théoréme de Gantmacher 1.1.4). B

2.2 Factorisation

Supposons que 7' € B(E,F) et S € B(E,G). Alors on dit que S est une multiple a
gauche de T il existe V' € B(F,G) tel que S = V o T'. 1l existe une terminologie similaire
pour quand S est un multiple & droite de 7', S = T o U. Dans les deux cas on dit que S
se factorise a travers 1. Rappelons qu’un sous-espace fermé M de E est complémenté s’il

existe un sous-espace fermé N de F tel que E = M & N.
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2.2. Factorisation

Théoréme 2.2.1. Soit T € B(E,F).

1.

Si S € B(E,G) est majoré par T et R(T') est complémenté, alors il existe V € B(F, Q)
tel que S =V oT.

Si S € B(G,F) avec R(S) C R(T) et N(T) est complémenté, alors il existe U €
B(G,E) tel que S=ToU .

Si S € B(E,G) avec R(S*) C R(T*) et R(T) est complémenté, alors il existe V €
B(F,G) tel que S=V oT.

Supposons que E est réflexif. Si S € B(G, F'), T* majore S*, et N(T') est complémenté,
alors il existe U € B(G, E) tel que S = U oT.

Preuve.

1.

R(T) est complémenté c-a-d qu'il existe un sous-espace fermé N de F tel que

F = R(T) & N. de la Proposition 2.1.3, il existe V- € B(R(T),G ) tel que S =V o T,

alors (1) est vérifier.

Supposons (2). Soit W un sous-espace fermé de E avec E — N(T) & W, et soit T :

W — F étre la restriction de T a W et T est une application linéaire fermée sur

R(T), et comme R(S) C R(T), T™' o S : G — W un opérateur fermé, donc borné
par le théoréme du graphe fermé. On peut considérer U = T-' o S est un opérateur
dans B(G, E). donc il claire que, S = T o T'oS=ToU.

Supposons (2). On a R(S*) C R(T*), donc d’aprés Théoréme 2.1.1;(2), T" majore S
et d’aprés la partie (1), alors il existe V€ B(F,G) tel que S =V oT. (3) vérifier.

(4) verifier le Théoréme 2.1.1; (4) et partie (2). B
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Chapitre 3

Majorisation et factorisation des

opérateurs de Lipschitz.

Dans ce chapitre, on défini le concept de majorisation pour les opérateurs de Lipschitz,
et on étudie quelques propriétés concernant ce concept. Enfin, nous sommes intéressés en

particulier au théoréme de factorisation de Pietsch et & certaines applications de cette notion.
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3.1. Majorisation

3.1 Majorisation

Soient X, Y deux espaces métriques pointés et E, F' et G des espaces de Banach. Rap-
pelons que 'image de l'opérateur de Lipschitz T' € Lipy(X, E) est définir, et on noté par
T(z) —T(y)

d(z,y)
On suppose le point de base de T'(X) est 0.

ImLip(T):{ :x,yEX,ac;«éy}.

Définition 3.1.1. Soient T' € Lipy(X, E) et S € Lipy(X, F). Alors T majore S s’il existe

une constante C' > 0 tel que
1S(z1) = S(z2)|| < CT (1) = T(z2)|l,
pour tous x1,xs € X

Remarque 3.1.1. Soit T € Lipy(X, E). Les affirmations suivantes est claire :
1. 8i 51,8, € Lipo(X, F) et T magjore Sy et Sy, alors T majore Sy + Ss.
2. 518 € Lipg(X, F), R € Lipy(F,G) et T majore S, alors T majore RS.

Proposition 3.1.1. Considérons les opérateures de Lipschitz T € Lipy(X,E) et S €

Lipo(X, F). Alors T majore S si et seulement s’il existe V€ Lipy (T(X),F ) tel que S =V oT
et Lip(V) < C.

Preuve. Supposons que 1" majore S
On défini

L’opérateur de Lipschitz V' est bien défini. En effet :
SiT(z1) = T(x2) = z,ona V(T (z1)) = S(z1) et V(T'(z3)) =S(x2).
Alors,

V(T (1)) = V(T'(x2))]] 1S (21) — S(z2)]

< O|T(z1) = T ()]

= ()7
et cela implique que V' est bien défini. D’aprés la définition de V', Nous avons 7' = V o §
tel que Lip(V)< C. Et comme le point de base de T'(X) est 0, et V' conservant le point de

base.
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3.1. Majorisation

Et on a le daigramme suivant :

X

(I

T(X)~——=F

On termine la preuve par extension de V' par la densité a 7'(X). Donc V' € Lip, <T(X ), F)

La contradiction est claire. B

Proposition 3.1.2. Soient T' € Lipo(X, E) et S € Lipy(X, F'). Si la linéarisation de T (T},)

magore la linéarisation de S(Sy), alors T majore S.

Preuve. Supposons que T, majore S, alors il existe une constante C' > 0 tel que
|1SL(m)|| < C||TL(m)||pour tout m € £(X).

Tel que m = 320, Gy,

On pose i =1 et a; = 1, alors on a
1520zl < CITL(0ay)]-
Cela implique
15(z) = S|l < CIT(x) — T(y)ll-
Pour tous x,y € X. Alors T majore S. B

Proposition 3.1.3. Soient T € Lipy(X, E), S € Lipo(X, F) et T;, majore Sy,.
1. 8iT est Lipschitz compact, alors S est Lipschitz compact .

2. Si T est Lipschitz faiblement compact, alors S est Lipschitz faiblement compact.

Preuve.

1. Supposons que T est un opérateur de Lipschitz compact, alors on a d’aprés la Propo-
sition 1.2.5 T, est un opérateur compact. Depuis la Proposition 2.1.2, on trouve que
Sy, est un opérateur compact. Alors S est un opérateur de Lipschitz compact par la

Proposition 1.2.5.

2. La preuve est la méme en utilisant les Proposition 1.2.5 et 2.1.2 lorsque T est un

opérateur faiblement compact. Bl

24



3.1. Majorisation

Théoréme 3.1.1. 1. SoientT € Lipy(X, E) et S € Lipy(X, F). Supposons que T majore
S. Alors R(S*) C R(T").
2. Supposons que T € Lipy(X, E) et S € Lipy(X, F) telle que R(S*) C R(T"), est que T
injective, alors T' magore S

3. Supposons que T' € Lipy(X, E) et S € Lipy(Y, E), et cela Imp;, (S) C Imp,(T), alors

T majore S*.

Preuve.
1. Supposons que T majore S, donc d’apreés la Proposition 3.1.1, il existe V' € Lipo(T(X),F)
tel que S =V oT. Maintenant T* € B(E*, X#) et S* € B(F*, X#). Considérer b* €
Fr.

Pour tout z € X, nous avons :

S () (@) = [b°(S())]
= " (V(T(2)))|
= V') (T(2))].

P

Ou V*(b*) dans T(X )# Soit V*(b*) une extension de V*(b*) dans E* (d’aprés théoréme

de Hahn Banach non linéaire), on a :

r(X)

")
—R
VEb)

Alors pour tout € X, nous avons

(S EN@| = [V @)
= | (7)) @).

Ainsi, S'(b*) = T (ﬁb/)) Donc R(S) C R(T").
2. Soient T' € Lipy(X, E) et S € Lipo(X, F) tel que R(S*) C R(T"), supposons que T

P

est injective. Soit b* € F™* et on choisi V(b*) € E* tel que

Stb) = T (ﬁff)) . (3.1)
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3.1. Majorisation

Alors

T (Vi) (@) =T (Vi) )|

_ ‘(ﬁ[{)) (T(z)) — (Vt(b*)) (T(y))]

< Lip (Vo) IT(x) = T |

(Par egalité 3.1) =

En utilisant le théoréme de Hahn Banach, on trouve
V(T(x)) = V(T(y) < [|[VY[IT(z) = Tl

Ainsi, nous avons que V est un opérateur de Lipschiz sur T'(X) et S =V o T, alors T'

majore S.

. Supposons T € Lipy(X, E) et S € Lipy(Y, E). Depuis Imp;,(S) C Imp;,(T) on trouve
N(T*) € N(S"). En effet pour tout a* € N(T*) C E*, et pour tous z,2’ € X. Nous

avons
T'oa*(x) —T"'oa*(2’)=0—-0=0,
cela implique
a*(T'(x) = T((2")) = 0.
Ainsi,
a*(Imyyp (T)) = {0}.

Comme Imp;,(S) € Imp;,(T), ensuite nous avons a*(Impg;,(S)) ={0}, cela implique

pour tous z, 2/ € Y
a*(S(z) —S(<)) = 0.
Alors
Stoa*(z) - St o a*(z) = 0.
Prendre 2’ = ey, cette moyenne S* o a*(z) = 0 pour tout z € Y. Ainsi a* € N(S?).

Maintenant on défini 'opérateur U :

U:R(TH) — Y*#
T'a*) > U(T"(a*)) = S"(a*)
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3.1. Majorisation

Pour tout a* € E*, il est clair que U est bien défini. Maintenant nous allons prouver
que U est borné. Pour tous y,y’ € Y, choisir g , 2, € X tel que S(y) - S(v') = T'(zo)
- T'(2").

Soit m € Bg(x), alors m = Z?:ﬂj(syjy;

(@), (m)] = | ("(a"), (2 Oéj%y;)‘

- jf;aj (St<a*>)L(5yjy;>‘

_ Za (S"(0") () - st<a*><y;->)|
_ Za (0" (S(yy) — s@-)))‘

= Zaj (Oz* (T(-TOj) - T(xé)])))‘

= Z::Ozj (Tt(a*))L <5$0f$6j>‘

< swp [(Troa’), ()

WIGB/E(X)

< T ow), | < Lip(Ta).
On prend le sup sur m € Bp(x). Ainsi,

Lip(U(T"(a*))) = Lip(S'(a*)) < Lip(T*(a"))
U est borné. Par conséquent, et comme S = U o T", ensuite 7! majore S¢. B

Proposition 3.1.4. Soient T' € Lipo(X, E) et S € Lipy(Y, E).
1. Si Imp;,(S) C Imyp,(T) et T est Lipschitz compact, alors S est Lipschitz compact.
2. 81 Impip(S) € Imp,(T) et T est Lipschitz faiblement compact, alors S est Lipschitz
faiblement compact.
Preuve.

1. Supposons les hypothéses de (1). On a Imp;,(S) € Imyg,(T), par le Théoréme 3.1.1
parties (3), 7" majore S*. Comme T est compact alors T est compact, d’aprés la
Proposition 2.1.2 parties (1), S* est compact. Alors S est Lipschitz compact dans la
Proposition 1.2.4.
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3.2. Applications

2. La preuve de (2) est la méme que la preuve de (1). Puisque T est Lipschitz faiblement

compact si et seulement si T* est faiblement compact (voir la Proposition 1.2.4). B

3.2 Applications

Soit (1 < p <o), Farmer et W-B Johnson présentent la classe d’opérateurs de Lipschitz
p-sommants T : X —— E dans [8]. Rappelons qu'une opérateur de Lipschitz T' est p-
sommant s’il existe une constante C' > 0 tel que pour tout {z, }nen, {Unnen dans X et tout

{an}nen C R),. Nous avons :

n

Yl T) = Tyl < Cpfsup Do ailf(x) = )l (3.2)

i=1 €Bx# o

On note par H]LL,(X , E) I'espace des opérateurs de Lipschitz p-sommant sous la norme Wﬁ(.)

tel que

w(T) = inf{C, C vérifier 3.2}.

p

Remarque 3.2.1. Chaque espace métrique pointé (X, d) est isométrique a un sous-espace
de C(Bx#). En effet,
On défini

ix: X — C(Bx#)

r — ix(z)

Tel que, ix (f) = f(x), pour tout f € Bxx.

Nous avons

lix(z1) —ix(z2)]| = sup |ix(z1)(f) —ix(2z2)(f)]

fGBX#

= sup |f(x1)— f(x2)]

feBxy
—  sup |f($1> - f(%)‘d
fEBX# d('xl?‘TQ)
d(Il,SL’2>.

(331,5132)

IA

D’autre par, on Prend fo(.) = d(.,z2) — d(0,22) dans X# | a une constante de Lipschitz 1
et satisfait | fo(x1) — fo(za)| = d(x1, z2). Ceci implique que |lix(x1) —ix(x2)|| = d(x1,x2) et

donc d est isométrie.
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3.2. Applications

Théoréme 3.2.1. Soit 1 < p < oo. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
1. L’opérateurs T' est Lipschitz p-sommant.

2. 1l existe une constante positive C' et une probabilité u sur Bx# telle que pour tout x,y

e X

B =

IT(zx) =Tyl <C (/B () = f(y)\pdu>

( Théoréme de Domination)

3. Pour linjection canonique J, de C'(Bx#) dans L,(Bxx#, 1), le diagramme suivant com-

mutatif :

C(Bx#)

Preuve. On trouve la preuve (1)< (2) dans [8].
(2)=-(3). Supposons que T" € Lipo(X, E) est Lipschitz p-sommant (1 < p < o0), il existe

une constante positive C' et probabilité u dans By tel que

P

IT() - T(y)| < C ( /B (@) - f<y>|pdu)

Pour tous z,y € X. On pose f = J,0ix.

Ensuite, nous avons
IT(z) = T < CllJpoix(x) = Jpoix (W, i, .,

Cela signifie J,, o ix est majore 7. D’aprés la Proposition 3.1.1 on a Te Lipy <Jp oix(X), E>
tel que T' = T(Jp oix).
(3) = (1) évident. B
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Résumé :

Dans ce travail, nous avons étudié la majorisation des operateurs linéaires introduits par
Barnes. Nous avons généralisé ce concept au cas Lipchitzien, finalement nous avons étudié
comme cas particulier le théoréme de factorisation de Pietsch et certaine applications de
cette notion.

Mots clés : Opérateurs de Lipchitz, opérateurs de Lipchitz compact (faiblement com-

pact), opérateurs de Lipchitz p-sommant, majorisation, factorisation.

Abstract :

In this work, we studied the majorizing of linear operators introduced by Barnes. We
generalized this concept to the Lipschitz case. Finally we studied as a particular case the
Pietsch factorization theorem and some applications of this notion.

Key words : Lipschitz operators, Lipschitz compact (weakly compact) operators, Lipchitz

p-summing operators, majorization, factorization.
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