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Résumeé

Résumé

Dans ce mémoire, on a traité le concept des opérateurs p-nucléaires dans les
cas: des opérateurs Lipschitz et polynémes m-homogénes. On a étudié les
relations entre la classe des opérateurs de type p-nucléaires et les différentes
définitions classes de sommabilité. (opérateurs p-sommant, opérateurs p-
intégraux).

Mots clés:

opérateurs p-sommants, opérateurs p-intégraux, opérateurs p-nucléaires, opérateurs

Lipschitz p-sommant, opérateurs Lipschitz p-intégraux, opérateurs Lipschitz p-nucléaires,
Polyndmes m-homogénes strictement p-intégraux, polynémes m-homogenes p-nucléaires.

Abstract

In this thesis, we studied the concept of p-nuclear operators for the cases of
Lipschitz operators and m-homogeneous polynomials. We studied the
relationship between the class of p-nuclear operators and the different
definitions of summability. (p-summing operators, p-integral operators)

Keywords:

p-summing operators, p-integral operators, p-nuclear operators, Lipschitz p-summing
operators, Lipschitz p-integral operators, Lipschitz p-nuclear operators, strictly p-integral
m-homogeneous polynomials, p-nuclear m- homogeneous polynomials.
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Notations

XQY

X®. Y
X®,Y

T (X,Y)

Ny (X,Y)
THX,Y)
L(X1,.., X Y)
L(X1, ., X Y)
P(mX,Y)
Py_p(mX,Y)
Prp("X,Y)

L’espace de Lebesgue.
1

L’exposant conjugué¢ de p : — + — = 1.

La norme associée a 'espace de Lebesgue Ly, ().

La norme associée a l'espace X.

L’injection de X dans Y.

Corps des scalaires réels ou complexes.

Boule unité fermée de I'espace X.

Topologie faible-* définie sur X*.

Espace des fonctions continues sur un compact K.

Espace des opérateurs linéaires de X dans Y.

Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.

Espace des opérateurs linéaires p—sommants de X dans Y.
Espace des opérateurs linéaires p—nucléaires de X dans Y.
Espace des opérateurs linéaires p—intégraux de X dans Y.
Espace des opérateurs Lipschitz de X dans Y.

Dual de I'espace de Lipschitz de X.

Espace linéaire de toutes les molécules sur X.

Espace de Arens et Eells.

Adjoint d’un opérateur linéaire w.

Adjoint d’un opérateur Lipschitz T

Le produit tensoriel de X par Y.

Le produit tensoriel injectif de X par Y.

Le produit tensoriel projectif de X par Y.

Espace des opérateurs Lipschitz p—sommants de X dans Y.
Espace des opérateurs Lipschitz p—nucléaires de X dans Y.
Espace des opérateurs Lipschitz p—intégraux de X dans Y.
Espace des opérateurs m-linéaires de X; x - - - x X,, dans Y.
Espace des opérateurs m-linéaires continus de X; x - -+ x X, dans Y.
Espace des polynomes m-homogénes de X dans Y.

Espace des polyndmes m-homogénes p—nucléaires de X dans Y.
Espace des polynomes m-homogeénes strictement p—intégraux de X dans Y.
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Introduction

Dans [22], le célebre mathématicien A. Grothendieck a introduit et étudié, pour la pre-
miére fois, le concept des opérateurs linéaires 1-nucléaires. Dans [22], Persson et Pietsch
ont généralisé cette notion pour tout p, 1 < p < oo, et ils est établi des relations entre
I’espace constitué par ces opérateurs et les espaces bien connus : 'espace des opérateurs

linéaires p—sommants et I’espace des opérateurs linéaires p—intégraux.

Plusieurs auteurs ont étudié les polyndmes nucléaires entre deux espaces de Banach (
2, [5], [16], [29] ) comme extension aux cas polynomiaux, les résultats connus dans le cas

linéaire et autres.

Récemment, Chen et Zheng [12] ont introduit la notion des opérateurs Lipschitz p—nucléaires
ou ils ont donné, parmi d’autres résultats, le théoréme de la factorisation pour cette classe

d’opérateurs.

Dans ce mémoire. Nous avons étudié tous les travaux cités pour comprendre premiére-
ment et pour laisser nos traces sur ce théme, pour se faire nous avons organisé ce manuscrit

comme suit :

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé quelques définitions importantes pour
notre travail, tels que, les opérateurs linéaires continus, topologie faible, topologie faible-*,

espaces de Banach,...

Le deuxiéme chapitre est consacré aux opérateurs linéaires p—nucléaires au sens de

Pietsch, un opérateur linéaire u : X — Y entre deux espaces de Banach est p—nucléaire



s'ils existent des suites (z},), € £,(X*) et (yn)n € £ (Y) (1 < p < 00) telles que
u = Z Ty @ Ynp.

ou la série est convergente dans L£(X,Y), N,(X,Y) l'ensemble de tous les opérateurs li-
néaires p—nucléaires. Des propriétés essentielles, quelques relations avec les opérateurs li-

néaires p—sommants et les opérateurs linéaires p—intégraux sont données.

Dans le troisieme et le quatriéme chapitres, nous avons généralisé quelque les notions et
les résultats étudiés dans le deuxiéme chapitre aux opérateurs Lipschitz et aux polynomes,

respectivement.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et notations concernant les espaces de

Banach, les résultats élémentaires et les outils que nous aurons a utiliser dans ce mémoire.

1.1 Les espaces de Banach

Définition 1.1.1 (Espaces métriques) [21] Une distance sur un ensemble X est une

application
d: X xX =Ry,

telle que :
a) Ve e X, Yy € X, d(x,y) =0 x =y (séparation),
b) Ve e X, Vy € X, d(x,y) = d(y,x) (symétrie),
c)Vee X, Vye X, Vze X, d(z,2) <d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
On appelle espace métrique tout couple (X;d) constitué d’un ensemble X et d’une distance

d sur X.

Définition 1.1.2 Une suite u = (uy)n>0 dans un espace métrique (X, d) est dite de Cau-

chy si elle vérifie la propriété suivante
Ve >0, AN € N, Vn,m > N, d(uy,, u,) < €.
Exemple 1.1.3 Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.1.4 [21] Si dans un espace métrique (X, d) toute suite de Cauchy est conver-

gente, on dit que cet espace complet.



Définition 1.1.5 (Espace vectoriel normé) Soit X un espace vectoriel sur le corps K =
(R ou C). Une application || . ||: X — R, est une norme ssi

i) Ve e X,VA €K, || Az ||=|A || || (homogénéité ).

i) Ve,y e X, | +y |[|[<||z || + || y ||( inégalité triangulaire ).

iii) Ve € X, ||z ||=0<= 2z =0.
Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Si seules les deux premiéres propriétés sont satisfaites, on dit que ||.|| est une semi-norme.
Remarque 1.1.6 Définissons l’application :
d: XxX =R,
(z,y) —=dz,y) = [lz—yl,

On peut montrer que d est une distance sur X.

Ainsi tout espace vectoriel normé est un espace métrique.

Définition 1.1.7 ( Espace de Banach) Tout espace vectoriel normé complet est appelé

espace de Banach.

Exemple 1.1.8 (Les espaces de suites) Pour 1 < p < oo, on note (,(N) ou tout sim-
plement par £, formé des suites © = (z,,), C K telles que Y |x,|P < +o0.

L’espace £, est un espace de Banach muni de la norme :

I [lp= (Zn: xn”);.

L’espace des suites bornées muni de la norme :
[#][cc = sup ||
neN

est un espace de Banach noté (o (N) ou tout simplement par {,.

On note ¢y(N) ou ¢q le sous-espace fermé de U, des suites qui convergent vers zéro.

Exemple 1.1.9 (Les espaces de fonctions continues) Soit K un espace topologique com-
pact. On désigne par C(K) U'espace de Banach des fonctions continues de K dans R muni

de la norme de la convergence uniforme :

I f o= sup | f(z) | .
zeK
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Exemple 1.1.10 (Les espaces de fonctions intégrables) Soit (2,3, 1) un espace me-

suré, f une fonction X-mesurable. On définit
1/p
o= ([1s@ran) ", s 1sp<aoe
Q

7l = sup ess|f@)l. i p=too,
S

Pour 1 < p < 400, l'espace de Banach L,(p) = L,(§2, 3, u) représente l'espace de toutes
les classes d’équivalence, modulo I’égalité presque partout, des fonctions X-mesurables telles

que || fll, < +00, p la mesure de Lebesgue.

Remarque 1.1.11 On a ¢, = L,(N,P(N), ) avec j la mesure de comptage.

1.2 Généralités sur les opérateurs linéaires

Définition 1.2.1 [21]| Soient X etY deux espaces vectoriels topologiques. Une application
u définie de X dans Y est dite opérateur linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :
pour tout x, y dans X et a dans K

i) u(ar) = au(x).

i) u(x +y) = u(x) + u(y).
On note par L(X,Y) Pensemble des opérateurs linéaires de X dans Y.

Définition 1.2.2 [21] Soient X et Y deux espaces topologiques. On dit qu’ un opérateur
u de X dans'Y est continu au point xq, si pour tout ouvert V de Y contenant yy = uxy,
il existe un ouvert U de X contenant xg, tel que ['image de U par u est contenu dans V.

Un opérateur u : X — 'Y est appelé continu, lorsqu’il est continu en tout v € X.

Proposition 1.2.3 Soient X et Y deux espaces normés, u : X — Y un opérateur. Alors

u est continu au point xq, si et seulement si,
Ve >0, 36 >0, ||z —zollx <= |ulz) —ulzy)|]y <e.

On note par £(X,Y") 'ensemble des opérateurs linéaires continus de X dans Y. On écrira
L(X) ala place de £L(X,K), 'ensemble des formes linéaires sur X. L’ensemble £(X,Y") est

un espace vectoriel sur K.



Définition 1.2.4 Un opérateur linéaire u de X dans 'Y est dit borné s’il est défini partout

dans X et transforme tout ensemble borné de X en un ensemble borné de Y .

Proposition 1.2.5 (Linéarité et continuité) Soient X et Y deux espaces normés, u :
X =Y un opérateur linéaire. Les conditions suivantes sont équivalentes.
(1) L’opérateur u est continu sur X.
(2) L’opérateur u est continu en 0.
(3) Il existe une constante C' > 0 telle que
|lu(@)|| < Cllz|l,  pour tout x dans X.
(4) L’ opérateur u est borné.

On pose, alors

lu = sup [lu(a)]
fl=l|<1
o @
el

= inf{C, C vérifiant ’inégalité ci-dessus}.

Définition 1.2.6 Soient X, Y deux espaces normés.

LY — X est continue, on

St un opérateur linéaire u : X — Y est bijectif continu et si u~
dit que u est un tsomorphisme entre X et Y.

On dit que X et'Y sont isomorphes (X ~Y), sil existe un isomorphisme entre X et
Y ; on dit qu’il sont isométriques (X ~Y) s%il existe un isométrie u: X — Y, c’est

a dire ||u(x)|| = ||z|| pour tout x € X.

1.3 Dualité, Topologies faible et faible-*

On notera par X et Y deux espaces de Banach et la boule unité de X sera notée Bx.
On désigne par X* le dual topologique de X, I’espace des formes linéaires continues sur X,

muni de la norme duale

[fllx+ = sup |f(x)].

z€Bx

Les ¢éléments de X™* seront le plus généralement notés par z*. Pour 2* € X* et z € X on
écrira souvent (z*, x) au lieu de z*(z).
On note par X** le bidual de X (X** = (X*)*).

6



Définition 1.3.1 (Adjoint d’un opérateur linéaire) Soit u : X — Y wune application

linéaire continue, on appelle adjoint ou dual de u ['unique application linéaire continue
u* € LY, X*) tel que

Ve e X,Vy* e Y™ <u'y*,z>=<y " ur >.
De plus, on a ||ul| = ||u*||.
Le dual de u* soit u** : X** — Y™ sappelle le bidual de wu.

Remarque 1.3.2 On a (uwv)* = v*u* pour tout u € L(X,Y) etv € L(Z,X).

Définition 1.3.3 L’injection canonique kx : X — X** qui a tout x € X associe kx(x)
telle que
(kx(x),z") = (", x), Va* € X"

o kyx est une application linéaire isométrique i.e ||kx(x)| x = ||z|x pour tout x € X.

o X est réflexif si kx est bijective i.e. surjective.
Exemple 1.3.4 L’espace L, est réflexif pour 1 < p < oo, et Ly n’est pas réflexif.

Définition 1.3.5 (Topologies faible et faible-*) Si X un espace de Banach, sa topo-
logie faible o(X, X™*), plus simplement notée w, est la topologie la moins fine pour laquelle
toutes les formes linéaires continues (pour la norme) ¢ € X* restent continues.

Sur le dual X*, outre la topologie de la norme || - || et la topologie faible o(X*, X**), on peut
définir la topologie préfaible, ou faible-*, notée aussi o(X*, X) qui est la topologie la moins

fine rendant continues toutes les applications linéaires (¢y)zex 0U
Y, X* =R
[ e(f)=<fiz>
pour tout x € X.

On a naturellement une notion de convergence pour la topologie faible-* sur X* qui se
définit comme suit : On dit qu’une suite (f,), de X* converge faiblement-* vers f, ce que
I'on note f, — f si et seulement si f,(z) — f(z), pour tout 2 € X. On vérifie sans peine

les propriétés suivantes de la convergence faible-* :

7



- Si (f,) converge faiblement-*, sa limite faible-* est unique,
Si f, — f (i.e. |fo — f|| = 0) alors f, = f,

- Si f, — f pour o(X*, X**) alors f, = f,

Toute suite faiblement-* convergente de X* est bornée,

Si fn = f alors || f|| < liminf || f,],

- Si f, = fetsimz, = xdans X (fort) alors f,(x,) — f(z).

Théoréme 1.3.6 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) . La boule unité fermée Bx- de X* est
compacte pour la topologie faible* o(X*, X).

Le théoreme suivant donne une caractérisation importante des espaces réflexifs.

Théoréme 1.3.7 (Kakutani) Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et
seulement st
Bx ={z € X;||lz[|x <1}

est compact pour la topologie o (X, X*).

1.4 Définitions

Définition 1.4.1 (Opérateur de rang fini) Soient X et Y deux espaces normés et u :
X = Y un opérateur linéaire. On dit que u est un opérateur de rang fini si Imu est un
espace de dimension finie.

De plus, u est de rang fini si et seulement st
n
u(z) = Z <z, x>y
i=1

avec x7,...,x;, € X* et y1,....,y, € Y. L’espace des opérateurs linéaires de rang fini sera
noté Li(X,Y).

Définition 1.4.2 Soit u un opérateur d’un espace normé X dans un espace normé Y .
On dit que u est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné Xo dans X a

un ensemble relativement compact u(Xo) dans Y. Autrement dit, la fermeture u(Xy) est

compact.



Remarque 1.4.3 Tout opérateur u de rang fini continue est compact. En effet, ’ensemble
u(Bx) est alors un ensemble borné d’un espace vectoriel de dimension finie(Théoréme de
Riesz). D’apres le résultat précédent, toute limite u en norme d’opérateur d’une suite (uy),
d’opérateurs de rang fini est compacte. C’est une méthode assez efficace pour vérifier que

certains opérateurs sont compacts.

Définition 1.4.4 [19] On dit qu’un espace de Banach Z est injectif si pour tout espace
de Banach X, pour tout sous-espace de Banach Xy de X et pour tout opérateur continu

u: Xo — Z, il existe une extension continue i : X — Z de u, telle que ||ul| = ||a|.

XO—u>Z

| A

X

Définition 1.4.5 [19] Soient 1 < p < oo et A\ > 1. On dit qu’'un espace de Banach X
est un L, x-espace, si pour tout sous-espace E de dimension finie de X, il existe un sous

espace F' de dimension finie de X contenant E et un isomorphisme v : F' — e;,”m(“ avec

[ofl-[lv=H < A.

On dit que X est un L,-espace s’est un L, y-espace, pour un certain A > 1.

Soit (€2, X, ;1) un espace mesuré, pour 1 < p < oo les espaces de Lebesgue L,(u) sont

des Lyespaces . L'espace C'(K') des fonctions continues sur un compact K est un L.espace.

Définition 1.4.6 (Sous-espace complémentaire) . Soit X un espace de Banach et Y
un sous-espace fermé de X. On dit que Y est complémentaire (complemented) dans X s’il

existe un sous-espace fermé Z tel que
X=Ya&aLZ
Le sous-espace fermé Z s’appelle complémentaire de Y.

Théoréme 1.4.7 Soit X un espace de Banach, pour tout sous-espace Y de dimension finie
de X, il existe une projection continue P de X surY, c’est a dire qu’il existe un sous-espace
fermé Z tel que

X=YaqZ



Chapitre 2

Opérateurs linéaires p—nucléaires

2.1 Opérateurs linéaires p—sommants

Commencons cette section par quelques préliminaires. Soient X un espace de Banach
et 1 < p < co. On note par £7(X) ( pour n = 400, on a £;(X) = £,(X)) 'espace des suites

(x;); dans X p—sommables, muni de la norme

1/p
[(z:)isl, = (Z!I%Hp) , st 1< p< oo,

1(:)iz1 oo = supl|ai]| x, st p=+o0
(2

On note par £3*(X) I'espace des suites (r;)j_; dans X faiblement p—sommables, muni

de la norme

1/p
wy((z;)l~y) = sup (Z!<x x,>|p> , si 1<p<+oo,

X EBX* i 1
Woo ((z;)1y) = sup Sup] <axtxp >, si p=+4o0
T*€EBxx 1

Sip =400, on a ly(X) = 2 (X), pour plus de détails voir [19].

Rappelons la définition d’un opérateur linéaire p—sommant introduite par Grothendieck
pour p = 1, dans [22].

En 1967, Pietcsh était le premier qui a généralisé la notion des opérateurs p—sommants,
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il a défini la classe des opérateurs p—sommants et a montré quelques propriétés intéres-
santes, parmi les principaux résultats paris dans [35] on peut trouver les théorémes des

dominations, factorisations, les théorémes d’inclusions,...

Définition 2.1.1 On suppose que 1 < p < o0o. Soit u : X — Y entre deux espaces de
Banach. On dit que l'opérateur u est p-sommant s’il existe une constante ¢ > 0 et pour

toute suite finie (z;)"_, de X, on ait :

ZHU(%)H” <& sup Yot (w) (2.1)

.’E*eBx* i=1

On désigne par m,(u) la plus petite constante c vérifiant (2.1). On désigne par IL,(X,Y)

l’espace des opérateurs p—sommants de X dans 'Y .

Remarque 2.1.2 1) la formule (2.1) peut s’écrire :

[Cu(a))izallp < cwp((2:)7). (2.2)

Donc des opérateurs p—sommants transforment les suites faiblement p—sommantes
vers suites fortement p-sommantes.

2) Il est clair que pour tout v € IL,(X,Y) on a |ju|| < m,(u). Donc, u est continu.

3) Sip= o0, la formule (2.2)) s’écrit :
[(u(2i))ic lloo < cwoo((z:)iy)- (2.3)
on aura :

sup [|u(z;)|| < ¢ sup [Ja].
1<i<n 1<i<

On conclut que si p = oo l’ensemble I1,(X,Y') sera identique a L(X,Y).

Proposition 2.1.3 ([19], p 38) II,(X,Y) muni de la norme m,(.) est un espace de Ba-

nach.

L’opérateur suivant constitue un exemple de base pour les opérateurs p—sommants.

Exemple 2.1.4 ( [19], p 41) Soient K un compact et . une mesure de probabilité régu-

liere sur K. Alors

11



1) L’injection canonique (1 < p < 00)
Jp: C(K) — L,(K, p)

est p-sommant avec ,(j,) = 1.

2) L’opérateur d’inclusion suivant

v Loolp) — Ly(p)
/ = ip(f) =f

est p-sommant et on a my(i,) = 1.

3) Soit 1 < p < oo, L’opérateur diagonal

M)\ : goo — gp

tel que A = (A\y)n € £y, est p-sommant. De plus, on a ||My|| = mp(My) = || A]],-
Théoréme 2.1.5 [19] Si 1 < p < g < 00, alors
IL,(X,Y) CII,(X,Y)
De plus,
mg(u) < m,(u) pour tout u € IL,(X,Y).
Preuve. Soit (z;)"_,; C X. On pose A; =|| u(z;) [|» ", donc
[ uCs) [17=1] uAiz) |7

Siu e IL,(X,Y), on aura
(Z L) ) = (Z | u(he) ||p)’l’
ro(u) sup (iufx*@mp)’l’.

T*EBx* i=1

IN
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1
D’aprés I'inégalité de Holder (— +—= 1) :
/p - a/(a—p)

D
q

3=

(guum)uq); < sup (zw/“)(”/‘”’(i\x \m/p)

:1: "€Bx+ \y
(/p—(1/q) ; n L
= sup (Z Ju(z: ||q) <Z |x*<$i)|q> .
’3 "€Bxx N i=1
On trouve
n 1 n 1
(Llutwi)” < mw) s (S lertar)
i=1 T*EBx~ i=1
C’est a dire
mg(u) < mp(u) pour tout w e I, (X,Y).
m

Proposition 2.1.6 ([19], p 37) Siu € L(X,Y) est de rang fini. Alors u est p-sommant
pour tout 1 < p < o0.

Théoréme 2.1.7 (Propriété d’idéal) Soit 1 < p < cc.
Siue L(Yy,Y),we L(X,Xy) et vell,(Xo,Yp), alors

wow € IL,(X,Y) et mp(uvw) < ||ul|m,(v)||w].

Preuve. On a ||luvw(z)| < ||ul|||v(w(x))]], Yz € X.

13



Soient (z;), C X, donc (w(x;)), C Xp et

(Zuv welP) < mo) s (1<t >|p>

Yy GBX* i=1

B =

IN
=
=
wn
e
o}
A~
\'M:
AN
g
*
<
=
E
vV
BES)
~_

y*€Bxy i=1
- w* (y*) z
< m@)lw’] sup ( r<—xr>\p)
Pl sup (2 1< e
n 1
p
< m)le] sup (Z|<x*,xi>|P)
ZP*EBX* i=1
d’ou X
P
(Znuvw ||p) < lulmy(e)ol]_sup (Zw xz>rp)
X*
Alors
wow € I1L,(X,Y) et m,(vvw) < [Jul|m,(v)||w]].
[ |

Proposition 2.1.8 (Propriété d’injectivité) Si Y est un sous-espace de Yy et i :Y —

Yy une isométrique, alors
uwell,(X,Y) e iu e IL,(X,Y)).

De plus,

(i) = (1),

On va maintenant présenter le théoréme qui caractérise les opérateurs p—sommants.

Pour la démonstration, voir [19].

Théoréme 2.1.9 (Le théoréme de domination /factorisation de Pietsch) Soit u :
X —= Y un opérateur linéaire entre deux espaces de Banach, les propriétés suivantes sont

équivalentes.

14



i) u est p-sommant,
i1) 1l existe une mesure de probabilité réguliére p sur Bx« et une constante C' > 0 telles

que pour tout x € X,

P < 0@ [ | <atin > Paua),
jz

(Domination de Pietsch ).
ii1) 1l existe une mesure de probabilité réguliere p sur Bx-, munie de la topologie faible™,

un sous-espace S, de L,(p) et un opérateur u € L(S,,Y") tel que
u= ajpiX

ot ix : X — ix(X) C C(Bx-) est une isométrie injective et j, : ix(X) — S, est

restreint j, a ix(X). Autrement dit le diagramme suivant commute.

X _— Y

’ ~.
>

%
=g

De plus, on a

(Factorisation de Pietsch ).

Le corollaire suivant nous donne une factorisation des opérateurs p—sommants & valeurs

dans un espace de Banach injectif.

Corollaire 2.1.10 ([19], p 47) Soit K un espace compact de Hausdorff. Si Y est un es-
pace de Banach ingectif alors Uopérateuru : X — Y est p-sommant si et seulement s’il existe
une mesure de probabilité de Borel réguliere pu sur K et une application @ € L(L,(1),Y) tel

que u = Ujpix. Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif



avec my(u) = ||a|.

Le corollaire suivant nous donne une factorisation des opérateurs p—sommants définis

sur C'(K).

Corollaire 2.1.11 ([19], p 48) Soit K un espace compact de Hausdorff, v : C(K) — Y
est p—sommant si et seulement s’ il existe une mesure de probabilité de Borel réguliére

sur K et une application @ € L(L,(p),Y) telle que uj, = u :
O(K)—“—~Y

RN
Ly (1)
et on a dans ce cas ||u|| = m,(u).

1 1
Théoréme 2.1.12 (Théoréme de composition) Soient1 < p,q < oo et — = min{l, —+
r p
1
-} osiuell,(Y,Z) etvell(X,Y), alors
q

uv est r-sommant, et m,(uv) < m,(u).my(v).

2.2 Opérateurs linéaires p—nucléaires

On commence cette section par introduire quelques définitions, propriétés et notations

concernant les opérateurs p—nucléaires. Pour plus de détails voir ( [19], [40] ).

Définition 2.2.1 ([40], p40) On suppose que 1 < p < oo. Soient X et Y deux espaces
de Banach. Une application linéaire u : X — 'Y est dite p-nucléaire s’ils existent des suites

(8)n C X* et (yn)n C Y telles que

u=>Y "z} Oy,
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6Ny () () < o0, avee
V(e ) = (Sihazl) (sup bl ) p=1
N = (Shezl)” s (Sl<ran=1) "L 1<pes

y*EBy* n

Ny s () = (supnw:;n) sup S| <y > | p— 0.

y*eBy* n

L’espace formé par ces opérateurs est noté N,,(X,Y) et on le muni par la norme

vp(u) == inf Ny((27,)n, (Yn)n)-

Remarque 2.2.2 Les opérateurs 1-nucléaires sont souvent appelés opérateurs nucléaires.

Exemple 2.2.3 L opérateur diagonal est nucléaire, on peut l’écrire comme suivant :

M)\ - f: /\nen X €n,

n=1
telle que (ey,), est la base de (.
On a v(My) <> |An| = || My, on sait que ||My|| < v(My) donc v(M,) = || M,]|.

Théoréme 2.2.4 (Propriété d’idéal) . Soit 1 < p < 0.
Siue LIY,Yy),v € NYy(X,Y) et we L(Xo, X), alors,

uvw € N,(Xo, Y0) et vy(uvw) < ||ul|vy(v)||w].

Preuve. En effet, soit v = ) 2! ® y,, avec v,(v) = inf ||z} ||||y.|| < co. Alors, pour tout

r e X,
u(vwzr) = u(z < xy,wr > yn) = Z < xr,wr > u(Yn)-
D’ou
uvw—Zw ) @ u(yn)

Donc, uvw € N,(Xo,Yp) et on a

IA

[l () [y

e 1 el

vp(uvw)

IN

[l 7 Iy -
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D’ou

vp(uvw) < fluflpy(v)[jwl].

Lemme 2.2.5 Les opérateurs : a de £, dans X et b de X dans {, sont définis respective-
ment par :

(Tn)n = D Xpyp et T (< xk 2 >), .
Théoréme 2.2.6 Un opérateur u € L(X,Y) est p-nucléaire si et seulement s’il admet la

factorisation suivante,

u

X —— Y
bl Ta
b — 5y
avec a et b sont des opérateurs linéaires bornés. Pour u € N,(X,Y') on définit

vp(u) = inf [[a[|[All,[[]]-

Preuve.
On suppose que u est p—nucléaire donc ils existent des suites (), C X* et (y,), CY

telles que u = > xf ® y,. Soient

b: X —/l, x»—>(xn—(x)> )

[

My: Lot <tn>n~>(ux:;utn), A= (L2l

a: l,—=Y, (Sp)n+— Z SnUn.

-

B 3
Evidemment, v = aMyb et ||M,| = (Z ||3:;;||p> (1<p<oo)pour p=1,o0na

ol = sup | <553 supn > | < (Z ) (sup ).

y*eBy* n
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Donc

lall < sup [lya| pour p =1.

Pour 1 < p < oo, 0n a

y*EBy* y*E By *

1
P
la((s)a) = sup | <y, > suyn>[ < sup (Z \Sn!p) (Z <y >

n

1
=

+\ P
lal| = sup <ZII <Y, Yn > II”) pour 1 < p < oco.
n

y*EBy*

Pour p = o0,

[IMx]| = sup [lzz ]I, [lall < sup D] <y yn > |,
n

Yy*EBy* n

donc

u=aMyb et inf[|af[[Mx[[[[o]] < v (w).

1

p*> ”

L’inégalité opposée de vient que de M) est p—nucléaire et de la propriété d’idéal. m

Remarque 2.2.7 a) On remarque que ||u|| < v,(u). Alors N,(X,Y) C L(X,Y), pour

tout 1 < p < o0.

b) Tout opérateur p-nucléaire est une limite, ou norme, d’une suite d’opérateurs de rang

fini, alors c’est un opérateur compact.

Proposition 2.2.8 [19] Soit u: X — Y un opérateur linéaire borné entre deuzx espaces de

Banach. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i ) u est p-nucléaire.

g o b M . .
i ) u admet une factorisation u : X = ¢, —> £, — Y ot a et b sont des opérateurs

compacts.

i1 ) 1l existe des suites (\,) € £y, (7) C Bx~ et (y,) € (;(Y) telles que
U= Z Ansz ® Yn,
la série étant convergente dans L(X,Y).
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Preuve.

De méme que plus haut, on vérifie que pour toute suite A = (\,)n,>1 € ¢, il existe
a = (ap)n>1 € co et 0 = (0,)n>1 € €, telles que A\, = a,.0,, et on peut vérifier que pour
tout € > 0, on peut choisir a et o de fagon que a,, > 0 et ||a||[|A]] < (1 + &)||A]|-
Comme (aé)nzl € ¢y, cette suite peut étre utilisée pour construire deux opérateurs dia-
gonaux by : o — co et ag : £, — {,. A partir de la décomposition u = a o My o b avec
ae L({,Y), be L(X, ), on obtient la factorisation u = (aoag) o M) o (by 0 b) qui est du
type (i7). De plus, on a v,(u) = inf ||a||||A]||b]| ot I'inf est calculé sur toutes les décomposi-
tions données en (7).
Le reste de la proposition provient du fait que Iapplication v — (ue,),>1 définit un iso-
morphisme isométrique de L(£,,Y") sur £(Y) pour 1 < p < oo, tandis que pour p = 1 cette

application définit un isomorphisme isométrique de L(co,Y) sur £Y(Y). =

Théoréme 2.2.9 [19] Si 1 <p < g < 0. alors
N, (X,Y) C N(X,Y).
De plus,
(W) < wvp(u) pour tout u e Ny(X,Y).

Preuve. Soit u € N,(X,Y), alors il existe a € L(£,,Y), b € L(X,ls) et A= (\,)n € 4,

tel que le diagramme suivant est commutatif

X —* 5 Y
bl TCL
e — 2 5y

Notons que M) peut étre obtenu en composant Mg avec M, tels que

Mgs et M, sont des opérateurs multiplications avec

oy = ’Anyl_(Q/p) et B?’L = (Szgn)\n”)\n’(q/p)’
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donc My = M, o Mg. Alors, on obtient le diagramme :
X “ Y

| i
AN S—
J\E\ A&
gq

donc

u

X ——— Y

b ——— 1,

avec a = aM,.

Ce qui implique u € N (X,Y) et

v(u) < (|6l Mgllf|al
< bl Mg]lf|al ] Ma
= [lolll[Mx]flall-

D’ou

2.3 Opérateurs linéaires p—intégraux

Les opérateurs 1-intégraux (ou, tout simplement intégraux) sont introduit par A. Gro-
thendieck en 1955. En effet, un opérateur linéaire u entre deux espaces de Banach X et
Y est 1-intégral s’il existe une mesure de probabilité u sur Bx+ X By« tel que, pour tout

reXety*€eY*ona

<u(z),y" >= / <zt >y iyt > dp(ct y™).
Bx*XBy**
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Pour cette formule, Grothendieck a obtenu une factorisation de 'opérateur kyu comme

suit :

(2

kyu: X 2 Loo(p) 2 Li(pn) % Y™,

ol a et b sont des opérateurs linéaires bornés.

En 1971, A. Pietsch a discuté les opérateurs p—intégraux. Cependant, A. Persson et
A. Pietsch (1969) ont déja étudié les opérateurs strictement p—intégraux dans leurs article
[32].

Définition 2.3.1 Soit u : X — Y un opérateur linéaire entre deux espaces de Banach. On
dit que w est un opérateur p—intégral pour (1 < p < 00). S’il eziste un espace mesuré de
probabilité (2, %, 1) et des opérateurs linéaires bornés b : X — Loo(p) et a : Ly(p) — Y™

tels que le diagramme suivant est commutatif :

X Sy -Myoye

T
Loo(p) ————  Ly(p)

Nous noterons par I,(X,Y) Uespace des opérateurs p-intégraur de X dans Y, muni de la
norme

tp(u) = inf [|af[[b]

est un espace de Banach.
Remarque 2.3.2 [l est clair que pour tout u € Z,(X,Y), on a ||u]| < t,(u) puisque
[ull = [lkyull = llaidl| < |lalll|o]]

D’ot

[l < tp(u).

Théoréme 2.3.3 [19] Soit 1 < p < oo, un opérateur u : X — Y est p-intégral si

et seulement s’il existe une mesure de probabilité réguliére v sur Bx- et un opérateur u :
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L,(v) = Y** tels que le diagramme suivant est commutatif

X Sy -y
C(Bx:) —2 s L)

tel que ix(x)(x*) =< x*,x >. Dans ce cas, on a
() = inf ||
tel que linfimum étant pris sur toutes les mesures v et les opérateurs u possibles.
Preuve. On pose A = inf ||a||. Si kyu admet la factorisation suivante :
kbyu: X —%5 C(Bxe) 2 Ly(v) - v**

on a :
Jp # C(Bx-) 22 Loo(v) = L (v)
donc
kyu: X 2= 1 ) B L) &y

ce qui montre que u est p—intégral et

wlu) < lallljo]

= [allllyscix|

< |l
Donc

tp(u) <A

Inversement, si u € Z,(X,Y), on a
byu: X 2 Lo (1) KN Ly(p) = Y™,

Le fait que l'espace Ly (u) est injectif voir( [19], p 86), opérateur linéaire borné b admet
une extension b € L(C(Bx-), Loo(j1)) avec ||b]| = ||b]|,

b: X 25 C(Bx) D Loo(p).
On sait que 7, est p—sommant, alors par la propriété d’idéal on a
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iph: C(Bx+) — L,(u) est p—sommant.
D’aprés le corollaire [2.1.11} il existe une mesure de probabilité réguliére v sur By« tels que
.7 J w .7
inh: C(Bx-) 2 Ly(w) = L) et [fwll = my(i,b).

On obtient le diagramme suivant qui est commutatif

| X—Y -y Y
b
C(Bx+) — Loo() Ly (1)
Lp(”)

Enfin on trouve la factorisation
kyu: X %5 O(Bx) 25 Ly(v) “% y*.
De plus, on a
A < my(iph)llall < (i) [blllall = [10lla]

En passant & I'infimum, on trouve

A < yy(u).

Proposition 2.3.4 (Inclusion) Soient X,Y deux espaces de Banach. Si 1 < p < q < oo,
alors

T,(X,Y) C Z,(X.Y).
De plus, on a :

tp(u) < () pour tout u € Z,(X,Y).

Preuve. Supposons que u € Z,(X,Y). Alors,

X—Y .Yy Y
b
Lo (1) Ly (1)
Ly(p)



donc

by : X 2 Log(p0) <% Ly(p) 25 v**,
ce qui implique

u€ Ly X, Y) et t4(u) < ip(u).

Théoréme 2.3.5 (Propriété d’idéal) . Soit 1 < p < 0.
Siue L(Y,Yy),v € L(X,Y) et we L(Xy, X), alors

wvw € T,(Xo, o) et ty(uvw) < [[ulley(v)]w].

Preuve. Soit v € Z,(X,Y), alors il existe a € L(L,(1),Y), b € L(X, Loo(p)), tels que le

diagramme suivant est commutatif
X Sy, oye
bl TCL
Loo(p) ——"——  Lyn)

On note que ky,uvw se factorise de la maniére suivante

XO w X v Y y u** YE)**
k jb a] u**a
Lo () ———— Ly (1)

Comme ky,u = u**ky, on a

k% -
ky,uvw = u™aipbw,

Ce qui implique que uvw € Z,(Xy, Yp) et on a

IN

[ al|[|bw]]

[l llalliol[w]]-

Lp(uvw)

A
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Donc

tp(uwv) < lullep(v)[lwl]

Définition 2.3.6 On dit queu : X — Y est strictement p-intégral s’il existe une mesure
de probabilité p et deux opérateurs bornés a : Ly(pn) — Y et b : X — Loo(u) tels que le

diagramme suivant est commutatif

X —* Y

T

ip

Loo(p) ————— Ly(p)

Dans ce cas, on a
tp(u) := inf |al[.[|b]].

On désigne par ST,(X,Y), 'espace des opérateurs strictement p—intégraux de X dansY .
Proposition 2.3.7 Si Y est réflexif, tout opérateur p-intégral est strictement p-intégral.

Proposition 2.3.8 [19] Soient 1 <p < oo et u: X — Y un opérateur entre deux espaces
de Banach. Les propriétés sutvantes sont équivalentes :

i) ueI,(X,Y),

i) uwt e L,(X™ Y™,

iii ) kyu € (X, Y*).
De plus, on a :

p(u) = 1p(u™) = 1 (kyu).

2.4 Relations entre les espaces NV,,(X,Y), Z,(X,Y) et [1,(X,Y)

Nous allons étudier les relations entre les différents espaces N, (X,Y"), 'espace des opé-
rateurs p—nucléaires, Z,(X,Y), l'espace des opérateurs p—intégraux et IL,(X,Y’). Nous

verrons aussi les théorémes de compositions entre ces classes des opérateurs.
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Proposition 2.4.1 Soit 1 < p < oco. Alors
N, (X,Y) (CQ) Z,(X,)Y) (é) IL,(X,Y),

avee mp(u) < vy(u) < vp(u), pour tout u € Npy(X,Y).
Preuve. (1) Siu € Z,(X,Y), alors le diagramme suivant est commutatif

X Sy B, oy

bl Ta

Loo(p) ——"——  Lyn)

Comme i, est p—sommant d’apreés I'exemple , donc d’apres le théoréme et la
proposition , on a

(1) p(kyu)
= mp(aiph)

lallo]]-

IN

Donc u est p—sommant et m,(u) < ¢,(u), pour tout u € Z,(X,Y).
(2) On utilise la définition. m

Proposition 2.4.2 ([19], p 111) Soient 1 < p < oo, p et v deuz mesures et u : Ly (p1) —
L,(v). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i ) u est p-intégral,

it ) u est p-sommant,

iii ) u* est p-intégral,

v ) u* est p-sommant.

De plus, on a :
tp(u) = my(u) = tp(u) = my(u’).
Théoréme 2.4.3 [19] Soit u: X — Y un opérateur entre deuzx espaces de Banach. On dit
que u est p-nucléaire (1 < p < 00) si et seulement s’il admet la factorisation
X - Y

oA

A
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tel que Z est un espace de Banach, w € Z,(X,Z) et v: Z — Y un opérateur compact,

avec

() = inf [[o].p ().

Corollaire 2.4.4 Soit 1 < p < oco. Si Y est un espace de Banach injectif, alors tout

opérateur p-sommant u : X — 'Y est p-intégral et

Corollaire 2.4.5 Soit 1 < p < 00. St K est un espace compact, alors tout opérateur p-

sommant u: C(K) =Y est p-intégral et

Théoréme 2.4.6 [32] Soit 1 < p < oo. St v: X — Z un opérateur faiblement compact
et w: Z — Y un opérateur strictement p-intégral, alors wv : X — Y est un opérateur
p-nucléaire et

vp(wv) < tp(w).[[o]].
Corollaire 2.4.7 Si X est espace réflexif. Alors pour 1 < p < oo,
Ny(X,Y) = SZ,(X,Y).

Théoréme 2.4.8 [19] Soient X, Y, Z des espaces de Banach, soient v € L(X,Y) et
1

1
ue€ LY, Z). On suppose que 1 < p,q,r < 0o satisfont — = — + —.
r . p
a) Siwu est p-sommant et v est g-intégral, alors uv est r-intégral, et
tr(uv) < mp(u).tq(v).
b) Siu est p-intégral et v est g-sommant, alors uv est r-intégral, et

L (uv) < ip(u).my(v).

Théoréme 2.4.9 [40] Soient X, Y, Z des espaces de Banach, soient v € L(X,Y) et

1 1 1
u € LY, Z). On suppose que 1 < p,q < oo et — =min{l,— + —}.
r p q
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a) Siwu est p-nucléaire et v est g-sommant, alors uv est r-nucléaire, avec
vp(uv) < vp(u).my(v).

b) Siu est p-sommant et v est g-nucléaire, alors uv est r-nucléaire, et
vr(uv) < mp(u).vy(v).

Lemme 2.4.10 pour tout 1 <p < oo etue LUX)Y), on a

Preuve.
Pour un ensemble fini K = {1,2,..., N}, ona C(K) ~ (X . Soit u : C(K) — Y un opérateur.
Par le corollaire 2.1.11] et le corollaire il existe une mesure de probabilité y € C'(K)*

et un opérateur u : L, — Y tel que
u: C(K) = Ly(p) = Y et ||| = u,(u).

On définit pour tout 1 < k< N
Ak = p({k})
donc = > Agdg.

k<N
On pose g = )\,;1 pour A\, > 0 et o = 0 sinon, et 'opérateur

v: N =L,

(fe) = (oxfr)f

a la norme < 1, et i, = vM) tel que M, : (5 — K;DV est un opérateur diagonal par une suite

A = (Ax)k<n. On sait que || M,|| < 1, par conséquent
vp(u) < [[afll|vf[[[Mx]] < [la]l = tp(u).

Ce que termine la preuve du lemme.
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Théoréme 2.4.11 [19] Si l'un des espaces de Banach X et'Y est dimension fini. Alors
pour tout 1 <p < oo etu € L(X,Y),

Preuve.
On suppose que X est de dimension finie. Soit u € Z,(X,Y), le diagramme suivant est

commutatif
X My oy

T
Loo(p) ————  Ly(p)

On fixe £ > 0. Alors, il existe un sous-espace de dimension finie £ de L (x), de dimension

finie N, avec un isomorphisme v : E — (X tels que
lol[[lv] < 1T+eet b(X)CE.

De plus, i,(E) est contenu dans un sous-espace (1 + ¢)-complémentaire F' de L,(u). Soit
J : F — L,(p) l'injection canonique correspondant et P : L,() — F' la projection corres-

pondante avec ||P|| < 1+e.

Le principe de réflexivité locale voir | [19], p. 178| assure l'existence d’un opérateur

linéaire w : a(F) — Y tel que
|w|] <1+¢ et whkyu(z) =u(x); YreX

On considére

i = Piy|gv : Y = F.

Alors @ est p—sommant et donc p—intégral et

mp() = 1p(10)

= (@)

< Pllep(ip) [0~ "I,
L+l

IN
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On note que

kyu = wkyu = waiyb = waJuvb.

Alors
vp(u) = vp(kyu)
= vy(waJuvu)
< vp(wad vy (u)]|vd]]
< (1) lallllv="Hlwll[ol
< (1+e)*[alllloll
Ainsi,

vp(T') = 1p(T).
On suppose maintenant que Y est de dimension finie. Soit v : X — Y un opérateur

p—intégral qui se factorise comme suit :

u

X — Y

| Ja

Loo(p) ——"—— Ly(p)
avec : ||b]| =1 et ||a|| < o.t,(u), on o= (1+¢)z.

Ona: FE:= Ly(un)/Ker(ai,) est un espace de dimension finie, de plus, c’est un dual d’un
sous-espace de dimension finie de F' dans L;(u). Donc, F' est contenu dans G de Lo (1) qui
est de dimension finie, N, et il existe un isomorphisme v : G — & tel que : ||v]| < g et
ol < 1.

Comme ci-dessus, on peut choisir G est (1+¢)-complémentaire dans Ly (). Soit P : Li(u) —
G est correspondance projection avec ||P|| < 1+ ¢ et soit 'injection canonique J : G —
Lq(p). L'opérateur w := ai, P* : G* = Y satisfait wJ* = ai,.

On a: wv*: ¥ — Y ala représentation :

N
wv* = Z A2k @ Yg
k=1
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avec 2 € Byy pour 1 <k <N, wye((y)r) < 1 et [[Agllp < ep(wr®).
Mais :

Lp(wv*) = 1y(ai, P ")
lall-ep(ip)- [ 27| [[0"]
(14 )2, (u).

IN

IN

et u = wv*(v™')*J*b, donc

N
U:Z/\kl';;®yk;

k=1

ou x} :==b*Jv 'z, € By~ pour tout 1 <k < N. m
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Chapitre 3

Opérateurs Lipschitz p—nucléaires

3.1 Généralités

On présentera la propriété de Radon-Nikodym et la dérivée de w*-Géateaux dans les
espaces de Banach.
3.1.1 La propriété Radon -Nikodym

Définition 3.1.1 [7] Un ensemble A conveze fermé et borné C' dans un espace de Banach
E a la propriété Radon -Nikodgm (PRN) s’il a vérifie la propriété suivante :

Soit (2, B) un espace mesurable, et soit T une mesure E-évaluée et u une mesure de proba-
bilité sur (2, B). On suppose que 7(A)/u(A) € C pour tout A € B avec u(A) # 0. Alors, il
existe f € Li(pu, E), telle que

T(A) = /Af(w)du(w), AeB.

L’espace E est dit avoir une PRN si sa boule unité admet PRN.

3.1.2 Les ensembles Gauss nuls

Définition 3.1.2 ( Mesure de Gauss) [7| Une mesure de probabilité p sur un espace de
Banach E est dite mesure Gaussienne si pour tout z* € E* la mesure .~ sur la droite
réelle, définie par p,«(A) = ply : < x*,y > € A}, a une distribution gaussienne. La mesure

gaussienne est dite non dégénéré si pour tout x* # 0 la distribution de pi« est non dégénéreé.

Définition 3.1.3 [7] Soit A un ensemble Borélien dans un espace de Banach séparable E.
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(i) L’ensemble A est dit ensemble Gauss nul si u(A) = 0 pour toute mesure de Gauss
non dégénérée sur E.

(ii) L’ensemble A est dit ensemble Aronszajn nul s’il appartient a NA({x,}), ou linter-
section est prise sur toutes les suites {x,} dont l’espace engendré dense dans E, i.e.,
pour toute suite (x,), de vecteurs non nuls avec l’espace engendré dense, A peut étre
décomposé comme une union des ensembles Boréliens de sorte que A, € A({x,})
pour tout n.

(11i) L’ensemble A est dit ensemble cube nul si 7p(A) = 0 pour toute mesure cube sur
E.

Théoréme 3.1.4 [7]| Soient E et F des espaces de Banach séparables, et soit f : E — F*
une application lipschitzienne. Alors f est w*-Gateaux différentiable en dehors d’un en-
semble Gauss nul. D’ailleurs, si f est lipschitzienne injective, alors D}(xo) est un isomor-

phisme en dehors d’un ensemble Gauss nul.

Proposition 3.1.5 [7| Les ensembles Aronszajn nuls sont Gauss nuls.
Proposition 3.1.6 [7]| Les ensembles Gauss nuls sont cube nuls.
Théoréme 3.1.7 [7] Les ensembles cubes nuls sont Aronszajn nuls.

Proposition 3.1.8 [7| Soient E un espace de Banach séparable et F' un espace avec PRN.
Soit f une fonction lipschitzienne de [’ensemble ouvert U C E dans F. Alors, l’ensemble
des points de U dans lequelle f n’est pas différentiable au sens de Gateaux est Aronszajn
nul.

3.2 Opérateurs Lipschitz

3.2.1 Définitions et propriétés

Définition 3.2.1 Soient (X, dx) et (Y, dy) deuz espaces métriques. On dit que l’application

f: X =Y est lipschitzienne s’il existe une constante C' > 0 telle que

dy (f(x), f(y)) < Cdx(x,y), (3.1)
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pour tout x, y € X. La plus petit des constantes C' vérifiant (3.1)) s’appelle nombre de
Lipschitz et notée par Lip(f), ou Lip(f) est donnée par

(@) £)
Liplf) =0 = oy

Proposition 3.2.2 ( [41], proposition 1.2.2) Soient X, Y, Z des espaces métriques.
Sif: X =Y etg:Y — Z des applications lipschitziennes, alors gf : X — Z est

lipschitzienne et

Lip(gf) < Lip(f) - Lip(g).

Preuve. Soient f : X — Y et g : Y — Z sont lipschitziennes. Alors pour tous z,y € X,

on a

dz(gf(x),9f(y) < Lip(9)dy(f(z), f(y))
< Lip(g) - Lip(f)dx(z,y).

D’ou gf est lipschitzienne et

Lip(gf) < Lip(f) - Lip(g).

3.2.2 Espace de Lipschitz

Définition 3.2.3 Soient (X,dx) un espace métrique et Y un espace vectoriel normé sur
le corps K. Notons Lip(X,Y) lespace des applications lipschitziennes de X dans Y muni

de la norme :
1/ 1lipex,y) = max{|[flleo, Lip(f)}-
Si (X, dx) est espace métrique pointé, (c’est-a-dire dans lequel est distingué un point
particulier, noté e) et Y espace de Banach.
Notons par Lipy(X,Y) l'espace des applications lipschitziennes de X dans Y muni de
la norme définie par la constante de Lipschitz :

@)~ Sl
Lilf) = s = )
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SiY =K, alors on note Lipy(X,K) = Lipy(X) = X*.
Lipy(X) est un espace de Banach voir ( [41] proposition 1.6.2) s’appelle aussi dual de
Lipschitz de X.

Maintenant, nous allons présenter quelques concepts sur le prédual de Lip,(X) et I’ad-

joint des applications lipschitziennes, pour plus de détails voir( [41] ou [3].)

Définition 3.2.4 [41] Soit X un espace métrique. Une molécule sur X est une fonction

m de X dans R a support fini telle que Y m(z) = 0.
zeX
On désigne par M(X) Uespace linéaire de toutes les molécules sur X .

Pour z, 2" € X, la molécule m,, est définie par

Maz = X{z} — X{z'}

ol x4 est la fonction caractéristique de I'ensemble A. Pour m € M(X) on peut écrire

n
m= g NiMMg ot .
k2

i=1

Pour certains scalaires appropriés A;, et nous écrivons

n

lm | pmex) = inf {Z INildx (i, 2]), m=>_ Aimm;} :
=1

=1

On note par A(X) la complété de 'espace normé (M(X), ||.||mcx))- Cet espace a été
introduit pour la premicre fois par Arens et Eells [3] en 1956. (La terminologie Arens Eells
espace X ) est due & Weaver [41] et parfois 'espace A(X) s’appelle I'espace de Lipschitz
libre de X [27] et on le note aussi par F(X).

Théoréme 3.2.5 [41] Soit X un espace métrique pointé.
L’application 6x : X — A(X) définie par

dx(x) = Mmye, pour x € X,

est une isométrie de X dans A(X).
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Théoréme 3.2.6 [41] Soit X un espace métrique pointé. Alors
H(X)" = Lipy(X).

Cette identification se fait grace a une isométrie linéaire J définie sur Lip,(X) & valeurs
dans A(X)* pour f € Lipy(X), J(f) est définie par

J(f)(m) = m(z)f(x), f € Lipy(X).

zeX

L’espace Lipy(X) étant le dual de A(X), il est muni d’une topologie faible-*. Sur les

bornés de Lip,y(X), cette topologie coincide avec la topologie de la convergence simple.

Théoréme 3.2.7 [19]
Sotent X un espace métrique pointé, Y un espace de Banach et T : X — 'Y une applica-
tion lipschitzienne qui préserve le point de base (i.e., T(e) = 0). Alors il existe un unique

opérateur linéaire borné Ty, : A(X) — Y tel que
T="Trox.

Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :
X a Y

N A

A(X)
et || Tr|| = Lip(T'). L’opérateur Ty, est appelé linéarisation de T

On définit un autre opérateur adjoint qui est appellé adjoint d’opérateur Lipschitz.

Définition 3.2.8 Soient X et Y deux espaces métriques pointés, Sawashima [39] a défini
Uadjoint lipschitzien T* : Y* — X* d’une application lipschitzienne T € Lipy(X,Y) par la

formule

T: Yt 5 X?
g —Tlg=gT (i.e., < T(x),g >=< z, T%(g) >).

Soit T € Lipy(X,Y). L’opérateur T* est linéaire et | T*|| = Lip(T).
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3.3 Opérateurs Lipschitz p—sommants

La notion des opérateurs Lipschitz p—sommants a été introduite en 2009 par J.D Far-
mer et W.B Johnson dans leurs article [20]. Cette notion est une version non linéaire des
opérateurs p—sommants et le théoréme de domination, on verra aussi que, T': X — Y est
un opérateur Lipschitz avec X un espace métrique pointé. Pour plus de détails voir [11]] et
[20].

Définition 3.3.1 [20] Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques, T : X — Y un
opérateur Lipschitz. On dit que T est un opérateur Lipschitz p—sommant pour 1 < p < oo,
s’il existe une constante C' > 0 telle que pour (z;)'_,, (v:i)i—, dans X et pour tous réels

positifs a;, on a

> ady(Tx, Ty)P < C7 sup > ail f(x:) — f (i)l (3.2)

i=1 Fe€Bx1 =1
Si on pose a; = 1 en raison de la densité des nombres, la définition est la méme. On note
Hﬁ(X, Y') lespace des opérateurs Lipschitz p—sommants de X dans Y muni de la norme
mh(.) telle que

7 (T) = inf{C vérifie (3.2)}.
Théoréme 3.3.2 (Le théoréme de domination /factorisation de Pietsch) [20)]
Soit T : X — Y un opérateur Lipschitz entre deux espaces métriques et C' > 0. Alors, les
propriétés suivantes sont équivalentes :
i) mh(T) < C (L’opérateur T est Lipschitz p-sommant).
i) Il existe une mesure de probabilité ju sur By telle que

dy (Te, Ty)? < OV / (@) — F)Pdu(f), Yo,y € X

Byt

(Domination de Pietsch ).

iii) Pour toute isométrie J de' Y dans un espace injectif Z, on a la factorisation suivante

Loo(p) —2——  Ly(p)
4 lB
X Loy L A



avec Lip(A).Lip(B) < C (Factorisation de Pietsch ).

Le théoréeme de domination pour les opérateurs Lipschitz p—sommants donne le théoréme

suivant :

Théoréme 3.3.3 Soit 1 <p<qg<oo. SiT: X —Y est Lipschitz p—sommant, alors T

est Lipschitz g-sommant, et

Proposition 3.3.4 (Propriété d’idéal des opérateurs Lipschitz p—sommants) Soient
S X — Y un opérateur Lipschitz p-sommant, R:Y — Yy et T : Xg — X deux applica-

tions lipschitziennes, alors RST : Xg — Yy est Lipschitz p-sommant et on a,
7L (RST) < Lip(R)w} (S)Lip(T).

Preuve. D’aprés la proposition on a: RST € Lip(Xy,Ys), donc

idYO(RST(xi),RST(yi))p < Lip(R Zdy (ST (x;), ST (y:))?

< Lip(R) L(S)”leép Z!f(T(:vz)) F(T(ya)

. L P T i
< Lip(R)’m}(S) g Lip(fT)" Z; Llp f;() W)

. L p . P : P - T:Cz - T i g
< Lip(RPT(S) sup Lin()Lin(7) Z fl (L)il,(fﬁf) )
< Lip(R)Pm} (S)"Lip(T)" igp Zlg i) — g(ys)

O

Donc, RST est Lipschitz p—sommant, et

7 (RST) < Lip(R) - w5 (S) - Lip(T).

Pour un opérateur linéaire T € L(X,Y), il est clair que 72(T) < my(T). J. D. Farmer

et W. B. Johnson ont prouvé que 1'égalité inverse était vraie. Cela justifie que la notion
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d” opérateur Lipschitz p—sommant est vraiment une généralisation du concept d’opérateur

linéaire p—sommant.

Proposition 3.3.5 Supposons que 1 < p < oo. Soit T : X — Y un opérateur linéaire entre
les espaces de Banach X et'Y. Alors, T est p-sommant si et seulement si T est Lipschitz

p-sommant et

3.4 Opérateurs Lipschitz p—nucléaires

Les opérateurs Lipschitz p—nucléaires et fortement Lipschitz p—nucléaires sont intro-
duits par D. Chen et B. Zeng dans [12].

Définition 3.4.1 Soient X un espace métrique et Y un espace de Banach. On dit qu’un
opérateur Lipschitz T : X — Y est Lipschitz p-nucléaire (1 < p < o0) s’ils existent
des opérateurs A € Lip((,,Y), B € Lip(X,ls) et une suite X = (\,), € {, tels que le

diagramme suivant est commutatif

X —- 4 v
Bl TA
b — 2 o

On note par ./\/'pL(X7 Y) Uespace des opérateurs Lipschitz p—nucléaires de X dans Y muni
de la norme
v, (u) = inf Lip(A) - || My|| - Lip(B).

p

Le théoréme suivant montre que sous certaines conditions, la norme Lipschitz p—nucléaire
d’une application lipschitzienne coincide avec sa norme p—nucléaire. La technique de diffé-
rentiation est utilisée dans cette preuve. Pour les définitions de différentiabilité au sens de

Gateaux et différentiabilité w*- au sens de Gateaux [7].

Théoréme 3.4.2 (Relation avec les opérateurs linéaires p—nucléaires) Soit T un opé-
rateur linéaire borné de l’espace de Banach séparable X dans [’espace dualY . Alors, VpL(T) =
vp(T), (1 <p < o0).
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Preuve. Considérons la factorisation d’un opérateur Lipschitz p—nucléaire :

X —X v
BJ TA
b — 4 4

D’aprés le théoréeme(3.1.4| B : X — (, est différentiable w*-Gateaux en dehors de I’ensemble

Gauss nul. On prend zy € X. Alors,

Di(wo)(x) = w* = lim Blao + txt) = Blao)
existe pour tout x € X. De plus, c¢’est un opérateur linéaire et borné dans . Comme X est
séparable, il s’en suit de proposition que MyB : X — {, est différentiable w*-Gateaux
en dehors de I'ensemble Aronszajn nul. Il est connu que, voir( proposition , , théo-
reme m) les ensembles Gauss nuls coincident avec les ensembles Aronszajn nuls. Depuis
M) : Uy — €, est faible-* a faible continu, on a
M\D3B(x¢) = Dy, (o), 0 € X \ G, G est un ensemble Gauss nul dans X.
Par translation, on suppose que o = 0 et B(0) = 0, tel que M)\D}(0) = Dy, 5(0).

Ensuite, on montre que B peut étre remplace par D}(0) en construisant une application
lipschitzienne B : l, =Y tel que
T = BM,\D%5(0) et Lip(B) < Lip(A).

En effet, on définit, pour tout n,
B, : 4, =Y par £ — nA(E/n), pour tout § € ¢,
Alors, Lip(B,,) = Lip(A) et, pour tout = € X, on a

|72 = B.MAD(0)(@)]| < Lin(A) [nMB (=) = Dar(0)(@)| > 0 (n— o0).

Depuis {B,(£)}22, dans Y et Y est l'espace dual, la limite faible-* de B,,(§) pendant a
travers via un ultrafiltre fixé ¢/ des nombres naturels existe pour tout £ € ¢,,. Alors, on pose
B(€) = w* — libr[n B,(¢)  pour tout £ € {,,.

Ainsi
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T = BM\D%5(0) et  Lip(B) < Lip(A).

Finalement, comme B a1, D%, (0)(x) €st linéaire et Y est 1-complémentaire dans Y** . Le

théoréme 7.2 de [7] montre qu’il existe un opérateur linéaire A : £, — Y tel que

T = AlMAD*B(O)(X) = B|M,\D*B(O)(X) =T et HA” S Llp(é)

Donc
T =AMD3(0) et 1,(T) < vH(T).

Il résulte que,

Définition 3.4.3 Soit T : X — Y un opérateur Lipschitz de [’espace métrique pointé X
dans un espace de Banach Y. On dit que T est Lipschitz fortement p-nucléaire si T

peut s’écrire sous la forme
=2 fa®un

0l (fu)n C X* €t (yn)n C Y satisfont NE((},), (yn)n) < 00, tels que

NE(dusln) = (1w ) (sup ). pe1

NE((fa)ns (n)n) = (Zn) Lip(fn)p>ﬂl° sup (Z| <yt yn > |7 )L l<p<oo

y*€eB3 n

NE((fdns Wn)n) = (sgpLip(fn)> sup (ZI <Y Yn > I) : lim Lip(f,) =0, p= oo

y*€B;, n

Munissons ’espace des opérateurs fortement Lipschitz p—nucléaires de la norme suivante

spr(T) := inf N;((fn)m (Yn)n)-

I'infimum a était pris sur toutes les représentations de 7' ci-dessus.

Le théoréme suivant est le résultat de factorisation pour les opérateurs Lipschitz p—nucléaires.
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Théoréme 3.4.4 Soient 1 < p < oo, X un espace métrique pointé et Y un espace de
Banach. Une application lipschitzienne T': X — Y est fortement Lipschitz p-nucléaire
si et seulement si T admet la factorisation T = AMyB. Autrement dit, le diagramme

sutwant est commutatif,

X — Y
Bl IA
My
loo ——— Ly(co,p=00)

ou B € Lip(X,l), A € L((,,Y) (L(co,Y),p =00) et M\ € L(lo,¥p)(L(lox,C0), ST p =
o0). De plus,
sv (T) = inf || A||.||My]|.Lip(B),

[infimum a était pris sur toutes les factorisations ci-dessus.

Preuve. On suppose que 1" est fortement Lipschitz p—nucléaire donc il existe des suites

(fa)n C X* et (yn)n C Y telles que T =" f,, @ y,,. Soient

. fa(2)
B : X =V, T (Lip(fn))n’
My: Ll — gp(COap = OO): (tn)n = (Lip(fn)tn)m A= (Lip(fn))n

A: L(cp,p=00) =Y, (Sp)n anyn.

Alors B est une application lipschitzienne de X dans /., avec

BO)=0,  Lip(B)<1, et  [M = (zmpm)p)p (1 <p <o)
Pour p=1, on a !
A = sup <y*,zsnyn> < (Z |sn|> (sup Hynu) ,
y*EBy* " " n
donc
| A]| < sup ||yn|| pour p = 1.
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Pour 1 < p < o0, on a

3=

[A((sn)n) [l = sup

e (200 (5

y*EByx* y*EBy n

donc
N L
p p*

JAl < sup | > <y*,yn> pour 1< p < 0.
y*eBy* n
Pour p = o0, on a
I =supLin(F), 41 < s 5 |(v'm ),
n y*€Byx n

Donc,

T = AM\B et inf || A[||| My || Lip(B) < sv}(T).

(v

.

Inversement, si My = ) e, ® e, et A = (0,,),, € £p(co, p = 00), alors pour z € X,

T(x) = AM,\B(z) = Z(Sn < B(z),e, > Ae,).

Soit f, = 0, < B(.),e, > . Alors, f, € X et T =" f, @ Ale,).
Pour p =1, on a !

> Lip(fn) < Lip(B)[|M,]| et sup[[A(en)[| < [|A]]

Pour 1 <p < o0, on a

B =

(Z Lip(fn)”) < Lip(B)[| M|

p* pi*
su * Ale, = su A*y*, e,
(y*EBP;* Zn: '<y ( )> ) y*GBE)/* (zn: ‘< / >

= sup [[A"y
y*EBy

= Al

et
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Pour p = 00, on a

[Mx]| = sup [0, sup Lip(f,) < Lip(B) sup [d,|
et " " "
lim Lip(f,,) = 0.
De plusT,L
sup Z| <y, (e,)>| = sup Z| < A'y*, e, >
y*€Byx y*€Byx
= sw A
= [l

Dongc, pour 1 < p < oo, on a

Ny ((fa)ns (Wn)n) < [JAN| My Lip(B).

Ce qui implique
spr(T) < inf || A||||M,||Lip(B).

Remarque 3.4.5 [l résulte du théoréeme précédent que les opérateurs fortement Lipschitz

p—nucléaires sont Lipschitz p—nucléaires (1 < p < 00).

En utilisant le résultat du théoréme et les mémes conditions que celles du théoréme
3.4.2 on va montrer que, si le domaine est séparable, alors la norme d’un opérateur Lipschitz

fortement p—nucléaire est égale a la norme d’un opérateur linéaire p—nucléaire.

Théoréme 3.4.6 Soit T un opérateur linéaire borné de X espace de Banach séparable,

dans un espace dual Y. Alors pour 1 < p < oo

svb(T) = vy(T).

bS]

Théoréme 3.4.7 (Propriété d’idéal) . Soit 1 < p < 0.
Si R e Lip(Y,Yy), S e NJ(X,Y) et T € Lip(Xo, X). Alors,

RST € N (Xo,Yy) et vy (RST) < Lip(R)v(S)Lip(T).
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Preuve. Soit S € M (X;Y), alors il existe A € Lip((,,Y), B € Lip(X, (), tels que le

diagramme suivant est commutatif

X —2 v
BJ TA
b — 4 4

On note que RST se factorise & la maniére suivante
Xo—> X 5 y .y,
NI
donc RST = RAM, BT par proposition m BT € Lip(Xo, ls) et RA € Lip({,, Yp)
Ce qui implique RST € N} (Xo,Yp), on a

iS]

v, (RST) < Lip(RA)||M,|Lip(BT),
< Lip(R)Lip(A)||M,||Lip(B)Lip(T),
d’ou
vE(RST) < Lip(R)v}(S)Lip(T).

Théoréme 3.4.8 (Théoréme d’inclusion) . Si 1l < p < ¢ < oo. Alors,
L L
NE(X,Y) C NHX,Y).
De plus,
L L L
vy (T) < vy (T) pour tout T € NJ(X,Y).

Preuve. Soit T' € NJ(X,Y), alors il existe A € Lip(£,,Y), B € Lip(X, () et A =

(An)n € €, tels que le diagramme suivant est commutatif

X —X v
BJ TA
b — 4 4
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Notons que M) peut étre obtenu en composant Mg avec M, tels que

Mjg et M, sont opérateurs de multiplication avec
an = [ M |1 7P et B, = (sign\,)|Aa|@P),

donc M) = M, o Mgz. Alors, on obtient le diagramme :
X T Y

S
loo— )
J\A Aa
Eq

donc
x — T v
Bl PX
O L} l,
avec A = AM,,

Ce qui implique T € NJ(X,Y) et

vy (T)

IN

Lip(A) M| Lip(B)
< Lip(A)| M || M3 Lip(B)
Lip(A) [ Ma|Lip(B).

D’ou

Proposition 3.4.9 [38] Soit 1 <p < cc.
L’opérateur Lipschitz T : X — Y est fortement Lipschitz p-nucléaire si et seulement si sa

linéarisation Ty, est p-nucléaire.
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Preuve. Soit T un opérateur fortement Lipschitz p—nucléaire, on a
T =AM,B.
Nous utilisons la factorisation Lipschitz de T et B
To6x = AM\Box
Par 'unicité de la linéarisation, nous obtenons
T, = AM,By.

Par conséquent, T, est p—nucléaire. L’inverse est immédiat. m

3.5 Opérateurs Lipschitz p—intégraux

On commence cette section par les définitions des opérateurs Lipschitz p—intégraux et
fortement Lipschitz p—intégraux.

Farmer et Johnson dans leurs article [20] ont introduit la définition suivante :

Définition 3.5.1 Soient 1 < p < oo, X espace métrique et Y espace métrique pointé.
On dit que T : X — Y est un opérateur Lipschitz p-intégral, s’il existe un espace mesuré
de probabilité (0,3, i) et deux opérateurs Lipschitz A : L,(u) — (Y¥)* et B2 X — Loo(p)

tels que le diagramme suivant est commutatif :

x Dy vy
Bl }1
Los(p) —————  Ly(p)
ou Ky : Y — (Y*#)* est Uapplication canonique.
Nous noterons II],;(X, Y) Uespace des opérateurs Lipschitz p-intégraux de X dans Y avec la

norme

L£(T) = inf Lip(A).Lip(B).
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Quand Y est un espace normé, on peut remplacer Ky par l'injection canonique ky de Y
dans Y** dans la définition précédente sans changer la norme Lipschitz p—intégrale parce

que Y** est 1- complémentaire dans (Y*#)* [28§].

Quand X et Y sont des espaces de Banach, on en déduit la proposition suivante :

Proposition 3.5.2 [31] Soit 1 < p < oo. Si T : X — Y un opérateur linéaire p-intégral

entre deux espaces de Banach. Alors, T est un opérateur Lipschitz p-intégral et on a

Preuve. Soit 7' € 7,,(X,Y’), alors le diagramme suivant est commutatif

x Ly, oye

o

p

Loo(p) ——————  Ly(p)

avec

tp(T) = inf || A]l.|| B|

Puisque Y** est 1-complémentaire dans (Y#)* [28] par une projection P. Alors on a la

factorisation
X T Y ky Y** PIY** (Yﬁ)*
| | A
. A
Leo(p1) Ly(1)
avec Ply« = idy.
Le diagramme ci-dessus devient
X Ty B vy
| i
Loo (1) Ly ()
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avec A = Ply«A et J = Ply«Ky. Donc, T est Lipschitz p—intégral, et
y(T) < |IBIIIAl
= 1Bl I1P[y-All
< BIPLy« Il Al
= || Bl [lidy«]].| A]
= [IBI-I1A]l

en passant a 'infimum, on aura

tp (T) < inf AL B]| = 4,(T).

Proposition 3.5.3 (Propriété d’idéal dans le cas des opérateurs Lipschitz) .
Sotent S : X — Y wun opérateur Lipschitz p-intégral, T : Xg — X et R:Y — Y, deux
applications lipschitziennes entre espaces métriques, alors RST : Xo — Yy est Lipschitz

p-intégral et on a,
1Y (RST) < Lip(R) - 15(S) - Lip(T).

Preuve. Soit S € IPL(X, Y), alors il existe A € Lip(L,, (Y*#)*), B € Lip(X, Lw), tels que le

diagramme suivant est commutatif

x Sy B (v

5| 4

Loo() —2—  Ly(p)

On note que RST se factorise de la maniére suivante




Comme Ky,R = (R*)*Ky, on a

X, BTy, o (Y
le Px
Loo(p) ——2——  Ly(p)

avec A= (R")*A et B = BT.
ce qui implique que RST € Z!'(Xo,Yp). et

N
e

L (RST) (A) - Lip(B)

Lip((R*)*A) - Lip(BT)

Lip(A) - [|(R*)*|| - Lip(T) - Lip(B)
(

A) - Lip(R) - Lip(T') - Lip(B).

1p

IN

~—  ~—

Lip

En prenant I'infimum, on trouve

Y(RST) < infLip(A) - Lip(B) - Lip(R) - Lip(T))
= Lip(R) - 12(S) - Lip(T).

Proposition 3.5.4 Soit 1 <p < g < 0.
S1T est Lipschitz p-intégral, alors T est Lipschitz g-intégral et

() < (D).

q

Preuve. On suppose que 7' : X — Y est Lipschitz p—intégral, alors il admet la factorisation

suivante .
x Dy B (v

Avec (2(T) = inf (Lip(A) - Lip(B)) .

p
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donc T est Lipschitz g—intégral et
X—L vy

Looj(u) Lj(u)
Lq(p)

Ce qui implique T € ZF(X,Y) et

x Ly (v

Loo()  ————  Ly(p)
avec A = Ai, . Donc,

1 (T) < Lip(A) - Lip(B) = Lip(Aiy,) - Lip(B),

< Lip(A) - Lip(B) - (i),
< Lip(A) - Lip(B),
et
LH(T) < inf {Lip(A) - Lip(B)} = L (T).
|

D. Chen, B. Zheng ont introduit les notions des opérateurs fortement Lipschitz p—intégraux.

Définition 3.5.5 On dit qu’une application Lipschitzienne T : X — 'Y enter deux espaces
de Banach est un opérateur fortement Lipschitz p-intégral (1 < p < o), s’il existe
un espace mesuré de probabilité (2,3, i) et un opérateur Lipschitz A : L,(p) — Y™ et un

opérateur borné linéaire B : X — Lo (1) tels que le diagramme suivant est commutatif :

x iy, oye

o

Loo(p) ——2—— Ly(n)

52



On définit la norme Lipschitz fortement p-intégrale
8L£’(T) = inf Lip(A) - || B||.

Ils ont donné une caractérisation des opérateurs fortement Lipschitz p—intégraux dont la

preuve est similaire a celle du cas linéaire.

Théoréme 3.5.6 Soient 1 < p < oo, une application lipschitzienne T : X — Y. Alors, T
est fortement Lipschitz p-intégral si et seulement si on prend toujours un sous-ensemble
normé faible-* compact K de Bx~, il existe une mesure de probabilité réguliére p sur K
et une application lipschitzienne T - L,(n) — Y** telles que le diagramme suivant est

commutatif
x Sy, oy-

in j TTN
CK) ————— Ly(n)

ot j, et ix sont des applications canoniques. Dans ce cas,

SL£ (T') = inf Lip(T).
linfimum, est pris sur tous les p et les T possibles.
Avec le méme argument que celui de la proposition nous pouvons prouver ce qui suit :

Proposition 3.5.7 [38] Soit 1 < p < oo. L’opérateur Lipschitz T : X — Y est fortement

Lipschitz p-intégral si et seulement si sa linéarisation Ty, est p-intégral.

3.6 Relations entre les espaces NJ/(X,Y), Z/(X,Y) et II}(X,Y)

Dans cette section, on va étudier les relations entre les espaces indiqués.

Proposition 3.6.1 Soient X espace métrique et Y espace de Banach. Alors pour 1 < p <
00.

i) NIHX,Y) CZHX,Y) avec oS (T) < v} (T), pour tout T € NJ}(X,Y).
i) THX,Y) C XX, Y) avec [ (T) < 1(T), pour tout T € TF(X,Y).
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Preuve.
i) Soit T € NJ(X,Y), on a

T=AMB: X 50,250, 4y

On sait que M) est un opérateur linéaire strictement p—intégral (voir I’exemple

2.2.3)), donc

My = aiph: oo 2 Loo(p) 2 Lo(u) = 0,

telle que p est une mesure de probabilité, a € L(L,(1), ) et b € L(lso, Loo(pt)), de

plus
[M,]| = inf [Ja][[|]]-

par suite, on obtient
KyT = kyAaihB: X 5 000 B Loo(p) 2 Ly() % €, 25 v 25y,
Donc, T € T/ (X,Y) et

(T) < Lip(Aa)Lip(Bb)
Lip(A)|lall[[b]|Lip(B)

N

On obtient donc le résultat en passant a | ’infimum,
E(T) < Lip(A)|| Ma|Lip(B).

D’ou

u(T) < v (D).

ii) De la méme fagon, on peut démontrer la deuxiéme assertion.

D. Chen, B. Zheng dans leur article [I2] ont prouvé, si que le domaine est un espace
métrique fini, alors la norme d’un opérateur Lipschitz p—nucléaire est égale a la norme d’un

opérateur Lipschitz p—intégrale.

Théoréme 3.6.2 Soient X un espace métrique fini et Y un espace de Banach. Alors, pour

tout 1 < p < o0 et toute application T : X — Y, on a
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(a) vy(T) = 1;(T)

p

(b) vi(T) = J(T) < C.(log|X|)* - Lip(T), o C est une constante absolue.

p

Preuve. (a) On considére un opérateur T p—intégral, tel que le diagramme suivant

commute
T ky *%
X —Y —— Y

o
Los(p) —————  Lp(p)

On fixe £ > 0. Alors, il existe un sous-espace de dimension finie £ de L (x), de dimension

finie N, avec un isomorphisme v : E — (X tel que
[ofllvi < 1+eet B(X)CE

De plus, i,(E) est contenu dans un sous-espace (1 + ¢)-complémentaire F' de L,(u). Soit
J : F' — L,(p) linjection canonique correspondant et P : L,(u) — F' la projection cor-
respondante avec ||P|| < 1+ e. Le principe de réflexivité locale assure 'existence d’un
opérateur linéaire W : vect{Ai,B(X)} — Y tel que

W <1+¢ et Wisagai, Be030ky (v) = iy (v)-

Ainsi,

kyT = WkyT.

On considére @ = Piy|gv=! : () — F.

Alors u est p—sommant et donc p—intégral et

mp(i) = p(0)
= vp(a)
< 1Pl ol
< @+9)lv

On note que
kyT = WkyT = W Ai,B =W AJuvB.

55



Alors

vAT) = vi(kyT)

= v/ (WAJuvB)
< v (WAJ)w,(u)Lip(vB)
< (1+¢)%Lip(A)Lip(B).

Ainsi,

(b) 11 s’ensuit du théoréme de factorisation de Farmer et Johnson [20)]

x —r v
ix) —r . g
{ !
C(Bx:) —2—— Ly(u)
ol T = ajyix et 7} (T) = Lip(a).

Il s’ensuit du théoréme 1 de [26] qu’il existe u : L,(p) — Y tel que
uls, =uet  Lip(u) < (C1.log|X|)Lip(a),
ou ('] est une constante absolue. On note que,

Jp = lpjec 1 C(K) Jooy Loo(pr) = Lp(p).

Soit b = jyix. Alors,
Ainsi,

< Lip(b)Lip(1)
< (Cilog | X|)m, (T).
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Enfin, comme cela a été mentionné dans ,[20] Bourgain [8| a vraiment prouvé que
ml(idx) = my (idx) < (Cplog | X]),

Ou (5 est une constante absolue. Il résulte de la propriété idéale des opérateurs Lipschitz
p—sommants que

7(T) = m}(Tidx) < (Calog | X|)Lip(T).

Cela implique que
vE(T) = 5(T) < C1Cs(log | X|)*Lip(T).

Comme dans le cas linéaire, K. Saadi a donné un résultat[38] de factorisation des opé-
rateurs fortement Lipschitz p—nucléaires. Pour la preuve, il a utilisé les opérateurs de li-

néarisation et théoréeme 2.4.3

Théoréme 3.6.3 Soit 1 < p < oco. Un opérateur Lipschitz T : X — Y est fortement
Lipschitz p-nucléaire si et seulement s’il existe un espace Banach Z, un opérateur linéaire

compact v : Z — 'Y et un opérateur fortement Lipschitz p-intégral L - X — Z tel que
T =vL.

Dans ce cas
s (T) = inf |Jv]|ses (L).

Preuve. Soit 7' : X — Y un opérateur fortement Lipschitz p—nucléaire, alors T} :
E(X) — Y est p—nucléaire. Le théoréme affirme qu’il existe un espace de Banach
Z, un opérateur compact linéaire v : Z — Y et un opérateur p—intégral w : A(X) — Z
tel que T, = vw, alors

Trox =vwox =T =0vS

ol S = wdx qui est fortement Lipschitz p—intégral par proposition [3.5.7]
Inversement, supposons que 7' = vS ol v est un opérateur compact et S est fortement

Lipschitz p—intégral, alors
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SL
C’est-a-dire Ty, = vSy, avec Sy, est p—intégral.

Ainsi,

T, = vSyp, est p—nucléaire, Alors T est fortement Lipschitz p—nucléaire. m

Notre contribution dans cette section est le théoréme suivant o1, nous avons généralisé

les théorémes [2.4.8], |2.4.9] aux opérateurs Lipschitz.

Théoréme 3.6.4 Soient X, Y et Z des espaces de Banach, soient T € Lip(X,Y) et S €

1 1 1
Lip(Y, Z). On suppose que 1 < p,q,r < oo satisfont — = — + —.
r p
a) Si S est fortement Lipschitz p-intégral et T est Lipschitz g-sommant, alors ST est

fortement Lipschitz r-intégral. avec

st2(ST) < SLZE(S).T('L(T).

q

b) Si S est p-sommant et T est fortement Lipschitz q-intégral, alors ST est fortement
Lipschitz r-intégral.
st2(ST) < WI];(S).SLqL(T).

Preuve.
a) Soit S :Y — Z un opérateur fortement Lipschitz p—intégral, alors Sy, : E(Y) — Z

est p—intégral, et T" un opérateur Lipschitz ¢—sommant alors
ST = SpoyT = S;.T

ott T = 0y T est Lipschitz g—sommant par la Proposition idéal
comme
T = TLé x et TL est linéaire g—sommant
D’apres le théoréme [2.4.8/ on trouve :
ST = S;Trdx = Réx
ou R est linéaire r—intégral.

Alors ST est fortement Lipschitz r—intégral.
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b) Soit S : Y — Z un opérateur linéaire p—sommant et 7" un opérateur Lipschitz

fortement g—intégral alors Ty, : A(X) — Y est g—intégral, alors
ST = STrox

D’aprés le théoréme 2.4.8 on trouve :
STy, est linéaire r—intégral.

Alors ST est fortement Lipschitz r—intégral.

Théoréme 3.6.5 Soient X espace métrique pointé etY , Z deux espaces de Banach, soient
1 1 1
T € Lip(X,Y) et S € Lip(Y, Z). On suppose que 1 < p,q < oo et — =min{l,—+ —}.
r P q
a) Si S est fortement Lipschitz p-nucléaire et T est Lipschitz g-sommant, alors ST est

fortement Lipschitz r-nucléaire. avec

svE(ST) < svt(S).wH(T).

p q

b) Si S est linéaire p-sommant et T est fortement Lipschitz g-nucléaire, alors ST est

fortement Lipschitz r-nucléaire.

svF(ST) < wh(S).svi(T).

q

Preuve.
a) Soit S : Y — Z un opérateur fortement Lipschitz p—nucléaire, alors Sy, : £E(Y) — Z

est p—nucléaire, et T un opérateur Lipschitz ¢—sommant alors
ST = SpoyT = S, T

ott T = 0y T est Lipschitz g—sommant par la Proposition idéal
comme
T = TL(S x et TL est linéaire g—sommant
D’apres le théoréme [2.4.9| on trouve :
ST = S;T10x = Réx
ou R est linéaire r—nucléaire.

Alors ST est fortement Lipschitz r—nucléaire.
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b) Soit S : Y — Z un opérateur linéaire p—sommant et 7" un opérateur Lipschitz

fortement g—nucléaire alors 7y, : A(X) — Y est g—nucléaire, donc
ST = STrox

D’aprés le théoréme [2.4.9 on trouve :
STy est linéaire r—nucléaire.

Alors ST est fortement Lipschitz r—nucléaire.
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Chapitre 4

Polyn6mes m-homogénes p—nucléaires

4.1 Opérateurs multilinéaires

Commencons par rappeler quelques notions de base et notations. Soient m € N et

X1, ..., X, Y des espaces de Banach, dont les normes sont, respectivement, notées par :

[R Frpeey I P 10

Définition 4.1.1 Un opérateur U de X1 x - - - x X,,, dans Y est dit multilinéaire (ou
m-linéaire ) s’il est linéaire par rapport a chaque composante.
On noté par L(Xy,...,X,;Y) (st Y = K, on écrit L(X,...,X,,) ) Uespace des formes

m-linéaires. St X1 = -+ - = X,, = X, on écrit simplement L("™X;Y).

Définition 4.1.2 L’opérateur m-linéaire U : X1 X ---x X,,, = Y est continu sl est continu

comme une fonction entre deux espaces normeés

Proposition 4.1.3 (Multilinéaire continu) .
Soit U € L(Xy, ..., X,»;Y). Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(1) L’opérateur U est continu.
(2) L’opérateur U est continu en (0, ...,0).
(3) Il existe une constante C' > 0 telle que
NU (1, oy ) || < Cll]|s X -« X ||@m|m pour tout (z1, ..., 2,) dans Xq X -+ - x X,,.
(4) L’opérateur U est borné.
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On pose, alors

1ol = sup  [[U(z1, -, 2m) |

5l x,; <Lj=Lm

= inf{C, C vérifiant l’inégalité ci-dessus}.

L’espace des opérateurs m-linéaires continus (ou bornés) de X1, ..., X,,, dans Y est un espace
de Banach, on le note £(Xy,..., X,;,;Y). SiY =K, on écrit L(Xq,...,X,,). S1 Xy =+ =
X,» = X, on note simplement £(™X;Y).

Définition 4.1.4 (Adjoint d’un opérateur m-linéaire) [’adjoint d’ un opérateur m-

linéaire est un opérateur unique linéaire U* : Y* — L(X1, .., X;n) défini par

Uy ) (@1, ey ) = Y U(21, ooy T

Définition 4.1.5 (Opérateur de rang fini ) Un opérateur m-linéaire U € L( X1, ..., X;n;Y)

est de rang fini s’il s’écrit comme une somme finie d’opérateurs de la forme
(1, ) — 2 (T1) 25 (22). ) (Tm) Y,
ouzi € X (1 <i<m)etyeY. L'espace des opérateurs m-linéaires de rang fini sera
noté Li( Xy, ..., Xm;Y).
4.2 Polyndmes m-homogénes

Définition 4.2.1 (Multilinéaire symétrique) Soient X et Y deuz espaces de Banach.
Soit U : X X o) x X — Y un opérateur multilinéaire borné, [’opérateur U est dit symétrique

s’il est invariant par rapport a toute permutation des variables, i.e.,
Uooa(x1,... @) = U(Tot)s s Tomm)) = U(T1, ..., Tpy)
pour toute permutation o.

Définition 4.2.2 Un polynome P : X — Y est m-homogéne sl existe un opérateur m-
(m)

linéaire symétrique unique U : X x -+~ xX —'Y tel que



On désigne P(™X,Y) l’espace de Banach des polynémes homogénes de degré m de X dans

Y muni de la norme

1Pl = sup{[|P(x)]| - fl=fl < 1}
= f{C: [P(z)]] < Cllz|™,x € X}

Définition 4.2.3 (Polynéme de rang fini) Un polynéme P € P(™X,Y') est de rang fini

s’il s’écrit comme une somme finie d’opérateurs de la forme
x =z (x)"y,

ouz* € X* ety €Y. Lespace des polynomes m-homogénes de rang fini sera noté Pr(™X,Y).

4.3 Produits tensoriels des espaces de Banach

Dans cette section, nous présentons quelques éléments de la théorie du produit tensoriel
des espaces de Banach pour 'ordre m > 2. En particulier, la norme projective, la norme

injective

Définition 4.3.1 [36] Soient m € N* et X,..., X, des espaces de Banach sur K. On

appelle le produit tensoriel algébrique de Xy, ..., X,,, 'espace vectoriel

X1®...®Xm:{UZZ)\ix}@...@x;”, (M), CK etngXj(lngm)}
i=1

avec 2t @ - - @a™ . L(Xy,- -+, X,n) — K est une forme linéaire définie par ' @ - - - ®
2™(¢) = p(xt, - - - ™), pour tout ¢ € L(X1, -+, -Xp).
St X1 =---=X,, =X on écrit simplement Q" X.

On note par (X; ®q - - * ®o Xp) le produit tensoriel X; ® - -+ ® X,,, muni la norme a. Sa
complété, notée par X1®Rq - - - QaXm.

Définition 4.3.2 [36] Soient X;, (j = 1,...,m) des espaces normés sur le méme corps.
On dira qu’une norme a sur X, ® - - - ® X,, est une norme raisonnable si o satisfait les

conditions sutvantes :
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1) Pour chaque 2’ € X;(j =1,...,m),
a(zt@---@a™) <z [l2™]).

2) Pour chaque ¢’ € X7(j =1,...,m) le fonctionnel ' @---@¢™ € (X1 ®4 -+ @a Xpn)*
défini par

=1

n

pourz=>r; ®--- Q" € X1 ®- - ® X,, est continue avec norme
i=1

le' @ @™ < [l - - lle™]-

Exemple 4.3.3 Soient X, ..., X,, des espaces de Banach .

1. La norme injective sur X1 ® - - - ® X,,, est définie par
e(u) = sup {\ ngl(xll)gom(as;”)], ¢ e Bx:(j =1, ...,m)}
i=1

otu=>Y x5 @ - Q" est une représentation quelconque de u € X1 ® - - @ X,,.
i=1

Nous désignons par Xi @, -+ R Xy le produit tensoriel X1 ®---® X, avec la norme

mjective.

2. La norme projective sur X; ® ---® X,, est définie par

m(u) = inf{z ] 2™, u= af @ ®l’§"} -
i=1 i=1
Nous désignons par X1 ®y -+ QR X, le produit tensoriel X1 ®---® X, avec la norme

projective.

Ryan introduit, dans [36], des normes sur le produit tensoriel symétrique des espaces
de Banach pour étudier des polyndémes homogénes. Les normes tensorielles projectives et

injectives pour le produit tensoriel symétrique sont définies comme suit :

Définition 4.3.4 Soit X un espace de Banach. On désigné par @T'X le produit tensoriel

symétrique m fois de X.
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1. La norme tensorielle projective symétrique , w, est la norme

:inf{Z\)\i]H:ciHm, neN, u=3 \e" x}
=1 =1

2. La norme tensorielle symétrique injective, €5 est la norme

u):sup{ )maWGBX*,U:ZAi@)miUi}
i=1

i=1
Proposition 4.3.5 [37] Un opérateur P : X — Y est un polynéme m-homogéne s’il existe

ip(x

un unique opérateur linéaire borné P € ﬁ(@ZX, Y) tel que le diagramme suivant est

X L Y
N A
R0 X

ol 0y : X — @rX le polynome canonique défini par

commutatif

Oom(z) = 2® o) ®.

L’opérateur Py, est appelé la linéarisation de P.

4.4 Polynémes m-homogénes p—nucléaires

Définition 4.4.1 On dit qu’'un polynéme P € P(™X,Y) est p-nucléaire s’il peut s’écrire

sous la forme

Zx s (x € X)

ot (x,) C X* et (yn) € Bew, (v), satisfait N*((x7,), (Yn)n) < 00, tel que

Hxnum) (sup Hynll) | —

1
P

NI (ga)n) = (
) = ( I ’mp) o, (Z|<y yn>|p> , I<p<o
(o

y*EBy =
N ((@5)ns (Yn)n) = | sup ||InHm) sup >0 | <y yn > |, p=00

Yy*EBy=x n
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On désigne par Py_,("X,Y') lespace de Banach des polyndmes m-homogénes p-nucléaires

de X dans 'Y, muni de la norme
[Pl nv—p = inf NJ*((27)n; (yn)n)
Théoréme 4.4.2 (inclusion) Soit 1 <p < g < o0, on a
Prn_p("X,Y) C Py_o("X,Y)
De plus, |Plln—q < [|Plln=p  pour tout P € Py_,("X,Y)

Preuve. Soit P € Py_,("X,Y). Alors P = ) 2} ®y, avec 2}, € X* et y, € Y (n =
1,2,..).

1
On pose — = — — — et
rop g
—1/mr
ay = ||z} [P (Z HfleHm”> pour n=1,2, ...
On suppose z = z? /a, et z, = 'y, pour n = 1,2, ..., alors
P=Sarwae (Slal) = (Shal) o S -1

1 L 1

N((z)ns (20)a) < an:;nmq) sup (Z|<z*,zn>
n ) n
= (i) sup

et d’apres 'inégalité de Holder ] = 1), on obtient

Q=

k3
/M\
2
S 3
Q*
A
<
<
3
V
=
N~

> gl
% 1/r -
> =l <Z a?) sup (Z! <Y Yo > \p*> .

AN
s
n
=
o)
/FT
S
3'3
s
N——
»Q*@*
’U*A
]
A\
NS
. *
NS
3
V
=
N——
*u*‘H

IN

on trouve



et par conséquent P est un polyndéme g—nucléaire et

I1Pln—g < [1Plln—p

Théoréme 4.4.3 Un polynome P € P(™X,Y) est p-nucléaire si et seulement s’il existe
des opérateurs b € L(X,lx), a € L({,,Y) et un polynome My € P("l,l,) de la forme

My(2) = (M2l)oey avec X = (\,) € ¢, tels que le diagramme suivant commute :

x — % v
bl Ta
b — 2 g,

de plus, pour P € Py_,("™X,Y) on a ||P||n—, = inf |Ja]|||A]|,]|0]™-

Preuve.
Supposons que P est p—nucléaire donc ils existent des suites (z%), C X* et (y,)n C Y

telles que P = > ™ ® y,. Soient

b: X — V., xr—><x"—(x)) ,

7]

My: lo 1, <tn>m(ux;umt;”), A= (™)

a: L,—=Y, (sp)n+— Z Sn¥n-

n

Evidemment, P = aMyb et |[M,] = ||\|| = (Z ||:B:1||mp)p (1<p<o0).
Pour p =1, !

o)l = sup 1< S st > 1< (Sl ) (s ol )

y*EBy
donc

lall < sup ||yn|| pour p = 1.
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Pour 1 < p < o0, on a

1 1

P <\ PF

a0l = s <07 S s> 1< sw (Skl) (S1<vm>1)"
y*GBy* n y*EBY* n n

donc

1
>k p*
lal| < sup (Z\<y*,yn>lp> pour 1 < p < oo.

y*€By = "

Pour p = oo,
[MA|| = sup,, [lz;[|™, [lall < sup 32| <y*,yn > |,
y*EBy* n
donc

P =aMyb et inf [[al[ [ MA[[[D]™ < ([P v—p-

Inversement, si My = Y A\,el’ ®e, et A =\, € {y(cy, p = 00), alors pour x € X,

P(z) = aMyb(z) = > Au(b(x), ) alen).

Soit xf™ = X\, < b(.),e, >™ . Alors,
e X et P=> a2 ®ale,).
Pour p =1,

2 Nl l™ < b {IMA]] et sup [la(en)]| < [lall.

Pour 1 < p < o0,

-

<Z||x:;\|’"p> < B]|™ | My

et

1
p*

L «
sup (| <y ale,) > ") = sup <Z| <a'y* e, > P >
n

Yy*EBy* y*EBy*

= sup [[ay’|
’y*EBy*

= lall
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pour p = o0

IMx]| = sup [An], sup,, [lz7[[™ < [|b]]™ sup | An|

De plus,
sup Z| <y ale,) >| = sup Z| <a'y, e, >
y*E€By» y*€Bys
= sup [la’y’
y*EBy *
= llall.

Donc, pour 1 < p < 0.

Ny ((@3)ns (Yn)n) < llall[[ M [[o[™

Ce qui implique
[Pl n—p < inf [[all[|A]][[o]™-

Théoréme 4.4.4 (Propriété d’idéal ) Soitl <p < oco. Siu € L(Y,Y),P € Pv_p(X,Y) et w €
L(Xo, X). Alors,

uPw € Py—p(Xo, Y0) et [[uPwl|y—p < full - | Plln—p - lw]™.

Preuve. En effet, uPw se factorise de la maniére suivante

donc uPw = aMyb tel que @ = ua et b = bw

Ce qui implique que uPw € Pn_,(Xo,Yp) et on a

[uPwl| < [luall | Mx][f[ow]™
[l lfall I MAT™ [Jeof™

IN

D’ou
[uPwl] < [Jull[[ P n—pl[w]]™
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Proposition 4.4.5 [14] Soit P : X — Y un polynéme entre deux espaces de Banach. Les
conditions suivantes sont équivalentes.
a ) P est un polynéome p—nucléaire.
b ) P admet une factorisation P : X = c, ﬁ;_) l, =Y ouu etv sont des opérateurs
linéaires compacts, et M5 € P("co,l,) de la forme Mi(z) = (A20)oo, avec A =

n=1
(An) € 4.

Preuve.

a) = b). Soit P : X — Y un polynéme p—nucléaire alors le théoréme se factorise

comme suit

b — 2 5y

oub € L(X,lx), a € L({,,Y) et un polynoéme M, € P("™{lx, {,) de la forme My(z) =
(A2l avec A = (A\,) € 4.
On peut trouver @ = (ay,) € ¢, avec o, > 0, et 7 = (7,,) € £, tel que N\, = a7,
pour tout n. Définir
(i) Vopérateur b € L({, co) par b(z) = (ozi/szn)j’f:l pour z = (2,) € lx,
(ii) Popérateur a € L({,,?,) par a(w) = (a}/an);‘f’:l pour w = (wy,) € £,
(iii) le polyndéme M € P(™cy,l,) par M(y) = (1,y")2, pour y = (yn) € co,
Donc, a et b sont compacts, et M, = aMb.
(b)= (a) Depuis,

M(y) = g = D Matiten = Y Aalen(y)]en

pour tout y = (yn) € ¢, il s’ensuit que M} est p—nucléaire. d’aprés la propriété
d’idéal on a :

P = vM;ju est p—nucléaire.
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Théoréme 4.4.6 [36] Soit T : Xy x - - - x X, = Y un opérateur multilinéaire. Alors, il
existe un opérateur unique T:X1®r @, X =Y satisfait

T(x,® - @ &) = T(21, ..., Ty) pour tout z; € X;, i =1, m.

La correspondance T < T est une isomorphisme isométrique entre

L:(Xl X oo X Xm;Y) et £<X1®7r ce @WXW’LJY)

Proposition 4.4.7 Soit 1 < p < co.
Le polynome m-homogenes P : X — Y est p-nucléaire si et seulement si sa linéarisation

Py, est p-nucléaire.

Preuve. Pour la preuve, on utilise la définition d’un opérateur p—nucléaire.

d’une part, on a :

P(a) = Y @)™ -y,

et d’autre part, on a :

= Pr(n(2))
on déduit
(m) v (m) N (m)
Pe® - ®1) = Y (1h©-- @)@ - @)y,
23w T @w)y, € N (@1 X, Y).
|

4.5 Polyndmes m-homogeénes strictement p—intégraux

Définition 4.5.1 Soient X et Y deux espaces de Banach, on dit qu’un polynéme P &
P(mX,Y) est strictement p-intégral (1 < p < 00), s’il existe un espace mesuré de probabi-

lité (2,5, u) tel que le diagramme suivant est commutatif :
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X P Y

]
Lo () Ly ()
ou S € L(Ly(p),Y) et h € L(X,Loo(t)), alors nous définissons un polynome R, €
P(mX, Loo(p)) par Ry(z)(t) = h(x)(t)™ pour tout x € X et t € Q qui sera appelé le poly-

nome naturel associé o h.

On désigne par Pr_,("X,Y) l'ensemble de tous les polyndmes m-homogénes strictement

p-intégraur muni de la norme
[1Pll1—p = inf [[R[|™[[S]]
ot infimum est prise sur tout opérateurs h et S le digramme

Remarque 4.5.2 Il est claire que la norme m-homogéne strictement p-intégral domine la
norme polynome, i.e.
1Pl < [|1P]l1—p-

Théoréme 4.5.3 inclusion

Soit 1 < p < q<oo. Il est facile de voir que
P]_p(mX, Y) - P[_q(mX, Y)
De plus, |Pllr—g < ||Plli=p  pour tout P € P;_,("X,Y).

Proposition 4.5.4 (Propriété d’idéal ) Soient P : X — Y un polynome m-homogéne
p-intégral, u: Xg — X etv:Y — Yy deux applications linéaires bornées, alors vPu : Xg —

Yo est un polynome homogene p-intégral de plus, on a
loPulli—p < vl - [[P]lr—p - llul™

Théoréme 4.5.5 [16] Soit 1 < p < 400, et soit P € P(™X,Y), Les affirmations suivantes
sont équivalentes :

(a) P est strictement p-intégral.
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(b) Il existe un espace compact de Hausdorff K, une injection h de X dans C(K), une
mesure ji de Borel sur K et un opérateur S € L(L,(K,pn),Y) tels que le diagramme

suivant est commutatif

X P Y
N I
C(K) T Lyp(K )

Corollaire 4.5.6 [16] Soient 1 < p < oo, un polynéme P € P(™X,Y) est strictement
p-intégral si et seulement s’il existe un opérateur u € ST,(C(Bx~+),Y) tel que P = uR, ou
R est le polynome associé a l'inclusion naturelle de X dans C(Bx+).
De plus,

[1Pll1—p = inf ep(w).

Théoréme 4.5.7 [16] Soit 1 < p < 400, un polynome P € P(™X,Y), Les affirmations
sutvantes sont équivalentes :

(a) P est strictement p-intégral.

(b) Il existe un espace mesuré de probabilité (2, %, ) tel que le diagramme suivant est

commutatif :

X F Y
| I
Loo (1) 5 Lo (1) Ly(p)

ou S € L(Ly(p),Y) et h e L(X,Loo(pt)), et R est le polyndome donné par

R(f)=f"  pour [ € Lo(p).

Proposition 4.5.8 [16] Soit 1 < p < co0. Soit P : X — Y un polynéme m-homogéne. Les

propriétés suivantes sont équivalentes
1) PePr_,("X,Y),

2) Py, est un opérateur linéaire strictement p-intégral de @,TmX dans 'Y .
Preuve. Soit P un polynéome m-homogéne p—intégral, on a
P = Si, Ry,
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Nous utilisons la factorisation de P et R,
Pro,, = SipRp 10,
Par 'unicité de la linéarisation, nous obtenons
P, = Si, Ry

Par conséquent, Py, est strictement p—intégral.

Inversement, supposons que Pp, est un strictement p—intégral . Par [[19], proposition 6.12],
il existe une extension P, € ST,(C(Bx-),Y) avec la méme norme p—intégrale. Par le co-
rollaire , le polynéme P, R est strictement p—intégral.

Clairement, P, R = Py jé,, = P0,, = P, donc P est strictement p—intégral. m

4.6 Relations entre les espaces Py_,("X,Y) et P;_,("X,Y)

Proposition 4.6.1 Soit 1 < p < oco. Tout polynome p-nucléaire est strictement p-intégral,
de plus on a
|Plli—p < ||P|n—p pour tout P € Pn_,("X,Y).

Preuve. Il suffit d’appliquer la remarque [1.1.11, m

Théoréme 4.6.2 Soient 1 < p < oo, X etY deux espaces de Banach tels que N,(X,Y) =
SZ,(X,Y), alors Pn_p,("X,Y) = Pr_,("X,Y).

Preuve.

Fixe e € X tel que z*(e) = 1. Définir [6] des opérateurs

T @TX 5@ XA < i <m—1)
par

— (G+1) — )

=1 =1
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On considéré P € P;_,("X,Y), tel que le diagramme suivant est commutatif

X r Y
6mj u
~m ~m—1 =2
B X o O, X a D X =X

outu€ LX,Y) et §(z) =2® o) ®x . Donc, d’aprés le Théoréme 4.5.8 on a

PL:UWl"'Wm_ll(?’ZZX—)Y

est linéaire strictement p—intégral.
Maintenant, comme il a été démontré dans la preuve de [[6], Théoréme 3|, il sont des
opérateurs k; : ®erX — @Z:lX (1 <j <m—1) défini en termes de z* et e tels que 7;k;
est 'application identity de @iX ,On a

’U/:Uﬂ'l"'ﬂ'mflkmfl“‘kl2X—>Y

par la propriété idéale, 'opérateur u est strictement p—intégral

Par hypothése on obtient
u e N(X,Y)

en suit, par la propriété idéale,
Pp=um - o1 € Np(X,Y)

donc,

Pe ,PN,p(mX, Y)

Corollaire 4.6.3 Si X est espace réflexif, alors pour 1 < p < 00, on a
Prn_p("X,Y)=Pr_,("X,Y).

Théoréme 4.6.4 Soit1 < p < 00, un polynome P : X — Y est p-nucléaire si et seulement
s’il existe un espace de Banach Z et un opérateur compact A € L(X,Z) et un polynome

strictement p-intégral Q) tels que

P = QA.
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Dans ce cas

IPln—p < AN 1QNl1—p-

Preuve. Si P est p—nucléaire, considérons la factorisation du Proposition [4.4.5| et prenons
Z =co, A=uet Q =vM,.

Inversement, si P = AQ utilisons le théoréme (FIGIEL, W. B. JOHNSON) dans (
[L8], p 260) il existe un espace de Banach W réflexif et deux opérateurs linéaires bornés
ay: X =>Weta : W — Z tels que A = aqa,.

Alors, on a la factorisation suivante

X A Z Y
N 2w
w Loo(1t) Ly(1)

on sait que Qa; € Py_,("W,Y).

Donc, d’aprés la propriété d’idéal des polyndémes p—nucléaires.
QA = Qaras € Py_p,("X,Y).
on a

1Qarlln—p = [[Qarlli—p
< @l - llaall

A

Donc
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1PN

IAN AN A

IN

QA N—p

[Qaraz || n—p
[Qar|[n—p - [laz]™
1Qaxllr—p - [laz|™

1@l r—p - [lar ™ - ™

1@ r— - [1A™
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