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Abstract
In this work, we give a generalization of Van Der Corput lemma,

where we use a new procedure of derivation. In an other part, we
apply it to the continuity of Hilbert operator in L2 and Besov space.

Keywords : Besov spaces, Lizorkin-Triebel spaces, Hilbert opera-
tor.

Résumé
Dans ce travail, on donne une généralisation du lemme de Van Der

Corput, où nous utilisons une nouvelle procédure de dérivation. Dans
une autre partie, il s’agit de l’appliquer à la continuité de l’opérateur
de Hilbert sur L2 et l’espace de Besov.

Mots Clés : Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Opé-
rateur de Hilbert.
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Introduction

Dans ce travail, on s�intéresse à l�opérateur de dérivation dé�ni sur

CN ([a; b] ;R) (N trés grand) par

D1: = (:)0; :::; Dk: = �k

�
Dk�1:

�k

�0
; 2 � k � N (�)

avec (�k); (�k) deux suites de fonctions de classe C
N ([a; b] ;R) et Dk est l�opérateur

de dérivation associé à �k; �k par rapport à k:

Quatres chapitres ont été considérés dans ce travail.

Le premier chapitre est destiné à rappeler quelques outils mathématiques qui seront

utiles par la suite. Nous commençons par dé�nition de la série de Littelwood-Paley

et l�opérateur de di¤érences �nis, et nous terminons par dé�nition de les espaces de

Besov et les espaces de Lizorkin-Triebel et de l�opérateur de Hilbert.

Dans le second chapitre nous donnerons une généralisation du Lemme de Van Der

Corput ( voir [S1]) où nous remplacerons la dérivation habituelle par celle de (�) et on
donne certains résultats sur l�opérateur de dérivation Dk associé à �k; �k qui seront

utiles dans le chapitre suivant.

Dans le troisiéme chapitre :

� On étudie la continuité sur L2(R) et L2(R2) de l�opérateur de Hilbert dé�ni à par-

tir des intégrales singuliéres par une courbe à croissance rapide (voir la dé�nition

3.2.25) :

HRf(x) = lim
"�!0

Z
"<jtj�R

f(x� 
(t))
dt

t
; 8f 2 D(R2)

5



Introduction 6

avec les conditions suivantes sur la courbe 
(t) = (t; 
2(t)) :

i) 
 impair sur [�R;R] ;
ii) t 7�! Dk
j(t) est positive et croissante sur [0; R] pour tout k 2 N�;
iii) D1
j(0); 8j = 1; 2:
La condition sera t 7�! �k(t)& et t 7�! �k(t)% :

La continuité-L2(R) de HR; fait appel à l�opérateur

H";Rf(x) =

Z
"<jtj�R

f(x� 
(t))
dt

t
; (8f 2 D(R2));

qui est borné sur L2(R2) uniformément par rapport à " et R et ceci pour certain


; (voir [NV1], [NV2] et [NV3]). On montre aussi que ces résultats établis sur L2

restent vrais sur Hs:

�On étudie la continuité de l�opérateur de presque-de Hilbert sur L2(R) et L2(R2)(voir

[MA2]). Pour cela on commence par dé�nir l�opérateur de presque-de Hilbert

eH";Rf(x) =

Z
"<jtj�R

f(x� 
(t))
!(t)

t
dt; (8f 2 D(R2));

où

i) ! 2 C1(R;R+) paire, 
(t) = (
1(t); 
2(t)) de classe CN ([�R;R] ;R) et impair,
ii)t 7�! Dk
j(t) positive et croissante sur [0; R] pour tout k 2 N�;
iii) D1
j(0) = 0; 8j = 1; 2;
4i) t 7�! !(t)

t
est décroissance sur [0; R] :

Dans le dernier chapitre, on étudie la continuité de l�opérateur de Hilbert sur les

espaces de Besov.

Dans ces deux dernier chapitres, on a fait le même travail dans R et R2:

Ce mémoire se termine par une conclusion.



Notations

� x:y = x1y1 + x2y2 produit scalaire dans R2:

� h:; :i : produit scalaire dans L2(R2):
� p:p : presque partout.

�mes A : mesure de Lebesgue de l�ensemble A:

� supp f : support de la fonction f:

� Soient f; g deux fonctions integrables sur R2, alors la fonction

x 7�! (f � g)(x) =
Z
R2
f(x� y)g(y)dy;

est appelée produit de convolution de f et g:

� R� : i.e par rapport à la variable �:

� sgn � : le signe de �:

� Soit f 2 S(R2); alors
F(f)(�) = bf(�) = RR2 f(x)e�ix:�dx désigne la transformation de Fourier et
F�1(f)(x) = �f(x) = (2�)�2

R
R2 f(�)e

ix:�d� la transformation de Fourier inverse.

� Pour une distribution f dé�nie sur R2 et a 2 R2; on dé�nit l�opérateur de translation
par

�af(x) = f(x� a); 8x 2 R2:

� Ck(R2) : les fonction k fois continûment di¤érentiables sur R2:

�D(R2) = C1c (R2) est l�espace des fontions de classe C1 et à support compact.

� S(R2) : l�espace des fonctions à déccroissances rapides, et S 0(R2) est le dual de

7
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S(R2):

� L2(R2) : l�espace des fonctions mesurables sur R et de norme

jjf jj2 =
�Z

R
jf(x)j2dx

�1=2
<1:

� L1(R2) : l�espace des fonctions mesurables sur R et de norme

jjf jj1 = sup
x2R2

ess jf(x)j <1:

� L1loc(R2) : l�ensemble des fonctions localement intégrable sur R2:

�Hs(R2) : l�espace de sobolev des distributions tempérées telle que

jjf jjHs =

�Z
R2

��� bf(�)���2 �1 + j�j2�s d��1=2 <1:



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Série de Littlewood-Paley

1.1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

Nous allons rappeler la dé�nition de la décomposition de Littelwood-Paley d�une dis-

tribution tempérée.

Soit ' 2 S(R) telle que
i) supp' � fx 2 R : 2�1 � jxj � 21g ;
ii)'(x) > 0 pour 2�1 � jxj � 21;
iii)
P

j2Z '(2
�jx) = 1 pour x 2 Rnf0g:

On pose

 (x) = 1�
1X
k=1

'(2�kx);

on obtient une fonction  2 C1(R) telle que supp � fx 2 R : jxj � 2g
alors pour tout x 2 R; on a

 (x) +
1X
k=1

'(2�kx) = 1: (1.1.1)

La relation (1:1:1) converge dans S(R) est appelée la partition de l�unité.

9
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A cette partition, on associe une suite d�opérateurs de convolution

Qk : S
0(R) �! C1(R)

f 7�! (Qkf)(x) = (F�1('(2�kx)) � f)(x); (k � 1);
Sj : S

0(R) �! C1(R)

f 7�! (Sjf)(x) = (F�1( (2�jx)) � f)(x); (j � 0);
avec Q0 = S0:

Ecrivons la relation (1:1:1) au point 2�kx; alors

 (2�kx) +

1X
j=k+1

'(2�jx) = 1:

En multipliant par bf donc
 (2�kx) bf + 1X

j=k+1

'(2�jx) bf = bf: (1.1.2)

En appliquant l�application F�1 sur (1:1:2) , on obtient

F�1( (2�kx) bf) + F�1(
1X

j=k+1

'(2�jx) bf) = f;

Skf +
1X

j=k+1

Qjf = f: (1.1.3)

Pour k = 0

Q0f +

1X
j=1

Qjf = f;

alors

f =

1X
j=0

Qjf:

On remplace f dans (1:1:3); on trouve

Skf +
1X

j=k+1

Qjf =
1X
j=0

Qjf;
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Skf =

kX
j=0

Qjf:

Remarque 1.1.1. On peut construire la série de Littlewood-Paley de la maniére suivante

Soit f 2 D(R); telle que
0 � '(x) � 1

et

'(x) =

8<: 1 si jxj � 1
0 si jxj � 3

2
:

On pose 	(x) = '(x)� '(2x), nous avons alors

i)
P

k2Z	(2
�kx) = 1; x 6= 0:

ii)'(x) +
P1

k=1	(2
�kx) = 1; x 2 R:

et

supp	 � fx 2 R : 1
2
� jxj � 2g:

1.2 Opérateur de di¤érences �nis

Dé�nition 1.2.2. Soient f 2 S 0(R) et x; h 2 R et m 2 N; l�opérateur de di¤érences
�nis est noté par �m

h telle que

�m
h f(x) =

k=mX
k=0

Ckm(�1)kf(x+ (m� k)h);

où

Ckm =
m!

k!(m� k)!
:

1.3 Espaces de Besov

Dé�nition 1.3.3. Soient s 2 R; 1 � p � 1 et 1 � q � 1, l�espace de Besov noté
Bs
p;q(R) est l�ensemble des f 2 S 0(R) telle que kfkBsp;q(R) <1,
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où kfkBsp;q(R) =

8>><>>:
 1X
k=0

2skq kQkfkqp

!1=q
; pour q 6=1;

supk�0 2
sk kQkfkp ; pour q =1:

Proposition 1.3.4. Soient l un entier, et p; q 2 ]0,1[ ; si 0 < s < l , alors l�espace de

Besov Bs
p;q(R) est l�ensemble des distributions tempérées f véri�ant

kfkBsp;q(R) := kfkp +
 Z

R
jhj�sq

�Z
R
j�l

hf(x)jpdx
�q=p

dh

jhj

! 1
q

:

1.4 Espaces de Besov localisés

Soit  une fonction de classe C1; telle que supp  � [0; R] avec R > 1; véri�er

X
k2Z

 (x� k) = 1; (x 2 R):

Dé�nition 1.4.5. Soient s 2 R; et 1 � p; q; r � 1: L�espace de Besov localisé noté

(Bs
p;q)lr ; est l�ensemble des f 2 S 0(R); telle que

kfk(Bsp;q)lr :=
 X
k2Z

k� k :fkrBsp;q

!1=r
< +1:

1.5 Espaces de Lizorkin-Triebel

Dé�nition 1.5.6. Soit s 2 R, 0 < p <1 et 0 < q <1 , l�espace de Lizorkin-Triebel,

noté F sp;q(R) est l�ensemble des f 2 S 0(R) telle que kfkF sp;q(R) <1;

où kfkF sp;q(R) =

8>>><>>>:







 1X
k=0

2skqjQkf jq
!1=q







q

; pour q 6=1;



supk�0 2skjQkf j

p ; pour q =1:

Proposition 1.5.7. Pour 1 � p < 1; alors l�espace de Lizorkin-Triebel F sp;q(R) est
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l�ensemble des distributions tempérées véri�ant :

kfkF sp;q(R) := kfkp +






�Z 1

0

�
t�s�1

Z
jhj�t

���l
hf(:)

��q dh�q dt
t

�1=q





p

< +1:

Proposition 1.5.8. Les propriétés suivantes sont véri�ées : ( voir [TH1] )

(i) Lp(Rn) = F 0p;2(Rn); si 0 < p <1;

(ii) Bs
p;p(Rn) = F sp;p(Rn); si 0 < p <1; s 2 R;

(iii) Hs
p(Rn) = F sp;2(Rn); si 0 < p <1;

pour les dé�nitions de Lp(Rn) et Hs
p(Rn); voir les notations.

1.6 L�opérateur de Dérivation

Dé�nition 1.6.9. Soient �1; �2; ::::et �1; �2; :::: deux suites de fonctions réelles dé�nies

sur [a; b] de classe CN , (N trés grand ).

Pour toute fonction f appartient à CN([a; b] ;R); on dé�nit la dérivation par

D1f = f 0; ::::; Dkf = �k

�
Dk�1f

�k

�0
; k � 2: (1.6.4)

Remarquons que pour �k � �k � 1; 8k 2 N; on a la dérivation habituelle.

1.7 Opérateurs de Hilbert

On dé�nie l�opérateur de Hilbert HR par

HR(f)(x) = lim
"�!0

Z
"�jtj�R

f(x� 
(t))
dt

t
; 8f 2 D(Rn);

avec les conditions suivantes sur la courbe 
(t) = (t; 
2(t); :::; 
n(t))

� 
 impaire sur [�R;R] ;
� t 7�! Dk
j(t) est positive et croissante sur [0; R] pour tout k 2 N�;
�D1
j(0) = 0; 8j; 2 � j � n:



Chapitre 2

Généralisation du Lemme de Van

Der Corput

Dans ce chapitre, nous donnerons une généralisation du Lemme de Van Der Corput.

En utilisant une nouvelle procédure de dérivation, comme ce que nous avons dé�ni

dans le premier chapitre.

2.1 Résultat principal

Proposition 2.1.10. Supposons que

i)�1 � �1 � 1;
ii) t �! �k(t) positive et décroissante sur [a; b] ; 8k � 2;
iii) t �! �k(t) strictement positive et croissante sur [a; b] ; 8k � 2;
soit f : [a; b] �! R une fonction de classe C1 telles que

4i)D1f est monotone,

5i) il existe � > 0; telle que jDkf(t)j � �; 8k � 1; 8t 2 [a; b] :
Alors ����Z b

a

eif(t)dt

���� � ck

�
�
�1(a)�2(a)::::::�k(a)

�1(a)�2(a)::::::�k(a)

��1=k
; (2.1.1)

où ck ne dépend que de k avec c1 = 2 et ck = 2 + 2ck�1:

14
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Démonstration. On démontrera ceci par récurrence sur k :

Pour k = 1, on suppose que D1f est croissante et D1f � �: Alors par intégration par

partie, on a ����Z b

a

eif(t)dt

���� =

����Z b

a

1

if 0(t)
d
�
eif(t)

�����
� 1

f 0(b)
+

1

f 0(a)
+

Z b

a

����d� 1

if 0(t)

�����
=

1

f 0(b)
+

1

f 0(a)
�
Z b

a

d

�
1

f 0(t)

�
=

2

f 0(a)
� 2

�
:

On suppose que Dk+1f(t) � �; ( la même démonstration si Dk+1f(t) � ��):
On pose h = Dkf:

�k et h sont des fonctions continues sur [a; b] ; ce qui donne pour k � 1; h
�k+1

est

continue sur [a; b] ; donc il existe c 2 [a; b] tel que���� h

�k+1
(c)

���� = min
t2[a;b]

���� h

�k+1
(t)

���� :
L�hypothèse du récurrence donne h

�k+1
est croissante 8k � 1:

On décompose l�intervalle [a; b] en [a; c� �] , [c� �; c+ �] et [c+ �; b] avec � > 0:

Quand t =2 [c� �; c+ �] ; on a pour t 2 [c+ �; b] (de même pour t 2 [a; c� �]) :���� h

�k+1
(t)

����+ ���� h

�k+1
(c)

���� � ���� h

�k+1
(c+ �)� h

�k+1
(c)

���� ;
puisque ���� h

�k+1
(t)

���� � h

�k+1
(c+ �);

et ���� h

�k+1
(c)

���� � � h

�k+1
(c);
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en appliquant le théorème des accroissements �nis, on obtient���� h

�k+1
(t)

���� � �

�
h

�k+1

�0
(�)�

���� h

�k+1
(c)

���� ; (c < � < c+ �): (2.1.2)

1ercas :

Si h
�k+1

(c) = 0; alors

���� h

�k+1
(t)

���� � �

�
h

�k+1

�0
(�) = �

Dk+1f(�)

�k+1(�)
; (c < � < c+ �):

Puisque �k+1 (resp �k+1) est positive et croissante (resp positive et décroissante ),

on a

jh(t)j � ��
�k+1(a)

�k+1(a)
:

Décomposons l�intégrale�Z c��

a

+

Z c+�

c��
+

Z b

c+�

�
eif(t)dt = I1 + I2 + I3:

Estimation de I2

jI2j �
c+�Z
c��

jeif(t)jdt = 2�: (2.1.3)

Estimation de I1 et I3

L�ypothèse du récurrence donne directement

jI1j =

������
c��Z
a

eif(t)dt

������ � ck

�
��
�1(a)�2(a)::::::�k+1(a)

�1(a)�2(a):::::�k+1(a)

��1=k
; (2.1.4)

jI3j =

������
bZ

c+�

eif(t)dt

������ � ck

�
��
�1(a)�2(a)::::::�k+1(a)

�1(a)�2(a):::::�k+1(a)

��1=k
: (2.1.5)

2�emecas

Si h
�k+1

(c) 6= 0; alors c = a ou c = b. Supposons que c = a et écrivons



Chapitre 2. Généralisation du Lemme de Van Der Corput 17

[a; b] = [a; a+ �] [ [a+ �; b] avec � > 0:

Quand t 2 [a; a+ �] ; grâce à (2:1:2) on a

���� h

�k+1
(t)

���� � 1

2
�

�
h

�k+1

�0
(�); (c < � < a+ �)

d�où

jh(t)j � 1

2
��
�k+1(a)

�k+1(a)
; (2.1.6)

ce qui donne, après qu�on a découpé l�intégrale comme le suivant

bZ
a

eif(t)dt =

8<:
a+�Z
a

+

bZ
a+�

9=; eif(t)dt = I4 + I5:

Estimation de I4:

jI4j �
a+�Z
a

jeif(t)jdt = �: (2.1.7)

Estimation de I5:

L�inégalité (2:1:6) permet d�appliquer l�hypothèse de récurrence et d�obtenir

jI5j =

������
bZ

a+�

eif(t)dt

������ � ck

�
1

2
��
�1(a)�2(a)::::::�k+1(a)

�1(a)�2(a):::::�k+1(a)

��1=k
; (2.1.8)

�nalement, il su¢ t de regrouper (2:1:3); (2:1:4); (2:1:5); (2:1:7); (2:1:8) et de choisir

�

2
= � =

�
�
�1(a)�2(a)::::::�k+1(a)

�1(a)�2(a):::::�k+1(a)

��1=(k+1)
:

pour obtenir (2:1:1) avec ck+1 = 2 + 2ck: CQFD

Proposition 2.1.11. Etant donnée deux suites de fonctions réelles positives (�k)k et

(�k)k telles que

i) �1 � �1 � 1;
6i)�k(t) � max

s2[a;b]
�k(s); 8k � 2; 8t 2 [a; b] :
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Soit f 2 CN([a; b] ;R); (N très grand ); telles que

4i)D1f est monotone,

5i) il existe � > 0; telle que : jDkf(t)j � �; 8k � 1; 8t 2 [a; b] :
Alors ����Z b

a

eif(t)dt

���� � ck�
�1=k; (2.1.9)

où ck ne dépend que de k avec (c1 = 2; ck = 2 + 2ck�1):

Démonstration. La même démonstration avec celle de la Proposition 2:1:10, mais dans

(2:1:6) on utilisera l�hypothèse 6i) et cela implique que jh(t)j � 1
2
��:

2.2 Conclusion

Corollaire 2.2.12. Soient f1; f2; ::::fk des fonctions dé�nies sur [a; b] de classe C1;

telles que

7i)t 7�! D1fj(t) est monotone (1 � j � k);

8i) jDnfj(t)j � 1; (1 � j � k); 8n � 1; 8t 2 [a; b] :
Alors pour toutes suites de fonctions (�n)n et (�n)n véri�ant (i; Proposition 2:1:10) et

(6i; Proposition 2:1:11); on a������
Z b

a

e
i
kP
j=1

�jfj(t)

dt

������ � cn

 
kX
j=1

�j

!�1=n
;

où �j > 0; (8j : 1 � j � k) et cn ne dépend que de n.

Démonstration. On pose F (t) =
Pk

j=1 �jfj(t), il su¢ t d�appliquer la Proposition

2:1:11 pour la fonction F:

Corollaire 2.2.13. Sous les hypothèses du Proposition 2:1:10, pour toute fonction



Chapitre 2. Généralisation du Lemme de Van Der Corput 19

f 2 C1([a; b] ;R) et toute fonction g 2 C1([a; b] ;R); on a

����Z b

a

g(t)eif(t)dt

���� � ck

�
�
�1(a)�2(a)::::�k(a)

�1(a)�2(a)::::�k(a)

��1=k
�
�
jg(b)j+

Z b

a

jg0(t)jdt
�
: (2.2.10)

Démonstration. On pose F (x) =
R x
a
eif(t)dt: Par intégration par partie, on a

����Z b

a

g(t)eif(t)dt

���� =

����g(b)F (b)� Z b

a

F (t)g0(t)dt

����
� jg(b)jjF (b)j+

Z b

a

jF (t)jjg0(t)jdt;

d�aprés la Proposition 2:1:10, on obtient

jF (x)j � ck

�
�
�1(a)�2(a)::::�k(a)

�1(a)�2(a)::::�k(a)

��1=k
; 8x 2 ]a; b]

d�où le résultat.

Corollaire 2.2.14. Sous les hypothèses du Proposition 2:1:10, pour toute fonction

g 2 C1 ([a; b] ;R) positive et décroissante on a

����Z b

a

g(t)eif(t)dt

���� � ckg(a)

�
�
�1(a)�2(a)::::�k(a)

�1(a)�2(a)::::�k(a)

��1=k
:

Démonstration. Il su¢ t d�appliquer le corollaire 2:2:13 et l�égalité

jg0(t)j = �g0(t); 8t 2 [a; b] :

On va terminer ce chapitre par la Remarque suivante

Remarque 2.2.15. Si �k � �k � 1; (8k � 1); dans la Proposition 2:1:10, alors

l�inégalité (2:1:9) est la forme standard du Lemme de Van Der Corput .



Chapitre 3

Continuité de l�opérateur de

Hilbert et presque-de Hilbert

3.1 Continuité de l�opérateur de Hilbert sur L2(R)

3.1.1 Introduction et théorème de continuité

Considèrons l�application 
 : [�R;R] �! R; 0 < R < 1 avec 
 2 CN([�R;R] ;R)
(N trés grand ):

Si " 2 ]0; R[ ; on dé�nit l�opérateur de Hilbert le long d�une courbe par la formule

HRf(x) = lim
��!0

Z
"<jtj�R

f(x� 
(t))
dt

t
; (8f 2 D(R)): (3.1.1)

On sait que si 
(t) = t; alors : lim
��!0

R
jtj>� f(x� t)dt

t
existe en norme Lp(R);

1 < p <1:( voir [S1; p.35]).

On sait aussi que si 
 : [�R;R] �! R une fonction impaire, positive lorsque t 2 [0; R]
et 
00(t) > 0 pour tout t 2 ]0; R] ; alors HR est borné sur L2(R) (voir [MO1] ou [SW]).

20
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Dé�nition 3.1.16. On dit que 
 est une courbe à croissance rapide si elle posséde les

propriétés suivantes

(1) t 7�! Dk
(t) positive et croissante sur [0; R] pour tout k 2 N�;
(2) D1
(0) = 0; et �k(0) = 0; 8k � 2:

Remarque 3.1.17. ([SW, p.1284])

Soient f 2 L1loc(R), et t 7�! 
(t) une fonction continue sur R; alors

i) x 7�! f(x� 
(t)) et t 7�! f(x� 
(t)) sont mesurables.

ii) t 7�! f(x� 
(t)) appartient à L1loc(R) avec x 2 R:
iii) L�opérateur HR de Hilbert est bien dé�ni.

En e¤et, on pose f(x� 
(t)) = f � h(x); où h(x) = x� 
(t): On a x 7�! h(x) est

continue sur R; donc mesurable sur R et on a aussi x 7! f(x) mesurable sur R; d�où

i):

On fait la même chose pour la fonction t 7�! f(x� 
(t)):

Pour ii), soient K1; K2 deux compacts mesurables dans R.

Puisque la fonction t 7�! jjf(: � 
(t))jjL1loc(Rx) est continue sur K2, alors il existe une

constante c0 > 0 telle que

jjf(:� 
(t))jjL1loc(Rx) � c0;

par le théorème de Fubini, on aZ
K1�K2

jf(x� 
(t))jdxdt =

Z
K2

jjf(:� 
(t))jjL1loc(R)dt

� c0mesK2 <1;

d�où le résultat.

De (i) et (ii) on obtient (iii).

On s�intéresse maintenant à la continuité de l�opérateur HR ( on le dé�nit sous la

forme tronquée)
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H";R(f)(x) =

Z
"<jtj�R

f(x� 
(t))
dt

t
; 8f 2 D(R): (3.1.2)

Théorème 3.1.18. Soit 
 une courbe à croissance rapide et impaire, alors

i) H";R est borné sur L2(R) uniformément par rapport à " et R; i.e.

9c0 > 0; jjH";Rf jj2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R)

ii) lim
"�!0

H";Rf = HRf existe en norme L2(R) et on a

jjHRf jj2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R):

Pour démontrer ce théorème nous avons besoin des lemmes suivants

3.1.2 Lemmes

Lemme 3.1.19. Soit 
 une courbe à croissance rapide, alors on a

D1
(t) � �1(t)

t�1(t)

(t);

où t 2 [0; R] :

Démonstration. Par le théorème des accroissements �nis et la croissance de la fonction

t 7�! D1
(t); on a

D1
(t) � �1(t)

t�1(t)

(t):

Lemme 3.1.20. Soient

�2 = �D1
; (� > 0): (3.1.3)
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et

f(t) = �
(t);

où � 2 R et t 2 [0; R] ; alors :

jD1f(t)j � �D1
(t); (8t 2 [0; R]):

Corollaire 3.1.21. Soit f(t) = �
(t), avec � 2 R et t 2 [0; R]
on pose

�2 = �D1
; (� > 0):

Alors on a

jD1f(t)j = j�jD1
(t):

Démonstration. En appliquant directement le Lemme précédent.

Lemme 3.1.22. Pour toute fonction f dans S(R) on a

F(H";Rf)(�) = m";R(�) bf(�)
où

m";R(�) =

Z
"<jtj�R

e�i�:
(t)
dt

t
:

Démonstration. Appliquons le théorème de Fubini, on obtient

F(H";Rf)(�) =

Z
"<jtj�R

1

t

�Z
R

e�i�xf(x� 
(t))dx

�
dt:

On pose u = x� 
(t); on obtientZ
R
f(u)e�i�(u+
(t))du = bf(�)e�i�
(t): CQFD
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Lemme 3.1.23. Formule de Plancherel-Parseval

jjFgjj2 = (2�)1=2jjgjj2; 8g 2 L2(R):

Démonstration. Pour toute fonction h dans L2(R), on a

hF(g); hiL2�L2 =

Z
R
bg(�)h(�)d�

=

Z
R�
h(�)

�Z
Rx
e�ix�g(x)dx

�
d�:

En appliquant le théorème de Fubini, on obtient

hF(g); hiL2�L2 =

Z
Rx
g(x)

(Z
R�
eix�h(�)d�

)
dx

= (2�)

Z
Rx
g(x)F�1(h)(x)dx

= (2�)


g;F�1(h)

�
L2�L2 ;

il su¢ t de prendre h = bg pour obtenir le résultat.
3.1.3 Preuve du théorème de continuité

Démonstration. Preuve de (i)

En appliquant à (3:1:2) successivement les Lemme (3:1:22) et (3:1:23); on obtient

m";R(�) =

Z
"<jtj�R

e�i�:
(t)
dt

t
: (3.1.4)

Il su¢ t donc de prouver qu�il existe une constante c > 0; telle que

jm";R(�)j � c; (8� 2 R): (3.1.5)
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Comme
R1
0

sinu
u
du = �

2
; un calcul élémentaire montre que la fonction

h 7�!
R h
0
sinu
u
du est croissante et majorée par �

2
sur [0;1[ ; ce qui donne

m";R(�) = �2i
Z R

"

sin(t�)

t
dt

= �2i sgn(�)
Z Rj�j

"j�j

sinu

u
du;

alors

jm";R(�)j = 2
Z Rj�j

"j�j

sinu

u
du � �:

Preuve de (ii)

Pour montrer que lim
"!0

H";Rf = HRf existe en norme L2(R); il su¢ t de montrer que

(H";Rf)">0 est une suite de Couchy dans L2(R):

Existence

Appliquons les lemmes (3:1:22) et (3:1:23) à la suite de fonctions

(H";Rf �H"0;Rf)";"0 ; 8f 2 L2(R)

pour " > "0; nous obtenons

F(H";Rf �H"0;Rf)(�) = m";"0(�)F(f)(�)

où

m";"0(�) = �2i
Z "

"0
fsin(�:
(t))gdt

t
:

8"0 : 0 < "0 < 1; on a

jm";"0(�)j � 2

Z 1+"

1�"0

dt

t

= 2 ln
1 + "

1� "0
;
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d�où

jjH";Rf �H"0;Rf jj2 � 2jjf jj2 ln
1 + "

1� "0
:

Passons à la limite quand "; "0 ! 0; on obtient

jjH";Rf �H"0;Rf jj2 ! 0:

Donc (H";Rf)">0 converge vers une limite, soit LRf; dans L2(R):

Unicité

De la dé�nition de l�opérateur HR, on a lim
"!0

H";Rf(x) = HRf(x) existe dans R; donc

HRf(x) = LRf(x); 8x 2 R

c�est-à-dire

HRf = LRf:

Montrons maintenant que

jjHRf jj2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R):

Appliquons (i) et puisque lim
"!0

H";Rf = HRf existe en norme L2(R); on obtient

8" : 0 < " < R

jjHRf jj2 � jjH";Rf �HRf jj2 + c0jjf jj2; 8f 2 L2(R):

Ce qui donne lorsque "! 0

jjHRf jj2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R): CQFD
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3.1.4 Continuité de l�opérateur de Hilbert sur Hs(R)

Théorème 3.1.24. Soit 
 une courbe à croissance rapide et impaire, alors

iii) H";R est bornée sur Hs(R) uniformément par rapport à " et R:

i:e;9c0 > 0; jjH";Rf jjHs(R) � c0jjf jjHs(R); 8f 2 Hs(R):

4i) lim
"!0

H";Rf = HRf existe en norme Hs(R) et de plus

jjHRf jjHs(R) � c0jjf jjHs(R); 8f 2 Hs(R):

Démonstration. Appliquons le théorème de Fubini et le Lemme 3:1:22; on obtient

F
�
(I ��)s=2H";Rf

	
(�) = m";R(�)F

�
(I ��)s=2f

�
(�); 8f 2 S(R) (3.1.6)

où

m";R(�) =

Z
"<jtj�R

e�i�:
(t)
dt

t
:

Comme dans la partie 3:1:3, on a démontré que

9c0 > 0 : jm";R(�)j � c0; (8� 2 R):

Combinons cette inégalité et (3:1:6); on obtient

jjH";Rf jjHs(R) � c0jjf jjHs(R); 8f 2 Hs(R):

lim
"!0

H";Rf = HRf existe dans Hs(R) ( grâce au Lemme 3:1:23 ) il su¢ t donc d�écrire

jjHRf jjHs(R) � jjH";Rf �HRf jjHs(R) + c0jjf jjHs(R); 8f 2 Hs(R);



Chapitre 3. Continuité de l�opérateur de Hilbert et presque-de Hilbert 28

et de passer à la limite lorsque "! 0; pour obtenir

jjHRf jjHs(R) � c0jjf jjHs(R); 8f 2 Hs(R):

3.2 Continuité de l�opérateur de Hilbert sur L2(R2)

3.2.1 Introduction et théorème de continuité

Considérons l�application (vecteur) 
 : [�R;R] �! R2; 0 < R <1; où


(t) = (t; 
2(t)) avec 
 2 CN ([�R;R] ;R2) (N trés grand ).

Si " 2 ]0; R[ ; on dé�nit l�opérateur de Hilbert le long d�une courbe par la formule

HRf(x) = lim
"�!0

Z
"<jtj�R

f(x� 
(t))
dt

t
; 8f 2 D(R2): (3.2.7)

Dé�nition 3.2.25. On dit que 
 est une courbe à croissance rapide si elle posséde les

propriétés suivantes :

1) t 7�! Dk
j(t) positive et croissante sur [0; R] pour tout k 2 N�;
2) D1
j(0) = 0; 8j; j = 1; 2 et �k(0) = 0; 8k � 2:

Remarque 3.2.26. ([SW, p.1284])

Soient f 2 L1loc(R2); et t 7�! 
(t) une fonction continue sur R; alors

i) x 7�! f(x� 
(t)) et t 7�! f(x� 
(t)) sont mesurables.

ii)t 7�! f(x� 
(t)) appartient à L1loc(R) (x 2 R2; p:p):
iii) l�opérateur HR de Hilbert est bien dé�ni.

En e¤et, on pose f(x � 
(t)) = f � h(x); où h(x) = x � 
(t): On a x 7�! h(x) est

continue sur R2, donc mesurable sur R2 et on a aussi x 7�! f(x) mesurable sur R2;

d�où (i):

On fait la même chose pour la fonction t 7�! f(x� 
(t)):

Pour (ii), soient K1; K2 deux compacts mesurables respectivement dans R2 et R:
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Puisque la fonction t 7�! kf(:� 
(t))kL1loc(R2x) est continue sur K2; alors il existe une

constante c0 > 0 telle que

kf(:� 
(t))kL1loc(R2x) � c0;

par le théorème de Fubini on aZ
K1�K2

jf(x� 
(t)j dxdt =

Z
K2

kf(:� 
(t))kL1loc(R2) dt

� c0 mesK2 <1;

d�où le résultat.

De (i) et (ii); on obtient (iii):

On s�intéresse maintenant à la continuité de l�opérateur HR ( on le dé�nit sous la

forme tronquée)

H";R(f)(x) =

Z
"<jtj�R

f(x� 
(t))
dt

t
; 8f 2 D(R2): (3.2.8)

Théorème 3.2.27. Soit 
 une courbe à croissance rapide et impaire, alors

i) H";R est borné sur L2(R2) uniformément par rapport à " et R; i.e.

9c0 > 0; kH";Rfk2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R2)

ii) lim
"�!0

H";Rf = HRf existe en norme L2(R2) et on a

jjHRf jj2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R2):

Pour démontrer ce théorème nous avons besoin des lemmes suivants
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3.2.2 Lemmes

Lemme 3.2.28. Soit 
 une courbe à croissance rapide, alors on a

D2
2(t) �
�1(t)�2(t)

t2�1(t)�2(t)

2(t);

où t 2 [0; R] :

Démonstration. Le théorème des accroissements �nis et la dé�nition 3:2:24 impliquent


2 � t
02(t); 8t > 0;

on fait la même chose à la fonction s 7�! D1
2
�2
(s); pour tout s 2 [0; t]

et puisque �2 est décroissante, alors

�2(t)
D1
2
�2

(t) � tD2
2(�) (0 < � < t);

ce qui donne

D2
2(t) �
�1(t)�2(t)

t2�1(t)�2(t)

2(t):

Lemme 3.2.29. Soient

�j+1 = �Dj
j; pour j = 1; 2; (� > 0): (3.2.9)

et

f(t) = �1
1(t) + �2
2(t);

où � 2 R2 et t 2 [0; R] ; alors

9� : 1 � � � 2 : jD2f(t)j � ��D
2
�(t); 8t 2 [0; R] :
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Corollaire 3.2.30. Soit f(t) = �1t+ �2
2(t), avec � 2 R2 et t 2 [0; R] : Pour j = 1; 2
on pose

�j+1 = �Dj
j; (� > 0):

Alors on a

jD2f(t)j = j�2jD2
2(t):

Démonstration. En appliquant directement le Lemme précédent.

Lemme 3.2.31. Pour toute fonction f dans S(R2), on a

F(H";Rf)(�) = m";R(�) bf(�)
où

m";R(�) =

Z
"<jtj�R

e�i�:
(t)
dt

t
:

Démonstration. Appliquons le théorème de Fubini, on obtient

F(H";Rf)(�) =

Z
"<jtj�R

1

t

�Z
R2
e�i�:xf(x� 
(t))dx

�
dt:

On pose u = x� 
(t); alorsZ
R2
f(u)e�i�:(u+
(t))du = bf(�)e�i�:
(t): CQFD

Lemme 3.2.32. Formule de Plancherel-Parseval

jjFgjj2 = (2�)jjgjj2; 8g 2 L2(R2):
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Démonstration. Pour toute fonction h dans L2(R2), on a

hF(g); hiL2�L2 =

Z
R2
bg(�)h(�)d�

=

Z
R2�

h(�)

�Z
R2x
e�ix:�g(x)dx

�
d�:

En appliquant le théorème de Fubini, on obtient

hF(g); hiL2�L2 =

Z
R2x
g(x)

(Z
R2�

eix:�h(�)d�

)
dx

= (2�)2
Z
R2x
g(x)F�1(h)(x)dx

= (2�)2


g;F�1(h)

�
L2�L2 ;

il su¢ t de prendre h = bg pour obtenir le résultat.
3.2.3 Preuve du théorème de continuité

Démonstration. Preuve de (i)

Appliquons à (3:2:8) successivement les lemmes 3:2:31 et 3:2:32, on trouve

m";R(�) =

Z
"<jtj�R

e�i�:
(t)
dt

t
: (3.2.10)

Il su¢ t donc de prouver qu�il existe une constante c > 0, telle que

jm";R(�)j � c; (8� 2 R2): (3.2.11)

On a 
(t) = (t; 
2(t)) et � = (�1; �2);

en écrivant (3:2:10) sous la forme

�Z R

"

+

Z �"

�R

�
e�i�:
(t)

dt

t
= I1 + I2:
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En décomposant I1 en :

I1 =

Z a

"

�
e�i�:
(t) � e�i�1t

	 dt
t
+

Z a

"

e�i�1t
dt

t
+

Z R

a

e�i�:
(t)
dt

t

= I3 + I4 + I5

avec a est dé�ni par l�équation

j�2j 
2(a) = 1:

Estimation de I3 et I4:

On a

jI4j �
Z a

"

je�i�1tdt
t
j � �:

D�autre part on a

��e�i�:
(t) � e�i�1t
�� =

��e�i�2
2(t) � 1��
= 2

����sin��2
2(t)2

����� ;
alors

jI3j � 2

Z a

"

����sin��2
2(t)2

����� dtt (3.2.12)

� j�2j
Z a

"


2(t)

t
dt;

les deus hypothèses 
2(0) = 0 et 
02 croissante, impliquent 
2(t) � t
02(t); d�où le

dernier terme de l�inégalité précédente est majoré par

j�2j
Z a

"


02(t)dt = j�2j 
2(a) = 1:

Estimation de I5:

Puisque le la fonction t 7�! 1
t
est décroissante sur [0; R] et grâce au corollaire 2:2:14;

on obtient

jI5j �
c0
a

�
j�2jD2
2(a)

�1(a)�2(a)

�1(a)�2(a)

��1=2
:
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D�après le Lemme 3:2:31 et le corollaire 3:2:33, on a

jI5j � c0 (j�2j 
2(a))
�1=2 = c0:

Estimation de I2:

De la parité de la fonction t 7�! 
(t) , on a

I2 = �
Z R

"

ei�:
(t)
dt

t

on décompose I2 = �(I6 + I7 + I8) avec

I6 =

Z a

"

�
ei�:
(t) � ei�1t

	 dt
t
;

I7 =

Z a

"

ei�1t
dt

t
;

I8 =

Z R

a

ei�:
(t) ,

et on estime chaque terme comme dans les cas I3; I4 et I5:

Preuve de (ii)

Pour montrer que lim
"�!0

H";Rf = HRf existe en norme L2(R2); il su¢ t de montrer que

(H";Rf)">0 est une suite de Cauchy dans L2(R2):

Existence

En appliquant les lemmes 3:2:31 et 3:2:32 à la suite de fonctions

(H";Rf �H"0;Rf)";"0 ; (8f 2 L2(R2))

pour " > "0; on obtient

F(H";Rf �H"0;Rf)(�) = m";"0(�)F(f)(�)
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où

m";"0(�) = �2i
Z "

"0
fsin(�:
(t))gdt

t
:

8"0 : 0 < "0 < 1; on a

jm";"0(�)j � 2

Z 1+"

1�"0

dt

t

= 2 ln
1 + "

1� "0
;

d�où

jjH";Rf �H"0;Rf jj2 � 2jjf jj2 ln
1 + "

1� "0
:

Passons à la limite quand "; "0 �! 0; on obtient

jjH";Rf �H"0;Rf jj2 �! 0:

Donc (H";Rf)">0 converge vers une limite, soit LRf; dans L2(R2):

Unicité

De la dé�nition de l�opérateur HR, on a lim
"�!0

H";Rf(x) = HRf(x) existe dans R; donc

HRf(x) = LRf(x); (8x 2 R2)

c�est-à-dire

HRf = LRf:

Montrons maintenant que

jjHRf jj2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R2):

En appliquant (i) et puisque lim
"�!0

H";Rf = HRf existe en norme L2(R2); on obtient

8" : 0 < " < R

jjHRf jj2 � jjH";Rf �HRf jj2 + c0jjf jj2; 8f 2 L2(R2):
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Ce qui donne lorsque " �! 0

jjHRf jj2 � c0jjf jj2; (8f 2 L2(R2)): CQFD

3.2.4 Continuité de l�opérateur de Hilbert sur Hs(R2)

Théorème 3.2.33. Soit 
 une courbe à croissance rapide et impaire, alors

iii) H";R est bornée sur Hs(R2) uniformément par rapport à " et R:

i:e 9c0 > 0; jjH";Rf jjHs(R2) � c0jjf jjHs(R2); 8f 2 Hs(R2):

4i) lim
"�!0

H";Rf = HRf existe en norme Hs(R2) et de plus

jjHRf jjHs(R2) � c0jjf jjHs(R2); 8f 2 Hs(R2):

Démonstration. Appliquons le théorème de Fubini et le Lemme 3:2:31, on obtient

F
�
(I ��)s=2H";Rf

	
(�) = m";R(�)F

�
(I ��)s=2f

�
(�): 8f 2 S(R2) (3.2.13)

où

m";R(�) =

Z
"<jtj�R

e�i�:
(t)
dt

t
:

Comme dans la partie 3:2:3, on a démontré que

9c0 > 0 : jm";R(�)j � c0; (8� 2 R2):

Combinons cette inégalité et (3:2:13), on obtient

jjH";Rf jjHs(R2) � c0jjf jjHs(R2); 8f 2 Hs(R2):
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lim
"�!0

H";Rf = HRf existe dans Hs(R2) (grâce au Lemme 3:2:32) il su¢ t donc d�écrire

jjHRf jjHs(R2) � jjH";Rf �HRf jjHs(R2) + c0jjf jjHs(R2) ; 8f 2 Hs(R2);

et de passer à la limite lorsque " �! 0; pour obtenir

jjHRf jjHs(R2) � c0jjf jjHs(R2) ; 8f 2 Hs(R2):

3.3 Continuité de l�opérateur de presque-de Hil-

bert sur L2(R)

3.3.1 L�opérateur de presque-de Hilbert

Nous allons étudier la continuité de l�opérateur de presque-de Hilbet sur L2(R); ce

problème est plus général que celui qui a été étudié précédemment.

On considère deux applications 
 2 CN([�R;R] ;R), N trés grand et ! 2 C1(R;R+) .

Dé�nition 3.3.34. On appelle opérateur d�intégrale singuliére presque -de Hilbert tout

opérateur de la forme

eH";Rf(x) =

Z
"<jtj�R

f(x� 
(t))
!(t)

t
dt; 8f 2 D(R): (3.3.14)

Remarque 3.3.35. Soit f 2 L1loc(Rx); alors
i) x 7�! !(t)f(x� 
(t)) et t 7�! !(t)f(x� 
(t)) sont mesurables,

ii)t 7�! !(t)f(x� 
(t)) appartient à L1loc(R) avec x 2 R:
En e¤et la fonction t 7�! !(t) est continue donc mesurable et comme dans la Remarque

3:1:17 il est facile d�obtenir i) et ii):

Remarque 3.3.36. eH";Rf est bien dé�ni grâce à la Remarque 3:3:35.
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3.3.2 Un résultat de continuité sur L2(R)

Théorème 3.3.37. On suppose que

i) 
 à croissance rapide et impaire,

ii) ! une fonction paire et bornée telle que !(t)
t
décroissante sur [0; R] :

Alors

iii) eH";R est borné uniformément par rapport à " et R sur L2(R)

4i) lim
"!0

eH";Rf = eHRf existe en norme L2(R) et de plus

jj eHRf jj2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R):

Démonstration. Preuve de iii)

Par un calcul direct, on obtient

m";R(�) = �2i
Z R

"

!(t) sin(�:
(t))
dt

t
:

Il su¢ t de démontrer qu�il existe une constante c0 > 0 telle que

jm";R(�)j � c0; 8� 2 R; 8" 2 ]0; R] :

On a

� 1
2i
m";R(�) =

�Z a

"

+

Z R

a

�
!(t) sin(�:
(t))

dt

t

= I1 + I2;

où a est dé�ni par l�équation

j�j
(a)
!(a)

= 1:
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Estimation de I1

jI1j �
Z a

"

j!(t) sin(�:
(t))jdt
t

� j�j jj!jj1
Z a

"


(t)

t
dt

� j�j jj!jj1
Z a

0


0(t)dt

= j�j
(a)jj!jj1 � jj!jj21:

Estimation de I2

Si a = R alors I2 = 0

Si 0 < a < R : ����Z R

a

!(t) sin(�:
(t))
dt

t

���� = 1

j�j

����Z R

a

!(t)

t
0(t)
d(cos(�:
(t))

���� :
Par intégration par partie, on obtient

jI2j �
1

j�j

�
!(R)

R
0(R)
+

!(a)

a
0(a)
+

Z R

a

����d� !(t)

t
0(t)

������ :
Puisque la fonction t �! !(t)

t
0(t) est décroissante, alors

d

dt

�
!(t)

t
0(t)

�
� 0

d�où

jI2j �
2

j�j
!(a)

a
0(a)
� 2

j�j
!(a)


(a)
= 2;

ce qui montre que

jm";R(�)j � 2
�
2 + jj!jj21

�
; (8� 2 R):

Preuve de 4i)

D�aprés le résultat établi en ii) du théorème 3:1:18, il est clair que
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lim
"!0

eH";Rf = eHRf existe en norme L2(R); on utilise seulement l�hypothèse

! 2 L1(R):

Théorème 3.3.38. On suppose que

i) 
 à croissance rapide et impaire,

5i) ! paire, ! 2 L1(R) et !0 2 L1(R):
Alors

iii) eH";R est borné uniformément par rapport à " et R sur L2(R)

4i) lim
"!0

eH";Rf = eHRf existe en norme L2(R) et de plus

jj eHRf jj2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R):

Démonstration. Preuve de iii)

Pour trouver l�inégalité

jj eH";Rf jj2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R);

il su¢ t de montrer qu�il existe c0 > 0 (ne dépend pas de " et R ) tel que

jm";R(�)j � c0; 8� 2 R; 8" 2 ]0; R] :

Par intégration par partie, et d�aprés l�inégalité (3:1:5); on a����Z
"<jsj�t

e�i�:
(s)
ds

s

���� � c0; (8t : " < jsj � t):

D�où

jm";R(�)j � c0(jj!jj1 + jj!0jj1):

Preuve de 4i)

Pour prouver que lim
"!0

eH";Rf = eHRf existe en norme L2(R); on applique le résultat ii)
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du théorème 3:1:18 et l�hypothèse ! 2 L1(R):

Nous terminons cette partie par deux exemples d�une fonction !; telles que ! soit

positive, paire et !(t)
t
a une singularité en 0 :

1) !(t) = (1 + jtj�)�� avec � , � > 0:

2) !(t) = e�jtj
�
� > 0:

3.3.3 Continuité de l�opérateur presque-de Hilbert sur Hs(R)

On imite le résultat de la partie 3:1:4 pour montrer la continuité de l�opérateur eHR

sur Hs(R):

Théorème 3.3.39. On suppose que

i) 
 une courbe à croissance rapide et impaire,

ii) t 7�! !(t)
t
décroissante sur [0; N ], tel que ! 2 L1(R) paire.

Alors

6i) eH";R est borné uniformément par rapport à " et R sur Hs(R):

7i) lim
"�!0

eH";Rf = eHRf existe en norme Hs(R) et de plus

jj eHRf jjHs(R) � cjjf jjHs(R); 8f 2 Hs(R):

Démonstration. Preuve de 6i)

En utilisant le résultat du Lemme 3:1:22, alors pour tout f 2 S(R); on a

F
�
(I ��)s=2 eH";Rf

�
(�) = m";R(�)F

�
(I ��)s=2f

�
(�)

où

m";R(�) =

Z
"<jtj�R

e�i�:
(t)
!(t)

t
dt

et grâce aux hypothèses i) et ii) du théorème 3:3:37; on a

jm";R(�)j � c; (8� 2 R; 8" 2 ]0; R])
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alors

jj eH";Rf jjHs(R) � cjjf jjHs(R); 8f 2 Hs(R):

Preuve de 7i)

D�aprés le résultat (4i) du théorème 3:3:37; il est évident que

lim
"�!0

eH";Rf = eHRf

existe en norme Hs(R) d�où

jj eHRf jjHs(R) � cjjf jjHs(R); 8f 2 Hs(R):

Remarque 3.3.40. Pour 
(t) = t et
R1
1

!(t)
t
dt < 1: Alors eH" est borné sur Hs(R)

uniformément par rapport à ":

3.4 Continuité de l�opérateur de presque-de Hil-

bert sur L2(R2)

3.4.1 L�opérateur de presque-de Hilbert

On considére deux applications 
 2 CN ([�R;R] ;R2) et ! 2 C1(R;R+) avec

(t) = (
1(t); 
2(t)) et N trés grand:

Dé�nition 3.4.41. On appelle opérateur d�intégrale singuliére presque-de Hilbert tout

opérateur de la forme

eH";Rf(x) =

Z
"<jtj�R

f(x� 
(t))
!(t)

t
dt; 8f 2 D(R2): (3.4.15)

Remarque 3.4.42. Soit f 2 L1loc(R2x); alors
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i) x 7�! !(t)f(x� 
(t)) et t 7�! !(t)f(x� 
(t)) sont mesurables,

ii) t 7�! !(t)f(x� 
(t)) appartient à L1loc(R) (x 2 R2; p:p):
En e¤et la fonction t 7�! !(t) est continue donc mesurable et comme il est indiqué

dans la Remarque 3:2:26 il est facile d�obtenir (i) et (ii):

Remarque 3.4.43. eH";Rf est bien dé�ni grâce à la Remarque 3:4:42.

3.4.2 Un résultat de continuité sur L2(R2)

Théorème 3.4.44. On suppose que

i) 
 à croissance rapide et impaire,

ii) ! une fonction paire et bornée telle que !(t)
t
décroissante sur [0; R] :

Alors

iii) eH";R est borné uniformément par rapport à " et R sur L2(R2)

4i) lim
"�!0

eH";Rf = eHRf existe en norme L2(R2) et de plus

jj eHRf jj2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R2):

Démonstration. Preuve de (iii)

Par un calcul direct, on obtient

m";R(�) = �2i
Z R

"

!(t) sin(�:
(t))
dt

t
:

Il su¢ t de démontrer qu�il existe une constante c0 > 0 telle que

jm";R(�)j � c0; 8� 2 R2; 8" 2 ]0; R] ;

Si �2 = 0 on a �:
(t) = �1
1(t): On obtient

jm";R(�)j � c0; 8� 2 R2; 8" 2 ]0; R] :
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Si �2 6= 0; alors �:
(t) = �1
1(t) + �2
2(t)Z c

"

!(t) fsin(�:
(t))� sin(�1
1(t))g
dt

t
+

Z c

"

!(t) sin(�1
1(t))
dt

t
+

Z R

c

!(t) sin(�:
(t))
dt

t

= I3 + I4 + I5

où c dé�ni par l�equation

j�2j

2(c)

!(c)
= 1:

Estimation de I5:

Si c = R alors I5 = 0:

Si 0 < c < R, on applique succéssuvement le corollaire 2:2:14 (puisque t 7�! !(t)
t
est

décroissante) sur le Lemme 3:2:28 et le corollaire 3:2:30, on obtient

jI5j =
����Z R

c

sin(�:
(t))
!(t)

t
dt

����
� c0

!(c)

c

�
j�2j


2(c)

c2

��1=2
= c0 (!(c))

1�1=2 � c0 k!k1=21 :

Estimation de I3 et I4:

On obtient immédiatement

jI4j � c0:

jI3j =
����Z c

"

!(t)(sin(�:
(t)� sin(�1
1(t))
dt

t

����
� 1

2
j�2j

Z c

"

!(t)

2(t)

t
dt

� 1

2
j�2j k!k1

Z c

0


02(t)dt;

d�où

jI3j �
1

2
k!k21 :

Preuve de 4i)
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D�après le résultat (ii) du théorème 3:2:27, il est évident que

lim
"!0

eH";Rf = eHRf existe en norme L2(R2); on utilise seulement l�hypothèse

! 2 L1(R):

Théorème 3.4.45. On suppose que

i) 
 à croissance rapide et impaire,

5i) ! paire , ! 2 L1(R) et !0 2 L1(R):
Alors

iii) eH";R est borné uniformément par rapport à " et R sur L2(R2)

4i) lim
"!0

eH";Rf = eHRf existe en norme L2(R2) et de plus

jj eHRf jj2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R2):

Démonstration. Preuve de iii)

Pour trouver l�inégalité

jj eH";Rf jj2 � c0jjf jj2; 8f 2 L2(R2);

il su¢ t de montrer qu�il existe c0 > 0 ( ne dépend pas de " et R ) tel que

jm";R(�)j � c0; 8� 2 R2; 8" 2 ]0; R] :

Par intégration par partie, et d�aprés l�inégalité (3:2:11), on a����Z
"<jsj�t

e�i�:
(s)
ds

s

���� � c0; (8t : " < jsj � t):

D�où

jm";R(�)j � c0 (jj!jj1 + jj!0jj1) :

Preuve de 4i)

Pour prouver que lim
"!0

eH";Rf = eHRf existe en norme L2(R2); on applique le résultat
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(ii) du théorème 3:2:27 et l�hypothèse ! 2 L1(R):

Nous terminons cette partie par deux exemples d�une fonction !; telle que ! soit

positive, paire et !(t)
t
a une singularité en 0 :

1) !(t) = (1 + jtj�1)��1 :(1 + jtj�2)��2 avec �i; �i > 0; i = 1; 2:

2) !(t) = e�(jtj
�1+jtj�2 ) avec �i > 0; i = 1; 2:

3.4.3 Continuité de l�opérateur presque-de Hilbert sur Hs(R2)

On imite le résultat de la partie 3:2:4 pour montrer la continuité de l�opérateur eHR

sur Hs(R2):

Théorème 3.4.46. On suppose que

i) 
 une courbe à croissance rapide et impaire,

ii) t 7�! !(t)
t
décroissante sur [0; N ] ; tel que ! 2 L1(R) paire.

Alors :

6i) eH";R est borné uniformément par rapport à " et R sur Hs(R2):

7i) lim
"!0

eH";Rf = eHRf existe en norme Hs(R2) et de plus

jj eHRf jjHs(R2) � c0jjf jjHs(R2); 8f 2 Hs(R2):

Démonstration. Preuve de 6i)

En utilisant le résultat du Lemme 3:2:31, alors pour tout f 2 S(R2); on a

F
�
(I ��)s=2 eH";Rf

�
(�) = m";R(�)F

�
(I ��)s=2f

�
(�);

où

m";R(�) =

Z
"<jtj�R

e�i�:
(t)
!(t)

t
dt

et grâce aux hypothèses (i) et (ii) du théorème 3:4:44; on a

jm";R(�)j � c0; (8� 2 R2; 8" 2 ]0; R]);
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alors

jj eH";Rf jjHs(R2) � c0jjf jjHs(R2); 8f 2 Hs(R2):

Preuve de 7i)

D�après le résultat (4i) du théorème 3:4:44, il est évident que

lim
"!0

eH";Rf = eHRf

existe en norme Hs(R2): D�où

jj eHRf jjHs(R2) � c0jjf jjHs(R2); 8f 2 Hs(R2):

Remarque 3.4.47. Pour 
(t) = (t; t2) et
R +1
1

!(t)
t
dt < 1: Alors eH" est borné sur

Hs(R2) uniformément par rapport à ":



Chapitre 4

Continuité de l�opérateur de

Hilbert sur les espaces de Besov

4.1 Continuité de l�opérateur de Hilbert sur Bs
p;q(R)

D�après la Proposition 1:5:8: On a

1) Bs
p;p(R) = F sp;p(R) (c-à-d p = q ),

2) Hs
p(R) = F sp;2(R) ( q = 2 ),

3) Bs
p;min(p;q)(R) ,! F sp;q(R) ,! Bs

p;max(p;q)(R); ( voir [TH1] ).

Pour q = 2; on a

Bs
p;min(p;2)(R) ,! F sp;2(R) = Hs(R) ,! Bs

p;max(p;2)(R):

Théorème 4.1.48. Soit l�opérateur de Hilbert tel que

H";R : B
s
p;min(p;2)(R) �! Bs

p;max(p;2)(R);

alors H";R est continue sur l�espace de Besov Bs
p;min(p;2) dans B

s
p;max(p;2):

Démonstration. Puisque H";R est continue sur Hs (R); alors
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9c > 0 : kH";RfkHs � c kfkHs 8f 2 Hs(R):

Soit g une distribution tempérée,

puisque Hs(R) ,! Bs
p;max(p;2)(R); alors

9c1 > 0 : kgkBs
p;max(p;2)

� c1 kgkHs 8g 2 Bs
p;max(p;2)(R); (4.1.1)

et puisque Bs
p;min(p;2)(R) ,! Hs(R); alors

9c2 > 0 : kgkHs � c2 kgkBs
p;min(p;2)

8g 2 Hs(R); (4.1.2)

d�après l�inégalité (4:1:1); on a

kH";RfkBs
p;max(p;2)

� c1 kH";RfkHs � c kfkHs ;

d�après l�inégalité (4:1:2); on a

kfkHs � c2 kfkBs
p;min(p;2)

;

combinons ces deux inégalités, on obtient

9c3 > 0 : kH";RfkBs
p;max(p;2)

� c3 kfkBs
p;min(p;2)

8f 2 Bs
p;min(p;2)(R):

D�où le résultat.

Remarque 4.1.49. .

i) Dans le cas p � 2 :

8<: max(p; 2) = 2;

min(p; 2) = p:

Alors l�opérateur de Hilbert est continue sur Bs
p;p (R)dans Bs

p;2(R):

ii) Dans le cas p > 2 :

8<: max(p; 2) = p;

min(p; 2) = 2:

Alors l�opérateur de Hilbert est continue sur Bs
p;2 (R)dans Bs

p;p(R):
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iii) On a

Si p = q = r, alors Bs
p;q(R) = (Bs

p;q)lr(R) ( voir [MA] ).

Pour p = q = r = 2; on a

Bs
2;2(R) = (Bs

2;2)l2(R); alors l�opérateur de Hilbert est continue sur (Bs
2;2)l2(R):

4.2 Continuité de l�opérateur de Hilbert sur Bs
p;q(R2)

D�après la Proposition 1:5:8: On a

1) Bs
p;p(R2) = F sp;p(R2) (c-à-d p = q ),

2) Hs
p(R2) = F sp;2(R2) ( q = 2 ),

3) Bs
p;min(p;q)(R2) ,! F sp;q(R2) ,! Bs

p;max(p;q)(R2); ( voir [TH1] ).

Pour q = 2; on a

Bs
p;min(p;2)(R2) ,! F sp;2(R2) = Hs(R2) ,! Bs

p;max(p;2)(R2):

Théorème 4.2.50. Soit l�opérateur de Hilbert tel que

H";R : B
s
p;min(p;2)(R2) �! Bs

p;max(p;2)(R2);

alors H";R est continue sur l�espace de Besov Bs
p;min(p;2) dans B

s
p;max(p;2):

Démonstration. Puisque H";R est continue sur Hs (R2); alors

9c > 0 : kH";RfkHs � c kfkHs 8f 2 Hs(R2):

Soit g une distribution tempérée,

puisque Hs(R2) ,! Bs
p;max(p;2)(R2); alors

9c1 > 0 : kgkBs
p;max(p;2)

� c1 kgkHs 8g 2 Bs
p;max(p;2)(R2); (4.2.3)
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et puisque Bs
p;min(p;2)(R2) ,! Hs(R2); alors

9c2 > 0 : kgkHs � c2 kgkBs
p;min(p;2)

8g 2 Hs(R2); (4.2.4)

d�aprés l�inégalité (4:2:3); on a

kH";RfkBs
p;max(p;2)

� c1 kH";RfkHs � c kfkHs ;

d�aprés l�inégalité (4:2:4); on a

kfkHs � c2 kfkBs
p;min(p;2)

;

combinons ces deux inégalités, on obtient

9c3 > 0 : kH";RfkBs
p;max(p;2)

� c3 kfkBs
p;min(p;2)

8f 2 Bs
p;min(p;2)(R2):

D�où le résultat.

Remarque 4.2.51. .

i) Dans le cas p � 2 :

8<: max(p; 2) = 2;

min(p; 2) = p:

Alors l�opérateur de Hilbert est continue sur Bs
p;p (R2)dans Bs

p;2(R2):

ii) Dans le cas p > 2 :

8<: max(p; 2) = p;

min(p; 2) = 2:

Alors l�opérateur de Hilbert est continue sur Bs
p;2 (R2)dans Bs

p;p(R2):

iii) On a

Si p = q = r, alors Bs
p;q(R2) = (Bs

p;q)lr(R2) ( voir [MA] ).

Pour p = q = r = 2; on a

Bs
2;2(R2) = (Bs

2;2)l2(R2); alors l�opérateur de Hilbert est continue sur (Bs
2;2)l2(R2):



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons donné une généralisation du Lemme de Van Der Corput.

En utilisant une nouvelle procédure de dérivation, et nous avons appliqué ce Lemme

à la continuité de l�opérateur de Hilbert et de presque-de Hilbert dans L2 et Hs, puis

nous avons démontré la continuité de l�opérateur de Hilbert dans les espaces de Besov,

ce qui montre que le Lemme de Van Der Corput est réalisé dans les espaces de Besov,

mais avec des conditions fortes. Est-ce que le Lemme de Van Der Corput réalisé dans

les espace de Lizorkin-Triebel ? La question reste posée.
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