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Abstract

In this work, we give a generalization of Van Der Corput lemma,
where we use a new procedure of derivation. In an other part, we
apply it to the continuity of Hilbert operator in L? and Besov space.

Keywords : Besov spaces, Lizorkin-Triebel spaces, Hilbert opera-
tor.

Résumé

Dans ce travail, on donne une généralisation du lemme de Van Der
Corput, ou nous utilisons une nouvelle procédure de dérivation. Dans
une autre partie, il s’agit de 'appliquer a la continuité de 'opérateur
de Hilbert sur L? et l'espace de Besov.

Mots Clés : Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Opé-
rateur de Hilbert.

ii



Table des matiéres

T Prefiminaires

(1.1 ~ Série de Littlewood-Paley| . . . . .. ... ... ... ... ... ..
(1.1.1  La décomposition de Littlewood-Paley| . . . . . ... ... ...

(1.2 Opérateur de diftérences finis| . . . . . . . ... ... ... ... .. ..

(1.3 Espaces de Besov| . . . . . . . ... Lo

(1.4 Espaces de Besov localisés| . . . . . .. ... ... ... ... ......

(1.5 Espaces de Lizorkin-Triebell . . . . . ... ... ... ... ..

(1.6 L’opérateur de Dérivation| . . . . . . ... ... ... ... ... ....
(1.7 Opérateurs de Hilbert| . . . . ... .. ... ... ... ... .....

(=zénéralisation du Lemme de Van Der Corput|

2.1 Résultat principal| . . . . . .. ... 00000

Continuité de opérateur de Hilbert et presque-de Hilbert|

3.1 Continuité de 'opérateur de Hilbert sur L*(R)[ . . . . . ... ... ...

[3.1.1 Introduction et théoreme de continuitél . . . . . . . .. ... ..
BI2 Temmed . . . . . . . o
[3.1.3  Preuve du théoréme de continwmitél . . . . . ... ... ... ...

iii

11
11
12
12
13
13

14
14
18



Table des matiéres v

[3.1.4  Continuité de 'opérateur de Hilbert sur H*(R)| . . .. ... .. 27

3.2 Continuité de 'opérateur de Hilbert sur L*(R*)[ . . . . ... ... ... 28
[3.2.1 Introduction et théoréme de continuitd . . . ... ... ... .. 28

B22 Temmed . . ... ... .. ... 30

3.2.3 Preuve du théoreme de continuitd . . . . .. ... ... ... .. 32

13.2.4  Continuité de lopérateur de Hilbert sur H*(R*)[ . . . . ... .. 36

13.3  Continuité de 'opérateur de presque-de Hilbert sur L*(R)| . . . . . .. 37
[3.3.1 L’opérateur de presque-de Hilbert{ . . . . . . . . ... ... ... 37

13.3.2  Un résultat de continuité sur L*(R)[ . . . . . ... ... ... .. 38

[3.3.3  Continuité de 'opérateur presque-de Hilbert sur H*(R) . . . . . 41

3.4 Continuité de I'opérateur de presque-de Hilbert sur L*(R?) . . . . . . . 42
[3.4.1 L’opérateur de presque-de Hilbert| . . . . . . .. ... ... ... 42

13.4.2  Un résultat de continuité sur L*(R*)[ . . . . ... ... .. ... 43

13.4.3  Continuité de Uopérateur presque-de Hilbert sur H5(R*)| . . . . 46

[4  Continuité de 'opérateur de Hilbert sur les espaces de Besov| 48
4.1  Continuité de 'opérateur de Hilbert sur By (R)| . . . .. .. ... ... 48
#.2  Continuité de I'opérateur de Hilbert sur B3 (R*)] . . ... ... .... 50
Conclusion 52

[Bibliographie| 53




Introduction

Dans ce travail, on s’intéresse a 'opérateur de dérivation défini sur

C" ([a,b] ,R) (N trés grand) par

DE-1. /
Dl.:(.)’,...,D’“.:ak( > : 2<k<N (%)

avec (ay,), (B)) deux suites de fonctions de classe C ([a, b] ,R) et D* est I'opérateur

de dérivation associé a oy, (3, par rapport a k.

Quatres chapitres ont été considérés dans ce travail.

Le premier chapitre est destiné & rappeler quelques outils mathématiques qui seront

utiles par la suite. Nous commencgons par définition de la série de Littelwood-Paley

et I'opérateur de différences finis, et nous terminons par définition de les espaces de

Besov et les espaces de Lizorkin-Triebel et de 'opérateur de Hilbert.

Dans le second chapitre nous donnerons une généralisation du Lemme de Van Der

Corput ( voir [S1]) ot nous remplacerons la dérivation habituelle par celle de (x) et on

donne certains résultats sur 'opérateur de dérivation D* associé & ay, () qui seront

utiles dans le chapitre suivant.

Dans le troisiéme chapitre :

— On étudie la continuité sur L?(R) et L?(R?) de I'opérateur de Hilbert défini & par-
tir des intégrales singuliéres par une courbe & croissance rapide (voir la définition

3.2.25) :

Hpf(x) = lim flo— ()2t

)
e—0 Jo<t|<R t

Vf € D(R?)
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avec les conditions suivantes sur la courbe (t) = (t,75(t)) :
i) « impair sur [—R, R|,
ii) t — D¥vy;(t) est positive et croissante sur [0, R] pour tout k € N*,
i) D'y,(0), Vj=1,2.
La condition sera t —— ay(t) \, et t — [,(t) /.
La continuité-L?*(R) de Hg, fait appel a opérateur
Hof@)= [ fa—a)F. (4 € DEY),
e<|t|<R
qui est borné sur L?(R?) uniformément par rapport a € et R et ceci pour certain
7, (voir [NV1], [NV2] et [NV3]). On montre aussi que ces résultats établis sur L2
restent vrais sur H°.
— On étudie la continuité de opérateur de presque-de Hilbert sur L?(R) et L?(IR?)(voir

[MA2]). Pour cela on commence par définir 'opérateur de presque-de Hilbert

[A{T&Rf(x) = /<t|<Rf(x — y(t))——=dt, (Vf € D(R?)),

ou
i) w € CY(R,R") paire, v(t) = (7,(t),72(t)) de classe C (|- R, R] ,R) et impair,
i)t — Dkfyj (t) positive et croissante sur [0, R] pour tout k € N*,
iii) leyj(O) =0, Vj=1,2,
4i) t — @ est décroissance sur [0, R].
Dans le dernier chapitre, on étudie la continuité de 1'opérateur de Hilbert sur les
espaces de Besov.
Dans ces deux dernier chapitres, on a fait le méme travail dans R et R2.

Ce mémoire se termine par une conclusion.



Notations

— 2.y = Ty + T2y produit scalaire dans R2.

— {(.,.) : produit scalaire dans L?(R?).

p.p : presque partout.

— mes A : mesure de Lebesgue de ’ensemble A.

supp f : support de la fonction f.

Soient f, g deux fonctions integrables sur R?, alors la fonction

— (f*g)(z /fx— y)dy,

est appelée produit de convolution de f et g.

— R¢ : i.e par rapport a la variable .

— sgn & : le signe de €.

— Soit f € S(R?), alors
F)E) = f(&) = Jgo f(x)e” "4 dx désigne la transformation de Fourier et
Ff)(x) = f(z) = (2m)72 [po f()e™€dE la transformation de Fourier inverse.

— Pour une distribution f définie sur R? et a € R?, on définit 'opérateur de translation

par

Tof () = f(x — a), vz € R2

— C*(RR?) : les fonction k fois continfiment différentiables sur R2.
— D(R?) = C>(RR?) est I'espace des fontions de classe C™ et & support compact.

— S(R?) : l'espace des fonctions a déccroissances rapides, et S'(R?) est le dual de



Notations

S(R?).

— L?(R?) : l’espace des fonctions mesurables sur R et de norme

191k = ( [ 160)as ) s

— L>®(R?) : Iespace des fonctions mesurables sur R et de norme

||f|loo = supess | f(z)| < oc.
rER?2

Ll

loc

(R?) : 'ensemble des fonctions localement intégrable sur R2.

— H*(R?) : I'espace de sobolev des distributions tempérées telle que

1/2

Il ={ [ [FO] (1)) <o




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Série de Littlewood-Paley

1.1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

Nous allons rappeler la définition de la décomposition de Littelwood-Paley d’une dis-
tribution tempérée.

Soit ¢ € S(R) telle que

i) suppp C {x € R: 271 < |z| < 2!}

it)p(x) > 0 pour 271 < |z < 21,

i) Y ieq P(277x) = 1 pour x € R\{0}.

On pose

o9}

Y@)=1-) o),

on obtient une fonction ¢ € C*°(R) telle que suppy C {z € R: |z| < 2}

alors pour tout z € R, on a
P(x)+ > p@7Fr) = 1. (1.1.1)

La relation (1.1.1) converge dans S(R) est appelée la partition de l'uniteé.
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A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolution
Qr : S'(R) — C=(R)
fr—=(Qf)(x) = (F Hp(27"2)) * f)(2), (k=>1),
S;: S'(R) — C*(R)
fr—=(Sif)(x) = (F (w2 72)) « f)(x), (J =0),
avec (Qg = Sp.
Ecrivons la relation (1.1.1) au point 2%z, alors
V(27 + Z 0(277x) = 1.
j=k+1
En multipliant par fdonc
W2 F)f+ Z 27z)f = f. (1.1.2)
En appliquant ’application F~! sur (1.1.2) , on obtient
FRE@ )N+ F Y e@n)f) =,
j=k+1
Sef+ ), Qif =1 (1.1.3)

j=k+1
Pour £k =0 -
Qof +>_ Qif = f,
j=1
alors .
F=Y_Qif
j=0

On remplace f dans (1.1.3), on trouve

Sef+ > Qif = Qif,

j=k+1 §=0
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k
Sif = Z Q;f
=0

Remarque 1.1.1. On peut construire la série de Littlewood-Paley de la maniére suivante
Soit f € D(R), telle que
0<opx)<1

1 si |z <1
p(r) = _ ;
0 si|z| > 3.
On pose ¥(x) = p(z) — ¢(2z), nous avons alors
DY ez Y2 7F2) =1, z#0.
i)p(x) + > 00, U(27Fz) = 1, r €R.
et

supp¥ C {z e R: 1 < |z <2}

1.2 Opérateur de différences finis

Définition 1.2.2. Soient f € S'(R) et z,h € R et m € N, l'opérateur de différences

finis est noté par A" telle que

k=m
A f(x) =)  Ch(=D)"f(x + (m - k)h),
k=0
ou
m!
Cm = kl(m — k)l

1.3 Espaces de Besov

Définition 1.3.3. Soient s e R, 1 < p < oo et 1 < g < oo, I'espace de Besov noté
B; (R) est I'ensemble des f € S'(R) telle que || f]

s < o0
Byq(R) ’
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o 1/q
i (ZZS’“’IIQMIIZ) pour g

- k=0

ou 1/]

B;’q(R)

SUP>g 2% |Qxfll,, pour ¢ = oo.

Proposition 1.3.4. Soient | un entier, et p,q € 10,00[, si 0 < s <1, alors l’espace de

Besov By (R) est l’ensemble des distributions tempérées f vérifiant

qa/p dh .
1f 3y = IF1l, + (/R\h\sq (/R!AZJ”(x)!pdx) m) .

1.4 Espaces de Besov localisés

Soit 1) une fonction de classe C*, telle que supp ¥ C [0, R] avec R > 1, vérifier

D W —k) =1, (z € R).

kEZ

Définition 1.4.5. Soient s € R, et 1 < p,q,7 < o0o. L'espace de Besov localisé noté
(B, )ir, est Pensemble des f € S'(R), telle que

1/r
r
s Q.
Bfnq) <+t

1.5 Espaces de Lizorkin-Triebel

1 llgsg e = (Z 7.t

kEZ

Définition 1.5.6. Soit s € R, 0 <p < oo et < qg< oo, 'espace de Lizorkin-Triebel,
noté F; (R) est I'ensemble des f € S'(R) telle que HfHF;,q(R) < 00,

oo 1/q
(Z 28’“1\@#!‘1) , pour ¢ # o,
F3,@R) —

k=0

ou /1

q
HSUpkzo QSk\QkﬂHp, pour g = 00.

Proposition 1.5.7. Pour 1 < p < o0, alors l’espace de Lizorkin-Triebel inq(R) est



Chapitre 1. Préliminaires

13

I’ensemble des distributions tempérées vérifiant :

([ (o o) )™

Proposition 1.5.8. Les propriétés suivantes sont vérifiées : (voir [TH1] )
(1) Lp(R™) = F2,(R™), 50 0 < p < o0,
(i) By ,(R") = F3 (R"), 5i 0 < p < 00, s €R,
(4ii) Hy(R") = F3,(R"), 810 < p < oo,
pour les définitions de L,(R") et H>(R"), voir les notations.

/]

Fs (R) = 11, +

1.6 L’opérateur de Dérivation

< +00.

Définition 1.6.9. Soient oy, ay, ....et (3, B, .... deux suites de fonctions réelles définies

sur [a, b] de classe CV, (N trés grand ).

Pour toute fonction f appartient & CV([a, b],R), on définit la dérivation par

k> 2.

Dklf)’

le:f',....,Dkf:ak< 3
k

Remarquons que pour o = 3, = 1, Vk € N, on a la dérivation habituelle.

1.7 Opérateurs de Hilbert

On définie l'opérateur de Hilbert Hp par

He(f)(x) = lim fo— ()L

)
e—0 Je<<r t

Vf e DR"),

avec les conditions suivantes sur la courbe v (t) = (¢, 75(), ..., v, (%))
— «y impaire sur [—R, R],

— t — DF,(t) est positive et croissante sur [0, ] pour tout k € N*,
—Dl"yj(O):O, Vj,2§j§n

(1.6.4)



Chapitre 2

Généralisation du Lemme de Van

Der Corput

Dans ce chapitre, nous donnerons une généralisation du Lemme de Van Der Corput.
En utilisant une nouvelle procédure de dérivation, comme ce que nous avons défini

dans le premier chapitre.

2.1 Reésultat principal

Proposition 2.1.10. Supposons que

ag =, =1,

i1) t — ag(t) positive et décroissante sur [a,b], Vk > 2

i) t — [,(t) strictement positive et croissante sur [a,b], Vk > 2,
soit f : [a,b] — R une fonction de classe C* telles que

43)D'f est monotone,

5i) il existe A > 0, telle que |D*f(t)| > \, Vk > 1, Vt € [a,b].

Alors , 1k
/ eif(t)dt‘ < ¢ {)\Bl(a)ﬁ2<a> """ ﬁk(a)} ’ (211)

aj(a)as(a)......ax(a)

ol ¢ ne dépend que de k avec ¢c1 = 2 et ¢, =2+ 2¢p_1.

14
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Démonstration. On démontrera ceci par récurrence sur k :

Pour k£ = 1, on suppose que D' f est croissante et D' f > ). Alors par intégration par

b .
/ e’f(t)dt‘ =

partie, on a

On suppose que D1 f(t) > A, ( la méme démonstration si D1 f(t) < —\).

On pose h = D*f.

B, et h sont des fonctions continues sur [a,b], ce qui donne pour k > 1, ﬁ“ est
continue sur [a, b], donc il existe ¢ € [a, b] tel que

h ) .| A ( t)’
¢)| = min .
Bri tefab] | Briq
L’hypothése du récurrence donne Thﬂ est croissante Vk > 1.

On décompose l'intervalle [a,b] en [a,c —d] , [c — J,c+ d] et [c+ 0, ] avec § > 0.
Quand t ¢ [c — d,c+ 0], onapourt € [c+ ,b] (de méme pourt € [a,c—d]):

6::1 (t)‘+ 6::1 )= ﬁfﬂ (e+9)- ﬁfﬂ )
puisque
0] 2 50
et
(0| = ~5— (o)
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en appliquant le théoréme des accroissements finis, on obtient

]2 (50s) o

h
5k+1

(o), (c<&<c+9). (2.1.2)

1°"cas :

Si +—(c) =0, alors

Fon
h (t)‘zé( h )I(g):5M (c<&<ctd)

Brs1 Brs1 arr1(§) 7
Puisque 5, (resp ay41) est positive et croissante (resp positive et décroissante ),
on a
a
\h(t)] > 5)\6k+—1<>_
ap1(a)

Décomposons l'intégrale

c—0 c+0 b )
{/ +/ +/ }elf(t)dt:h—k.ig%—lg.
a c—0 c+0

Estimation de I,
c+0

L < /yeif<t>|dt:25. (2.13)
c—0
Estimation de I; et I;

L’ypotheése du récurrence donne directement

c—6
| [ airogy] < o (5351 (@B2(0) By (@) T
|1 a/ dt| < cy ((5)\ aj(a)azg(a).....ap1(a) ) ; (2.1.4)
| fosog] < (5 Pr(@5a(0) By
‘[3| +/6 dt| < cg (5)\ a1<a)062(a) ..... Qjt1 (CL) ) (2.1.5)

2¢mecas

Si #H(c) # 0, alors ¢ = a ou ¢ = b. Supposons que ¢ = a et écrivons
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la,b] = [a,a+n]Ula+n,b] avec n > 0.
Quand t € [a,a + 7], grace a (2.1.2) on a

521@)'2%” (5:11),(@, (c<&<a+n)

d’ou @
1 Brula
|h(t)] > 5%—%; @ (2.1.6)

ce qui donne, apres qu’on a découpé l'intégrale comme le suivant

a+mn
/ O = / / YOt = I, + I,
a a+n
Estimation de 1.
a+mn
Il < / RECIpv— (2.1.7)

Estimation de Ij.

L’inégalité (2.1.6) permet d’appliquer I'hypothése de récurrence et d’obtenir

b —1/k
|I5| = /eif(t)dt < ¢ (%nkil(a)ﬁz(a) """ ﬁk“(a)) : (2.1.8)

+n

finalement, il suffit de regrouper (2.1.3),(2.1.4),(2.1.5),(2.1.7),(2.1.8) et de choisir

a a)...... a —1/(k+1)
o, (Am )B2(@).o..- B )) |

2 aj(a)azg(a).....apy1(a)

pour obtenir (2.1.1) avec cx11 = 2 + 2¢%. CQFD [

Proposition 2.1.11. FEtant donnée deux suites de fonctions réelles positives (o) et
(Bi)k telles que
i) ag =P, =1,

61)05,(t) > m[a)g]ozk( s), Vk > 2, Vt € [a,!].
s€la,
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Soit f € CN([a,b],R), (N trés grand ), telles que

4i)D' f est monotone,

5i) il existe X > 0, telle que : |D¥f(t)| > \, Vk > 1, Vt € [a, b].

Alors ,

/ eif(t)dt’ < A VE (2.1.9)

ot ¢ ne dépend que de k avec (c1 =2, ¢ =2+ 2c5_1).

Démonstration. La méme démonstration avec celle de la Proposition 2.1.10, mais dans

(2.1.6) on utilisera 'hypotheése 6i) et cela implique que |h(t)] > $nA. [

2.2 Conclusion

Corollaire 2.2.12. Soient fi, fa,....fx des fonctions définies sur |a,b] de classe C™,
telles que
7i)t — D' f;(t) est monotone (1 < j < k),
&) |D"f;(t)| > 1, (1<j<k),Vn>1,VtEa,b.
Alors pour toutes suites de fonctions (), et (5,,)n vérifiant (i, Proposition 2.1.10) et

(61, Proposition 2.1.11), on a

b A () k o
74
/ e I=1 dt| <e, (Z )\j> ,

j=1
ou A\; >0, (Vj:1<j<k) etc, ne dépend que de n.

Démonstration. On pose F(t) = 2?21 A, fi(t), il suffit d’appliquer la Proposition
2.1.11 pour la fonction F. |

Corollaire 2.2.13. Sous les hypothéses du Proposition 2.1.10, pour toute fonction
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f e C>(a,b],R) et toute fonction g € C*([a,b],R), on a

/abg(t)eif(t)dt‘ < Ck{Aﬁlga)ﬁz(a)...ﬂk(a)}”’“X <|g(b)| +/ab|g’(t)|dt>. (2.2.10)

ag(a)ag(a)....ax(a)

Démonstration. On pose F(x) = fax e/ dt. Par intégration par partie, on a

/abg(t)eif@)dt' = 'Q(b)F(b)—/bF(t)g’(t)dt‘

< \g(b)HF(b)H/ [E (D)l (1),

d’aprés la Proposition 2.1.10, on obtient

a a)....0.(a —Ll/k
|F<as)|§ck<A§1E )5a(@) ﬁk”)  Veelul

1(a)as(a)....ax(a)

d’ou le résultat. [ |

Corollaire 2.2.14. Sous les hypothéses du Proposition 2.1.10, pour toute fonction

g € C' ([a,b] ,R) positive et décroissante on a

[ 50670 < gt {r Al AL

Démonstration. Il suffit d’appliquer le corollaire 2.2.13 et 1’égalité

') =—g'(t),  Vtelab].

On va terminer ce chapitre par la Remarque suivante

Remarque 2.2.15. Siap = 6, =1, (Vk > 1), dans la Proposition 2.1.10, alors
I'inégalité (2.1.9) est la forme standard du Lemme de Van Der Corput .



Chapitre 3

Continuité de 'opérateur de

Hilbert et presque-de Hilbert

3.1 Continuité de I’opérateur de Hilbert sur L*(R)

3.1.1 Introduction et théoréme de continuité

Considérons I'application v : [-R, R] — R, 0 < R < oo avec v € CV([-R, R] ,R)
(N trés grand ).
Si e €0, R[, on définit Popérateur de Hilbert le long d’une courbe par la formule

Hyf(z) = lim fo—a)E, wrep®). (3.11)

0 Jecpt|<R t
On sait que si y(t) = t, alors : Eli_nf}0 f‘t|>6 f(z —t)% existe en norme LP(R),
1 < p < oo.( voir [Sy, p.35]).
On sait aussi que si v : [—R, R] — R une fonction impaire, positive lorsque ¢ € [0, R]

et v"(t) > 0 pour tout ¢ € ]0, R], alors Hg est borné sur L*(R) (voir [MO1] ou [SW]).

20
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Définition 3.1.16. On dit que «v est une courbe a croissance rapide si elle posséde les
propriétés suivantes
(1) t — D¥y(t) positive et croissante sur [0, R] pour tout k € N*,
(2) D'4(0) = 0, et ax(0) =0, Vk > 2.

Remarque 3.1.17. ([SW, p.1284])
Soient f € L} (R), et ¢t — ~(t) une fonction continue sur R, alors
i) x— f(z —~(t)) et t — f(x — y(t)) sont mesurables.
ii) t — f(z —~(t)) appartient a L} (R) avec x € R.
i1i) Lopérateur Hg de Hilbert est bien défini.

En effet, on pose f(z —(t)) = foh(x), ou h(z) =z —~(t). On a x — h(z) est
continue sur R, donc mesurable sur R et on a aussi  — f(z) mesurable sur R, d’ou
On fait la méme chose pour la fonction ¢ — f(x — ~(¢)).

Pour i7), soient K7, K3 deux compacts mesurables dans R.
Puisque la fonction ¢ — || f(. —¥(?))|[L1 (r,) est continue sur K>, alors il existe une
constante cg > 0 telle que

FC =@z

loc

®,) < Co,

par le théoréme de Fubini, on a

/K 1= (e)ldadt /K 17 = A0l oyt

< comesKy < o0,

d’ott le résultat.
De (i) et (i) on obtient (7i1).
On s’intéresse maintenant a la continuité de l'opérateur Hp ( on le définit sous la

forme tronquée)
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dt

- Vf € D(R). (3.1.2)

Honl(f) () = / RO

Théoréme 3.1.18. Soit v une courbe a croissance rapide et impaire, alors

i) H.p est borné sur L*(R) uniformément par rapport a ¢ et R, i.e.

Jeo >0, |[Herfll2 < ool fll2, vf e L*(R)

i) lim He pf = Hrf existe en norme L3(R) et on a
HRfll2 < col[£1]2, Vf € L*(R).

Pour démontrer ce théoréme nous avons besoin des lemmes suivants

3.1.2 Lemmes

Lemme 3.1.19. Soit v une courbe a croissance rapide, alors on a

outel0,R].

Démonstration. Par le théoréme des accroissements finis et la croissance de la fonction

t — D'5(t), on a

Lemme 3.1.20. Soient
By = 6Dy, (6 >0). (3.1.3)
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et
f(t) = &),
ou & €Rettel0,R], alors :
IDf(t)] > £D'(1), (Vt € [0, R)).

Corollaire 3.1.21. Soit f(t) = &v(t), avec € R ett € [0, R

on pose

52:5D177 (5>0)
Alors on a
D' f(t)] = €D (2).

Démonstration. En appliquant directement le Lemme précédent. |

Lemme 3.1.22. Pour toute fonction f dans S(R) on a

~

F(Herf) (&) = mer(§)f(E)

ol
ydt

mea@= [ e
e<|t|I<R

Démonstration. Appliquons le théoréme de Fubini, on obtient

F(Herf) () = / E { /R e f(x — v(t))dx} dt.

e<|t|<R t

On pose u = x — ~y(t), on obtient

/ f(u)e—iﬁ(uﬂ(t))du — f(g)e—ifv(t)_ CQFD
R
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|
Lemme 3.1.23. Formule de Plancherel-Parseval
1Fgll2 = (2)"2]|g]l2 Vg € L*(R).
Démonstration. Pour toute fonction A dans L*(R), on a
Fo) B = [ RO
R
= / h(§) {/ e_msg(x)dx} dé.
Re .
En appliquant le théoréme de Fubini, on obtient
(F(9),h)p2nre = / 9(z) {/ e””ﬁh(f)df}dx
T Rg
= 0 [ g@F W @
= (2m) (9: F (M) 1y p2 s
il suffit de prendre h = g pour obtenir le résultat. |
3.1.3 Preuve du théoréme de continuité
Démonstration. Preuve de (i)
En appliquant & (3.1.2) successivement les Lemme (3.1.22) et (3.1.23), on obtient
, dt
e (€)= / ks (3.1.4)
e<|t|<R t

Il suffit donc de prouver qu’il existe une constante ¢ > 0, telle que

Ime r(§)| < ¢, (V¢ € R).

(3.1.5)
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X0 gi 212 . .
Comme fo = du = 7, un calcul élémentaire montre que la fonction

h s . . .
h— [ #2%duy est croissante et majorée par Z sur [0, oo[, ce qui donne
0 u 2 9 )

meale) = —2i [ Feinlte)

t

RIEl gin 4y

= —2i sgn(&) /|§| ” du,

alors
RIEl gin

|me r(&)| = 2/ du < .
g U

Preuve de (i7)

Pour montrer que li_r}rg)Ha rf = Hrf existe en norme L?(R), il suffit de montrer que
(H. rf)e>0 est une suite de Couchy dans L?*(R).

Existence

Appliquons les lemmes (3.1.22) et (3.1.23) a la suite de fonctions

(HaRf - Hs’,Rf)a,E’a Vf € L2(R)

pour £ > €', nous obtenons

F<H5,Rf - Ha’,Rf) (5) = Mg ¢ (§)f<f)(§)

meal€) = =21 [ fsin(ea ()}

Ve':0<e <1,0na

[me o (§)]

IN

1+¢ dt
2 / at
1—¢’ t

1
_ om-—"°
1—¢
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d’ou
1+e¢
1—¢’

||H5,Rf - He’,Rf”? < 2||f||2 In

Passons & la limite quand ¢,¢’" — 0, on obtient

||H5,Rf - He’,RfHQ — 0.

Donc (H. g f)eso converge vers une limite, soit Lgf, dans L*(R).

Unicité

De la définition de 'opérateur Hg, on a lin(l)HE,Rf(ac) = Hpf(z) existe dans R, donc

HRf<CL’) = LRf(ZL'), VreR

c’est-a-dire

Hrf = Lgrf.

Montrons maintenant que

I|Hrfl]2 < col| fll2; Vf e L*(R).

Appliquons (i) et puisque lir%H& rf = Hgpf existe en norme L?*(R), on obtient
e—
Ve:0<e<R

\|Hrfllz < [|Herf — Hrfll2 + col| fll2s Vf e L*(R).

Ce qui donne lorsque € — 0

[ Hr[l2 < col[f1]2; vf € L*(R). CQFD
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3.1.4 Continuité de 'opérateur de Hilbert sur H*(R)

Théoréme 3.1.24. Soit v une courbe a croissance rapide et impaire, alors

i11) H. g est bornée sur H*(R) uniformément par rapport a € et R.

i.e, ElCO > 0, HHE,Rf‘

s ®) < Col[f[s(m), Vf € H*(R).
4i) 111%H5,Rf = Hpf existe en norme H*(R) et de plus

1HRf|

ms®) < col | f]|ms ), Vf e H(R).
Démonstration. Appliquons le théoréme de Fubini et le Lemme 3.1.22, on obtient
FLI = A PHpf} (€) = mep©F (I - APPF) (6),  VfeSR)  (3.16)

ou
dt

me r(§) :/ e —,
e<|t|<R t
Comme dans la partie 3.1.3, on a démontré que
deg > 02 |mer(§)] < co, (V¢ € R).
Combinons cette inégalité et (3.1.6), on obtient
| He.rfllms ey < coll fllaem), vf e H*(R).

liI%Ha rf = Hrf existe dans H*(R) ( grace au Lemme 3.1.23 ) il suffit donc d’écrire

1R f]

ws®) < ||Herf — Hrf

wo@) + ol fllaem, VS € H(R),
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et de passer a la limite lorsque ¢ — 0, pour obtenir

[ Hrf||ms®) < col|f]

ww. V€ H(R)

3.2 Continuité de ’opérateur de Hilbert sur L?(R?)

3.2.1 Introduction et théoréme de continuité

Considérons I’application (vecteur) v : [-R, R] — R? 0 < R < oo, ou
V() = (t,72(t) avec v € CV ([~R, R] ,R?) (N trés grand ).

Si e €10, R[, on définit 'opérateur de Hilbert le long d’une courbe par la formule

Hpf(x) = lim flo— ()L

b
e—0 Jo<t/<R t

Vf € D(R?). (3.2.7)

Définition 3.2.25. On dit que 7 est une courbe a croissance rapide si elle posséde les
propriétés suivantes :
1) t — D"~ (t) positive et croissante sur [0, R] pour tout k € N*,
2) Dlyj(()) =0,Vj,j=12et ap(0) =0, Vk > 2.

Remarque 3.2.26. ([SW, p.1284])
Soient f € L} (R?), et t — 7(t) une fonction continue sur R, alors
i) x+— f(x —~(t)) et t — f(z — y(t)) sont mesurables.
ii)t — f(x —~(t)) appartient & L}, .(R) (z € R?, p.p).
i1i) Popérateur Hg de Hilbert est bien défini.
En effet, on pose f(x — v(t)) = f o h(x), ot h(x) = x — v(t). On a x — h(x) est
continue sur R?, donc mesurable sur R? et on a aussi * — f(x) mesurable sur R?,
d’ou (i).
On fait la méme chose pour la fonction t+—— f(x —~(t)).

Pour (ii), soient K;, K, deux compacts mesurables respectivement dans R? et R.
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Puisque la fonction ¢ — || f(. — ~v(2))]| L1 (r2) ©st continue sur K3, alors il existe une

constante cg > 0 telle que

1FC =Dy w2y < co,

par le théoréme de Fubini on a

/1<1sz |f(x —~(t)| dedt = /K2 Ilf(. — y(t))”Llloc(Rz) dt

< g mesKy < 00,

d’ot le résultat.
De (i) et (it), on obtient (#ii).
On s’intéresse maintenant a la continuité de l'opérateur Hg ( on le définit sous la

forme tronquée)

Ha@ = [ fe—a0)F. wepm) (28)

Théoréme 3.2.27. Soit v une courbe a croissance rapide et impaire, alors

i) H. g est borné sur L*(R?) uniformément par rapport a € et R, i.e.
deo > 0, | Herflly < coll fl]2, Vf e L*(R?)
iz’)eli_r{loHE,Rf = Hpf existe en norme L*(R?) et on a
[Hrfll2 < collf]l2, Vf e L*(R?).

Pour démontrer ce théoréme nous avons besoin des lemmes suivants
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3.2.2 Lemmes

Lemme 3.2.28. Soit v une courbe a croissance rapide, alors on a

D2’72(t) > %%(t%
oute|0,R].

Démonstration. Le théoréme des accroissements finis et la définition 3.2.24 impliquent

on fait la méme chose a la fonction s — D;,;z (s), pour tout s € [0,

et puisque asy est décroissante, alors
1

a2<t>DB—Z2<t> <tD(6)  (0<E<t),

ce qui donne

t)as(t)
D2y > Caltae()
0= 5, 0p,0 "
n
Lemme 3.2.29. Soient
B =06D7y;, pour j=1,2, (0>0). (3.2.9)

et
f(t) = 5171(75) + 5272(0;

oué eR? ett €|0,R], alors

Jv:1<v<2:|D*(t)| >€,D%*,(1), vVt € [0, R].
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Corollaire 3.2.30. Soit f(t) = &t + E475(t), avec £ € R? et t € [0, R]. Pour j =1,2
on pose

By = 5Dj7j7 (6> 0).

Alors on a

|D?f(t)] = |&|D%(t)-
Démonstration. En appliquant directement le Lemme précédent.

Lemme 3.2.31. Pour toute fonction f dans S(R?), on a

~

F(Herf) (&) = mer(§)f(E)

ol

me r(€) :/ e mu)?'
c<|t|<R

Démonstration. Appliquons le théoréme de Fubini, on obtient

F(H:rf)(E) = / E { /R 2 e T f(r — 7(t))dw} dt.

e<lti<r t
On pose u = x — 7(t), alors

~

f(u)efii-(wv(t))du — (S)efif.v(t)‘ CQFD
RQ

Lemme 3.2.32. Formule de Plancherel-Parseval

179l = @2m)llgllz, Vg € L*(R?).
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Démonstration. Pour toute fonction h dans L?*(R?), on a

F@) e = [ TN

_ A@{[R%e_igg'fg(az)dx}df.

En appliquant le théoréme de Fubini, on obtient

(F(9). W)racrs = / 9() { /

= @0 [ s@F W)

= @) (g, F (1) oy o

2
3

e”’-fh(ﬁ)dﬁ} dx

il suffit de prendre h = g pour obtenir le résultat.

3.2.3 Preuve du théoréme de continuité

Démonstration. Preuve de (i)

Appliquons & (3.2.8) successivement les lemmes 3.2.31 et 3.2.32, on trouve

me, r(§) :/ e 5”(”?.
e<|t|I<R

Il suffit donc de prouver qu’il existe une constante ¢ > 0, telle que
Imer(€)| <c,  (VEER?).

On a y(t) = (t,7,(t)) et £ = (&4, &),

en écrivant (3.2.10) sous la forme

R —&
: dt
{/ +/ }e‘m“)— =1 + L.
€ —R t

(3.2.10)

(3.2.11)
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En décomposant I en :

a a R
Il — / {€*i§~’7(t) _ €*i§1t} @ + / e*iflt@ + / e*ifﬁ(t)@
€ t € t a t

= I3+ 14+ 15

avec a est défini par 1’équation

€a] Vo(a) = 1.

Estimation de I3 et I,.

On a
e Lo dt
ni< [l <n
c t

D’autre part on a
e—ifﬁ(t) _ e—ifﬂf‘ — |€—if2"/2(t) _ 1‘

()

Y

alors

i (@%(ﬂ) ‘ dt (3.2.12)

] < 2/5 ;
|

“ ()
< |§2/€ Tdtv

les deus hypotheses 7,(0) = 0 et v4 croissante, impliquent v,(t) < tv5(t), d’ou le

dernier terme de l'inégalité précédente est majoré par

|§2|/ Yo(t)dt = |Ey] v(a) = 1.

Estimation de Is.

1

- est décroissante sur [0, R] et grace au corollaire 2.2.14,

Puisque le la fonction ¢t ——

on obtient

15| < % (|§2| DQ%(G)W) 71/2-
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D’apres le Lemme 3.2.31 et le corollaire 3.2.33, on a

[I5| < co (€, 72(“))71/2 = Cp.

Estimation de Is.

De la parité de la fonction t — () , on a

R
- / em(t)%

on décompose Iy, = —(Ig + I7 + Ig) avec

" 0y dt
Is = /a e gty @

]7:/ eifltﬂ
€ t ’

R
Iy = / g0

et on estime chaque terme comme dans les cas I3, I4 et I5.

Preuve de (i7)

Pour montrer que limOHE, rf = Hpf existe en norme L?(R?), il suffit de montrer que
£E—

(H. rf)e>0 est une suite de Cauchy dans L?(R?).
Existence

En appliquant les lemmes 3.2.31 et 3.2.32 a la suite de fonctions

(HE,Rf - H&’,Rf)a,s'a (Vf € LZ(RQ))

pour £ > €', on obtient

F<H5,Rf - Ha’,Rf) (5) = Mg ¢ (§)f<f)(§)
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ou

me€) = =21 [ fsin(ea )}

Ve':0<e <1,0na

1+e
me(©)] < 2 / at
1

ot
1
= 2In +€,
1—¢
d’oll
1+e¢
HHE,Rf_HE’,RfH2 S 2Hf’|21n1_8/'

Passons & la limite quand ¢,&’ — 0, on obtient
\|[Herf — Ho rfll2 — 0.

Donc (H. g f)e~0 converge vers une limite, soit Lgf, dans L?(R?).

Unicité

De la définition de 'opérateur Hg, on a limOH& rf(z) = Hrf(x) existe dans R, donc

Hpf(x) = Lrf(z), (Vz € R?)

c’est-a-dire

Hrf = Lgrf.

Montrons maintenant que

Hefll2 < collfll2, VS e L*(R?).

En appliquant (i) et puisque limOHE, rf = Hgpf existe en norme L?(IR?), on obtient
E—

Ve:0<e< R

|Hrfll2 < ||Horf — Hefll2 + ool fll2, V[ € L*(R?).
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Ce qui donne lorsque ¢ — 0

1Hrfll2 < collfll2,  (Vf € LX(R?)). CQFD

3.2.4 Continuité de I'opérateur de Hilbert sur H*(R?)

Théoréme 3.2.33. Soit v une courbe a croissance rapide et impaire, alors

iii) H. g est bornée sur H*(R?) uniformément par rapport a ¢ et R.
1.6 E|Co > 0, ||H€,Rf“HS(R2) < COHfHHS(R2)7 Vf c HS(R2)
47) limOHa’Rf = Hpgf existe en norme H*(R?) et de plus

|1HRf

mer2) < Col|flmsm2), Vf € H*(R?).

Démonstration. Appliquons le théoréme de Fubini et le Lemme 3.2.31, on obtient

F{UI = AYPH.af} () = men(©)F (I - A)2f) (). Vfe SR  (3.2.13)

ou
dt

meale)= [ o0
e<[t|<R t
Comme dans la partie 3.2.3, on a démontré que

dcg > 0: |mer(§)] < co, (V€ € R?).

Combinons cette inégalité et (3.2.13), on obtient

|| He,m f|msm2) < col|f]|ms(r2), Vf e H*(R?).
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limOH& rf = Hrf existe dans H*(R?) (grace au Lemme 3.2.32) il suffit donc d’écrire

HHRf’ HS(RQ) S HHE’R]C - HRfHHS([RQ) + COHf| HS(R2)’ vf 6 HS(R2)7
et de passer a la limite lorsque ¢ — 0, pour obtenir
Hrf s @2) < collf1l,e ge Vf e H°(R?).

3.3 Continuité de ’opérateur de presque-de Hil-

bert sur L?(R)

3.3.1 L’opérateur de presque-de Hilbert

Nous allons étudier la continuité de I'opérateur de presque-de Hilbet sur L?*(R), ce
probléme est plus général que celui qui a été étudié précédemment.

On considére deux applications v € CV([—R, R|,R), N trés grand et w € C*(R,R.) .

Définition 3.3.34. On appelle opérateur d’intégrale singuliére presque -de Hilbert tout

opérateur de la forme
Pt = [ fo—) e, vieDm), (3:3.14)
e<|t|<R

Remarque 3.3.35. Soit f € L} (R,), alors
i) x— w(t)f(z —~(t) et t — w(t)f(z —~(t)) sont mesurables,
i)t — w(t)f(z — v(t)) appartient a Lj, (R) avec = € R.

En effet la fonction ¢ — w(t) est continue donc mesurable et comme dans la Remarque

3.1.17 il est facile d’obtenir i) et ii).

Remarque 3.3.36. IA{T&, rf est bien défini grace a la Remarque 3.3.35.
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3.3.2 Un résultat de continuité sur L?(R)

Théoréme 3.3.37. On suppose que
i) v a croissance rapide et impaire,
i1) w une fonction paire et bornée telle que =~ ) décroissante sur 0, R].
Alors
iii) H.p est borné uniformément par rapport o ¢ et R sur L2(R)

47) lil%ﬁ[E,Rf = j:IRf existe en norme L?(R) et de plus

I Hrfll2 < collf]]2; Vf e L*(R).

Démonstration. Preuve de iii)

Par un calcul direct, on obtient

dt
t

(€)= —2i / () sin(€ (1)

Il suffit de démontrer qu’il existe une constante ¢y > 0 telle que

Ime r(§)| < co, VEeR, Vee€]0,R].

—gmante) = { [+ [ fewsimeamn?

= [1+[27

ou a est défini par ’équation

v(a)
w(a)

€]
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Estimation de I;

hl < [ @sinEam)T

< Jel ol [ et
00 "y d

< Jel [l / o (1)t

= Khv(@)llwlleo < llwl
Estimation de I,
Sia= Ralors Iy =0
Si0<a< R:

R d 1 R
[ etsineaonT| = | [ b deosteat).

Par intégration par partie, on obtient

1 [ w(R) w(a) R
Ll < 15 {me bt

! (ti@)) ‘} |

w(t)

oy est décroissante, alors
v (¢)

& (t:%) =Y

Puisque la fonction t —

d’ou
2 w(a) 2 w(a)
1 — — =2
= T o) = Tyt~
ce qui montre que
[mer(E)] <2 (2+wll%) (V¢ €R).

Preuve de 4i)

D’aprés le résultat établi en i7) du théoréme 3.1.18, il est clair que



Chapitre 3. Continuité de I'opérateur de Hilbert et presque-de Hilbert 40

lir%ﬁa, rf = H rf existe en norme L?(R), on utilise seulement 1’hypothése

w € L=(R). u

Théoréme 3.3.38. On suppose que
i) v a croissance rapide et impaire,
5i) w paire, w € L®(R) et w' € L'(R).
Alors

iii) H. g est borné uniformément par rapport ¢ ¢ et R sur L*(R)

47) lin% [?57Rf = I;TRf existe en norme L?(R) et de plus
| Hrfl2 < collf]]2. Vf e L*(R).

Démonstration. Preuve de iii)

Pour trouver I'inégalité

1o fll2 < coll ]2 vf € L*(R),

il suffit de montrer qu’il existe ¢y > 0 (ne dépend pas de ¢ et R ) tel que
Imer(§)| <co, VEER, Veel0, R].

Par intégration par partie, et d’aprés I'inégalité (3.1.5), on a
/ it 45
e<|s|<t S

[me,r(§)] < coll|wlloo + [o]]1)-

<cg, (Vt:e<|s| <t).

D’ou

Preuve de 4i)

Pour prouver que lin% ﬁs, rf = Hp f existe en norme L?(R), on applique le résultat i)
e—
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du théoréme 3.1.18 et I’hypothese w € L>(R). [

Nous terminons cette partie par deux exemples d’une fonction w, telles que w soit

positive, paire et @ a une singularité en O :
D w(t) =1+t aveca, 3> 0.

2) w(t) =e " a>0.

3.3.3 Continuité de opérateur presque-de Hilbert sur H*(R)

On imite le résultat de la partie 3.1.4 pour montrer la continuité de 'opérateur H R

sur H*(R).

Théoréme 3.3.39. On suppose que

i) v une courbe a croissance rapide et impaire,

i) t — @ décroissante sur [0, N|, tel que w € L*®(R) paire.
Alors

61) ﬁa r est borné uniformément par rapport a ¢ et R sur H*(R).

77) limOfI&Rf = Hpf existe en norme H*(R) et de plus

| Hrf]

) < |l flms @), Vf € H(R).

Démonstration. Preuve de 6i)

En utilisant le résultat du Lemme 3.1.22, alors pour tout f € S(R), on a

F (1= 8)2Honf ) (€) = men(©F (I = A7) (€)

ol
) t
men@= [ ey,
e<|t|<R t

et grace aux hypotheses i) et i) du théoréeme 3.3.37, on a

mer(§)| <ec¢, (VEeR, Veell, R
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alors

| He rf ey < cl|/]

Hs(R), Vf e HS(R)

Preuve de T7i)

D’aprés le résultat (47) du théoréme 3.3.37, il est évident que
hmoﬁa,Rf = ﬁRf
existe en norme H*(R) d’ou

|| Hrf|

ms@®) < || fllmsw), Vf e H*(R).

Remarque 3.3.40. Pour y(t) = t et [;° #dt < o0. Alors H. est borné sur H*(R)

uniformément par rapport a e.

3.4 Continuité de ’opérateur de presque-de Hil-

bert sur L?(R?)

3.4.1 L’opérateur de presque-de Hilbert

On considére deux applications v € CV ([—R, R],R?) et w € C'(R,R,) avec
1(6) = (12(),72(8)) et N trés grand.

Définition 3.4.41. On appelle opérateur d’intégrale singuliére presque-de Hilbert tout

opérateur de la forme

H.pf(x) = /<t|<R [l —~y(t)—=dt, Vf € D(R?). (3.4.15)

Remarque 3.4.42. Soit f € L} (R2), alors
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i) x — w(t)f(x —(t)) et t — w(t)f(x — y(t)) sont mesurables,
it) t — w(t) f(x — ~(t)) appartient & L} (R) (x € R?, p.p).

En effet la fonction ¢t — w(t) est continue donc mesurable et comme il est indiqué

dans la Remarque 3.2.26 il est facile d’obtenir (i) et (7).

Remarque 3.4.43. j_:[E’ rf est bien défini grace a la Remarque 3.4.42.

3.4.2 Un résultat de continuité sur L?(R?)

Théoréme 3.4.44. On suppose que
i) v a croissance rapide et impaire,
1) w une fonction paire et bornée telle que @ décroissante sur [0, R] .
Alors
iii) ffa r est borné uniformément par rapport a ¢ et R sur L*(R?)

47) limOfI&Rf = Hpf existe en norme L2(R2) et de plus
1Hrfll2 < col | fll2, vf e L*(R?).

Démonstration. Preuve de (iii)

Par un calcul direct, on obtient

men€) = =2 [ w(t)sin(ea ()T

t
Il suffit de démontrer qu’il existe une constante ¢y > 0 telle que
imer(§)] <co, VEER?,  Veel0,R],

Si &, =0ona.y(t) =&v,(t). On obtient

Ime (&) <co, VEECR?  Veel0,R].
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Si &, # 0, alors (1) = §171(t) + Ea72(2)

dt
t

/%@bmam»ﬂM@%w»@

t

dt

T [ wsineaenT

+/10w@nx»
= L+ 1+ I5

ou c¢ défini par I’equation

&, Y2(c) _

w(c)
Estimation de I5.
Si ¢ = R alors I5 = 0.

M

Si 0 < ¢ < R, on applique succéssuvement le corollaire 2.2.14 (puisque t — est

décroissante) sur le Lemme 3.2.28 et le corollaire 3.2.30, on obtient
R
) t
[ smeam 4

< (C ‘) (Ile 720( )1/2

= ¢ (W) <o w2

15| =

w(
t
c)

Estimation de I3 et I;.

On obtient immédiatement

’[4’ S Co.
Bl = | [ s - sinen0)F
< 152’/ t(t
<

mmw|/ (0)dt.

d’ou

1
13| < 3 wllZ,

Preuve de 4i)
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D’apres le résultat (i7) du théoréme 3.2.27, il est évident que
lin%f]& wf = Hgpf existe en norme L?(R?), on utilise seulement I’hypothése
E—>

w € L®(R). [ |

Théoréme 3.4.45. On suppose que
i) v a croissance rapide et impaire,
5i) w paire , w € L°(R) et ' € L*(R).
Alors

iii) H. p est borné uniformément par rapport a ¢ et R sur L*(R?)

47) lir%ﬁeﬁf = Hpf existe en norme L2(R2) et de plus
[Hrfll2 < collfll2s Vf € L(R?).

Démonstration. Preuve de iii)

Pour trouver I'inégalité

|Herfll2 < col flla Vf € L*(R?),

il suffit de montrer qu’il existe ¢y > 0 ( ne dépend pas de ¢ et R ) tel que
im-r(§)] <co, VEER? Veel0,R].

Par intégration par partie, et d’aprés I'inégalité (3.2.11), on a
/ it (s) 4
e<|s|<t S

Ime r(€)] < co ([[wlloo + [|w/]]1) -

<cg, (Vt:e<|s| <t).

D’ou

Preuve de 4i)

Pour prouver que 1iII(1)I’:7€, rf = H rf existe en norme L%(R?), on applique le résultat
E—
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(77) du théoreme 3.2.27 et 'hypotheése w € L>*(R). [

Nous terminons cette partie par deux exemples d’une fonction w, telle que w soit

positive, paire et @ a une singularité en 0O :
1) w(t) = (1+ )P (1 + [t]*2) P2 avec a;, 8, >0, i=1,2.

2) w(t) = e+ avec a; >0, i=1,2.

3.4.3 Continuité de I’opérateur presque-de Hilbert sur H*(R?)

On imite le résultat de la partie 3.2.4 pour montrer la continuité de 'opérateur H R

sur H*(R?).

Théoréme 3.4.46. On suppose que

i) v une courbe a croissance rapide et impaire,

i) t — @ décroissante sur [0, N|, tel que w € L*(R) paire.
Alors :

61) ﬁa r est borné uniformément par rapport ¢ € et R sur H*(R?).

77) lir%ﬁgﬂf = Hpf existe en norme H*(R?) et de plus

| Hrf]

HS(RQ) S C()Hf‘ HS(]RZ)7 Vf € HS(RQ)

Démonstration. Preuve de 6i)

En utilisant le résultat du Lemme 3.2.31, alors pour tout f € S(R?), on a

F (1= A2 Hopf ) (€) = men(©)F (I = A1) (€),

ol
) t
men@= [ ey,
e<|t|<R t

et grace aux hypotheses (i) et (i7) du théoréme 3.4.44, on a

|m57R(€>| S Co, (v§ € Rz? Ve € ]OvR])>
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alors

| H..rf] w2y, VS € H(R?).

mer2) < ol f]

Preuve de 7i)

D’apres le résultat (47) du théoréme 3.4.44, il est évident que
lig(l]ﬁaﬁf = Hypf
existe en norme H*(R?). D’ou
1Hef|ms@2) < collfllme@).  Vf € H(R).
|

Remarque 3.4.47. Pour v(t) = (t,1?) et [," #dt < oo. Alors H. est borné sur

H*(R?) uniformément par rapport a .



Chapitre 4

Continuité de 'opérateur de

Hilbert sur les espaces de Besov

4.1 Continuité de ’opérateur de Hilbert sur B, (R)

D’apreés la Proposition 1.5.8. On a
1) B;,(R) = F;,(R)  (ca-dp=gq),
2) Hy(R) = F75(R) (g=2),

3) B;’mm(p’q) (R) — F; (R) — B;,max(p,q) (R), ( voir [TH1] ).
Pour ¢ =2, on a
B;,min(p,Q) (R) - F;,Q(R) = H® (R) - B;,max(p,2) (R)

Théoréme 4.1.48. Soit l'opérateur de Hilbert tel que

H.r: B;,min(p,2) (R) — B, (p,2) (R),

p,max

alors H. p est continue sur [’espace de Besov B;

) dans B?

,min(p,2 p,max(p,2)"

Démonstration. Puisque H. i est continue sur H* (R), alors

48
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Je>0: |Hepfl 4 < cllf]

. Vf € H'(R).

Soit g une distribution tempérée,

puisque H*(R) < B, . - (R), alors
301 >0: ||g| B;,max(p,Q) <a ”gl Hs v.g S B;,max(p,2)(R)7

et puisque By .., (R) — H*(R), alors

dea > 01 [|gll s < 2|9l Vg € H*(R),

p,min(p,2)

d’apres l'inégalité (4.1.1), on a

Hs»

HHe,RfHBZ . <a HHa,RfHHs <c Hfl

x(p,2)

d’apres l'inégalité (4.1.2), on a

[l <callfllps
p,min(p,2)
combinons ces deux inégalités, on obtient
3C3 >0: ||H87Rf| B;,max(p,Q) S ] ||f| B;,min(p,2) \V/f € B;,min(p,2) (R)
D’ou le résultat.
Remarque 4.1.49.
max(p,2) = 2,
i) Dans le cas p < 2 : (n.2)
min(p,2) = p.
Alors l'opérateur de Hilbert est continue sur B, , (R)dans B, ,(R).
max(p, 2) = p,
ii) Dans le cas p > 2 : (,2)=p
min(p, 2) = 2.

Alors l'opérateur de Hilbert est continue sur B, , (R)dans B, (R).

(4.1.1)

(4.1.2)
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iii) On a
Sip=q=r,alors By (R)=(B; )ir(R) (voir [MA]).
Pourp=q=r=2ona

B3 4(R) = (B3,)2(R), alors 'opérateur de Hilbert est continue sur (B5,);2(R).

4.2 Continuité de ’opérateur de Hilbert sur B; (R?)

D’apres la Proposition 1.5.8. On a
1) By (R?) = F3 (R?)  (c-a-dp=q),
2) Hy(R?) = Fj,(R*)  (¢=2),

3) B;,min(p,q) <R2> - F;,Q(RQ) - B;,max(p,q) (R2)7 ( voir [THl] )
Pour ¢ =2, on a
B;,min(p,Q) <R2) - FpS,Q(RQ) = HS(RQ) - B;,max(p,2) (RQ)

Théoréme 4.2.50. Soit 'opérateur de Hilbert tel que

H&R : BS,min(p,Q) (R2> — B,

P p,max(p,2

)(Rz)v

alors H, p est continue sur l’espace de Besov B? dans B?
& p )

,min(p,2 p,max(p,2)’

Démonstration. Puisque H. g est continue sur H* (R?), alors

Je> 0 | Hopfllye < cllf]

e Vf € H*(R?).

Soit g une distribution tempérée,

puisque H*(R?) — B (R?), alors

p,max(p,2)

Jeg > 01 ||g|

S €1 HgHHS vg € B;,max(p,2) (RQ); (423)

S
prmaX(p,Q)
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et puisque By i) (R?) — H*(R?), alors

Jea >0 gl < c2llgl Vg € H*(R?), (4.2.4)

B;,min(p,Q)

d’aprés 'inégalité (4.2.3), on a

HHE,RfHBZ . <a HHa,RfHHs <c Hfl

x(p2) He o

d’aprés l'inégalité (4.2.4), on a

[l <callfllps
p,min(p,2)
combinons ces deux inégalités, on obtient
. ‘ < s 2
EIC?) >0: ||H8,Rf| B;,n’lax(p,2) > C3 ||f| B;,min(p,2) Vf € Bp,mln(p,?) (R )
D’ou le résultat. u
Remarque 4.2.51.

max(p,2) = 2,
i) Dans le cas p < 2: (+.2)

min(p,2) = p.
Alors I'opérateur de Hilbert est continue sur B | (R*)dans B ,(R?).

max(p, 2) = p,
ii) Dans le cas p > 2 : (.2)=p

min(p, 2) = 2.

Alors 'opérateur de Hilbert est continue sur Bj, (R*)dans B; (R?).
iii) On a

Sip=q=r,alors B} (R*) = (B} )r(R*) ( voir [MA] ).
Pourp=q=r=2ona

Bs ,(R?) = (Bs,);2(R?), alors Popérateur de Hilbert est continue sur (Bj,);2(R?).



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons donné une généralisation du Lemme de Van Der Corput.
En utilisant une nouvelle procédure de dérivation, et nous avons appliqué ce Lemme
a la continuité de I'opérateur de Hilbert et de presque-de Hilbert dans L? et H*, puis
nous avons démontré la continuité de ’opérateur de Hilbert dans les espaces de Besov,
ce qui montre que le Lemme de Van Der Corput est réalisé dans les espaces de Besov,
mais avec des conditions fortes. Est-ce que le Lemme de Van Der Corput réalisé dans

les espace de Lizorkin-Triebel 7 La question reste posée.
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