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Introduction générale

Une équation intégrale est une équation fonctionnelle dons laquelle la fonction inconnue
figure sous le signe somme. Les équations les plus répandues sont celles de Fredholm et de
Volterra. Leurs résolutions sont différentes en fonction des noyaux.

Le noyau que nous nous proposons d’étudier est de la forme k(z — y).

Ce mémoire a pour objet I’étude de la résolution des équations intégrales de type de convo-

lution, en utilisant les transformées de Fourier ou de Laplace. Il sagit d’équations de la forme :

y(@) = f(2)+ [ k(e —Hy(t)de

Pour atteindre notre objectif nous avons divisé ce travail en trois chapitres :

Le premier chapitre concerne 1’étude des propriétés des transformées de Fourier et de Laplace
dans divers espaces fonctionels. Nous commencerons par 1’étude des transformées de Fourier
dans l'espace de Schwartz S(R), qui sont bien définies dans cet espace,ainsi que 'inversion
de Fourier d’aprés la stabilité de I’espace par rapport a F (transformée de Fourier). A 'aide
du théoréme de densité de S(R) dans LP(R) pour tout p , nous définissons F dans L'(R) et
L?(R), et justifions la validité des propriétés.On étudie aussi les transformées de Laplace et
leurs propriétés.

Au second chapitre nous passerons a la résolution des équations intégrales de Fredholm.

Pour cela, nous étudions d’abort le produit de convolution :

(9 @) = | fz=y)g(y)dy.

ses propriétés; ainsi que les conditions d’existence.

Au troisieme chapitre, nous étudions d’autres applications aux équations intégrales de Vol-
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terra de type de convolution.



Chapitre 1

Etude des propriéetés des transtformeées de Fourier

et de Laplace dans divers espaces fonctionnels

1 Transformée de Fourier dans S(R)

Définition 1 On désigne par S(R) l'espace de Schwartz défini par :

S(R) = {f € C*(R,C(ouR)): Vo, €N lim |z°fP(z)] =0}.

|z| =00

Ses éléments seront appelées les bonnes fonctions ou fonctions régulieres.

Remarque

Pour tout 1 < p < 400 : S(R) C LP(R) .

En effet ; soit f € S(R) on peut trouver A > 0 tel que
Vz € R|(1+2%)f(z)] < A donc

+o00 400 d
/_OO F(2)Pdz < Ap/_oo Ty ﬁ;)p < +o0[2].

Définition 2 Pour toute f € S(R), la transformée de Fourier de f que [’on note f ou F(f),

est la fonction définie sur R par
F=FN© = [ fwe™dw . geR
Puisque | f(z)e ™| < |f(z)] et f € S(R) donc :

/]R f(z)e ™ dx



I.1 Transformée de Fourier dans S(R)

converge uniformément, donc la définition est justifiée.

Théoréme 1 Soit f € S(R).

1. f est uniformément continue sur R.i.e
Ye>0, 30>0: VEGER:E-&[ <= [f(O) - &) <e
2. f est uniformement bornée et on a :

|5 llo= s00 1) < [ 1#@)lda.

Preuve
1.Ve >0, VEeER, VaeR,

7€ = Fel = | [ flafee — ew}an
L1f@)lle < = e
1@l [ vz
L 17@)lallé ~ &olda.

/N

N

/N

Puisque f € S(R), donc l'intégrale

/R|f(x)||x|dx < 400

A

On pose 5=5 on I:/|f(a:)||x|d:p donc |f(€) — f(&)| < e.
1 R

201 f le=sup | F©)] < sup [ |f(@)e " |da
¢ER ¢eR JR

< /R ()| d. 0

Remarque (Parité).

Soit f: R — R telle que f € S(R)
1. f paire = f réelle.

2. f impaire = f imaginaire.

Remarque (Linéarité).



I.1 Transformée de Fourier dans S(R)

Pour tout (f,g) € S(R) x S(R) et tout (o, ) € R x R

Flaf+Bg)(€) = aF(f)(E) +B8F(9)(&) , VEeR

Proposition 1 Soit f € S(R ) et soit a € R\{0}, alors pour tout £ € R
L (1)) = e f(€) ot (raf)(2) = f(z —a).
2. (e f()(€) = f(€ — a).
3. F(f(ax))(€) = f(%)

lal

Preuve

1. F(raf)(€) = /R (raf)(@)e~ % d = /R fla — a)e e da.

On pose y = x — a on a donc

Fr)©) = [ flye vy
— —wf/f zy{dy
— ().

2. F(f(z)) = / ¢ f(z)e "
= e
— -

3. F(flax))(§) = /Rf(ax)e_msdx y=ax donc dx:smgn(a)(lzdy

= ,;/f (y)e™ «*dy

= i) 0

lal



I.1 Transformée de Fourier dans S(R)

1.1 Transformée de Fourier dans S(R) et dérivabilité
1.1.1 Transformée de Fourier d’une dérivée
Théoréme 2 Soit f € S(R), alors pour tout £ € R et tout k € N

L F(f)(€) = i€F(F)(E).
2. F(fW)(©) = ()T (f)(©).

Preuve

1. = lim {/ z)e " dr}

A—>oo

par intégration par partie on obtient

A .
F1(&) = Jim {f@)e |2y = [ (—iag)f(a)e * dn)

A—00 —_A

les limites {/}im f(£A)} existent et sont nulles.
—00
D’ou
+o0 .
= zé/ f(z)e ™ du.

2. Pour f/(;) il suffit de faire une intégration par partie k fois. 0

1.1.2 Dérivée d’une transformée de Fourier

Théoréme 3 Soient f € S(R) et k € N*, alors pour tout £ € R

dk ~ N2 k
g (€)= (=" T @ 1 @)(€).

Preuve

La fonction h : £ = e ¢ f(z) est infiniment dérivable et on a

W) = (—iz) e ™ f(x)

et
RE(€)] = 2" f ()]

On peut donc appliquer le théoreme de dérivation sous le signe somme pour k € N* et on a



I.1 Transformée de Fourier dans S(R)

(
R
= (=) T (" f(2))(8). Ve ER O
Théoréme 4 (Riemann-Lebesque). Si f € S(R) alors :

lim |f(&)] =

€] =00

Preuve
Soient f € S(R) et ¢ > 0, Ja € R, assez grand tel que

/ |dm—|—/ |dm<—

a ) 1 a .
[ t@e i = —p@e, o [ et

= Z,g{—f(a)e"“5+f(—a)e+ia£+/j; F(z)e "t dx).
Dot : )
[ F@)eda] < ‘ﬂ{!f( Ol +1f(=a)l+ [ |f'@)da}.

On note M = sup |f'(x)| existe car f € C°(R) donc

z€[—a,a]
[ et < @) + | ()] + 20} Ve € R

Donc quand [£] = oo on a

[ fw)eibda < .
D’ou
F©1 = | [ f@)e*dal
< i@l [° p@e i + [ @)
€ 5_ ]
< 5"‘5—8



I.1 Transformée de Fourier dans S(R)

Théoréme 5 L’espace S(R) est stable par transformée de Fourier. i.e.
feSMR)= fe S(R).

Preuve
Soit f € S(R), donc f est infiniment dérivable. On montre que la fonction f et toutes ses

dérivées sont a décroissance rapide. i.e.
V(o,B) €N® - Tim [¢]"1 7 (€)] =

Soit (o, 3) € N2 Comme f et toutes ses dérivées sont a décroissance rapide, les fonctions
z — (—iz)’ f(z) et 2 — (—iz)’ f(z) appartiennent & S(R). En appliquant les théorémes (3)
puis (2), on a V¢ € R

e fOE) = € F(~ai)’ f(2)](€)

_ @ﬁag[«—m)ﬁﬂxn@](g»

Ainsi, le théoreme de Riemann-Lebesgue entraine que

lim 67O = lim [F{(=ai)’f(2)})()| = 0. .

Proposition 2 Soient f et g deux fonctions de S(R), alors f§ et fg sont dans S(R) et on a

/f d:B—/f y)dy {Formule d’échange}.

Preuve
En vertu du théoreme(1) § est bornée. f§ est donc dans S(R). De méme fge s (R) et puisque
e f(x)g(y) € S(R”) on a

Lf@a@ide = [ f@f] e gly)dyyde
= /Rg y {/Rf x)e” Y dx}dy

9(y) f(y)dy. O

I
%\



I.1 Transformée de Fourier dans S(R)

1.2 Transformée de Fourier inverse

Théoréme 6 (Théoréme d’inversion dans S(R)). Si f € S(R) alors f € S(R) et on a

f@) = 5 [ €.

Preuve
Soit f € S(R) et soit A € R¥

1 N 1 : .
€ — —iy€ (3
o | F©@etds = o [ 1] fe e dyyet e,
D’aprés la convergence de [, f (€)e*¢dE, on peut changer 'ordre.On obtient

1 r i - zxfy)
= /R F(e)etde = QW / / Fly)e Ve dedy
A
— o Jim [ ) / e dgdy

27T A—o00
z(a: Y&
- 27'[' A~>oo/ Ady
1 . A z(:v y)A e—i(a:—y)Ad
= 5 Jim Rf(y) A y.
On pose z = (v —y)A =y = —5 + 1 = dy = —% donc on obtient que
m€ 1 _eiz + e—iz _i
o / f(e)ede = 2 /H%o R iz ut A +o)dz
On a
eizfefiz —z < f( A "'_I) f( ) .
(7)) UG ) = @) < F |75
Cf(=Et2)—f(=
Quand A — oo} | - ] existe car f € S(R) et § — 0 donc
A
e i(@=y)A
/ fly : dy converge uniformément en A.
ilx—y)A



I.1 Transformée de Fourier dans S(R)

Donc on peut rentrer la limite, alors on a

L[ feemae = L [ 2T s
- s
_ 71T /IR Smé“) F(x)du.

Puisque on a

/RSin(u)du:ﬁ.

u

Donc

1 ~ )
o [ F@etas = f(a). =
7 Jr
Définition 3 Soit f € S(R), on définit Fourier inverse ¥~ par :
—1 1 ix€
F)@) = o [ F€)ede.
7 JR
Si on munit S(R) du produit scalaire,

(f,9) = (flg) = /R F(2)g(x)de.

on a le résultat suivant

Théoréme 7 Pour tout (f,g) € S(R) x S(R) on a

i/ f(a:)g(x)dxz;ﬂ [ €6y (Plancheret).

En particulier

2. /R|f(x)|2dx = 217T/R|f(§)|2df {Parseval}.

Preuve

Soit (f,g) € S(R) x S(R)

10



I.2 Transformée de Fourier dans L'(R)

1. D’aprés le théoréme 6 d’inversion et définition 3, on a f(z) = F1(f(z)). Donc

/Rf(a:)g(x)dx - /ff—l A\ (2)g(x)dx
= [ty [ f@esagygi)ar
o
:2W/U / r)e-Edz}dg
= - [ f@iea

2. Le point (2) se montre en appliquant (1) avec f = g. O

2 Transformée de Fourier dans L'(R)

Définition 4 On désigne par L'(R) l’espace des fonctions mesurables f : R — R(ouC) tel

que

/R\f(x)\dx < +o0.

Remarque

L'(R) est un espace vectoriel normé complet muni de la norme

I/ lh= [ 1f(@)lda.

Définition 5 La transformée de Fourier d’une fonction f de L'(R) définie par
:/f(:v)e’ixfda;, ¢eR
R

Théoréme 8 S(R) est dense dans L'(R). Autrement dit : pour toute fonction f(x) de L'(R),
et tout € > 0 il existe une suite de fonctions (gn(r)), de S(R) telle que || g, — f 1< €.[11]

(On démontrera ce théoreme dans le chapitre 2.)
Théoréme 9 Soit f € L*(R)

1. f est uniformément continue sur R.i.e

Ve>0, 36>0: VE&ER:|E—&|<d=|f(¢) - f)l<e

11



I.2 Transformée de Fourier dans L'(R)

2. f est uniformément bornée et on a :
| F lloo=sup | F@)1 <1 £ s
¢€R

Preuve
Soit f € L'(R) et soit € > 0;

1. puisque f € L'(R) donc il existe une suite de fonctions (g, ), de S(R) telle que || g,—f 1<

wlm

On a g, est uniformément continue Vn.i.e
(Ve>0, F0>0: VEEHER:|E—E6]<d=19.(8) —gn(&0) < 3)
Soit € > 0 et soit £, € R

A

(&) = f(&)| = If(é*) — (&) + 9n(&) = 9n(&) + Fn (o) — 9n (%0l

IGE gn<s>| +1£(&0) = &) + |gn< ) = 56
< / |gn o)lde+ [ |gn() = F(@)ldo +
< 2Hgn—f\|1+g

g 19
< 9845
3T3=¢

2. || f o= supeer | /(E)] < Je I f (@) = IIf1; - =

2.1 Transformée de Fourier dans L!(R) et dérivabilité
2.1.1 Transformée de Fourier d’une dérivée

Théoréme 10 Soit f € LY(R). Si f est continue et de classe C' par morceaux et telle que
€ LY(R), alors pour tout £ € R

F(f)E) = (@&)TF(f)(&)-

Si de plus f est de classe C* par morceauz oty k € N et telle que les dérivées ¥ appartiennent
a LY(R) alors pour tout € € R

F(F)(E€) = (1) "F(£)(©)

12



I.2 Transformée de Fourier dans L'(R)

Preuve

—_

—i;r§
0= fim ([ £y

par intégration par partie on obtient

A .
P = lim {f@)e 82, — [ (=iag) fla)e " da)

A—00 —_A

les limites {Alim f(£A)} existent et sont nulles.
—00

En effet f(£A) = Jim gn(£A) ou g, € S(R) et hm {lim g¢,(£A)} =

A—o0 N—00
D’ou
400 .
= 25/ f(z)e ™ d. O

2.1.2 Dérivée d’une transformée de Fourier

Théoréme 11 Soit f € L'(R) et soit k € N*. Si x — z* f(z) est intégrable pour tout k, alors

f est de classe C* et on a pour tout &

dr . :
dgk (&) = (=0)* F (2" f(2))(E).

Preuve

La preuve du théoreme se fait de la méme maniere que la preuve du théoreme 3

Théoréme 12 (Riemann-Lebesque). Si f € L'(R) alors

lim |£(¢)] =

|§]—o0

Preuve

Soit f € L'(R) et soit € > 0, donc il existe une suite de fonction (g,(z)), de S(R) telle que
lgn = 1< 5

Soit £ € R,

F&1=17©) =3O +Em©] < 13~ f©+ )
< [ l9a@) = F@ldz + [G(6)]

En utilisant le théoréeme 4, on obtient :

13



I.2 Transformée de Fourier dans L'(R)

=e. O

Proposition 3 Soient f et g deuz fonctions de L*(R), alors f§ et fq sont dans LY(R) et on a

/f dx—/f y)dy {Formule d’échange}.

Preuve

En vertu du théoréme(9) § est bornée. f§ est donc dans L'(R). De méme fqg e L'(R) et
puisque e~ f(z)g(y) € L'(R?) on a

| f@i@de = [ f@)1 ] e gly)dybds

- /Rg y {/Rf x)e Y dx}dy
= [ iwdy. 0

2.2 Transformée de Fourier inverse

Théoréme 13 (Théoréme d’inversion dans L'(R)). Soit f € L'(R). Si f € L'(R), alors la

fonction définie sur R par : .
_ = ? iz
ola) = o= [ fl@)e e,

appartient a C°(R) et f(x) = p(x) pour presque tout x € R.

Preuve
Soit g, une suite de fonctions définie pour tout n € N par g,(x) = 6_%, sa transformée

de Fourier est g,(§) = Puisque les fonctions g, et g, sont dans L'(R) donc on peut

2n
T+n2é2" A
appliquer la proposition d’échange pour f € L*(R) et h : z + €**¢g,(x) comme suit

/Rf(y)h(y)dyz/Rf(y)ﬂ(y)dy

14



I.2 Transformée de Fourier dans L'(R)

et d’apres le point 2 de la proposition (3) on obtient que

L fwhtdy = [ f)F(e o))y
= /Rf Y)gn(y — &)dy

Lorsque n — oo on peut passer a la limite dans

/ f zy& dy

grace au théoreme de Lebesgue, en effet

lim g, () = 1 pour tout & et |f(y)ga(y)e™| < |f(y)]

n—oo
donc

lim / F W) gn(y)e¥edy = / Fly)eedy.

n—oo

Supposons que f est continue en &. Il reste a montrer que

L F @)ty — €y

converge vers 27 f(£). Comme g, € L*(R) on a

/Rg?( df—hm/ = d£—27r

a—00

Onpose z=y—E=y=2+& = dy =dz donc

[ @G~y —27(©) = [ J(z+ G2z — 2m 7€)
= [ G+ 0@z~ [ ()T ()

= [+ - F)Gn()dz

Comme f est continue en £, pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que |y —¢&| <

£
2w

n=1f(y) -

fEI<

15



1.3 Transformée de Fourier dans L?(R)

/R[f(z +&) — f(Ogn(2)dz =

+

[f(z+ &) = f(©)]gn(2)dz
[f(z+8) = [(E)]gn(2)dz.

N
3

—

v
3

Pour tout n € N on a

(48 = @aa()dzl < [ 148 = FOl(2)ldz

|z|<n

i/ Ga(2)|dz < e.
21 J)z|<n

z|<n

Et

[ F@5EE = 17©) [ Ge)ie
= 1£(©)lj27 — 4arctan(nn).

D’autre part, comme g, est paire et décroissante sur R,

| f(z+8)gn(z)dz] < gn(n) | f I1 -

|z|=n

Puisque lim,, o |27 — 4 arctan(nn)| =0 et  lim, o gn(n) = 0 le théoreme est donc démon-
tré. O

3 Transformée de Fourier dans L*(R)

Définition 6 On désigne par L*(R) l’espace des fonctions mesurables f : R — R(ouC) telles
que

/ |f(z)]Pdz < +oo.
R

Remarque

L*(R) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(fl9) = /]R F(2)g(z)dz.

Et de la norme

I llo= ([ 1 @)Pd)

16



1.3 Transformée de Fourier dans L?(R)

Théoréme 14 Pour toute fonction f(x) de L*(R), et tout € > 0 il existe une suite de fonctions
(gn(z))n de S(R) telle que || g, — f ||2< €.

(la démonstration est dans le chapitre 2).

Définition 7 Si f € L*(R), alors la transformée de Fourier f est définie comme limite dans
L*(R) de la suite (g,), avec

gul€) = [ flaye=Edaf2].

Justification

1 si x€[-n,nf
On pose f,, = f.Il_, ), avec II(x)=
0 sinon.

D’apres le théoreme de Lebesgue on a
lim || fo = f [2=0.
Comme f, € L'(R) on a g, = ﬁ et par continuité de la transformée de Fourier on a

lim | go— f [l2=0.

n—oo

Remarque
Si f e LA(R), F~1f est la limite dans L*(R) de la suite h,, définie par :
1 o .
ha(€) = o | fla)eeda.
21 J—n
En effet ;
On pose f, = f.II|_; n. D’aprés le théoréme de Lebesgue on a

lim ”fn - f”2 =0.

n—-+o0o

Comme f, € L}(R) on a h,, = F~1f, et par continuité de la transformée de Fourier inverse on
a
lim |, —F'f]|, = 0.[2]

n—-+00

17



1.3 Transformée de Fourier dans L?(R)

Théoréme 15 (Transformée de Fourier-Plancherel)
1. Vf e L*R), F'Ff = f presque partout.
2. Vf,g € L*(R) (flg) = 5 (f19)-
5. Vf e PR) | f 2> =21 F 1l

Preuve

1. Soit f € L*(R), d’apres le théoreme(14) il existe une suite de fonctions (f,(z)), de S(R)
telle que || f — fn |la< . Donc, d’apres le théoreme(6) on a

ffil&rfn:fn (1)

et en vertu de la continuité de la transformée de Fourier et la transformée de Fourier inverse

on peut passer a la limite dans la formule(1), d’ou
FTFf =T

2. Soient f,g € L*(R), d’aprés le théoréme(14) il existe (fn(7)), et (gn(x)), des suites de
fonctions de S(R) telles que || f — fo o< e et || g — gn ||2< €. Donc, d’apres le théoreme(7) on

a

(o) = o-(olg) @

et en vertu de la continuité du produit scalaire et de la transformée de Fourier et la trans-

formée de Fourier inverse on peut passer a la limite dans la formule(2), d’ou

(fl9) = 5-(F19)

3. La preuve du point 3 se fait de méme maniere que du point 2 avec f = g.

Proposition 4 Soient f et g deuz fonctions de L2(R). Alors f§ et gf sont dans L*(R) et on

a

[ s@i@ir= [ p@a)ds.

—0o0 —00

Preuve
D’apres le théoréeme (14), on peut approcher f et g par des suites (f,), et (g,), de S(R).

En vertu de la propositon(2) on a

+oo

/+O°gn(x)ﬁ(a:)da:: N Fu@)Gn(2)dz.

—00 —
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1.3 Transformée de Fourier dans L?(R)

Donc

Puisque le produit scalaire est continu donc on peut passer a la limite dans(3). O

3.1 Transformée de Fourier dans L?(R) et dérivabilité
3.1.1 Transformée de Fourier dans L?(R) d’une dérivée

Théoréme 16 Soit f € L*(R).

Si f est continue, de classe C* par morceauz et telle que f' € L*(R), alors pour presque tout
EeR
F(f)(E) = GOF(f)(&).

Si de plus f est de classe C* par morceauz ot k € N et telle que les dérivée f*) sont de carré

intégrables alors pour presque tout & € R

F(FE)(E) = (&) F(H)(©).

Preuve

—_

= lim { / z)e S dxr}

A—>oo

par intégration par partie on obtient

F©) = Jim {7 @e =510 — [ (i) e )

A—00

les limites {Jim f(£A)} existent et sont nulles.
—00

En effet f(£A) = lim gn(£A) ot g, € S(R) et hm {lim g,(£A)} =

A—o00 N—00

=& /_J:o f(z)e ™ du.

2. Pour f/@) il suffit de faire une intégration par partie k fois.

D’ou

Remarque

La dérivée d'une transformée de Fourier dans L?*(R) n’a pas de sens. En effet, si les fonctions

f et x — xf(x) appartiennent & L2(R), il n’est pas toujours vrai que f soit de classe ! [5].
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I.4 Transformée de Laplace

4 Transformée de Laplace

Définition 8 On appelle transformée de Laplace de la fonction f(t), lorsqu’elle existe, la fonc-

tion de la variable complexe p = s + io définie par la relation :

L(f)(p) = F(p) = /0 T Ht)e P,

Définition 9 On appelle original toute fonction f(t) de la variable réelle t satisfaisant aux

conditions sutvantes :

1. f(t) est continue avec ses dérivées d’ordre suffisamment élevés sur l'aze des t, excepté en
certains points en lesquels f(t) ou ses dérivées ont des discontiniutés de premiére espéce,
en outre sur chaque intervalle fini de l'axe des t de tels points ne peuvent étre qu’en

nombre fini.
2. f(t) = 0 pour les t négatifs.
3. il existe des constantes M > 0 et sg telles que pour tous les t
|f(t)] < Me™".

le nombre sq est appelé indice de croissance de f(t).

Théoréme 17 Pour tout original f(t), l'image F(p) est définie dans le demi-plan Re(p) > so,

ol so est lindice de croissance de f(t). et est une fonction analytique dans ce demi-plan.

Preuve.

Pour Re(p) = s > sp,on a

/mf@kﬂwqg/mﬁh**%Mu:
0 0

5— 50
D’ou F(p) est bien définie.
Dans tout demi-plan Re(p) > s1 > sy,
on a d%(f(t)e_pt) = —tf(t)e P
[e’e) fe’e) M
t'ﬂﬂ</ Mt G150t gy — .
‘/0 f( )e 0 ¢ (81 - 80)2

D’ou la fonction F(p) a une dérivée en tout point du demi-plan Re(p) > sq.
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1.5 Propriétés de la transformée de Laplace

5 Propriétés de la transformée de Laplace

5.1 Linéarité

Soient f, g : RT — C deux fonctions admettant des transformée de Laplace £(f) et L(g)
et soient «, § € R. Alors

Laf + Bg)(p) = aL(f)(p) + BL(g9)(p)-

5.2 Transformée de Laplace de la translation

Soit f: Rt — C, f(t) = 0si t < 0 et admettant une transformée de Laplace.

Proposition 5

L(fo)(p) = e~PL(f)(p),  avec [fo(t) = f(t — ).

preuve

Remarquons d’abord que

(fa)(t) =

0 st t—a<0

{f(ta) si t—a>0

L(fa)(p) = /Ooo(fa)(t)e_t”dt = /OOO Ft — a)e Pt
On pose z =t — «, on obtient :
LU = [ F@e s
= /0 " fw)e e
= e [ e
= e LN)p)-

5.3 Transormée de Laplace de I’homothétie

Soit k> 0et f: Rt — C, f(t) =0 si t < 0 et admettant une transformée de Laplace.
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1.5 Propriétés de la transformée de Laplace

Proposition 6

S = £NE), avee filt) = f(h).

preuve

S = [ fue = [ ptear

d
On pose y = kt, donc dt = ?y

£l =3 [ e @ay = o (§)

5.4 Transformée de Laplace des dérivées
Proposition 7 si f'(t) ou plus généralement f™(t) est un original ,alors

L(f")(p) =pL(f)(p) — £(0)

ou encore

L) = L) = X # O (0),
preuve

L) = [ rwe

= MW+ [ W
= PLE) = £(0).

Car nous avons | f(t)e | < Me=(=%0)t et quand t — 0o, e P f(t) — 0.

L") =L(f))p) = pL(f)p)— f(0)
= plpL(f)(p) — f(0)] — f'(0)
= p*L(f)(p) — pf(0) — f(0).

Supposons que L(f™)(p) = p"L(f) — iy ¥ FR(0).
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I[.6 Transformée de Laplace inverse

L™ (p) = L) ™)(p)
= p"L(f)(p) — Z_:p’“‘lf("‘k)(o)

= PENE) — £0) = S p ()
= P - 0) = 0

n+1

= p"L(f)(p) - z;zf—lf““*-kN0>

5.5 Transformée de Laplace d’une primitive

Soit F(t) = Ji f(x)dx une primitive de f. On a alors F' = f et F(0) = 0.

Proposition 8

Preuve

De la proposition(14) on a

L(F')(p) = pL(F)(p) — F(0) = pL(F)(p).

On déduit que

6 Transformée de Laplace inverse

Théoréme 18 Si une fonction f(t) est un original, et si F(p) est sa transformée de Laplace,

alors en tout point de continuité la fonction f(t) est égale d

1 a+100

[0 =5 [ P

271 Ja—ico

Preuve
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I[.6 Transformée de Laplace inverse

Considérons l'intégrale

fr(t) = L /aaﬂb e’ F(p)dp = L /:Hb ePt (/OOO f(T)epTdT) dp

271 Ja—ib 271 Ja—ib
on a
/ f(r)e PTdr
0

converge uniformément par rapport a p dans le demi-plan Re(p) > a, donc on peut intervenir

I'ordre d’intégration comme suit

W) = o [T amar [T e ay

e(a-l—ib)(t—T) o 6(a—ib)(t—’r)
t—1T1
ea(t—T) (eib(t—r) _ e—ib(t—T)))

t—T1

Il
S
S|~
-~
S—
8
~
—~
ﬂ
N— N—
QU QU
ﬂ
/:b-\/_\/_\/_-\

a(t—r) 208in b(t — 7'))

t—1
on pose £ =7 —1,

At = 1 [ e+ et

= e [T e+ e g

dg

Vu que f(t+ &) =0 pour t + £ < 0, donc

nbf
£

Décomposant cette intégrale en deux intégrales correspondant respectivement aux segments

ult) =~ [ g+ e g

(—00,0), (0,00) et faisant dans la deuxieme le changement de variable { = —¢, on obtient
fb(t) = leat /Oo[f<t n 6)6—a(t+§) + f(t o 5) —a(t—¢) ]Slngbé- g
sinb
= */ flt+8)e ™ + f(t — €)e™] 555
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I[.6 Transformée de Laplace inverse

On a
ht) = = OOO (t+&e ™™+ f(t —&)e ”S]Slnfbg&
1 00 sin b¢ 1 foo sin b¢
e O A IO
B l 00 —at evat sin b§
= ) T p - e T e
— 2 Tapn ™ + p)
m Jo &
car n be
o gin T
/0 ¢ =5
donc

00 e—af_ — — eaf
fb(t)zl/o fE+8) f(t)]€ f(t) = f(t+E)e™]

D’apres la condition 1) des originaux, la fonction

X sin b€d¢é + f(t).

ma:f“+®f%—f@x_ﬂw—f§+awg

§

dans tout segment fini peut avoir au plus un nombre fini de points de discontinuité qui sont

des discontinuités de premiere espéce.

Alors pour chaque B fixe

B

lim g(&) sinb&d¢ = 0. OJ

b— o0 Jo

Théoréme 19 (Premier théoréeme de développement)([9]p 516)

Si F(p) est réguliere au point a l'infini et admet, dans le voisinage de ce point, le dévelope-

ment en série de Laurent.

F(p)zi%,

k=1 P

alors la fonction
o0

Ck k-1
ft) =2 Z—=t
2 -1
est l'original de F(p).De plus f(t) est une fonction entiére.

Théoréme 20 (Second théoréme de développement)([9] p518)
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I[.6 Transformée de Laplace inverse

Soit F(p) une fonction : 1)méromorphe et réguliére dans le demi-plan Re(p) > so;

2)il existe un systéme de circonférences C,, : |P| = R,,, Ry < Ry < ..., R, — 00, sur lequel
F(p) tend vers zéro uniformément par rapport a arg p;

3)pour tout a > sg, Uintégrale [*“F/°° F(p)dp converge absolument.

Alors la fonction

F(t) =" Res,, {F(p)e"}

(pk)

ot la somme des résidus est étendue a tous les points singuliers py de la fonction F(p) dans

Uordre de non-décroissance de leurs modules, est l'original de F(p).
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I[.6 Transformée de Laplace inverse
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Chapitre 11

Application a la résolution des équations

intégrales de Fredholm de type de convolution

1 Produit de convolution

Définition 10 On dit que [ et g sont convolables si, pour presque tout x € R, la fonction

y— f(x —y)g(y) est intégrable sur R.

Si f et g sont convolables, on définit alors le produit de convolution (ou la convolée) de f

et g par : .
(fx9)@) = | o= yg(y)dy.

Remarque

1. Si f et g sont convolables, alors g et f le sont et on a

fxg=gxf.

2. Si f est convolable avec chacune des fonctions g et h, alors f est convolable avec ag + Sh ou
(o, 8) €% et on a

[ (ag +Bh) = a(f *g) + B(f *h).

Définition 11 On appelle support d’une fonction f : R — C mesurable, [’ensemble fermé noté

supp(f) défini par :
supp(f) = R\8; on 0 == | 6;;

el

les 6; sont les ouverts de R tels que pour touti € I f =0 p.p sur 6;
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I1.2 Condition d’éxistence d’un produit de convolution

Proposition 9 Soient f et g deux fonctions telles que f * g existe. On a

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Preuve

On suppose que = ¢ supp(f) + supp(g). Alors pour tout t € supp(f) on a (z —1t) ¢ supp(g)

et par conséquent

/Rg(x —#)f(t)dt = 0.

D’ou = ¢ supp(f * g). O

2 Condition d’éxistence d’un produit de convolution

Proposition 10 Soit f et g deux fonctions de L'(R)
1. f g est défini presque partout et il appartient a L'(R).
2| frg <l fl:ll gl -

Preuve

1. On consideére

1= [([ 1@ = y)gy)ldy)da

d’apres le théoreme de Fubini on a

I = //|fa;— y)|dz)dy

B /R/R|f z —y)ldx)|g(y)ldy.

On pose t = x — y. On obtient alors

1= ([ 1F@lan( ] l9@)ldy).

Comme f et g sont dans L'(R), on en déduit que
//|f:v— y)|dy)dx < +o0;

alors la fonction = +— / |f(z —y)g(y)|dy est dans L*(R).
R

D’ou f*g € L'(R).
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I1.2 Condition d’éxistence d’un produit de convolution

2. On a

L g@lar < [ [ 1@ = )llglyldyde
= [ ls( [ 1z = y)ldz)dy

on pose z = x — y on obtient

LlsI([ 1f@=wldndy = [ lgW)ldy [ 1£()ld=
= lglhll £l U

Définition 12 Une fonction f est dite localement intégrable si, pour tout intervalle I borné de

R, lintégrale
] 1#(@)ldz

existe et est finie.

Notation

1

On désigne par L;,.(R) I'espace des fonctions localement intégrables.

Proposition 11 Soient f dans L}, (R) et g dans L*(R).
1. Si supp(g) est borné alors f * g existe p.p et apartient a Li,.(R).
2. 8i f est bonée alors f * g est défini pour tout x et appartient a L= (R).

Preuve

1. Soit K un intervalle bornée de R

[ Fsg@lde < [ [ 15 =ylgldyda
= [ @] 1= y)ldndy

on pose z = x — y on obtient

/Supp(g) |9(?J)|(/K |f(x —y)|dz)dy = /Supp(g) |g(y)|dy/K f(2)|d=
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I1.2 Condition d’éxistence d’un produit de convolution

puisque

/supp(g) lg(y)|dy et /K £ (2)|dz

existent, car f € L}, (R) et g € L'(R), donc f x g existe et appartient a L}, .(R).
2. 51 f € L>(R) on a pour tout z

| [ gt = wdul <I 1 e [ ot = wldu =] £ sl 9 1

D’ou
g oIl f llooll g1l - O
Proposition 12 Soient f € L*(R) et g € L™(R).

1. f * g est partout défini, continu et borné sur R.

2.1 fxglloo<Il 1111l g llos -

Preuve
En vertu du point (2) de la proposition (11), f * g est par tout défini et est borné.

Il reste a établir la continuité. On a :

Frg@) = frow)l < [ 1f@—t) = fy=Dllg(t)at
<|MHmAUw—ﬂ—f@—ﬂW

On établit d’abord la continuité pour f continue a support compact. Soit | — a, a| un intervalle

contenant supp(f). Pour y suffisament pres de z on a

LIf@=0—fu=olat = [ |fa—y+w - fwldu

— /J;a]f(a:—y—i-U)—f(u)’du
< 2asup |f(x —y+u)— f(u)

lul<a

f étant uniformément continue sur [—a, a] on en déduit la continuité uniforme de f * g sur R.
Lorsque f € L'(R) on procede par densité de D(R) dans L*(R).

On prend une suite f, de fonctions continues a support compact telle que

lim || fn = f [1=0

n—o0
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I1.2 Condition d’éxistence d’un produit de convolution

On fait passer a la limite dans le résultat de continuité établi pour f, * g

< |fxg(@) = fux g(@)] + | foxg(z) = foxg(y)]
+ |faxgy) = f*g(y)l
< 20 g ool £ = fa llt +1fnx g(@) = fux g(y)].

|f xg(z) — fxg(y)

On obtient la continuité uniforme de f * g car

m || f = fa =0
et f, * g est uniformément continue pour tout n € N. O

Proposition 13 Soient f € L*(R) et g € L*(R).
1. f = g est partout définie, continue et bornée sur R.

2.1 f*gllse<Il f 2]l 9 2

Preuve
1. La preuve se fait de la méme maniere que la preuve dans proposition 12.

2. On utilise I'inégalité de Schwarz. On a

|f *g(x /|f x —t)||g(t)|dt < /\f £)[2dt) 1/2/|g (t)[2dt) 2

IS *g o<l f llall g 1l - O

Proposition 14 Si f € L'(R) et g € L*(R) alors
1. fxg(z) existe presque partout.
2. fxg est dans L*(R) et on a

1 g lla<Il £ Il g 2

Preuve
1. On a
f(w)g(x —w)| = (1 f(@)llglz —w)) (| f )2 (1)

Comme |f|] € L'(R) et |g|* € L'(R) la fonction u — |f(u)||g(x — u)* est intégrable pour

presque tout z; f * g est donc définie pour presque tout x.
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I1.2 Condition d’éxistence d’un produit de convolution

2. En utilisant I'inégalité de Schwarz et la formule (1) il vient

Fro@l < [ Ifllgle —w)ldu
< (L If@llgl = w)Pdn) ([ |f@w]du)*?
d’ou
7 9@ < (U1 lglP@) 1 f I

et en intégrant terme & terme puisque |f| * |g|> est dans L'(R) d’aprés la proposition 10; il

vient :

L1 g@Pde < I f [ 11+ |gP(@)da
< SIS Nl g

d’ou finalement
I fxgll2<ll £l gll2- O

Propriétés
Soit f,g,h € L*(R)

1. Le produit de convolution est distributif sur I’adition

(f * (g +h)(@) = (f xg)(x) + (f * h)(z)

2. Le produit de convolution est associatif
((f % g) = h)(z) = (f = (g% h))(@).

3. Soit a € R, on a

(Ta(f * 9))(@) = (f * Tug)(x) = (7af * 9)(2).

4. Soit a € R, on a

(Ta(f*g) = (f* 9))(@) = (f * (Tag — 9))(@).
Preuve

Soit f,g,h € L*(R)
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11.3 Dérivée du produit de convolution

L(flg+m)@) = [ flo=y)9()+hy)dy

- /f:c— y)dy + [ J( = y)h(y)dy
= (f*9)@)+(*h)().

2. ((f*g)*h)(x //fx— ) —t)g(t)dt)h(y)dy

onpose z=y+tdonct=z—yetdz=dt

L] @ =y = vgarniy = [ [ fla= 20— phiy)dyd:

- /fx—zb/ — y)h(y)dy)d:
= ([ (g xm)(@).

3. Soit a € R;
Ta(f* 9)(@) = (f*g)(x —a) = g f(z —a —y)g(y)dy. En posant z =y + q,

/Rf(x—a— /fx—z z—a)d

= f*Tag>( )-

4 (1a(f*g) = (fxg)(x) = f*g)(:r—a) (f *g)(=)

= [ fa= 9ol —a) = g»))
= [ fa=p)(rgy) — 9(y)
— ([ (rag — 9))(@) =

3 Dérivée du produit de convolution

Théoréme 21 Soit f € D(R) et g € L*(R), alors la fonction f* g est infiniment dérivable sur
R et que l'on a pour tout n € N

dTl

g *9) = (2 f)s

dz™
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I11.4 Transformée de Fourier et produit de convolution

Preuve
Pourn=1.0On a
Puisque f € D(R)(C L>®(R)) et g € L'(R), donc d’aprés la proposition 13 ,f x g existe.
La fonction z — f(x — y)g(y) € C*°(R) car f € C*(R).
On a

L= 9g)] = 15 f e

dx
< sup |df||g(y)];
x€ER

On a [gsup,cg |df]|g(y)|dy existe. Donc on peut dériver sous signe somme.
D’ou
L[ fa = watidy = [ ja— palu)d
dr Je Y)9\y y_Rde Yy)9\y)ay.

Pour n > 2, on procede de facon analoque par récurence. [J

4 Transformée de Fourier et produit de convolution

4.1 Dans S(R)
Théoréme 22 Soient f et g deuz éléments de S(R). Alors
1. fxge S(R) et ona
a) F(f = 9)(€) = [(©)a(€)
b) FTHSf xg)(x) = 27 F 71 (f) ()T~ (9) (2).
2. fg € S(R) et F(fg)(&) = F(f) * F(g).

Preuve
1. Soit (f,g) € S(R) x S(R).

On vérifie que pour tout z € R

(f %) D (@) = 3" i f) « (g D) (@) Vp,q € N.

J=0

Comme f *x g € C, il reste a montrer que

lim 2P(f % )9 (z) = 0.

|z| =00
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I11.4 Transformée de Fourier et produit de convolution

P(frg9)Va) = 2+ g ()
= [a"F @ = y)g (y)dy

_ /R (x —y+y)Pflz—y)g9(y)dy
_ /R zp: Co(x —y)P Iy fz — y)g(y)dy
_ Z ¢ [ @ = 9" f — y)g(y)dy

- i 1) » (2999 (2)

et comme S(R) est stable par dérivation et multiplication par une fonction pdlynomiale, alors
pour tout j = {0,1,...,p}, 2777 f et 27g9 sont dans S(R) et

lim (2777 f) * (xjg(q)) =0.

|x|—o00

D’ou
| 1|im 2P (f * ¢)9(z) = 0.
Donc F(f * g)(§) est dans S(R) et on a :
a)

Ffeg)©) = [([ o =gm)dye ds

Onpose z =x—y =2 =2+y = dr = dz donc

FFg)€) = [ o[ f2)e W dz)ay
= (/. g(y)e—wﬁdwf@
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I11.4 Transformée de Fourier et produit de convolution

b) On a

FUfea)e) = o [ (Fro)@ede
1
o

/ / Ve dtde.

On posen =¢&—t

T o)) = ;T//Rg o) iy
_ / f zz’r] d’f] / ( >€z:vtdt)
- 27r5r (f)( )FH(g) ().

2. Soit (f,g) € S(R) x S(R). Comme fg € C>*(R), il suffit de montrer que pour tout (p, q) € N?

lim a?(fg)'"(x) = 0.

|z|—o00

D’apres la formule de Leibniz, on a pour tout x € R

(f9)(x ZC”f(J a).
7=0
On a
\lllm 2P f9(z) =0 et \lllm (9) 97 (z) = 0.
D’ou

lim 2”(fg)@(z) = 0.

|z|—00

Donc d’apres les points (1) et (2) de ce théoréme on a

Donc
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I11.4 Transformée de Fourier et produit de convolution

4.2 Dans L'(R)

Théoréme 23 Soient [ et g dans L'(R). Alors

L. 3(f % )(&) = [(©)3(©).
2. F7Hf xg)(x) = 27 F 1 (f)(2)F " (9)(x).
3. Si de plus f et § dans L'(R), alors fg € L*(R) et on a

A

F(fg)=f=*g.

La preuve de ce théoreme se fait de la méme maniére que théoreme 22.

4.3 Dans L*(R)

Théoréme 24

1. 8i (f,g) € LY(R) x L*(R) alors

F(f *9)(€) = f(£)a(€).

2. 9 (f,9) € L*(R) x L*(R) alors

F(f9)=1F g
Preuve
1. Soit (f,g) € L*(R) x L?(R), donc il existe deux suites de fonctions (f,(x)), et (gn(x))n
de S(R) telles que
lim || fo — f |1 et lim [| go —g [2=0.

n—oo
D’apres le théoreme(22) on a

puisque la transformée de Fourier et le produit de convolution sont continus, alors on peut

passer a la limite quand n — oo et on trouve

F(f *9)(€) = f(£)a(&).

2. Soit (f,g) € L*(R) x L*(R), donc il existe deux suites de fonctions (f,(z)), et (gn(z)), de
S(R) telles que
lim || fo = fll2 et lim || g, —g[l2=0.

n—oo
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I1.5 La densité de D(R) dans les L?(R)

D’apres le théoreme(22) on a

la continuité du produit de convolution et de la transformée de Fourier permet de passer a la

limite, don on obtient

A

F(fg)=f*39. O

5 La densité de D(R) dans les L’(R)

Définition 13 On appelle suite régularisante une suite de fonctions (p;j)jen dans D(R) possé-

dant les trois propriétés suivantes :

1. pj(x) > 0 pour tout z € R;
2. Jppj(z)de =1;

3. Le support de p; est contenu dans un intervalle I; = [—¢, €] ou €; tendant vers 0 quand j

tend vers +o00.

Une telle suite existe. En effet, soit p une fonction appartenant & D(R) possédant les propriétés

suivantes :
1. p(x) >0 pour tout = € R;
2. Jpp(x)de =1;
3. Suppp C [—1,1].

0 |z[> 3,
Par exemple :p, () = ;
n 7| < 5.

Posons ensuite p;(z) = (%) p (f) ol (£j) en est une suite tendant vers 0. (par exemple :
J
_ 1

R
En effet

£j ).Alors on vérifie facilement que (p;); € N est une suite régularisante.

1. w(:v)EOcarp(fj) 20et§j>0
2. Jupi(z)de = Jg (%) P (%) dx

y:§j:>a::5jy:>d$:5jdy.

Sz pi(x)dr = [g p(y)dy = 1.
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I1.5 La densité de D(R) dans les L?(R)

3. Supp{p;(x)} = {zeR: p;(z)#0}

- per )

[ 1 1
c |-, —
€ &

C [~¢j, €]

Lemme 1 Soit p une fonction de classe C™ a support compact a valeurs positives ou nulles,

a support dans [—1,1] et d’intégrale 1, soit

pi(z) = gljp (;) :

Pour tout £, > 0. Soit f € LP(R), p € [1,400[. Alors
Jlggo ”f N fHLp(]R) = 0.
Preuve Pour presque tout z, on a par définition de f x p; et puisque p; est d’intégrale 1,
(f <)@ = f@) = [ FWese —y)dy - f(z)

= [ fWete—ydy— [ F@)pila—y)dy
= [ = f@)psla—y)dy

= [ - ) e ("”” - y) .

€j €j

On pose
r—Y
&j

z= =S y=a—¢cjz=>dy = —¢;dz

D’ou
(£ 5 p)@) = Fla) = [ (F(2) = f(z = =2)p(2)dz.

Si f est continue a support compact, on peut conclure que :

1. f(x —ejz) — f(x) tend vers 0 lorsque j tend vers oo.
2. [f(x) = fx = ;2)llp(2)] < 2[p(2)| maxie—1 41 | ],

Donc on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue;

lim [ [f(z =) = f@)lp(=)ldz = 0.

Jj—00
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I1.5 La densité de D(R) dans les L?(R)

Donc {(f * p;)(z) — f(z)} tend vers 0 lorsque j tend vers 400, uniformément sur tout compact.
omme (f * p;)(z) — f(z) est a support dans un compact {Supp f + [—1,1]}, cela suffit pour

avoir
i (1 5 9y = ey =0

g

Théoréme 25 Pour tout p € [1, +oo[,l’ensemble des fonctions de classe C™ a support compact
est dense dans LP(R).

Preuve Soit p une fonction de classe C*° a support compact dans [—1,1], & valeurs positives

ou nulles et d’intégrale 1. Pour tout €, on considere

Cette nouvelle fonction est a valeurs positives ou nulles, elle est a support dans [_%J, é] et

d’intégrale 1.
Soit f € LP(R) et a > 0. Il existe g9 > 0 tel que

</|$|>;0 |f(w)\pd:c) "< %

|=

Soit €; > 0 et f; défini par

filx) = /_ 0 SW)ps(x —y)dy.
Clest-agqiref; = (H[_g7;]f> * p;.Soientg € LP(R) et h € L'(R) on a

g * hll Loy < Ngll Loy 120l 1 gy -

La fonction f; est a support compact inclus [—ei — &, +§ + ¢;] de classe C* car p; est de
J J

classe Cw.

pour tout ¢; €]0, &},

15 = flloe) < H(H(x|>€10))|f‘ * ;)

+f %oy — .
LP(R) 1f * p; fHLp(R)
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I1.6 Equations intégrales de Fredholm

IN

11 .
LA E| T

LP(R)

IN

Et d’aprés le lemme on a

Q

”f * P05 — f”Lp(]R) < 5
D’ou

Hfj - f”Lp(]R) <«

6 Equations intégrales de Fredholm

On rappelle :

Q’'une équation intégrale de Fredholm de second espece est de la forme :

—/\/ (x, t)y(t)dt + f(z), (a <z <b).

1)Pour résoudre cette équation on peut appliquer le principe des contractions (théoreme du
point fixe) :

i) Supposont que k(z,y) et f(x) soint continues pour a < x < b, a < y < b et donc
|k(x,y)| < M. Considérons I'application A : C©[a,b] — C©]a, b], donnée par :

—)\/ (z, )y(t)dt + f(x).

Verifions que d(Ay, Ays) < Ld(y1,y2), 0 < L < 1. Ot d(Ayr, Aya) = supgejap | Ay — Aypsl.
On a

A = Aal = I\ [ G0l (0) — walo))n

b
A [ Ml (0) = o)t
< A M Supgefa (b — a).

IA

Par conséquent, pour A < (7 I’application A est contractante.
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I1.6 Equations intégrales de Fredholm

Proposition 15 S5i |\ < b o—a) [’équation de Fredholm admet une solution unique continue

unique pour tout f.

Les approximations successives de cette solution vy, 1, ..., Yn, ... sont de la forme

b

Ynl(@) = A / k(g ()dt + f(2).

a

Ou gy € [CL, b.
i)k € CO(R), f € C[a,b],considérons A : Ly[a,b] — Lao[a,b], d(Ayy, Ays)? = ||Ays — Aysa|3 .

d(Ayy, Ays) < [N Bd(y1,y2), B =|k(,.)|,-

Proposition 16 Si |A\| < %,alors I’équation de Fredholm admet une solution continue unique
dans Ls[a,b].

iii)Hilbert Schmidt :k(x,t) € Lo(R), f(x) € Lo[a, b].

Proposition 17 Si |\| < 5, alors l’équation de Fredholm admet une solution unique pour tout
f dans Ls[a,b].

2)Comme on peut appliquer la méthode classique en utilisant la résolvante.

D(A) = g S e

co=1,cn=J0 [Pk ( Py ) dty..dt,.

ty, ot

t1, ..t
D(x,t;\) = 22 CU B, (2, 6)A™; Bo(x,t):k(x,t),Bm:f;...f;k(f’tl’ , )dtl...dtn.
s U1y --ln

La résolvante est une fonction méromorphe se présente sous la forme :

D(z,t; \)

R(x,t; \) = DOV

Ao est dite réguliere si R(z,t; \) existe sinon Ag est dite valeur caracréristique.

Théoreme 26 St A est réguliere, alors l’équation intégrale de Fredholm admet une solution

unique donnée par la formule :

o) = F(@) 4 X [ Rt 0 ()i
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I1.7 Equations intégrales de Fredholm de type de convolution

Théoreme 27 A toute valeur caractéristique est associé un nombre fini de fonctions propres

linéairement indépendantes.
Les solutions de I’équation homogene y(z) = X [° k(x, t)y(t)dt non nuls sont appellées fonctions

propres.[11]

7 Equations intégrales de Fredholm de type de convolu-
tion

Théoréme 28 (Théoréme de Wiener). Supposons q’une fonction F(a) définie pour —oo <

a < 400 admette la représentation
+oo .
Fla) = c + / f(z)e o dz,
—00

ot f(z) appartient a Ly, que F(a) # 0 pour tous les a, ce qui entraine ¢ = F(d00) # 0.Alors

la fonction G(a) = ﬁ admet également la représentation

G(a) =c* +/ g(x)e " **dz,
ot g(x) est une fonction de Ly.[11]

Soit ’équation intégrale

sy = @)+ A [ ke —oyod (21)

dont le noyau dépend de la différence (z —t), a = —o0, b = +00.

On suppose que les fonctions k(z) et f(z) € L'(R), et on cherche la solution dans la méme

classe.

En appliquant la transformée de Fourier dans (2.1),on obtient :

11 résulte

GE) = FOIL = Me(O]Y, avee 1 —Nk(€) #0.
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I1.7 Equations intégrales de Fredholm de type de convolution

D’ou par Fourier inverse

vo) = o [ o rge

La condition (1 — Mk(€) # 0) est nécessaire et suffisante pour que la solution y(x) existe
dans L'(R) .
En effet;

D’aprés le théoréme de Wiener , il existe une fonction k1 (x) de L'(R) telle que
~ 1 +oo . ~
L=k =1+ [ k@)™ de =1+ ()
Donc

98 = FOIL+ k()] = F(©) + F(E)E:(8).

D’aprés la transformée de Fourier du produit de convolution, il vient

400
y(a) = f@)+ [ ke —f0at
ou y(z) € L.

Soit maintenant I’équation de 1°7¢ espeéce

fay= [ ke ooyt

—0o0

telles que f,k € L'(R).De méme en appliquant la transformée de Fourier on obtient pour
k() # 0,

mwzg;ﬁjﬁgwwa

Exemple.1

Soit I’équation de fredhom a noyau symetrique

o) = @)+ A [ kG -y
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I1.7 Equations intégrales de Fredholm de type de convolution

ot k(&) = ekl (> 0)

donc

N +oo )
k(&) = / el g7 gy

o
0

= / e " dy +
o

+o0o .
efazefzzﬁdx
0
e(a_ig)x |O + e(_a_if)x
a—§& 7 —a—i€
2c
062 +§2

500

d’ou
200 @+ & -2\

O =1 s =

9

donc pour a? — 2a\ non identiquement nul et non négatif,

o ar4Ee
i) = =g (€
On a
[ =A@ =1+ k()
alors )
~ RS 200\
h(€) = 1 — /\]2;(5) T a? —2a\+ &2
d’ou

1 oo ale s
Fa(z) = T [oo a? —2a\ + 52(15.

En appliquant le théoréme des résidus ,pour x < 0 et z > 0

A ST oo
by () = ——om e lelVaT"203

vaz —2a\
Alors
—\x—t|\/a2—2a)\f<t)dt‘

Ao &0
y(x) =f($)+¢m/ooe
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I1.7 Equations intégrales de Fredholm de type de convolution

Exemple.2

Soit
y@y:ﬂ@+AL:%@—owwﬁ ot

e® z <0

f(x)=e"17l; k(X){O -

Cherchons les transformée de Fourier de f(z) et k(z),

£ Foo —|z| —ix 2
f(§) = [we|‘e 5d33:1+£2.
7 _ +Ooac—iac§ _ A
f(e) = )\/_0066 do =17

L 1-x—ig

done 1 — k(&) # 0 pour A — 1 # 0 et non imaginaire.
21—
WO=7"% = T9e1- e
2
(=i - A —if)
2

(€ —i)(E+i— M)

on obtient ,
ezzf

1 e
xr)=—
y(w) w/_oo E—D)(E+i—N)
Cette intégrale se calcule au moyen des résidus.

Pour Re(1—X) >0 :
e " (x> 0)
y(a) = {

%e(l_k)z (x <0)

d¢.

Pour Re(1 —)\) <0 :

{2(61’ —elNey (3> 0)
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I1.7 Equations intégrales de Fredholm de type de convolution

Lorsque A = 2 on obtient,

—2ze™" (x > 0)
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Chapitre 111

Autres applications aux équations intégrales de

volterra du type précédent

1 Equation de volterra

On rappelle que si f(s) est une fonction continue dans a < s < b,et k(s,t) pour a < s < b,

a <t < s1’équation intégrale :

y(@) = f(x) + A/ (s, £)y(t)dt. (3.1)

est appelée équation de volterra de second espece .

Remarque
L’équation intérale de Volterra est un cas particulier de I’quation intégrale de Fredholm.

En effet ; On peut toujours effectuer dans ’équation de Volterra une intégration de t = a a

t = b, avec la condition surle noyau k(z,t) =0 sit > z.

Théoréme 29 Pour tout \, pour toute f € C°la,b]. L’équation (3.1) admet une solution

unique. Cette solution est donnée par le peincipe des approzimations succesives.[11]

On cherche la solution de (3.1) sous la forme d’une série :
y(s) =10(s) +y1(s)A + ya(s)A* + .. (3.2)

Pour les fonctions y,(s) on obtient les formules

W) = £ on() = [ k(s Ot (n=1.2,...)

49



III.1 Equation de volterra

Sur un intervalle fini ou dans le carré nous avons la majoration suivante pour les fonctions

continues :

[f(s)l <m; |k(s,8)] < M.

ET pour y,(s) on a successivement :

[yo(s)| < m;

()| < [ k(s Dllwo(Oldt < m (s — a),

s s _ 9
[92(5)] S/ |k (s, 8)||ya (t)|dt < mMZ/ (t—a)dt:mw(s za) 7
et d’une facon générale
M(s —a)l™
()] < T

Lorsque s € [a, b], la série > 02, Ny, (s) converge uniformement et y(s) sa somme car :

IAIM (b — a)]"

n!

[Nyn(s)| < m

et
3 [A[M (b — a)]

n=0

n!
converge pour n’import quel A d’aprés Alembert.

Exprimons maintenant y,(s) directement en fonction de f(s) :

n(s) = /:k(s,t) F()dt
ys(5) = : /:k(s,t)k(t,tl)f(tl)dtldt:/j ko5, t1) f (1) diy

d’une fagon gérale

Yn(s) = / ks, ) f()dE (n=1,2,..).

La somme (3.2) est donc de la forme

y(s) = F5) 42 [ x[i@ s (5, D)\ £ (1)t
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III.1 Equation de volterra

Cette expression peut s’écrire :

y(s) = F(5)+ A [ Rls,tsN)F (0t

Théoréme 30 Soient X(s), Y(s) les transformées de Laplace de x(t), y(t) respectivement. Si
pour tout t € [0,00) :

y(0) = [ (e = r)a(r)d,

alors

Preuve

1 st t—T1 >0,
avec u(t — 7)=

0 st t—71<0.

En posant z =t — 7,0on obtient

Y(s) = /OOO {/OOO e_S(ZJFT)h(Z)u(z)dZ} x(T)dT,
= /OOO e st /Ooo e h(z)dzx(r)dr,
= /OO e *TH(s)x(T)dr,

= H(s)X(s).
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II1.2 Equation de volterra de type de convolution

2 Equation de volterra de type de convolution

Soient f(x) et k(z) des fonctions continues.
1¢" cas
Considérons 1’équation de volterra de second espece de noyau

k(x,t) =k(x —t):

y(@) = f(x) + /0 k(e — y(t)dt. (3.3)

Supposons que
|f(2)] < Ae™**,  [k(z)| < Be™™, (3.3)

ouA,B>0etab>0.

Suposons que fy et ko sont les bornes supérieures de |f(z)| et |k(z)| pour z > 0.

En appliquant & (3.3) la méthde des approximation successive,on obtient pour y(z),z > 0,

ly(@)] < foe™o".

Notons par Y (s), K(s), F(s) les transformée de Laplace de y(x) k(x) f(x) respectivement,

qui sont réguliere dans le demi-plan ¢ > ky. On a donc

Y(s)=F(s)+ K(s)Y(s), (3.4)
d’ou
YO =y 69

Et par Laplace inverse on obtient

1 c+100

y(x) = —/c Y (s)e**ds.

271 Je—ico

Cherchons la résolvante R(z —t) de (3.3),dont la solution de ’equation est sous la forme

y(@) = @)+ [ R = 0f (@)t

D’ou
Y(s) = F(s) + M(s)F(s). (3.6)
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II1.2 Equation de volterra de type de convolution

On a de (3.4) et (3.5)

F(s)

K(s), (3.7)

donc de (3.6)et (3.7) et par comparaison on obtient

K(s)
M T \7
() =1= K(s)
et linversion donne ) L
R(x) = %/C_ioo M (s)e**ds.

2¢m€ cas

Soit maintenant 1’équation de volterra de premier :

| k(= it = ().

Dans le but de l'application de la transformée de Laplace multipliant les deux membres par

e~ % intégrant en x de 0 a oo on obtient en vertu du théoreme de convolution

F(s)
Y(s) —
(s) K ()
En appliquant la formule d’inversion :
1 c+ioco sy d
y(z) = %/c_ioo e™Y (s)ds.

Exemple 1

Considérons 1'équation
y(r) =x+ / sin(z — t)y(t)dt.
0
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II1.2 Equation de volterra de type de convolution

On a k(z) = sinz donc
+oo
K(s) = / sinxe *dx
0
+oo
= —e *cosz|f>® — / se”** cos xdzx
0

+o00
= 1—se *sinz|f> — 52/ e *¥sinxdx,
0

on a .
K(s)=1-5s*K(s), = K(S):1+s2
1 52
(5) 14+s2 1+ 52
d’ou L .
+ s
Ms) = —— ~ "% _ =
(5) 1+s2 g2 52’
On obtient . .
R@) = o= [ Cas= L [T M(sea
) = — —ds = — 5)e**ds
271 Je—ico 82 271 Je—ioco ’

D’prés la second théoreme de développement

R(z) = Ress,(M(s)e™) = .

alors 5
z T
y(x) ::U—l—/o (x—t)dt::c—i—g.
Exemple 2
Soit

on a k(z) = e”.Donc

d’ou
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II1.2 Equation de volterra de type de convolution

On obtient . .
c+ioc0 6555
- ds = e%*
R(z) 2m /cfioo 5—2 e
y(@) = fla)+ e [ e p(n)d.
0
Exemple 3

Considérons une équation du deuxieme ordre
y'(z) +y(z) — 2 [T 2@ y(t)dt = e*,
y(0) =y'(0) = 0.

D’aprés la transformée de Laplace des dérivées on obtient

s?Y(s) = y/'(0) — sy(0) + Y(s) — 2F(s)Y (s) = F(s),

(s> +1)Y(s) — 2F(5)Y (s5) = F(s)

qui implique

F(s)

Y = a1 2r0)

cherchons maintenemt F'(s) :

on a f(r) = e**, alors

+oo +o0
F(s) = / e dy = / ey
0 0

_ e(2—s)m o
25"
1
= 5 pour Re(s) > 2

D’ou
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II1.2 Equation de volterra de type de convolution

et aprés Laplace inverse on obtient

]_ c+iooY sxd
y@) = 5= [ Y(s)erds
1 c+ioo __pST
e,
271 Je—ico 83 — 282+ s
1 c+ioco __pST
S,
270 Je—ico (5% — 25+ 1)
]_ c+i00 _6590
= — —d
270 /c—ioo s(s—1)2 °
1 c+ioco _esx 1 ctioco €5$ 1 c+ioco
[T [T e ]
27i /cfioo s S+2m emive 51007 2 Jomino (s —1)2
= —14e* — xe”.
Exemple 4

Soit ) .
y(x) = Jsinz+ 5 [yt —1).

On a k(z) = y(z), donc K(s) =Y (s), alors

Y(s)=F(s)+ 1Y2(3) & 1YQ(S) —Y(s)+ F(s) =0.

2 2

Posons X = Y'(s), et cherchons la solution de ’équation
Lo

A=1-2F(s),
Xi=1-
Cherchons F(s),

on a f(z) = §sinz, donc

1

too —sz 1
F<S):§/o sinze *dx =

2(1+ s2)’

alors il résulte

eSl’

ds
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II1.2 Equation de volterra de type de convolution

1 1
X =1- L Xp=—1-
! V14 s? 2 V1452

On utilise la fonction de Bessel J,(z) pour calculer y(x), y2(x).

Ou On a

on a

alors

Cherchons I :

On sait que

donc on a

alors

D’ou

alors

Xo=-1

[es) 1 2 _ n
L(Jn(x)):/ et g (w)dy = YEESE 9"
0 V1 + 52
¥ -1 1 B V1452 -1
T VIt Vit
B V1i4+s2—-14+s—s
N V14 52
V14+s2—s 1 S
L(y) =X, =

— +
V1+s2 V1+s2 1+ s2

yi(x) = () = Jo(w) + I(2),

e = L(s* Jo(s))
[=s%Jy— /j(:c — 1) Jo(@)dt = Zo(2)

1 —(V1+s2—5) s

_\/1+32: V14 g2 _\/1—|—52_\/1+32'
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II1.2 Equation de volterra de type de convolution

D’ou la solution est sous la forme :

y(z) = a1y (@) + caya ().
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudier les équations intégrales de Fredholm et de Volterra avec
un noyau de type particulier k(x,y) = k(z—y). Cette étude consiste a utiliser les transformations
intégrales. Ainsi, nous avons appliqué la transformée de Fourier pour résoudre Fredholm ; et la

transformée de Laplace pour I’équation de Volterra.
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L’objectif de ce travail est d’étudier la résolution des équations intégrales de type de convolution.
Pour ce faire, nous avons étudié les transformées de Fourier et de Laplace qui sont les outils essentiels de leurs

résolution.Nous avons également étudier le produit de convolution.

Mots clés : Produit de convolution, transformée de Fourier, transformée de Laplace.

The aim of this work is to study the resolution of the integral equations of convolution type.
To do this, we have studied the Fourier and Laplace transforms which are the key tools for their resolution. We

have also study the convolution product.

Keywords : convolution product, Fourier transforms, Laplace transforms.




