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À mes fréres pour leurs tendresse et encouragements, et ma grande famille.
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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intresse d’une part au calcul symbolique pour les espaces de

Besov et lizorkin-Tribel à valeur dans R, et on donne des conditions pour que la fonction

f réelle soit lipschizienne ou non. D’autre part, on démontre, dans notre travail quatre

théorèmes importants pour la localisation uniforme.

Mots clés : Espace de Besov, Espace de Lizorkin-Triebe, Localisation uniforme, Car-

actérisations concréte.
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Abstract

In this dissertation, we are interested, in one hand, in the sumbolic calculation for

Besov and Lizorkin-Triebel with values in R, and we give conditions for the real function

f with Libschiz or not. On the other hand, we demonstrate, in this work, four important

theories for the uniformed localization.

Keywords : Besov space, Lizorkin-Triebel space, uniformed Localization, Concrete

characteristics.

v



Table des matières

Notations 3

Introduction 5
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Notations

* D(R)est l’espace des fonctions C∞(R) à support compact.

* D′(R) est le dual de D(R), est appelé espace des distributions sur R.

* S(R) est l’espace des fonctions C∞(R) à décroissance rapide sur R.

* S
′
(R) est le dual de S(R), est appelé espace des distributions tempérées sur R.

* (f ∗ g)(x) =
∫
R
f(x− y)g(y)dy est le produit de convolution des fonctions.

* On note Tf l’opérateur de composition, défini par : Tf (g) = f ◦ g.

* Sf version locale de l’opérateur de composition Tf , définie par :

Sf (x) := ϕ(f ◦ g)

* Pour une distribution f définie sur R et a ∈ R, on définit l’opérateur de translation

par :

τaf(x) = f(x− a), ∀x ∈ R.

* Pour une distribution f définie sur R, on définit l’opérateur de différence finie par :

∆mf = τ−mf − f.

* Si f ∈ S(R) sa transformée de Fourier est :

f̂(ξ) =

∫
R

f(x)e−ixξdx,

et sa transformée de Fourier inverse est :

F−1(f)(ξ) =
1

2π

∫
R

f(x)eixξdx.

* L’ensemble de distribution est noté Elu, c’est un D(R)-module isométriquement

invariant par translation pour ‖ − ‖Elu .
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* On définit le opérateur Qi sur S
′
(R), par :

Qi := γ(2−iD) (i≥ 1), Q0 := ϕ(D).

* On note Mi la norme de l’opérateur :

g 7→ ϕig, appliquant sur Bs
p,∞(R).

* On pose : Es
p,q(R) := Bs

p,q(R) ou F s
p,q(R).

* On pose : εsp,q := Es
p,q(R) ∩ L∞(R).

* Un espace de Banach de distributions (E.B.D.). E est isométriquement invariant par

translation si τaf ∈ E et

‖τaf‖E = ‖f‖E

pour tout f ∈ E et tout a ∈ R.

* On note g(D) l’opérateur pseudodifférentiel de symbole g, défini sur les distributions

tempérées par

ĝ(D)f := gf̂ , ∀f ∈ S ′(R).
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Introduction

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre : est consacré essentiellement aux rappels des espaces de Besov et

Lizorkin-Triebel.

On rappelle quelques propriétes principales sur ces espaces qui seront utilisées dans le

chapitre 2 et le chapitre 3.

Au deuxiéme chapitre, on considére le calcul symbolique pour les espaces de Besov et

de Lizorkin-Triebels, et on montre que les conditions de Lipschitz, locale ou globale sont

nécessaires pour la démonstration des quatre théorèmes.

Dans le troisiéme chapitre, on montre les théorèmes suivants :

Théoréme 0.1. [3] Si 0 < s < 1, alors Bs
p,q(R)lu est l’ensemble des fonctions f telle que :

sup
a∈R

(∫ 1

0

(
t−sξp,I+a(f ; t)

)q dt
t

)1/q

+ ‖f‖Lp(R)lu < +∞.

De plus l’expression ci-dessus est une norme équivalente sur Bs
p,q(R)lu.

Théoréme 0.2. [3] B1
p,q(R)lu est l’ensemble des fonctions f telle que

sup
a∈R

(∫ 1

0

(
t−1βp,I+a(f ; t)

)q dt
t

)1/q

+ ‖f‖Lp(R)lu < +∞.

De plus l’expression ci-dessus est une norme équivalente sur B1
p,q(R)lu.

Théoréme 0.3. [3] Si 0 < s < 1, alors F s
p,q(R)lu est l’ensemble des fonctions f telle que :

sup
a∈R

∥∥∥(∫ 1

0

(
t−s−1

∫
|m|≤t

|∆mf(.)|dm
)q dt

t

)1/q∥∥∥
Lp(I+a)

+ ‖f‖Lp(R)lu < +∞.

De plus l’expression ci-dessus est une norme équivalente sur F s
p,q(R)lu.

Théoréme 0.4. [3] F 1
p,q(R)lu est l’ensemble des fonctions f telle que

sup
a∈R

∥∥∥(∫ 1

0

(
t−2

∫
|m|≤t

|∆2
mf(.)|dh

)q dt
t

)1/q∥∥∥
Lp(I+a)

+ ‖f‖Lp(R)lu < +∞.
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De plus l’expression ci-dessus est une norme équivalente sur F 1
p,q(R)lu.
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Chapitre 1

Définitions et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, on présente quelques notions essentielles qu’on va utiliser dans la

suite à savoir : l’espace de Besov, l’espace de Lizorkin-Triebel, Besov généralisé, Lizorkin-

Triebel généralisé et quelques propriétés principales.

1.1 Définitions et propriétés des espaces de Besov et

Lizorkin-Triebel

On va rappeler les définitions des espaces de Besov et Lizorkin-Triebel.

1.1.1 Espace de Besov

Définition 1.1. Soit s ∈ R et p,q ∈]0,∞], l’espace de Besov noté Bs,q
p (R) est l’ensemble

des f ∈ S ′(R) telle que

‖f‖Bs,qp (R) <∞,

où

‖f‖Bs,qp (R) =


(
∞∑
k=0

2skq||∆kf ||qp)
1
q , pour q 6=∞,

sup
k≥2

2sk||∆kf ||p, pour q=∞.

Proposition 1.1. [2] Soient ` entier, et p,q ∈]0,∞], si 0 < s < `, alors l’espace de Besov

Bs,q
p (R) est l’ensemble des distributions tempérées f vérifiant :

‖f‖Bs,qp (R) = ‖f‖p +
(∫

R
| h |−sq

( ∫
R
| ∆`

hf(x) |p dx
) q
p
dh

| h |

) 1
q
.
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1.2. ESPACES DE BESOV GÉNÉRALISÉ ET DE LIZORKIN-TRIEBEL
GÉNÉRALISÉ

Proposition 1.2. [9]

� Bs,q
p (R) est un espace quassi-Banach (espace de Banach si mini (p, q) ≥ 1).

� Soient p0 < p et s0 − 1
p

= s− 1
p

alors : Bs0,q
p0

↪→ Bs,q
p .

1.1.2 Espace de lizorkin-Triebel

Définition 1.2. Soit s ∈ R, 0 < p <∞ et 0 < q ≤ ∞, l’espace de Lizorkin-Triebel, noté

F s,q
p (R) est l’ensemble des f ∈ S ′(R) telle que

‖f‖F s,qp (R) <∞,

où

‖f‖F s,qp (R) =


‖
∞∑
k=0

2skq|∆kf |q)
1
q ‖p, pour q 6=∞,

‖ sup
k≥0

2sk|∆kf |‖p, pour q =∞.

Proposition 1.3. [9]

� F s,q
p (R) est un espace quassi -Banach.

� F 0,2
p (R) = Lp(R) si 1 < p <∞.

Proposition 1.4. [7] Soit m ∈ N∗ et p ∈]0,∞[, q ∈]0,∞], si 1
min(p,q)

< s < m, l’espace

de Lizorkin-Triebel admet une quasi-norme équivalant :

‖f‖F sqp (R) =


‖f‖p + (‖

∫
R |∆

m
h f(.)|q) dh

|h|1+sq )
1
q ‖p, pour q 6=∞,

‖f‖p + ‖ sup
h∈R

(|∆m
h f ||h|−s), pour q = ∞.

1.2 Espaces de Besov généralisé et de Lizorkin-Triebel

généralisé

On donne dans ce paragraphe les définitions des espaces de Besov généralisé Bv,q
p (R)

et Lizorkin-Triebel généralisé F v,q
p (R).

1.2.1 Espace de Besov généralisé

Définition 1.3. Soit v : [0,∞[−→ R une fonction positive et 0 < p, q ≤ ∞, l’espace de

Besov généralisé noté Bv,q
p (R) de l’ensemble de f ∈ S ′(R) telle que

‖f‖Bv,qp (R) <∞,

8 Brihmat Amal Bochra



1.3. LA MULTIPLICATION DANS UNE ALGÈBRE

où

‖f‖Bv,qp (R) =


∞∑
k=0

(v(2−k)‖∆kf‖p)q)
1
q , pour q 6=∞,

sup
k≥0

v(2−k)‖∆k‖p, pour q=∞.

1.2.2 Espace de Lizorkin-Triebel généralisé

Définition 1.4. Soit v : [0,∞[−→ R une fonction positive et 0 < p, q ≤ ∞ l’espace de

Lizorkin-Triebel généralisé noté F v,q
p (R) de l’ensemble de f ∈ S ′(R) telle que

‖f‖F v,qp (R) <∞,

où

‖f‖F v,qp (R) =


‖
∞∑
k=0

(v(2−k)‖∆kf‖)q)
1
q ‖p, pour q 6=∞,

‖ sup
k≥0

v(2−k)‖∆kf‖‖p, pour q=∞.

1.3 La multiplication dans une algèbre

On va rappeler quelques propriétés sur les espaces Bs,q
p (R) et F s,q

p (R).

Définition 1.5. On dit qu’un espace vectoriel normé E est une algèbre s’il existe une

constante c > 0 telle que

‖fg‖E ≤ c‖f‖E‖g‖E.

Pour tout f et g appartiennent à E.

Proposition 1.5. [7] Soient s ∈ R et p,q ∈]0,∞], alors les trois propriétés suivantes sont

équivalentes :

a) Bv,q
p (R) est une algèbre,

b) Bv,q
p (R) ↪→ L∞(R),

c) s > 1
p

ou s = 1
p

et 0 < q < 1.

Proposition 1.6. [7] Soient s ∈ R et p,q ∈]0,∞], alors les trois propriétés suivantes sont

équivalentes :

a) F v,q
p (R) est une algèbre,

b) F v,q
p (R) ↪→ L∞(R),

c) s > 1
p

ou s = 1
p

et 0 < p < 1.

9 Brihmat Amal Bochra



1.4. SÉRIE DE LITTLEWOOD-PALEY

Lemme 1.1. Soit 0 < p < 1 et s < 1
p
− 1 :

� Il existe une constante c > 0 telle que

‖f‖Lp(R) ≤ c‖f‖Bs,qp (R), ∀f ∈ Bs,q
p (R).

� Il existe une constante c > 0 telle que : ‖f‖Lp(R) ≤ c‖f‖F s,qp (R), ∀f ∈ F s,q
p (R).

1.4 Série de Littlewood-Paley

1.4.1 La décomposition de Littelwood-Paley

On donne la définition de la décomposition de Littelwood-Paley d’une distribution

tempérée :

Soit γ ∈ S(R) telle que

� suppγ ⊂ {x ∈ (R) : 2−1 ≤| x |≤ 21},

� γ > 0 pour 2−1 <| x |< 21,

�

∑
i∈Z

γ(2−ix) = 1 pour x ∈ R \ {0}.

On pose

ϕ(x) +
∞∑
k=1

γ(2−kx) = 1, (1.1)

Pour tout x ∈ R et ϕ ∈ C∞(R) telle que supp ϕ ⊂ {x ∈ R :| x |≤ 2}.

La relation (1.1) converge dans S(R) est appelée la relation de l’unité.

A cette relation, on associe une suite d’opérateurs de convolution.

∆k : S ′(R) 7−→ C∞(R)

f 7−→ (∆kf)(x) = F−1(γ(2−kx) ∗ f)(x), (k ≤ 1),

φi : S ′(R) −→ C∞(R)

f 7−→ (φif)(x) = (F−1(ϕ(2−ix)) ∗ f)(x) (i ≥ 0),

avec ∆0 = φ0.

Par écrire la relation (1.1) au point 2−k on a

ϕ(2−kx) +
∞∑

i=k+1

γ(2−ix) = 1.

10 Brihmat Amal Bochra



1.4. SÉRIE DE LITTLEWOOD-PALEY

En multipliant par f̂ alors

ϕ(2−kx)f̂ +
∞∑

i=k+1

γ(2−ix)f̂ = f̂ . (1.2)

En appliquant l’application F−1 sur (1.2) donc

F−1(ϕ(2−kx)f̂) +
∞∑

i=k+1

F−1(γ(2−ix)f̂) = f,

alors

φkf +
∞∑

i=k+1

∆if = f, (1.3)

pour k = 0 on a

φ0f +
∞∑

i=k+1

∆if = f.

Puisque φ0 = ∆0 alors

∆0f +
∞∑
i=1

∆if = f,

donc

f =
∞∑
i=0

∆if.

On remplace f dans (1.3), on obtient

φkf +
∞∑

i=k+1

∆if =
∞∑
i=0

∆if,

donc

φkf =
∞∑
i=0

∆if.

Remarque 1.1. On peut construire la série de Littlewood-Paley de la maniéré suivante :

Soit ψ(x) ∈ D(R), telle que 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 et

ψ(x) =


1 si | x |≤ 1,

0 si | x |≥ 3
2
.

On pose

β(x) = ψ(x)− ψ(2x),

11 Brihmat Amal Bochra



1.5. OPÉRATEUR DE DIFFÉRENCES FINIS

alors

�

∑
k∈Z

β(2−kx) = 1, x 6= 0.

� ψ(x) +
∞∑
k=1

β(2−kx) = 1,x ∈ R.

et

suppβ ⊂ {x ∈ R :
1

2
≤ |x| ≤ 2}.

1.5 Opérateur de différences finis

Définition 1.6. Soient f ∈ S ′(R) et x, h ∈ R et m ∈ N, l’opérateur différences finis est

noté par ∆m
h telle que

∆m
h f(x) =

m∑
k=0

Ck
m(−1)kf(x+ (m− k)h),

où

Ck
m =

m!

k!(m− k)
.

1.6 L’interpolation

Définition 1.7. Soient A0, A1 deux espaces de Banach 0 < θ < 1. On dit que a ∈ A[θ] =

(A0, A1) si et seulement s’il existe f à variable complexe telle que :

� f analytique sur la bonde {Z ∈ C : 0 < Re(z) ≤ 1} et à valeur dans A0 + A1

continue et bornée sur la bonde {z ∈ C : 0 ≤ Re(z) ≤ 1}.

� f(k + it) ( où k = 0, 1) continue sur Ak tel que tend vert 0 si |t| 7−→ +∞

� a = f(θ).

On muni A[θ] par la norme

‖a‖[θ] = inffmax(sup ‖f(iy)‖A0 , sup ‖f(1 + iy)‖A1 .

Remarque 1.2. A[θ] est un espace d’interpolation.

Proposition 1.7. [7] Soient Aj, Bj(j = 0, 2) quatre espaces de Banach et T un opérateur

envoie A0 dans B0 et A1 dans B1. Alors T envoie A[θ] dans B[θ] et

‖T‖A[θ],B[θ]
≤ ‖T‖1−θ

A0,B0
‖T‖θA1,B1

,
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1.6. L’INTERPOLATION

où

‖T‖Aj ,Bj = sup
‖f‖Aj

‖T (f)‖Bj .

Proposition 1.8. [4] Soient (M,α), (N, β) deux espaces mesurés et p0, p1, q0, q1 ∈ [1,∞]

avec p0 6= p1, q0 6= q1. On suppose que T est un opérateur qui envoie Lp0(M,α) dans

Lq0(N, β), et Lp1(M,α) dans Lq1(N, β) tel que, pour toute fonction simple f

‖Tf‖qi ≤ Ci‖f‖pi , (i = 0, 1).

Alors T renvoie (Lp0 , Lp1)[θ] = Lp dans (Lq0 , Lq1) = Lq telles que

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

, (0 ≤ θ ≤ 1).

de plus

‖Tf‖q ≤ C1−θ
0 Cθ

1‖f‖p.

1.6.1 L’interpolation dans l’espace de Besov

Soient 1 ≤ p0, p1, q0 ≤ ∞ et 1 ≤ q1 ≤ ∞, donc

[Bs0,q0
p0

, Bs1,q1
p1

]θ = Bs,q
p ,

avec

S = (1− θ)s0 + θs1 ,

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

,

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

, (0 ≤ θ ≤ 1).

1.6.2 L’interpolation dans l’espace de Lizorin-Triebel

Soient 1 ≤ p0, q0 ≤ ∞ et 1 ≤ p1, q1 ≤ ∞, alors

[F s0,q0
p0

, F s1,q1
p1

]θ = F s,q
p ,
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1.7. INÉGALITÉS DE BASE

avec

S = (1− θ)s0 + θs1

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1

,

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1

, (0 ≤ θ ≤ 1).

1.7 Inégalités de Base

1.7.1 Inégalités de Young

Proposition 1.9. [9] Soient 1 < p, q <∞ et a, b ≥ 0. Donc

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

1.7.2 Inégalités de Hölder

Proposition 1.10. [9] Soient f ∈ LP (R) et g ∈ Lq(R) avec 1 ≤ p, q ≤ +∞

alors f, g ∈ L1(Ω),

et ∫
Ω

|f.g|dx ≤ ‖f‖p.‖g‖q (1.4)

Démonstration. 1. Si p = 1 et p =∞ la conclusion est évidente.

2. Si 1 < p <∞ d’après l’inégalité de Young, on a

|f(x)||g(x)| ≤ 1

p
|f(x)|p +

1

q
|g(x)|q, etp,qsurΩ.

On conclut que fg ∈ L1(Ω) alors∫
Ω

|fg|dx ≤ 1

p
‖f(x)‖pp +

1

q
‖g(x)‖qq.

On remplace f par λf et (λ > 0) donc∫
Ω

|fg|dx ≤ λp−1

p
‖f‖p +

1

λq
‖g‖qq. (1.5)

On désigne

λ = ‖f‖−1
p ‖g‖

q
p
q .
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1.7. INÉGALITÉS DE BASE

De maniéré a minimiser le membre à droite dans (1.5) on trouve∫
Ω

|fg|dx ≤ ‖f‖p‖g‖q.

1.7.3 Inégalité de Monkowski

Proposition 1.11. Soient 1 ≤ p, q ≤ +∞ tel que

1

p
+

1

q
= 1.

Alors pour toute fonctions mesurables f, g : Ω→ R on a

||f + g|| ≤ ||f ||p + ||g||p.

Démonstration. En employant (1.4), on obtient

||f + g||pp =

∫
Ω

|f + g|p ≤
∫
Ω

|f + g|p−1(|f |+ |g|)dx

≤
(∫

Ω

|f + g|pdx
)(p−1)/p{(∫

Ω

|f |pdx
)1/p

+
(∫

Ω

|g|pdx
)1/p

}
.

1.7.4 Inégalité de Bernstein

Proposition 1.12. Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞ et λ ∈ N, il existe c = c(λ, p, q, 1) > 0 tel

que

pour tout f ∈ LP (R) avec suppf̂ ⊂ {x ∈ R : |x| < R} on a

‖f (λ)‖ ≤ cR|λ|+
1
p
− 1
q ‖f‖p
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1.8. UNE AUTRE VARIANTE DE LA DÉCOMPOSITION DE
LITTLEWOOD-PALEY

1.8 Une autre variante de la décomposition de Littlewood-

Paley

Pour toutes fonctions f, g définies sur R, on pose

(f ⊗ g)(x, y) := f(x)g(y), ∀(x, y) ∈ R× R.

On définit

υ0(x, y)− υ0(2x, 2y) = υ1(x, y), ∀(x, y) ∈ R× R.

les opérateurs υ0 et υβ,i(i ≥ 1, β = 1, 2) sur S ′(R), par

υβ,i := υβ(2−iD), υ0 := υ0(D).

Proposition 1.13. [1] Soit s ∈ R, f une distribution tempérée appartient à Bs
p,q(R) et

F s
p,q(R) si et seulement si

‖υ0f‖p +
∑
β=1,2

(∑
i≥1

(2si‖υβ,if‖p)q
) 1
q
< +∞,

‖υ0f‖p +
∑
β=1,2

∥∥∥(∑
i≥1

(2si|υβ,if |p)q
) 1
q
∥∥∥
p
< +∞,

et les expressions ci- dessus sont des normes équivalentes sur Bs
p,q(R) et F s

p,q(R), respec-

tivement.

Proposition 1.14. [1]

� Si f ∈ Es
p,q(R) et g ∈ Es

p,q(R), alors f ⊗ g ∈ Es
p,q(R) et

‖f ⊗ g‖Esp,q(R) ≤ c‖f‖Esp,q(R)‖g‖Esp,q(R). (1.6)

� g est une fonctions non nulle, appartient à Lp(R), dans le cas Besov, bornée uni-

formément continue dans le cas Lizorkin-Triebel.

Alors il existe une constante c(g) > 0 telle que

‖f‖Esp,q(R) ≤ c(g)‖f ⊗ g‖Esp,q(R). (1.7)

Démonstration. On munit l’espaceEs
p,q(R) des normes équivalentes données dans la propo-

sition (1.10). Dans toute la preuve, on suppose que f 6= 0.
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1.8. UNE AUTRE VARIANTE DE LA DÉCOMPOSITION DE
LITTLEWOOD-PALEY

Étape1 : le cas Besov

On a

‖f ⊗ g‖Bsp,q(R) = ‖ϕ(D)f‖p‖ϕ(D)g‖p +
(∑
i≥1

(2si‖υ1(2−i)f ⊗ g‖p)q
) 1
q

+
(∑
i≥1

(2si‖υ2(2−i)f ⊗

g‖p)q
) 1
q

= ‖Q0f‖p‖Q0g‖p+
(∑
i≥1

(2si‖ϕ(21−iD)f‖p‖Qig‖p)q
) 1
q
+
(∑
i≥1

(2sj‖ϕ(2−iD)g‖p‖Qif‖p)q
) 1
q
.

En utilisant le plongement

Es
p,q(R) ↪→ Lp(R), ∀s > 0. (1.8)

les opérateurs ϕ(2−iD) sont bornés sur Lp, uniformément par rapport à i, par l’inégalité

(1.4) dans le cas Besov.

Soit g une fonction non nulle dans Lp(R), On a

lim
i→∞

ϕ(2−iD)g = g dans LP (R),

donc il existe i0 tel que

‖ϕ(2−iD)g‖p ≥
1

2
‖g‖p, ∀i > i0,

alors
1

2
‖g‖p

(∑
i>i0

(2si‖Qif‖p)q
) 1
q
6 ‖f ⊗ g‖Bsp,q(R).

Et d’autre part on a

‖Qif‖p 6 c1‖f‖p ≤
c2

‖g‖p
‖f ⊗ g‖Bsp,q(R).

Donc ( i0∑
i=0

(2si‖Qif‖p)q)
) 1
q ≤ c2si0

‖g‖p
‖f ⊗ g‖Bsp,q(R).

D’où l’inégalité(1.5).

Étape2 : le cas Lizorkin-Triebel.

On a

‖f ⊗ g‖F sp,q(R) = ‖Q0f‖p‖Q0g‖p +
∥∥∥(∑

i≥1

|(2siϕ(21−iD)f ⊗Qig|q
) 1
q

∥∥∥
p

+
∥∥∥(∑

i≥1

|(2sjQif ⊗ ϕ(2−iD)g|q
) 1
q

∥∥∥
p
,

donc ∑
0≤β≤i−1

Qβf(x) = ϕ(21−iD)f(x),
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1.8. UNE AUTRE VARIANTE DE LA DÉCOMPOSITION DE
LITTLEWOOD-PALEY

par la condition s > 0 ,cela entrâıne

|(ϕ(21−iD)f)(x)| ≤ c
(∑
k≥0

|2skQkf(x)|q
) 1
q , ∀x ∈ R,∀i ≥ 1.

Donc∥∥∥(∑
i≥1

|2siϕ(21−iD)f ⊗Qig|q
) 1
q
∥∥∥
p
≤ c‖f‖F sp,q(R)‖g‖F sp,q(R).

Dans le cas Lizorkin-Triebel, on termine la preuve de (1.4) par la même façon pour les

autres termes. Soit g une fonction non nulle et uniformément continue .

On a

lim
i→∞

ϕ(2−iD)g = g uniformément sur R.

Alors il existe I un intervalle ouvert dans R, un nombre v > 0, et un entier i0, tels que

|ϕ(2−iD)g(x)| ≥ v, ∀x ∈ I,∀i > i0,

il devient ∥∥∥(∑
i>i0

|2siQif ⊗ ϕ(2−iD)g|q
) 1
q
∥∥∥
Lp(R)

≥ v|I|
1
p

∥∥∥(∑
i>i0

|2siQif |q
) 1
q
∥∥∥
Lp(R)

.

Par hypothèse on a f ⊗ g ∈ Es
p,q(R) alors f ⊗ g ∈ Lp(R), à cause de plongement (1.6).

Donc on donne f ∈ Lp(R) et g ∈ Lp(R). En utilisant le plongement l1 ↪→ lq, pour q ≥ 1,

il devient ( ∑
0≤i≤i0

|2siQif(x)|q
) 1
q ≤ c

∑
0≤i≤i0

|2siQif(x)|, ∀x ∈ R.

En considérant les normes Lp(R), alors∥∥∥( ∑
0≤i≤i0

|2sjQif(t)|q
) 1
q
∥∥∥
p
≤ c1‖f‖p ≤

c2

‖g‖p
‖f ⊗ g‖F sp,q(R).

D’où le résultat.
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Chapitre 2

Calcul symbolique dans certains des

espaces de Besov et Lizorkin Triebel

Dans ce chapitre, on étude le calcul symbolique pour les espaces de Besov et de

Lizorkin-Triebel à valeur vectorielles BS
p,q(R) et F s

p,q(R), il contient quelques fonctions

de test, autres normes équivalentes, conditions nécessaires pour le calcul symbolique, et

résultat préliminaires.

Définition 2.1. Soient s ∈ R, p, q ∈ [1,+∞]. Les espaces BS
p,q(R) et F s

p,q(R), sont

déterminés respectivement par

‖f‖Bsp,q(R) :=
(∑
i≥0

(2si‖Qif‖p)q
) 1
q
< +∞,

‖f‖F sp,q(R) :=
∥∥∥(∑

i≥0

(2sj|Qif |p)q
) 1
q
∥∥∥
p
< +∞,

avec la modification usuelle dans le cas q =∞.

Dans le cas Lizorkin-Triebel, on suppose que p <∞.

Définition 2.2. Pour s ∈ R, p, q ∈ [1,+∞], on définit Es
p,q(R) comme l’ensemble des

distributions tempérées à valeurs dans R, f qui vérifient

‖f‖Esp,q(R) := ‖f‖Esp,q(R) < +∞.

Pour s ∈ R, p, q ∈ [1,+∞], on définit l’espace εsp,q(R) comme l’ensemble des distributions

tempérées à valeurs dans R, f telles que

‖f‖εs
p,q(R)

:= ‖f‖L∞(R) + ‖f‖Esp,q(R) < +∞.
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2.1. QUELQUES FONCTIONS DE TEST

Définition 2.3. Soit ϕ ∈ C∞(R), on dit que ϕ opéré par multiplication sur E ⊂ D′(R)

si ϕf ∈ E pour tout f ∈ E.

Définition 2.4. Soit E un espace de Banach de distribution dans R, on dit que E est un

D(R)-module si tout élément de D(R)opéré par multiplication sur E.

Il est bien connu que les espaces Es
p,q(R) sont des D(R)-modules.

2.1 Quelques fonctions de test

Lemme 2.1. Soit s > 0. Si υ ∈ S(R), il existe une constante c = c(υ, s, p, q, 1) > 0 telle

que ∥∥∥∑
i≥0

∑
k∈Z

αik2
i((1/p)−s)υ(2i(.)− k)

∥∥∥
Bsp,q(R)

≤ c
(∑
i≥0

(∑
k∈Z

| αik |p)q/p
)1/q

,

∥∥∥∑
i≥0

∑
k∈Z

αik2
i((1\p)−s)υ(2i(.)− k)

∥∥∥
F sp,q(R)

≤ c
∥∥∥(∑

i≥0

∑
k∈Z

(
|αik|2i/pχ(2i(.)− k))q

)1/q∥∥∥
p
,

où χ choisit la fonction caractéristique de [−1
2
, 1

2
].

Lemme 2.2. Pour toute fonction υ ∈ S(R), il existe une constante c = c(υ, s, p, q, 1) > 0

telle que ∥∥∑
k∈Z

αkυ(.− k)
∥∥
Esp,q(R)

≤ c
(∑
k∈Z

|αk|p
)1/p

.

Lemme 2.3. [1] On suppose que Es
p,q(R) * L∞(R) (autrement dit : 0 < s < 1

p
où s = 1

p

et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans cas Lizorkin-Triebel), alors il existe une suite

(ψm)m≥1 de fonctions de classe C∞, portées par [−1
2
, 1

2
], telles que ψm(x) = 1 sur le cube

[−2−m−1, 2−m−1] et

lim
m→+∞

‖ψm‖Esp,q(R) = 0.

Démonstration. Dans le cas s < 1
p
, on pose

ψm(x) := ϕ(2mx),

on a

‖ψm‖Esp,q(R) ≤ 2−m(1/p−s)‖ϕ‖Esp,q(R).

Pour s = 1
p

on pose

ψm(x) := m−1
∑

1≤i≤m

ϕ(2ix).
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2.2. NORMES ÉQUIVALENTES

On a ψm(x) = 1 sur [−2−m−1, 2−m−1] et ψm(x) = 0 hors de [−1
2
, 1

2
]. Le lemme 2.1 donne

les inégalités

‖ψm‖B1/p
p,q (R)

≤ cm(1/q)−1.

De même

‖ψm‖F 1/p
p,q (R)

≤ cm−1
∥∥ ∑

1≤i≤m

2i/pχi
∥∥
p
,

où χ choisit la fonction caractéristique de [−2−i−1, 2−i−1]. Pour la norme Lp qui apparâıt

au seconde membre, on pose

Sk := [−2−k−1, 2−K−1] r [−2−k−2, 2−K−2] k =1,...,m− 1,

et

Sm := [−2−ν−1, 2−ν−1].

La fonction
∑

1≤i≤ν
2i/pχi valant constamment

∑
1≤i≤ν

2i/p sur Sk, donc

‖ψm‖F 1/p
p,q (R)

≤ cm−1
( ∑

1≤j≤m

2k|Sk|
)1/p ≤ c1m

(1/p)−1.

Lemme 2.4. Soient s = 1 + 1
p

et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin-

Triebel. Alors il existe une suite (ωm)m≥1 de fonctions de classe C∞, portées par [−1
2
, 1

2
],

telle que ωm(x) = x1 pour |x1| ≤ 2−m, on a

‖ων‖
B

1+ 1
p

p,q (R)
≤ cm(1/q)−1, ‖ων‖

F
1+ 1

p
p,q (R)

≤ cm(1/q)−1.

2.2 Normes équivalentes

Proposition 2.1. [1] Soit 0 < s < ` avec ` entier. Une distribution f appartient à Bs
p,∞(R)

si et seulement si f ∈ Lp(R) et

Np,`(f) := sup
0<t≤1

t−sωp,`(f ; t) < +∞,

où ωp,`(f ; t) := sup
|h|≤t

(
∫
R
|∆`

hf(x)|pdx)
1
p .

De plus ‖f‖p +Np,`(f) est une norme équivalente dans Bs
p,∞(R) .

Proposition 2.2. [1] Soit s > 0. Une distribution f appartient à Bs
p,q(R) si et seulement

si f ∈ Lp(R) et f
′ ∈ Bs−1

p,q (R). De plus ‖f‖p + ‖f ′‖Bs−1
p,q (R) est une norme équivalente dans

Bs
p,q(R).
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2.3. CONDITIONS NÉCESSAIRES POUR LE CALCUL SYMBOLIQUE

2.3 Conditions nécessaires pour le calcul symbolique

Théoréme 2.1. [1] Soient s > 0, f : R −→ R. Si Tf envoie εsp,q(R) dans Bs
p,∞(R), alors

f est localement lipschitzienne.

Théoréme 2.2. [1] Soient s > 0, f : R −→ R. On suppose que Es
p,q(R) * L∞(R)

(autrement dit : s < 1
p

ou s = 1
p

et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin-

Triebel). Si Tf envoie Es
p,q(R) dans Bs

p,∞(R), alors f est globalement lipschitzienne.

Théoréme 2.3. [1] Soient 1
p
< s < 1 + 1

p
, (ou s = 1 + 1

p
et q > 1 dans le cas Besov, p > 1

dans le cas Lizorkin-Triebel) et f : R −→ R. Si Tf envoie Es
p,q(R) dans Bs

p,∞(R), alors f

est linéaire.

Théoréme 2.4. [1] Soient s > 0, f : R −→ R. Si Tf envoie D(R) dans Es
p,q(R) alors

f ∈ Es
p,q(R)loc.

2.4 Résultats préliminaires

Lemme 2.5. Soient s > 0, f : R −→ R, une fonction s’annulant à l’origine telle que Tf

envoie εsp,q(R) (respectivement Es
p,q(R)) dans Bs

p,∞(R). Alors il existe des nombres M > 0

et δ > 0 tels que l’implication

‖g‖ ≤ δ =⇒ ‖f ◦ g‖Bsp,∞(R) ≤M,

pour tout la fonction g portée par [−1
2
, 1

2
], la norme de ‖g‖ étant calculée respectivement

dans εsp,q(R) et Es
p,q(R).

Démonstration. On suppose, au contraire, pour tout cube R et tous nombres M et δ, on

trouve la fonction g, portée par R, telle que

‖g‖εs
p,q(R)

≤ δ et ‖f ◦ g‖Bs
p,q(R)

> M.

On utilise une suite (Ri)i∈N de cubes disjoints et des fonctions ϕi ∈ D(R)(i ≥ 0) telles que

ϕi(x) = 1 sur 1
2
Ri et ϕi(x) = 0 hors de Ri.

Pour gi : R→ R, i = 0, 1, ..., on a

supp gi ⊂ 1
2
Ri, ‖gi‖εs

p,q(R)
≤ 2−i, ‖f ◦ gi‖Bsp,∞(R) > iMi.
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2.4. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES

Donc la fonction g :=
∑
i≥0

gi appartient à εsp,q(R) et on a

ϕi(f ◦ g) = f ◦ gi.

Alors

iMi ≤ ‖(f ◦ g)ϕi‖Bsp,∞(R) ≤Mi‖f ◦ g‖Bsp,∞(R), pour tout i.

Lemme 2.6. Soient s > 0, f : R→ R. On suppose que Tf envoie εsp,q(R) dans Bs
p,∞(R),

alors quel que soit a ∈ R, il existe un opérateur non linéaire Ka : εsp,q(R) → Bs
p,∞(R), et

δ,M > 0 tels que

Kag(x) = f(a+ g(x))− f(a), ∀x ∈ [−1
2
, 1

2
],

et

‖Kag‖Bsp,∞(R) ≤M,

pour toute fonction g ∈ D(R) à support dans [−1
2
, 1

2
], on a

‖g‖εsp,q(R) ≤ δ.

Démonstration. On prendre l’opérateur non linaire

Vag(x) := ϕ(x)(f(a+ g(x))− f(a)), ∀x ∈ R.

Donc

Vag(x) = ϕ(x)(f(ϕ(x/2)(a+ g(x))− f(ϕ(x/2)a)), ∀x ∈ R.

Va envoie alors εsp,q(R) dans Bs
p,∞(R) comme la preuve du lemme 2.5, il existe un cube

U ⊂ [−1
2
, 1

2
] et δ,M > 0 tels que

‖g‖εsp,q(R) ≤ δ =⇒ ‖Vag‖Bsp,∞(R) ≤M,

pour toute fonction g ∈ D(R) telle que suppg ⊂ U .

On pose U = [−2−r, 2−r] + b, avec r > 0 et b ∈ R, et

Kag(x) := Va
(
g(r−1(.− b)

)
(rx+ b), ∀x ∈ R.

Donc

Kag(x) := ϕ(rx+ b)(f(a+ g(x))− f(a)), ∀x ∈ R.
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Pour U ⊂ [−1
2
, 1

2
], on obtient ϕ(rx+ b) = 1 sur [−1

2
, 1

2
].

Lemme 2.7. Soient s > 0, f : R→ R et

fa′ : x 7→ f(a1),

avec a
′
:= a1 ∈ R.

On suppose que Tf envoie Es
p,q(R) dans Bs

p,∞(R), donc l’opérateur Sf ′a, envoie Es
p,q(R)

dans Bs
p,∞(R).

Démonstration. On prendre l’opérateur ψ : Es
p,q(R)→ Es

p,q(R), définie par

ψ(µ)(x) = (a1ϕ(
x

2
)).

Par définition de ϕ, on obtient

ϕ(x
2
) = 1, si ϕ(x) 6= 0.

Alors

ϕ(fa′ ◦ υ) = ϕ(f ◦ ϕ(υ)), ∀υ ∈ Es
p,q(R).

Cela montre que l’opérateur Sf ′a , envoie Es
p,q(R)) dans Bs

p,∞(R).

Lemme 2.8. Soit 1
p
< s < 1 + 1

p
ou s = 1 + 1

p
et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans

le cas Lizorkin-Triebel). Si f : R → R est une fonction telle que l’opérateur Sf , envoie

Es
p,q(R) dans Bs

p,∞(R), alors f est une fonction affine.

Démonstration. On rappelle que Sf vérifie le lemme 2.5.

Étape 1 :

Le cas 1
p
< s < 1 + 1

p
.

On pose u(x) = x1ϕ(x). On suppose que a > 0 assez grand, et 0 < ε ≤ 1.

On a

‖au(
.

ε
)‖Esp,q(R) ≤ caε(1/p)−s‖u‖Esp,q(R).

On désigne

ε =
( δ

ac‖u‖Esp,q(R)

) 1
1
p−s ,

on définit la fonction υ par

υ(x) := au(x
ε
), ∀x ∈ R,
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on a

‖υ‖Esp,q(R) ≤ δ, et supp υ ⊂ [−1, 1].

Alors

‖Sf (υ)‖Bsp,∞(R) ≤M.

Par la définition de ε, on a∫
|x|≤a

4

|∆`
Jf(x)|pdx ≤ ca−sp+1+p, J ∈]0, 1].

Pour a→ +∞ et s > 1 + 1
p
, il vient

+∞∫
−∞
|∆`

Jf(x)|pdx = 0, J ∈]0, 1].

on supposse que

f(x) =
n∑
i=0

cix
i,

avec n > 1 et cn 6= 0,

où f est une fonction polynomiale, alors pour tout x ∈ R, on a

Sf (υ)(x) = F (x) +G(x).

On a

γ ∈ Es
p,q(R), si s < 1

p
+ (n− 1)τ .

On désigne τ tel que
1

n− 1
(s− 1

p
) < τ <

1

n
(s− 1

p
).

Donc il y a une contradiction, puisque Sf envoie εsp,q(R) dans Bs
p,∞(R). On conclut que

f(x) = c0 + c1x.

Étape 2 :

le cas s = 1 + 1
p

et p > 1.

Dans le lemme 2.4 ν un entier assez grand, on pose

a = δ‖ων‖−1

E
1+ 1

p
p,q (R)

,

25 Brihmat Amal Bochra
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et

u(x) := 2 maωm(x
ε
), avec ε]0, 1],

alors

‖u‖εsp,q(R) ≤ δ, et suppu ⊂ [−1
2
, 1

2
].

On définie P par

| x1| < 2−m−1ε,

Soient J ∈]0, 1
2
] et h = 2−ma−1εJe1, pour tout x ∈ P ,

∆2
hSf (u)(x) = ∆2

Jf(2ν a
ε
x1), ∀xεP,

pour 0 < s < 2, et par la proposition 2.2, on a

‖f‖Bsp,∞(R) ∼ ‖f‖p + ‖f ′‖Bs−1
p,∞(R),

et par la proposition 2.1, on obtient∫
p

| ∆h(S
′

fu)(x) |p dx ≤Mp|h|, (2.1)

on conclut que

2mapε−p
∫
|x|≤a

2

|∆Jf
′
(x)|pdx ≤Mp,

et par la définition de ε, il devient∫
|x|≤a

2

| ∆Jf
′
(x) |p dx ≤ ca−p.

Pour m et a tendent vers +∞, il vient

∆Jf
′
(x) = 0

pour tout x ∈ R et tout J ∈]0, 1
2
], f

′
est une constante.

Ètape 3 : Le cas s = 2 et p = 1, c’est-à-dire : B2
1,q(R)(q > 1).

Le début de la démonstration est inchangé l’estimation (2.1) est remplacée par∫
p

|∆2
h(S

′

fu)(x)|dx ≤M |h|,
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Où f est un polynôme de degré au plus 2 ; alors comme à la fin de l’étape 1, on conclut

que

f(x) = c0 + c1x.

Preuves des théorèmes 2.1 et 2.2

Démonstration. Soient b, b
′

dans R, n ≥ 1 et r,m , qui seront choisis en fonction b et b
′
.

On considéré l’ensemble

γn := k1,

et on définit

y =
1

2`+ 1
,

où ` est entier fixé tel que ` > s.

preuve du théorème 2.1

Démonstration. On suppose que Tf envoie l’espace de Besov Bs
p,1(R) dans Bs

p,∞(R (c’est

suffisant car l’espace Bs
p,1(R) se plonge dans tous les εsp,q(R). Soit un nombre réel a qui

reste fixé dans la suite de la preuve. Donc on obtient un opérateur Ka et des constantes

δ,M comme le lemme 2.6. On considére

m = 1 et r :=
1

6n
,

car y < 1
2
, les cubes r([−y, y] + k), k ∈ Z, sont deux à deux disjoints.

Par définition de r, on a r([−1
2
, 1

2
] + k) ⊂ [−1

2
, 1

2
]/2, pour tout k ∈ γn. Donc

Kag(x) = f(a+ b
′
)− f(a), six ∈ r([−y

2
,
y

2
] + k)pourk ∈ γn, (2.2)

Kag(x) = f(a+ b)− f(a), six ∈ [−1

2
,
1

2
]/2 \

⋃
k∈γn

r([−y, y] + k). (2.3)

On désigne r tel que

c−1rs−
1
pn−

1
p

∥∥∥∑
k∈γn

ϕ
(1

y

( .
r
− k
))∥∥∥

∞
= c−16

1
2
−sn−s‖ϕ‖∞ ≤ ci.

En employant la relation entre r et n, on obtient

‖g‖Bsp,1(R) ≤ c2(ns|b′ − b|+ |b|). (2.4)
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Alors

max(|b|, |b− b′ |) ≤ δ

2c2

, (2.5)

et on définit n par la propriété

ns ≤ δ

2c2|b− b′ |
< (n+ 1)s.

On remarque la définition de n entrâne

ns ≥ δ

2s+1c2|b− b′|
. (2.6)

Par la condition (2.5) et par définition de n, on a

‖g‖Bsp,1(R) ≤ δ,

car le support de g ⊂ [−1
2
, 1

2
], on conclut que

‖Kag‖Bsp,∞(R) ≤M. (2.7)

Pour tout x ∈ r([0, y
2
] + k), on a

x+ irye1 ∈ r([
−1

2
,
1

2
] +K), ∀i = 0, ..., `,

x+ irye1 6∈ r([−y, y] +K), ∀i = 0, ..., `,

par (2.2) et (2.3) on a

|∆`
rye1

(Kag)(x)| = |f(a+ b
′
)− f(a+ b)|.

Donc

|f(a+ b)− f(a+ b
′| ≤ 2s+1Mc2

c4δ
|b− b′ |,

où f est lipschitzienne dans un voisinage de a.
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preuve du théorème 2.2

Démonstration. Soit f une fonction satisfaisant l’hypothèse du théorème 2.2, on pose des

constantes σ > 0 et k > 0 telles que |b′ − b| < σ implique

| f(b
′
)− f(b)| ≤ K|b′ − b|, ∀b et b

′
dans R.

On précise les entier positive m et n, ainsi que le nombre r ∈]0, 1]. Pour Le lemme 2.3 on

choisit m tel que

|b|‖ψm‖Esp,q(R) ≤ δ/2,

le part n et r devrons suffisant les relations suivants :

δ(3|b′ − b|)−1 < c1r
(1/p)−sn1/p ≤ δ(2|b′ − b|)−1 (2.8)

rn < 2−m−2. (2.9)

Par la relation (2.8) implique

‖g‖εsp,q(R) ≤ δ.

l’inégalité (2.9) nous assure l’inclusion

r([−2−1, 2−1] + k) ⊂ [−2−m−1, 2−m−1]pourk ∈ γn, (2.10)

et par conséquent

g(x) = b
′
, six ∈ r([−y/2, y/2] + k), pourk ∈ γn,

g(x) = b, six ∈ [−2−m−1, 2−m−1] \
⋃
k∈γn

r([−y, y] + k).

Pour s < 1
p
, on pose

r = (δ(2c1|b
′ − b|)−1n−1/p)

1
1
p−s ,

donc rn = c|b′− b|
1

s− 1
p n

1

s− 1
p est de l’ordre de grandeur de n

1

s− 1
p , pour 0 < s < 1

p
, on choisit

n = n(δ, |b′ − b|) permet d’avoir (2.9).

On suppose que s = 1
p
.

Si |b′ − b| ≤ δ
3
, il est possible de trouver un entier n ≥ 1 tel qu’on ait (2.8), on désigne r

assez petit pour avoir (2.9). Il devient alors

‖f ◦ g‖Bsp,∞(R) ≤M.
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Pour tout x ∈ r([0, x
2
] + k), On a

x + irye1 ∈ r([0, x2 ] + k) \
⋃

k′∈γn
r([−y, y] + k

′
), ∀i = 1, ..., l.

Donc

|∆`
rye1

(f ◦ g)(x)| = |f(b
′
)− f(b)|.

Et par la proposition 2.1, on trouve

‖f ◦ g‖Bsp,∞(R) ≥ (ry)−s
(∑
k∈γn

∫
r([0, y

2
]+K

|∆`
rye1

(f ◦ g)(x)|pdx
)1/p

= |f(b
′ − f(b)|(2n+ 1)1/p(ry)−s|r[0, y

2
]|1/p.

L’encadrement (2.8) entrâıne

|f(b
′
)− f(b)| ≤ c1Mrs−1/pn−1/p < c2Mδ−1|b′ − b|,

où f est globalement lipschitzienne.

preuves des théorèmes 2.3 et 2.4

Preuve du théorème 2.3

Démonstration. On suppose que Tf envoie l’espace Es
p,q(Rn) dans Bs

p,∞(R), donc par le

lemme 2.7, Sf
a
′ , envoie Es

p,q(R) dans Bs
p,∞(R), et d’après le lemme 2.8 la fonction x1 7→

fa′ (x1) est affine pour tout a
′ ∈ R, donc

fa′ (x1) = c0 + c1x1,

où c0, c1 dépendent des autres variables.

On obtient

c−1
α f(x1) = x1u+ x1υ.

On considéré une fonction θ : R→ R à support compact, telle que θ ∈ Es
p,q(R), on définit

g ∈ Es
p,q(Rn). par

g(x) = θ(x).

Alors

(f ◦ g)(x) = c0 + c1(x),
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donc

c−1
α (f ◦ g)(x) = θ(x)u+ θ(x)υ.

Preuve du théorème 2.4

Démonstration. Par définition on a

f ∈ Es
p,q(R)loc ⇔ uf ∈ Es

p,q(R, ∀u ∈ D(R)).

Soit υ une fonction non nulle dans D(R) et à support dans l’intervalle I. On suppose que

le support de u est inclus dans l’intervalle I.

On désigne g ∈ D(R) de façon que g(x1) = x1 pour tout x1 ∈ I × I .

On obtient

fu⊗ υ = (f ◦ g)(u⊗ υ).

On a par hypothèse f ◦ g ∈ Es
p,q(R).Comme Es

p,q(R) est un D(R)−module, on a fu⊗υ ∈

Es
p,q(R), donc on déduire que fu ∈ Es

p,q(R).
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Chapitre 3

Localisation uniforme des espaces de

Besov et de Lizorkin-Triebel

Dans ce chapitre, on parle de Localisation uniforme des espaces de Besov et de

Lizorkin-Triebel, ce chapitre contient quelques définitions des théorèmes avec ses preuves.

3.1 Généralités sur la localisation uniforme

Un espace de Banach de distributions (E.B.D) sur R est un sous-espace vectoriel E de

D′(R) muni d’une norme complété ‖ − ‖E telle que l’injection canonique E ↪→ D′(R) soit

continue.

Proposition 3.1. [2] Soit E un D(R)−module isométriquement invariant par translation.

Pour toute distribution f appartient (Elu) localement uniformément à E si l’une condition

équivalentes suivantes est satisfaite :

i) Il exite une fonction positive non nulle ψ ∈ D(R) telle que (τaψ0)f ∈ E pour tout

a ∈ R, et

‖f‖Elu := sup
a∈R
‖(τaψ0)f‖E < +∞.

ii) Pour tout fonction ψ ∈ D(R), on a (τaψ)f ∈ E pour tout a ∈ R, et

sup
a∈R
‖(τaψ)f‖E < +∞.

Si E est un (E.B.D) et υ un entier positif, on peut considérer l’espace de Sobolev

W r(E) d’ordre υ de base E à prendre :
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Wr(E) := {f ∈ D′(R) : f (α) ∈ E pour tout | α| ≤ ν},

W r(E) est un E.B.D pour la norme

‖f‖W r(E) :=
∑
|α|≤υ

‖f (α)‖E.

Proposition 3.2. [2] Soit E un D(R)−module, isométriquement invariant par transla-

tion, il en est de même pour W r(E) et on a

(W r(E))lu = W r(Elu),

avec des normes équivalentes.

Démonstration. W r(E) est un espace de Banach de distribution (E.B.D) pour la norme

‖f‖W r(E) =
∑
|α|<r

‖f (α)‖E,

on a

ψf ∈ W r(E) pour tout ψ ∈ D(R) puisque ψf ∈ E donc W r(E) est un D(R)-module.

Pour tout a ∈ R on a τaf ∈ W r(E) alors

‖τaf‖W r(E) = ‖f‖W r(E).

Car ∈ E, alors W r(E) est isométriquement invariant translation.

f ∈ (W r(E))lu ⇔ pour tout ψ ∈ D(R), on a (τaψ)f ∈ (W r(E)) pour tout a ∈ R,

et sup
a∈R
‖(τaψ)f‖W r(E) < +∞.

⇔ pour tout ψ ∈ D(R), ((|τaψ|)f)(α) ∈ E pour a ∈ R,

et sup
a∈R
‖((τaψ)f)(α)‖E < +∞, |α| < r.

⇔ f ∈ (W r(Elu)).

Donc

(W r(E))lu = W r(Elu).

Proposition 3.3. [2] Soit p ∈ [1,+∞[, alors f une fonction mesurable sur R appartient

Lp(R)lu si et seulement si

sup
a∈R

(

∫
I+a

| f(x) |p dx)1/p < +∞,

où I un intervalle ouvert donné dans R.

De plus l’expression ci-dessus est équivalente à la norme ‖f‖Lp(R)lu .
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Démonstration. Soit I un intervalle ouvert, pour f a la propriété suivant on a

sup
a∈R

(

∫
I+a

| f(x) |p dx)1/p < +∞;

soit ψ0 ∈ D(R) une fonction non nulle telle que supp ψ0 ⊂ I, on a

||(τaψ0)f ||p =
(∫

R

|(τaψ0)(x)f(x)|pdx
)1/p

=
( ∫
I+a

|(τaψ0)(x)f(x)|pdx
)1/p

≤ sup
x∈(I+a)

|τaψ0(x)|
( ∫
I+a

|f(x)|pdx
)1/p

≤ (sup
x∈I
|ψ0(x)|)(

∫
I+a
|f(x)|pdx

)1/p

≤ ‖ψ0‖∞
( ∫
I+a

|f(x)|pdx
)1/p

.

Alors

f ∈ Lp(R)lu.

On suppose que f ∈ Lp(R)lu, pour tout ψ ∈ D(R), on a (τaψ)f ∈ Lp(R) pour tout a ∈ R,

sup
a∈R
‖(τaψ)f‖p < +∞.

Pour ψ ∈ D(R) tel que ψ(x) = 1 sur I, on a

( ∫
I+a

|f(x)|pdx
)1/p

=
( ∫
I+a

|f(x)ψ(x− a)|pdx)1/p

≤ sup
a∈R
‖(τaψ)f‖p < +∞.

Alors ( ∫
I+a

|f(x)|pdx
)1/p

< +∞.

Lemme 3.1. Pour tout q ∈ [1,+∞[ et tout réel α, il exite c > 0 tel que

sup
0<t< 1

2

tαu(t) ≤ c
( 1∫

0

(
tαu(t)

)q dt
t

)1/q.

Pour tout fonction croissant u sur l’intervalle [0, 1[.
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3.2 Définitions des espaces fonctionnels

Pour tout p ∈ [1; +∞[ et tout ensemble borélien A de R, on pose

ξp,A(f ; t) := sup
h≤t

( ∫
A

| ∆mf(x) |p dx
)1/p

.

βp,A(f ; t) := sup
h≤t

( ∫
A

| ∆2
mf(x) |p dx

)1/p
.

Où f est une fonction mesurable sur R, et t > 0.

On note ξp := ξp,R, de même pour β

Définition 3.1. Soient 0 < s < 1, p, q ∈ [1,+∞]. L’espace Bs
p,q(R) est l’ensemble des

fonction f vérifiant

‖f‖Bsp,q(R) := ‖f‖P +
( 1∫

0

(t−sξp(ft))
q dt

t

)1/q

< +∞.

Définition 3.2. Soient 0 < s < 1, q ∈ [1,+∞], 1 ≤ p <∞. L’espace de Lizorkin-Triebel

F s
p , q(R) est l’ensemble des fonctions f vérifiant

‖f‖F sp ,q(R) := ‖f‖p +

(( 1∫
0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

| ∆mf(x) |q
)q d
t

)p/q
dx

) 1
p

< +∞.

- Dans les définitions précédents, en remplaceant l’intégrale
∫ 1

0
par l’intégrale

∫ n
0

, où

n est n’importe quel réel fixé.

- Les espaces d’ordre 1, c’est-à-dire : les espaces E1
p,q(R), se définissent de la même

maniére, à condition d’ échanger ∆m par l’opérateur ∆2
m.

- les espaces d’ordre supérieur à 1 sont, par définition, les espaces de Sobolev basés

sur les espaces d’ordre 0 < s < 1 .

Définition 3.3. Soient s > 1 et υ l’entier tel que υ < s ≤ υ + 1. Alors Es
p,q(R) est

l’ensemble des fonctions f telles que f (α) ∈ Es−υ
p,q (R) pour tout | α |≤ ν, cet espace est

muni de la norme ∑
|α|≤ν

‖f (α)‖Es−υp,q (R).
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Résultats préliminaires

Soit k ∈ N∗ , m ∈ R et soit f et g sont des fonctions quelconques, on pose des formules

suivantes on a

∆mf(x) = f(x+m)− f(x).

Alors

∆m(fg)(x) = f(x+m)g(x+m)− f(x)g(x)

= f(x+m)g(x+m)− f(x)g(x) + f(x)g(x+m)− f(x)g(x+m)

= (f(x+m)− f(x))g(x+m) + (g(x+m)− g(x))f(x)

= (∆mf(x))τ−mg(x) + (∆mg(x))f(x).

Donc

∆m(fg) = (∆mf)τ−mg + f(∆mg), (3.1)

∆2
m(fg) = (∆2

mf)(τ−2mg) + f(∆2
mg)(τ−mf) + (∆mf)(∆2mg). (3.2)

Proposition 3.4. Soient m ∈ R et k ∈ N∗ alors

∆m = 2−k∆2km −
k−1∑
l=0

2−l−1∆2
2lm. (3.3)

Pour démontrer cette proposition on a besoin le lemme suivant :

Lemme 3.2. Soit m ∈ R on a

∆2m′ − 2∆m′ −∆2
m′

= 0.

Démonstration.

∆2m′f(x)− 2∆m′f(x)−∆2
m′
f(x) = f(x+ 2m

′
)− f(x)− 2(f(x+m

′ − f(x))−

∆m′ (f(x+m
′
)− f(x))

= f(x+ 2m
′
)− f(x)− 2f(x+m

′
) + 2f(x)− f(x+ 2m

′
)

+ 2f(x+m
′
)− f(x)

= 0.
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Démonstration. Démonstration de la proposition (3.4), on utilise la démonstration par

récurrence pour k = 1 on a

∆mf(x) = 2−1∆2mf(x)− 2−1∆2
mf(x)

= 2−1(f(x+ 2m)− f(x))− 2−1(f(x+ 2m)− 2f(x+m) + f(x)

= f(x+m)− f(x),

donc la propriété est vrai au rang 1.

On suppose que la propriété vrai au rang k = n

∆m = 2−n∆2nm −
n−1∑
l=0

2−l−1∆2
2lm.

On démontre que la propriété reste encore vrai au rang k = n+ 1

∆m = 2−n−1∆2n+1m −
n∑
l=0

2−l−1∆2
2lm

= 2−n∆2nm + 2−n−1∆2n+1m − 2−n∆2nm −
n∑
l=0

2−l−1∆2
2lm

= 2−n∆2nm −
n∑
l=0

2−l−1∆2
2lm + 2−n−1∆2n+1m − 2−n∆2nm − 2−n−1∆2

2nm

= ∆m + 2−n−1[∆2n+1m − 2∆2nm −∆2
2nm].

On pose m
′
= 2nm.

D’aprés le lemme 3.1 , on a le résultat.

Lemme 3.3. Il existe c > 0 tel que

ξp,I+a(f, t) ≤ ct

{( ∫
2I+a

|f(x)|pdx
)1/p

+Hp,a(f)|lnt|
}
,

pour tout 0 < t < 1/2, tout a ∈ R et tout fonction localement intégrable f.

Où I un intervale ouvert donné dans R.

Démonstration. On définit l’entier k ≥ 1 par 2−k−1 < t < 2−k. De la formule (3.3), on

extait, pour |m| ≤ t, ( ∫
I+a

|∆mf(x)|pdx
)1/p
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≤ 2−k
( ∫
I+a

|∆2kmf(x)|pdx
)1/p

+
k−1∑
l=0

2−l−1
( ∫
I+a

|∆2
2lmf(x)|pdx

)1/p

≤ 2−k+1
( ∫

2I+a

|f(x)|pdx
)1/p

+
k−1∑
l=0

2−l−1
(

2l−kHp,a(f)
)
,

≤ 4t
( ∫

2I+a

|f(x)|pdx
)1/p

+
1

ln2
t|lnt|Hp,a(t).

3.3 Normes équivalentes dans quelques espaces

Théoréme 3.1. [3] Si 0 < s < 1, alors Bs
p,q(R)lu est l’ensemble des fonctions f telle que :

sup
a∈R

(∫ 1

0

(
t−sξp,I+a(f ; t)

)q dt
t

)1/q

+ ‖f‖Lp(R)lu < +∞. (3.4)

De plus l’expression ci-dessus est une norme équivalente sur Bs
p,q(R)lu.

Théoréme 3.2. [3] B1
p,q(R)lu est l’ensemble des fonctions f telle que

sup
a∈R

(∫ 1

0

(
t−1βp,I+a(f ; t)

)q dt
t

)1/q

+ ‖f‖Lp(R)lu < +∞. (3.5)

De plus l’expression ci-dessus est une norme équivalente sur B1
p,q(R)lu.

Théoréme 3.3. [3] Si 0 < s < 1, alors F s
p,q(R)lu est l’ensemble des fonctions f telle que :

sup
a∈R

∥∥∥(∫ 1

0

(
t−s−1

∫
|h|≤t

|∆mf(.)|dh
)q dt

t

)1/q∥∥∥
Lp(I+a)

+ ‖f‖Lp(R)lu < +∞. (3.6)

De plus l’expression ci-dessus est une norme équivalente sur F s
p,q(R)lu.

Théoréme 3.4. [3] F 1
p,q(R)lu est l’ensemble des fonctions f telle que

sup
a∈R

∥∥∥(∫ 1

0

(
t−2

∫
|h|≤t

|∆2
mf(.)|dh

)q dt
t

)1/q∥∥∥
Lp(I+a)

+ ‖f‖Lp(R)lu < +∞. (3.7)

De plus l’expression ci-dessus est une norme équivalente sur F 1
p,q(R)lu.
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Preuves des théorèmes

on suppose que I un intervale ouvert donné dans R. Dans cette section, on fixe deux

fonction ψ0 et ψ1 dans D(R) telles que

� 0 < ψ0 < 1, ψ0 est non nulle et portée par I/4,

� ψ1(x) = 1 sur 4I.

preuve du théorème 1

Démonstration. On choisit par A(f) le premier terme de l’inégalité (3.4), et par la formule

(3.1) on a Soit f une fonction telle que A(f) <∞. Par la formule (3.1), on a pour tout a

et m ∈ R et |m| ≤ t ≤ 1/2 (∫
R

|∆m((τaψ0)f)(x)|pdx
)1/p

≤ c1(ξ
p,I+a

(f, t) + t‖f‖Lp(R)lu

)
.

Par la condition s < 1, on a

( 1/2∫
0

(
t−sξp((τaψ0)f, t

)q dt
t

)1/q

≤ c1

(( 1/2∫
0

(
t−sξp,I+a(f, t)

)q dt
t

)
+
( 1/2∫

0

(t1−s)q
dt

t

)1/q‖f‖Lp (R)lu

)
.

L’expression ci-dessus étant majorée par c2A(f), pour c2 une constante, on voit que

sup
a∈R
‖τaψ0f‖Bsp,q(R) ≤ c3A(f).

preuve du théorème 2

On choisit par A(f) le premier terme de l’inégalité (3.5) et on pose

Hp,q(f) := sup
0<t≤1/2

1

t
βp,I+a(f, t).
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Démonstration. Soit f une fonction telle que A(f) < ∞, par la formule (3.2), il devient,

pour |m| ≤ t ≤ 1/4,(∫
R

|∆2
m

(
(τaψ0)f

)
(x)|pdx

)1/p

≤
(∫

R

|∆2
mf(x)ψ0(x+ 2m− a)|pdx

)1/p

+
(∫

R

|f(x+m)|p|∆2
m(τaψ0)(x)|pdx

)1/p

+
(∫

R

|∆mf(x)(ψ0(x+ 2m− a)− ψ0(x− a))|pdx
)1/p

≤
( ∫
I+a

|∆2
mf(x)|pdx

)1/p

+ c1t
2
( ∫
I+a

|f(x)|pdx
)1/p

+ c2t
( ∫
I+a

|∆mf(x)|pdx
)1/p

≤ c3(βp,I+a(f, t) + t2||f ||lp(R)lu + tξp,I+a(f, t)),

donc ( 1/4∫
0

(t−1βp((τaψ0)f, t))q
dt

t

)1/q

≤ c3

( 1/4∫
0

(t−1βp,I+a(f, t))
q dt

t

)1/q

+c3||f ||Lp(R)lu

( 1/4∫
0

tq−1dt
)1/q

+ c3

( 1/4∫
0

(ξp,I+a(f, t))
q dt

t

)1/q

.

En résultant

sup
a∈R
||(τaψ0)f ||B1

p,q(R) ≤ c4

(
A(f) + sup

a∈R

( 1/4∫
0

(ξp,I+a(f, t)
)q dt

t

)1/q

.

Par le lemme (3.3), on a, pour tout a ∈ R

( 1/4∫
0

(
ξp,I+a(f, t)

)q dt
t

)1/q

≤ c5‖f‖
Lp(R)lu

(
1/4∫
0

tq−1dt

)1/q

+c2Hp,a(f)

(
1/4∫
0

tq−1|lnt|qdt
)1/q

.

En utilisant le lemme(3.1) à la fonction croissante t 7→ βp,I+a(f, t), on déduire que

sup
a∈R
||(τaψ0)f)||B1

p,q(R) ≤ c7A(f).
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Preuve du théorème 3

On choisit par A(f) le premier terme de l’inégalité (3.6)

Démonstration. Soit f une fonction telle que A(f) <∞. Par la formule (3.1), on a∫
|m|≤t

|∆m((τaψ0)f(x))|dm

≤
∫
|m|≤t

|∆mf(x)|ψ0(x+m− a)dm+ |f(x)|
∫
|m|≤t

|∆m(τaψ0|(x)dm.

on obtient (∫
R

( 1/2∫
0

(
t−s−1

∫
|m|≤t

|∆m(τaψ0)f)(x)|dm
)q dt

t

)p/q
dx

)1/p

≤
( ∫
I+a

( 1/2∫
0

(
t−s−1

∫
|m|≤t

|∆mf(x)|dm
)q dt

t

)p/q
dx

)1/p

+ c1

( ∫
I+a

|f(x)|pdx
)1/p

donc

sup
a∈R
||(τaψ0)f ||F sp ,q(R) ≤ c2A(f).

Preuve du théorème 4

Démonstration. On choisit par A(f) le premier terme de l’inégalité (3.7)

R(x) :=
( 1∫

0

(
t−2

∫
|m|≤t

|∆2
mf(x)|dm

)q dt
t

)1/q

.

Par la formule (3.2) on observe que, pour tous a, x ∈ R et t > 0, on a∫
|m|≤t

|∆2
m((τaψ0)f(x)|dm

≤
∫
|m|≤t

|∆2
mf(x)|ψ0(x+2m−a)|dm+

∫
|m|≤t

|f(x+m)||∆2
m(τaψ0(x)|dm+

∫
|m|≤t

|∆mf(x)||∆2mτaψ0(x)|dm.

On conclut que, pour tout a ∈ R(∫
R

( 1/6∫
0

(
t−2

∫
|m|≤t

|∆2
m((τaψ0)f)(x)|dm

)q dt
t

)p/q
dx

)1/p
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≤

( ∫
I
2

+a

( 1/6∫
0

(
t−2

∫
|m|≤t

|∆2
m((τaψ0)f)(x)|dm

)q dt
t

)p/q
dx

)1/p

≤ c1

(
E(a) + U(a) + T (a)

)
,

avec

E(a) :=

( ∫
I
2

+a

( 1/16∫
0

t−2

∫
|m|≤t

|∆2
mf(x)|dm

)q dt
t

)p/q
dx

)1/p

,

U(a) :=

( ∫
I
2

+a

( 1/16∫
0

( ∫
|m|≤t

|f(x+m)|dm
)q dt

t

)p/q
dx

)1/p

,

T (a) :=

( ∫
I
2

+a

( 1/16∫
0

(
t−1

∫
|m|≤t

|∆mf(x)|dm
)q dt

t

)p/q
dx

)1/p

.

On voit que

E(a) + U(a) ≤ c2

( ∫
I+a

R(x)pdx
)1/p

+ c3||f ||Lp(I+a) . (3.8)

Par T(a), on pose

R1(x) :=

( 1/6∫
0

(
t−1

∫
|m|≤t

|∆mf(x)|dm
)q
dt

t

)1/q

.

En dévisant l’intervalle ]0, 1/16] en intervalles dyadiques et en employant des majorations

évidentes, on obtient

R1(x) ≤ c4R2(x)

où

R2(x) :=

(∑
i≥4

(
2i

∫
|m|≤2−i

|∆mf(x)|dh
)q)1/q

.

Par le changement de variable m
′
= 2−i−3m, il vient

R2(x) =

(∑
i≥4

( ∫
|m|≤1/8

|∆2−i+3mf(x)|dm
)q)1/q

.

Par(3.3) on a

∆2−i+3m = 2−i+3∆m −
i−4∑
`=0

2−l−1∆2
2`−i+3m,
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d’où R2(x) ≤ c5(R3(x) +R4(x)), avec

R3(x) :=

(∑
i≥4

(
2−i

∫
|m|≤1/8

|∆mf(x)|dm
)q)1

/q,

et

R4(x) =

(∑
i≥4

( ∫
|m|≥1/8

i−1∑
`=0

2−`−1|∆2
2`−i+3mf(x)|dm

)q)1/q

.

Estimation de R3, on a

R3(x) = c6

∫
|h|≤1/8

|∆mf(x)|dm.

L’inégalité de Minokowski on donne, pour tout a ∈ R( ∫
I
2

+a

R3(x)pdx

)1/p

≤ c6

∫
|m|≤1/8

{ ∫
I
2

+a

|∆mf(x)|pdx
}1/p

dm

≤ c6

∫
|m|≤1/8

{ ∫
I+a

|f(x)|pdx
}1/p

dm+ c7

( ∫
I
2

+a

|f(x)|pdx
)1/p

≤ c8

( ∫
I+a

|f(x)|pdx
)1/p

.

Par R4 et le lemme(3.1), on a, pour tout x ∈ R et 0 < t ≤ 1
2
,∫

|m|≤t

|∆2
mf(x)|dm ≤ c9t

2R(x). (3.9)

En raison du plongement `1 ↪→ `q on a

R4(x) ≤
∑
i≥4

∫
|m|≤1/8

i−4∑
`=0

2`−1|∆2
2`−i+3mf(x)|dm.

On vérifie que ∫
|m|≤1/8

|∆2
2`−i+3mf(x)|dm = 2−32−i−`

∫
|h|≤2−`−i

|∆2
mf(x)|dm.

En assoiant cette relation avec l’inégalité (3.9), on obtient

R4(x) ≤ c10R(x)
∑
i≥4

i−4∑
`=0

2−`−12`−i = c11R(x),

pour tout a ∈ R ( ∫
I
2

+a

R4(x)pdx

)1/p

≤ c11

( ∫
I+a

R(x)pdx

)1/p

.
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En prenant R3 et R4, on peut déduire que l’expression W (a) est estimée par( ∫
I+a

R(x)pdx

)1/p

+

( ∫
I+a

|f(x)|pdx
)1/p

.

En associant avec (3.8), on déduire que

sup
a∈R
||(τaψ0)f ||F 1

p,q(R) ≤ c12A(f).
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Conclusion

Notre travail est articulé sur la cractérisation des espaces de Besov et de Lizorkin-

Triebel.

En praticulier,

On vient de montrer que

sup
a∈R

(∫ 1

0

(
t−sξp,I+a(f ; t)

)q dt
t

)1/q

+ ‖f‖Lp(R)lu

est une norme équivalente à la norme de Bs
p,q(R)lu.

De même pour l’expression

sup
a∈R

(∫ 1

0

(
t−1βp,I+a(f ; t)

)q dt
t

)1/q

+ ‖f‖Lp(R)lu

est une norme de B1
p,q(R)lu.

Alors que

sup
a∈R

∥∥∥(∫ 1

0

(
t−s−1

∫
|m|≤t

|∆mf(.)|dm
)q dt

t

)1/q∥∥∥
Lp(I+a)

+ ‖f‖Lp(R)lu

est une autre norme de F s
p,q(R)lu.

Notons également que la norme

sup
a∈R

∥∥∥(∫ 1

0

(
t−2

∫
|m|≤t

|∆2
mf(.)|dh

)q dt
t

)1/q∥∥∥
Lp(I+a)

+ ‖f‖Lp(R)lu

est norme équivalente à la norme de F 1
p,q(R)lu.
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