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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intresse d’'une part au calcul symbolique pour les espaces de
Besov et lizorkin-Tribel a valeur dans R, et on donne des conditions pour que la fonction
f réelle soit lipschizienne ou non. D’autre part, on démontre, dans notre travail quatre
théoremes importants pour la localisation uniforme.

Mots clés : Espace de Besov, Espace de Lizorkin-Triebe, Localisation uniforme, Car-

actérisations concréte.

v



Abstract

In this dissertation, we are interested, in one hand, in the sumbolic calculation for
Besov and Lizorkin-Triebel with values in R, and we give conditions for the real function
f with Libschiz or not. On the other hand, we demonstrate, in this work, four important
theories for the uniformed localization.

Keywords : Besov space, Lizorkin-Triebel space, uniformed Localization, Concrete

characteristics.
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Notations

D(R)est I'espace des fonctions C*°(R) a support compact.

* D'(R) est le dual de D(R), est appelé espace des distributions sur R.

S(R) est 'espace des fonctions C*°(R) a décroissance rapide sur R.

S'(R) est le dual de S(R), est appelé espace des distributions tempérées sur R.
(f*g)(x) = [ f(z —y)g(y)dy est le produit de convolution des fonctions.

On note T ﬁopérateur de composition, défini par : Ty(g) = fog.

Sy version locale de 'opérateur de composition T}, définie par :
Sp(x) :==p(fog)

Pour une distribution f définie sur R et a € R, on définit 'opérateur de translation

par :
T.f(z) = f(x — a), Vo e R.
Pour une distribution f définie sur R, on définit I'opérateur de différence finie par :
Apf=T-mf— [
* Sif € S(R) sa transformée de Fourier est :

7le) = / f(x)e =,

et sa transformée de Fourier inverse est :

1

FUNE = 5 [ Hwe s

R

L’ensemble de distribution est noté Ej,, c’est un D(R)-module isométriquement

invariant par translation pour || — ||g,, -

3
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* On définit le opérateur Q; sur S'(R), par :

Qi:=7(27'D) (i>1), Qo:=¢(D).
* On note M; la norme de 'opérateur :
g+ g, appliquant sur By (R).
* On pose : E; (R):= B (R) ou F; (R).
* Onpose : g5, := By (R) N Lo (R).

* Un espace de Banach de distributions (E.B.D.). E est isométriquement invariant par

translation si 7, f € E et

Imaflle = 1Iflle
pour tout f € F et tout a € R.

* On note g(D) 'opérateur pseudodifférentiel de symbole g, défini sur les distributions

tempérées par

g(D)f =gf, Vf e S (R).

4 Brihmat Amal Bochra



Introduction

Ce mémoire est composé de trois chapitres :
Le premier chapitre : est consacré essentiellement aux rappels des espaces de Besov et
Lizorkin-Triebel.
On rappelle quelques propriétes principales sur ces espaces qui seront utilisées dans le
chapitre 2 et le chapitre 3.
Au deuxiéme chapitre, on considére le calcul symbolique pour les espaces de Besov et
de Lizorkin-Triebels, et on montre que les conditions de Lipschitz, locale ou globale sont
nécessaires pour la démonstration des quatre théoremes.

Dans le troisiéme chapitre, on montre les théoremes suivants :

Théoréme 0.1. [3] Si0 < s <1, alors B, (R), est l'ensemble des fonctions f telle que :

1 a th 1/(1
sup ([ (76al5:0)" T )+ 1l < +oc
0

a€R

De plus Uexpression ci-dessus est une norme équivalente sur B (R);,.
p,q

Théoréme 0.2. [3] B) (R)y, est l'ensemble des fonctions f telle que

1 a th l/q
sup ([ (50a0) F) T+ Ui, < o
0

a€eR t

De plus lexpression ci-dessus est une norme équivalente sur BE (R),.
p,q

Théoréme 0.3. [3] 5i0 < s < 1, alors F;; (R);, est I’ensemble des fonctions f telle que :

([ ([ wrcran) )"

Im|<t

< .

De plus lexpression ci-dessus est une norme équivalente sur F; (R),.

Théoréme 0.4. [3] F) (R)y, est Uensemble des fonctions f telle que

(/ (e f |A$nf<.>|dh)q%)l/q

Im|<t

+ [ £l 2, (®) < +00.

su
b Lp(I+a)

a€eR
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De plus ’expression ci-dessus est une norme équivalente sur Fplq(R)lu.
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Chapitre 1

Définitions et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, on présente quelques notions essentielles qu’on va utiliser dans la
suite a savoir : ’espace de Besov, ’espace de Lizorkin-Triebel, Besov généralisé, Lizorkin-

Triebel généralisé et quelques propriétés principales.

1.1 Définitions et propriétés des espaces de Besov et

Lizorkin-Triebel

On va rappeler les définitions des espaces de Besov et Lizorkin-Triebel.

1.1.1 Espace de Besov

Définition 1.1. Soit s € R et p,q €]0,00], l'espace de Besov noté By4(R) est I'ensemble
des f € S'(R) telle que
1f]

BY(R) < 00,

ou . 1
(32 2| A flIf)e, pour g oo,
k=0

/]

ByY(R) —
! supZSkHAkap, pour g=o0o.
k>2

Proposition 1.1. [2] Soient ¢ entier, et p,q €]0,00], si 0 < s < £, alors l’espace de Besov

ByA(R) est l'ensemble des distributions tempérées f vérifiant :

oy = 10+ ([ 10177 ([ 1 8Lr@ P ) S8



1.2. ESPACES DE BESOV GENERALISE ET DE LIZORKIN-TRIEBEL
GENERALISE

Proposition 1.2. [9]

e B>9(R) est un espace quassi-Banach (espace de Banach si mini (p,q) > 1).

e Soient pg < p et sg — 113 =5— 119 alors : B0 — B2,

1.1.2 Espace de lizorkin-Triebel

Définition 1.2. Soit s e R, 0 < p < oo et 0 < q < o0, l'espace de Lizorkin-Triebel, noté
FSA(R) est l'ensemble des f € S'(R) telle que

1.f]

Fpri(R) < 00,

o
S 1

152 2% A f|9) 7 |, pour ¢# oo,
k=0

FR) =

/]

Isup 2| A f[lp, pour q =oo.
k>0

Proposition 1.3. [9]
e [9(R) est un espace quassi -Banach.

e F)?(R) = LP(R) si 1 < p < 0.

Proposition 1.4. [7] Soit m € N* et p €]0,00[, ¢ €]0, 0], si m < s < m, lespace

de Lizorkin-Triebel admet une quasi-norme équivalant :

1 £l + (I fy 1R FOI) tieez) o lps - pour g oo,

/]
L1l =+ 1l iﬂg(!A?thl‘s), pour q = oc.
€

Fpi(R) —

1.2 Espaces de Besov généralisé et de Lizorkin-Triebel
généralisé
On donne dans ce paragraphe les définitions des espaces de Besov généralisé B)(R)

et Lizorkin-Triebel généralisé F;4(R).

1.2.1 Espace de Besov généralisé

Définition 1.3. Soit v : [0,00[— R une fonction positive et 0 < p,q < oo, l'espace de

Besov généralisé noté B I(R) de l'ensemble de f € S'(R) telle que

£l By < oo,

8 Brihmat Amal Bochra



1.3. LA MULTIPLICATION DANS UNE ALGEBRE

ot
oo

> (M) Aefll,)9)

k=0

Q=

, pour g# oo,

1 ll5pecey = B
sup v(27%)||Ak|lp, pour g=oo.

k>0
1.2.2 Espace de Lizorkin-Triebel généralisé

Définition 1.4. Soit v : [0,00[— R une fonction positive et 0 < p,q < oo l’espace de

Lizorkin-Triebel généralisé noté F;9(R) de l’ensemble de f € S'(R) telle que

”f”F;’*q(R) < 00,

o

|55 A7) pour o o

1l o my = .
Higrgv@ MALS[], pour g=oo.

1.3 La multiplication dans une algebre

On va rappeler quelques propriétés sur les espaces By9(R) et F9(R).

Définition 1.5. On dit qu’un espace vectoriel normé E est une algébre s’il existe une

constante ¢ > 0 telle que

1fglle < el fllzllglle-

Pour tout f et g appartiennent o E.

Proposition 1.5. [7] Soient s € R et p,q €]0, 0], alors les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) B)Y(R) est une algebre,

b) ByY(R) — L=(R),

1 _1
¢)s>j ous=_e0<qg<l

Proposition 1.6. [7] Soient s € R et p,q €]0, 00|, alors les trois propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) F9(R) est une algebre,

b) F)9(R) — L*(R),

1 _1
¢)s>j ous=_et0<p<l

9 Brihmat Amal Bochra



1.4. SERIE DE LITTLEWOOD-PALEY

Lemme 1.1. Soit 0 <p <1 ets<%—1 :

e [ existe une constante c > 0 telle que
1 fllz,® <cllfllapaw), V€ By R).

o [l existe une constante ¢ > 0 telle que : Hf||Lp(R) < c|lf]

raw), V€ FR).

1.4 Série de Littlewood-Paley

1.4.1 La décomposition de Littelwood-Paley

On donne la définition de la décomposition de Littelwood-Paley d’une distribution
tempérée :
Soit v € S(R) telle que

o suppy C {z € (R) : 27! <[z [< 2'},

o v >0 pour 27t <| x |< 2%,

e > v(27%) =1 pour x € R\ {0}.

1EZ
On pose

p(z)+> y(27F) =1, (1.1)

Pour tout x € R et p € C®(R) telle que supp ¢ C {z € R:| x |< 2}.
La relation (1.1) converge dans S(R) est appelée la relation de l'unité.

A cette relation, on associe une suite d’opérateurs de convolution.

Ay : S'(R) —s C®(R)
fr—= (Arf) (@) = F (v (27" ) * f) (), (k <1),

¢i : S'(R) — C(R)
fr—=(0:if)(x) = (F 1 (@(27'2)) * [)(2) (i = 0),

avec Ng = ¢p.
Par écrire la relation (1.1) au point 27% on a

o0

p(27Fe)+ Y (27 = 1.

i=k+1

10 Brihmat Amal Bochra



1.4. SERIE DE LITTLEWOOD-PALEY

En multipliant par f alors

3 aenf=f

En appliquant Uapplication F~* sur (1.2) donc
F e Z F @2 w)f) =
i=k+1

alors

orf+ > Nif =,

i=k+1

pour k=0 on a

bof + > Af=f.

i=k+1

Puisque o9 = Ay alors
Nof+> ANif =,
i=1
donc

f=Y A
=0

On remplace f dans (1.3), on obtient
O f + Z Aif = ZA f,
1=k+1

donc

orf =D Aif.
=0

(1.2)

(1.3)

Remarque 1.1. On peut construire la série de Littlewood-Paley de la maniéré suivante :

Soit ¥(x) € D(R), telle que 0 < (x) <1 et

1 si|z|<1,

: 3
0 si|z|>3.

On pose

11
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1.5. OPERATEUR DE DIFFERENCES FINIS

alors

e > B(27Fx)=1,z#0.

kEZ
e (@) + 3 B *e) =1Lz eR.
k=1
et

suppf C{z € R: = <|z| < 2}.

DN | —

1.5 Opérateur de différences finis

Définition 1.6. Soient f € S'(R) et x,h € R et m € N, l'opérateur différences finis est

noté par Ay telle que

Ay f(z) = Ch(=1)Ff(z+ (m — k)h),
k=0
ot k .
Cm = Kl(m — k)

1.6 L’interpolation

Définition 1.7. Soient Ay, A; deux espaces de Banach 0 <0 < 1. On dit que a € Ajg =

(Ao, A1) si et seulement s’il existe f a variable compleze telle que :

e f analytique sur la bonde {Z € C : 0 < Re(z) < 1} et a valeur dans Ay + Ay

continue et bornée sur la bonde {z € C: 0 < Re(z) < 1}.

o f(k+it) (ouk=0,1) continue sur Ay tel que tend vert 0 si [t| — 400

e a= f(0).

On muni Ajg par la norme
lalligy = infrmaz(sup || £ (iy) || ag, sup [|f (1 +iy)l[.a, -

Remarque 1.2. Ay est un espace d’interpolation.

Proposition 1.7. [7] Soient A;, B;(j = 0,2) quatre espaces de Banach et T un opérateur
envoie Ay dans By et Ay dans By. Alors T envoie Ajg dans B et

HTHA[e]yB[e] < HTH,lLXE,HBOHTH?M,Bl’

12 Brihmat Amal Bochra



1.6. L'INTERPOLATION

ot

IT|a,.8, = sup [ T(f)l5;-
I1£114;

Proposition 1.8. [4] Soient (M, «), (N, B) deux espaces mesurés et py, p1,qo, q1 € [1, 0]
avec py # p1,q0 # q1- On suppose que T est un opérateur qui envoie LP°(M,«) dans

Lo(N,B), et LP*(M,«) dans L™ (N, [3) tel que, pour toute fonction simple f

ITf

qi < C&Hf

it (i=0,1).

Alors T renvoie (LP°, L) = LP dans (L%, L%) = L telles que

I 1-60 0

P Po P’

1 1-6 0

S ay (0<6<1)
q do q1

de plus
IT1lly < Co"CHIIf -

1.6.1 L’interpolation dans I’espace de Besov

Sotent 1 < po,p1,q <00 et 1 < q < 00, donc
By, Byoly = By,

avec

S=(1-0)+0s,

1 1-0 ¢

5— do 57

1_1-6.9 (0<0<1).
p Po b1

1.6.2 L’interpolation dans I’espace de Lizorin-Triebel

Soient 1 < pg,qo < 00 et 1 < p1,q < 00, alors

50,90 [S1,q1], — 'S4
[Fpo’ ’Fpl7 ]Q_F”

p

13 Brihmat Amal Bochra



1.7. INEGALITES DE BASE

avec

S=(1-0)s+0s4

I 1-0 0

5_ do 57

116, 9 0<6<1)
p Po P1

1.7 Inégalités de Base

1.7.1 Inégalités de Young
Proposition 1.9. [9] Soient 1 < p,q < oo et a,b > 0. Donc
ab? b

ab < — + —.
p q

1.7.2 Inégalités de Holder

Proposition 1.10. [9] Soient f € LY (R) et g € LY(R) avec 1 < p,q < 400
alors f,g € LY(Q),
et

/ Faldz < (11l (1.4)
Q

Démonstration. 1. Sip=1et p= oo la conclusion est évidente.

2. Si 1l < p< oo d’apres I’inégalité de Young, on a
1 py L q
|f(@)llg(2)] < ]—)!f(fv)l + 5!g($)| 7 etp,qsurs).
On conclut que fg € LY(Q) alors

[ Wrslde < S£@IE -+ ol

On remplace f par Af et (A > 0) donc

[1solde < X151+ ol 19
J p Ag
On désigne

A= 11515 gl

14 Brihmat Amal Bochra



1.7. INEGALITES DE BASE

De maniéré a minimiser le membre a droite dans (1.5) on trouve

/ Foldz < 1171l
Q

O
1.7.3 Inégalité de Monkowski
Proposition 1.11. Soient 1 < p,q < 400 tel que
1 1
St =1
p q
Alors pour toute fonctions mesurables f,g: 2 — R on a
LF+gll < U fllp =+ llgllp-
Démonstration. En employant (1.4), on obtient
||f+g||”—/|f+g|p</|f+glp {(1£1 +loda
(p=1)/ 1/p 1/p
<([ir+ara) { [isvae)™ o ( [1apar) "}
Q
O

1.7.4 Inégalité de Bernstein

Proposition 1.12. Soient 1 < p < q < +oo et A € N, il existe ¢ = ¢(\,p,q,1) > 0 tel
que

pour tout f € LP(R) avec suppf C {x € R:|z| <R} on a

1_1
LFVN < P )l

15 Brihmat Amal Bochra



1.8. UNE AUTRE VARIANTE DE LA DECOMPOSITION DE
LITTLEWOOD-PALEY

1.8 Une autre variante de la décomposition de Littlewood-
Paley

Pour toutes fonctions f, g définies sur R, on pose

(f®@g)(x,y) = f(z)g(y), V(z,y) € R x R.

On définit
vo(z, y) — vo(2z, 2y) = vi(x, ), V(z,y) e RxR.
les opérateurs vy et vg,;(i > 1,5 = 1,2) sur S'(R), par
vgi = vg(27'D), v = vo(D).

Proposition 1.13. [1] Soit s € R, f une distribution tempérée appartient a By (R) et

Fs (R) si et seulement si

Y (S 0sfl)7) " < +oc.

1>1

1

ool + 3 [ (Do @Hossf 1)) |

B=1,2 i>1

< 400,

et les expressions ci- dessus sont des normes équivalentes sur By (R) et FJ (R), respec-

tivement.

Proposition 1.14. [1]

e Sifek; (R)etge B (R), alors f®ge€ B (R) et

1f®glles,® < cllflles,m®lglles,®- (1.6)

e g est une fonctions non nulle, appartient a L,(R), dans le cas Besov, bornée uni-

formément continue dans le cas Lizorkin-Triebel.

Alors il existe une constante c(g) > 0 telle que

[1/]

B3 ,® < c(9)|lf @4l

Ezsi,q(]R)' (17)

Démonstration. On munit Uespace E; (R) des normes équivalentes données dans la propo-

sition (1.10). Dans toute la preuve, on suppose que f # 0.

16 Brihmat Amal Bochra



1.8. UNE AUTRE VARIANTE DE LA DECOMPOSITION DE
LITTLEWOOD-PALEY

Etapel . le cas Besov

On a
1f®g]

B;, R):HQO(D)prHSD(D)gHP+<Z<28i|‘vl( Nf@glly )Q)E (Z(zsiuw(g—i)f@;

i>1 i>1

gl)7)" = QoS 1 Qoglt HZ@ o@D flblQuall)?) " +( Z@VIe@ Dlgllli@: 1)) "

i>1
En utilisant le plongement

B, (R) = Ly(R), Vs> 0. (1.8)

les opérateurs ¢(27"D) sont bornés sur L,, uniformément par rapport & ¢, par I'inégalité
(1.4) dans le cas Besov.

Soit ¢ une fonction non nulle dans L,(R), On a

lim p(27'D)g =g dans Lp(R),

11— 00

donc il existe ig tel que

i 1 L
(27" D)gll, > §||g||p, Vi > i,

alors

Sl (S @NQifl))" <lif e g

1>10

Bj ,(R)-

Et d’autre part on a

Co
HszHp < CleHp < Hg“ ”f & g”Bfo,q(R)
p

Donc ,
20 1 2szo

(o 1Quf )" < T @ gl

i=0
D’ou l'inégalité(1.5).

EtapeQ : le cas Lizorkin-Triebel.
On a

17 gl 00 = 1QuflllQuglls + || (X 12*0@~*D)f & Qual) |

i>1

(3 129Quf ® (27 D)gl?)

i>1

)

|
p

donc

Y. Qsf(x)=(2"7'D)f(x),

0<B<i—1

17 Brihmat Amal Bochra
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1.8. UNE AUTRE VARIANTE DE LA DECOMPOSITION DE
LITTLEWOOD-PALEY

par la condition s > 0 ,cela entraine

(D)) (@) < (D 2% Quf()]7) 7, Vo €R,Vi > 1.
k>0
Donc
1
H(z 296(21'D) f @ Qugl?) < el gl -

Dans le cas Lizorkin-Triebel, on termine la preuve de (1.4) par la méme fagon pour les

autres termes. Soit g une fonction non nulle et uniformément continue .

On a

lim ¢(27°D)g = ¢ uniformément sur R.
1—00

Alors il existe I un intervalle ouvert dans R, un nombre v > 0, et un entier i, tels que
lo(27'D)g(x)| > v, Vo € I,Vi > iy,

il devient

(St o) (S

1>10 >0

Ly(®)

Par hypotheése on a f @ g € E; (R) alors f ® g € Ly(R), a cause de plongement (1.6).
Donc on donne f € L,(R) et g € L,(R). En utilisant le plongement ' < 19, pour ¢ > 1,
il devient
(X @) <c 3 Qi) v € R.
0<i<io 0<i<io

En considérant les normes L,(R), alors

I( > prasor)],

0<i<ig

< CleHp = || || ||f®g||F
p

D’ou le résultat. O
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Chapitre 2

Calcul symbolique dans certains des

espaces de Besov et Lizorkin Triebel

Dans ce chapitre, on étude le calcul symbolique pour les espaces de Besov et de
Lizorkin-Triebel & valeur vectorielles Bj (R) et F: (R), il contient quelques fonctions
de test, autres normes équivalentes, conditions nécessaires pour le calcul symbolique, et

résultat préliminaires.

Définition 2.1. Soient s € R, p,q € [1,+0c]. Les espaces By (R) et F5 (R), sont

déterminés respectivement par

/]

s = (21071 < +ov,

120

P (®) = H (Z@”!Qiﬂp)q)é

>0

/]

< 400,
p

avec la modification usuelle dans le cas ¢ = co.

Dans le cas Lizorkin-Triebel, on suppose que p < oo.

Définition 2.2. Pour s € R,p,q € [1,+00], on définit E5 (R) comme l'ensemble des

distributions tempérées a valeurs dans R, f qui vérifient

/]

Bz ,®) = | fllEs ) < +o0.

Pour s € R,p,q € [1,+00], on définit l’espace Epq(r) COMME l’ensemble des distributions

tempérées a valeurs dans R, f telles que

1 lles gy = NNl ooy + 111

pa®)

E3 ,(R) < +00.

19



2.1. QUELQUES FONCTIONS DE TEST

Définition 2.3. Soit ¢ € C*(R), on dit que ¢ opéré par multiplication sur E C D'(R)
si pf € E pour tout f € E.

Définition 2.4. Soit E un espace de Banach de distribution dans R, on dit que E est un
D(R)-module si tout élément de D(R)opéré par multiplication sur E.
1l est bien connu que les espaces Ej (R) sont des D(R)-modules.

2.1 Quelques fonctions de test

Lemme 2.1. Soit s > 0. Si v € S(R), il existe une constante ¢ = c(v,s,p,q,1) > 0 telle

que
[ S anzm e -n, < e(Z (X Taw k)™
1>0 k€Z 1>0 k€ezZ
3 —s 7 7 7 1/q
PIPITEACIOR] (ZZ (lael27(2' () = k)7) |
i>0 keZ i>0 kezZ P

ot x choisit la fonction caractéristique de [’71, %]

Lemme 2.2. Pour toute fonction v € S(R), il existe une constante ¢ = c(v, s,p,q,1) > 0

telle que
1/p
1D axvl =Bl @y < (D lawl”)
keZ keZ
Lemme 2.3. [1] On suppose que E5 (R) € Loo(R) (autrement dit : 0 < s < oUs= 11)

et ¢ > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans cas Lzzorkzn—Tmebel} alors il existe une suite
(Vm)m>1 de fonctions de classe C™, portées par 5+, 3], telles que Y, (x) =1 sur le cube
[—2—m=1 2=m=1] ¢t

lim {4,

m——+00

E\s q(R) — O

Démonstration. Dans le cas s < %, on pose

Um(z) = p(2"2),

on a

[l g, @) < 27077

Es q(R .

Pour s = }D on pose
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2.2. NORMES EQUIVALENTES

On a ¢y, (z) = 1 sur [-27™71, 2771 et b, (2) = 0 hors de [}, 3]. Le lemme 2.1 donne
les inégalités
(1/g)—1
qumHB;,/qP(R) < emtUT

De méme

Hw’”“FI},{f(R) <cem™| Z Qi/pxi‘

1<i<m

p7
ol x choisit la fonction caractéristique de [—27"1 27*~1]. Pour la norme LP qui apparait

au seconde membre, on pose

Sp = [—2F L 2 K [227k2 9K2) k=1 .m — 1,
et
Sy = [-277 27
La fonction Y. 2¥Py; valant constamment Y. 297 sur Sy, donc
1<i<w 1<i<w
-1 k 1/p 1/p)-1
1l pap gy < cm (1; 251Sk[) P < eym (P,
>jsm

]

Lemme 2.4. Soient s = 1 +% et ¢ > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin-
Triebel. Alors il existe une suite (wy,)m>1 de fonctions de classe C™, portées par [%1, %],

telle que wy,(v) = @1 pour |x1] < 27™, on a

w 1 < Cm(l/Q)_l w 1 < Cm(l/Q)_l'
ol ey = e el <

2.2 Normes équivalentes

Proposition 2.1. [1] Soit 0 < s < £ avec { entier. Une distribution f appartient a By  (R)

si et seulement si f € L,(R) et

Npo(f) := sup twy(f;t) < 400,
0<t<1

0il wyo(f3t) = sup( [ |AL f(x)|Pda).

|h|<t R
De plus || f||, + Npe(f) est une norme équivalente dans B;  (R) .

Proposition 2.2. [1] Soit s > 0. Une distribution f appartient a B; (R) si et seulement
si f € Ly(R) et f € By, (R). De plus || fll,+|f|
B; (R).

B (r) €St une norme équivalente dans
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2.3. CONDITIONS NECESSAIRES POUR LE CALCUL SYMBOLIQUE

2.3 Conditions nécessaires pour le calcul symbolique

Théoréme 2.1. [1] Soient s >0, f: R — R. Si Ty envoie ¢;, (R) dans B, (R), alors

f est localement lipschitzienne.

Théoréme 2.2. [1] Soient s > 0,f : R — R. On suppose que ES (R) € Loo(R)
(autrement dit : s < % ou s = Ilj et ¢ > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin-

Triebel). Si Ty envoie Ey (R) dans By (R), alors f est globalement lipschitzienne.

Théoréme 2.3. [1] Soient % <s< 1+}D, (ou s = 1—1—}% et ¢ > 1 dans le cas Besov, p > 1
dans le cas Lizorkin-Triebel) et f : R — R. Si Ty envoie E; (R) dans B, . (R), alors f
est linéaire.

Théoréme 2.4. [1] Soient s > 0, f: R — R. Si Ty envoie D(R) dans E; (R) alors
fe b (R

2.4 Résultats préliminaires

Lemme 2.5. Soient s >0, f: R — R, une fonction s’annulant a l'origine telle que T}
envoie g, (R) (respectivement ES (R)) dans By (R). Alors il existe des nombres M > 0

et 6 > 0 tels que ["implication

lgll <6 = If oyl

By ®) < M,

pour tout la fonction g portée par [_71, 51, la norme de ||g|| étant calculée respectivement

dans €; (R) et E> (R).

Démonstration. On suppose, au contraire, pour tout cube R et tous nombres M et §, on

trouve la fonction g, portée par R, telle que

glles oy <0 et [[fog]

p,a(R) — By a® > M.
On utilise une suite (R;);en de cubes disjoints et des fonctions ¢; € D(R)(i > 0) telles que
¢i(x) =1 sur 3R, et p;(z) = 0 hors de R,.

Pour g, :R—-R,7=0,1,...,0on a

supp g C 5Ri,  lgilles <27 |f o gilly_m) > M.

p,q(R) —

22 Brihmat Amal Bochra



2.4. RESULTATS PRELIMINAIRES

. . ‘ s
Donc la fonction g := i;) gi appartient a ) et on a

@i(fog)=fog.
Alors

iM; < |[(f 0 9)gil

Bs..®) < M| foglss_ ®, pourtouti.

[]

Lemme 2.6. Soient s >0, f: R — R. On suppose que Ty envoie €;, ,(R) dans B, (R),
alors quel que soit a € R, il existe un opérateur non linéaire K, : Epa®) By (R), et

0, M > 0 tels que

K.g(z) = fla+g(x)) = fla), Yzel7 3],
et
K9]

By ..®) < M,

pour toute fonction g € D(R) & support dans [+, 5], on a

g 5 4(R) <.

Démonstration. On prendre 'opérateur non linaire

Vag(x) == o(z)(f(a+g(z)) — fla)), VzeR.

Donc

Vag(x) = () (f(e(z/2)(a + g(2)) = f(p(z/2)a), VzeR.
V, envoie alors ¢, (R) dans By (R) comme la preuve du lemme 2.5, il existe un cube

U C[5 3] et 6, M >0 tels que

e, () < 0 = [|Vag|

llg Bs . (R) < M,

pour toute fonction g € D(R) telle que suppg C U.
On pose U =[-27",27"|+ b, avecT >0 et b € R, et

Kog(z) :== Vo (g(r7'(. = b)) (rz +b), Vz €R.

Donc

Kug(x) i= p(ra +b)(f(a+ g(2)) — f(a), Vo €R.
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2.4. RESULTATS PRELIMINAIRES

Pour U C [_71, %], on obtient p(rz +b) =1 sur [, 1]. ]

Lemme 2.7. Soient s >0, f: R — R et

fa' FT f(a1)7

avec a = aj € R.
On suppose que Ty envote Ef (R) dans By (R), donc Uopérateur Sy, envoie E; (R)
dans B, (R).

Démonstration. On prendre 'opérateur ¢ : B (R) — E; (R), définie par

$() (@) = (e (3)):

Par définition de ¢, on obtient

Alors

o(fyov)=w(fop)), Yveks (R)

Cela montre que Uopérateur Sy, envoie £, (R)) dans B, (R). O

Lemme 2.8. Soz’t%<s<1+%0u5:1+%etq>1danslecasBesov,p>1dans

le cas Lizorkin-Triebel). Si f : R — R est une fonction telle que Uopérateur Sy, envoie

Es (R) dans B, (R), alors f est une fonction affine.

Démonstration. On rappelle que Sy vérifie le lemme 2.5.
Etape 1:
1 1
Lecasl—3<s<1+5.
On pose u(x) = z1p(z). On suppose que a > 0 assez grand, et 0 < e < 1.

On a

(1/p)_8||u||E§,q(R)'

a2l o < cae
On désigne
5 1

1_
)r
)

o=

acl|ul B ,(R)

on définit la fonction v par

v(z) == au(?), VreR,

24 Brihmat Amal Bochra



2.4. RESULTATS PRELIMINAIRES

on a

V] By (R) < d, etsupp v C [—1,1].
Alors

157 ()]

B ® = M.

Par la définition de €, on a

[ A f(z)Pde < ca=PTHHP ] €]0,1].

lz|<
Pour a — +oco et s > 1+ %, il vient

Tfm!Af}f(x)!pdx =0, J€)o,1].

—0o0

on supposse que

avecn > 1et ¢, #0,

ou f est une fonction polynomiale, alors pour tout x € R, on a

Sr(v)(x) = F(z) + G(x).

On désigne 7 tel que

Donc il y a une contradiction, puisque Sy envoie ¢; (R) dans By (R). On conclut que
f(x) =co+ iz

Etape 2:

lecass:1+%etp>1.

Dans le lemme 2.4 v un entier assez grand, on pose
1

1
1+ )7
P,q

a = dljw,”

25 Brihmat Amal Bochra



2.4. RESULTATS PRELIMINAIRES

et

u(z) := 2 Mawy (%), avec €]0,1],

alors

||U e ¢(R) < 57 et suppu C [_717 %]

On définie P par

| I'1| < 2—771—157
Soient J €0, 3] et h = 2"™a e Jey, pour tout x € P,
A2Sy(u)(x) = A3 f(222,), VaeP,

pour 0 < s < 2, et par la proposition 2.2, on a

/]

B; o ® ~ 1 fllp + 11 | 552 ey
et par la proposition 2.1, on obtient

/ | An(Siu)(@) P de < MR, 2.1)

p

on conclut que
2MaPeP / A f (@) Pdz < MP,
|z[<§

et par la définition de ¢, il devient

/ | Ayf (x) |P dx < ca™.

lz|<§

Pour m et a tendent vers +oo, il vient
Ayf(z)=0

pour tout z € R et tout J €]0, %], f" est une constante.

Etape 3 : Le cas s = 2 et p = 1, c’est-a-dire : B} (R)(qg > 1).

Le début de la démonstration est inchangé I’estimation (2.1) est remplacée par

[ 183 @)de < M,
p
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2.4. RESULTATS PRELIMINAIRES

Ou f est un polynome de degré au plus 2; alors comme a la fin de I’étape 1, on conclut

que

f(l’) =y + .

Preuves des théoréemes 2.1 et 2.2

Démonstration. Soient b, b dans R,n > 1 et r,m , qui seront choisis en fonction b et b'.

On considéré 'ensemble
Yn = kh

et on définit

ou ¢ est entier fixé tel que ¢ > s.

preuve du théoreme 2.1

Démonstration. On suppose que Ty envoie I'espace de Besov B | (R) dans By (R (c’est

suffisant car I'espace B (R) se plonge dans tous les € (R). Soit un nombre réel a qui

reste fixé dans la suite de la preuve. Donc on obtient un opérateur K, et des constantes

0, M comme le lemme 2.6. On considére
m =1 et ri=——
car y < 1, les cubes r([—y,y] + k), k € Z, sont deux & deux disjoints.
Par définition de r, on a r([3, 3] + k) C [S}, 1]/2, pour tout k € ~,. Donc

K.g9(x) = f(a+ b/) — f(a),six € r([%y, %] + k)pourk € vy,

Kag(x) = fla+8) — f(a) iz € [, 51/2\ | r(l=.] + K).

ke’Yn

On désigne 1 tel que

1 sl 1

crTen e ng(l(;—k))Hoo:c_16é_5n_5H90HOOSci.

r
k‘e’\/n y

En employant la relation entre r et n, on obtient

9]l Bs ) < c2(n®[b” — b] + [b]).

(2.2)

(2.3)

(2.4)
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2.4. RESULTATS PRELIMINAIRES

Alors

, )

bl,Ib—0b|) < —, 2.5
mazx(|b], | I)_2C2 (2.5)
et on définit n par la propriété

1)
S <L 1)%.
n 2eab— 7] <(n+1)

On remarque la définition de n entrane

5
s> 9 2.
"= ot b (2.6)

Par la condition (2.5) et par définition de n, on a

9l Bs @) <6,

car le support de g C [_71, %], on conclut que

[ Kagl

By (®) < M. (2.7)

Pour tout x € r([0, %] + k), on a

_ -1 1
T +arye; € 7’([7, 5

x +irye; € r([—y,y] + K), Vi=0,..,/,

|+ K), Vi=0,..,°,

par (2.2) et (2.3) on a

AL, (Kag)(@)] = [ f(a+b) = fla+b)].

Donc
25+1 ]\462

045

ou f est lipschitzienne dans un voisinage de a. O

[fla+b)— flat+b|< b—1b],
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2.4. RESULTATS PRELIMINAIRES

preuve du théoreme 2.2

Démonstration. Soit f une fonction satisfaisant I’hypotheése du théoreme 2.2, on pose des
constantes o > 0 et k > 0 telles que |0 — b| < o implique
| f(b)) — f(B)| < K|b —b|, Vbetb dans R.

On précise les entier positive m et n, ainsi que le nombre r €0, 1]. Pour Le lemme 2.3 on

choisit m tel que

B[] ¢m|

B ,®) < 0/2,

le part n et r devrons suffisant les relations suivants :
536" — b))t < erVP TSP < 5210 — b))t (2.8)

rn < 2772 (2.9)

Par la relation (2.8) implique

é-;,q(]R) < 5

g

I'inégalité (2.9) nous assure l'inclusion

r([=271 27 + k) C [-27 1 27 Hpourk € v, (2.10)
et par conséquent
g(x) = b, siz € r([—y/2,y/2] + k), pourk € 7y,
g(x) =b,siz € [-27"1 27N\ | r([~y,y] + k).
k‘E'Yn

Pour s < 1, on pose
p
1

r=(6(2c1]b — b))t VP) e
T T '
““rn°r est de I'ordre de grandeur de n* 7, pour 0 < s < %D, on choisit

donc rn = clb' —b
n =n(d,|b — b|) permet d’avoir (2.9).
1

On suppose que s = o

Si|b—b| < g, il est possible de trouver un entier n > 1 tel qu’on ait (2.8), on désigne r

assez petit pour avoir (2.9). Il devient alors

If o gl

B;,OO(R) < M.

29 Brihmat Amal Bochra



2.4. RESULTATS PRELIMINAIRES

Pour tout = € r([0, 5] + &), On a

x + irye; € ([0, 2] +k)\ U r([~y,y] +k&), Vi=1,..,L

K €Yn

Donc

i

|Aye, (f o g) (@) = 1£(b) — f(b)].

Et par la proposition 2.1, on trouve

/p
£ odlesm = () (X [ 18 (Fog)@Pds)

ke’ynr([O,%]-ﬁ-K

= |F (6 = FB)|(2n + 1)/P(ry) |70, %Hl/g

L’encadrement (2.8) entraine
|F(b) = f(b)] < ex My~ YPn=YP <y MG—Hb — b,

ou f est globalement lipschitzienne. O]

preuves des théoremes 2.3 et 2.4

Preuve du théoréme 2.3

Démonstration. On suppose que T envoie I'espace £ (R") dans By (R), donc par le
lemme 2.7, Sy ,, envoie E5 (R) dans By (R), et d’apres le lemme 2.8 la fonction z;

f.s (1) est affine pour tout @' € R, donc

fo(x1) = co+ 1,

ol ¢, ¢; dépendent des autres variables.
On obtient

ctf(z1) = mu + 210,

On considéré une fonction ¢ : R — R a support compact, telle que 6 € E> (R), on définit

g € E; (R™). par

Alors
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2.4. RESULTATS PRELIMINAIRES

donc

Ca' (fog)(x) = O(z)u+O(z)v.

Preuve du théoréme 2.4

Démonstration. Par définition on a

fe b (R uf € E; (R, Yue DR)).
Soit v une fonction non nulle dans D(R) et a support dans U'intervalle I. On suppose que
le support de u est inclus dans 'intervalle I.
On désigne g € D(R) de fagon que g(z1) = 1 pour tout x; € I x I .
On obtient

fuv=(fog)(u®wv).

On a par hypothese fog € ES (R).Comme ES (R) est un D(R) —module, on a fu®@v €
Es (R), donc on déduire que fu € E5 (R). O
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Chapitre 3

Localisation uniforme des espaces de

Besov et de Lizorkin-Triebel

Dans ce chapitre, on parle de Localisation uniforme des espaces de Besov et de

Lizorkin-Triebel, ce chapitre contient quelques définitions des théoremes avec ses preuves.

3.1 Généralités sur la localisation uniforme

Un espace de Banach de distributions (E.B.D) sur R est un sous-espace vectoriel E de
D'(R) muni d’une norme complété || — || telle que I'injection canonique E — D'(R) soit

continue.

Proposition 3.1. [2] Soit E un D(R)—module isométriquement invariant par translation.
Pour toute distribution f appartient (Ey,) localement uniformément a E si ['une condition

équivalentes suivantes est satisfaite :

i) 1l exite une fonction positive non nulle ¥ € D(R) telle que (T,10)f € E pour tout

a€R, et

1 fllz., = sup | (Tath0) fl| 2 < +o00.
ae

ii) Pour tout fonction ¢ € D(R), on a (1,9)f € E pour tout a € R, et
sup ||(m0) fll g < +o0.
a€R

Si E est un (E.B.D) et v un entier positif, on peut considérer I'espace de Sobolev

W (E) d’ordre v de base E a prendre :
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3.1. GENERALITES SUR LA LOCALISATION UNIFORME

W (E):={f €eD'[R): f® e E pour tout | a| < v},

W7(E) est un E.B.D pour la norme

Il = > 1l

laf<v
Proposition 3.2. [2] Soit E un D(R) — module, isométriquement invariant par transla-

tion, il en est de méme pour W' (E) et on a
(W (E)w = W' (Ew),
avec des normes équivalentes.

Démonstration. W"(E) est un espace de Banach de distribution (E.B.D) pour la norme

£ llwr ey = D I1F e,

la|<r
on a

Y f € WT(E) pour tout ¢ € D(R) puisque ¢ f € E donc W"(E) est un D(R)-module.
Pour tout a € R on a 7,f € W’(E) alors

I7af lwrey = [ fllwe -

Car € E, alors W7 (E) est isométriquement invariant translation.
fe(Wr(E)), < pourtouty € D(R), ona (1,4)f € (W"(E)) pour tout a € R,
et iléﬂ}g | (Ta®0) fllwr () < 400.
& pour tout ¥ € D(R), ((|7.]) )™ € E pour a € R,
et sup |((7a) )l < +oo, Jaf <.
< f € (W' (Ew))-

Donc

(W (E))iw = W' (Ep,).

[

Proposition 3.3. [2] Soit p € [1,+00|, alors f une fonction mesurable sur R appartient

L,(R)y, si et seulement si

sup(/ | f(z) P d2)'P < +o0,
a€R
I+a

ot I un intervalle ouvert donné dans R.

De plus lexpression ci-dessus est équivalente a la norme || fl|L,®),. -
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3.1. GENERALITES SUR LA LOCALISATION UNIFORME

Démonstration. Soit I un intervalle ouvert, pour f a la propriété suivant on a

sup( / | f(@) P )P < +oo:

a€R
I+a

soit ¥y € D(R) une fonction non nulle telle que supp ¢y C I, on a

[(7at0) f1lp = /| Tatho) () (x)|pdx>1/p

1/
- / (i) (@) f @)z

I+a

/p
< sup |ratole / f(@)lPdz)

z€(I+a)
I+a

< Gw (@S |fe)rr)”
< ol ( [ 1£@Paz)”

I+a
Alors

f e Ly(R)p.
On suppose que f € L,(R);,, pour tout ¢ € D(R), on a (7,¢) f € L,(R) pour tout a € R,
up [ (7a6) fllp < +0.
a€R

Pour ¢ € D(R) tel que ¢(x) =1 sur I, on a

([ 1r@ran)” = [ 11 - apans

I+a I+a

< sup [[(7a)) flp < +o0.
a€R

(/ f(@)Pdz) P < oo

I+a

Alors

Lemme 3.1. Pour tout q € [1,+00[ et tout réel a, il exite ¢ > 0 tel que
1

sup t°u(t) < c(/(ta ()) Cit)l/q

0<t<3 ]

Pour tout fonction croissant u sur 'intervalle [0, 1].
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3.2 Définitions des espaces fonctionnels

Pour tout p € [1;4+00] et tout ensemble borélien A de R, on pose

Gatrit) = s ([ 8,57 d)'",
A

Bpalfit) = sup ([ 1 82,4(0) P o)
h<t 4

Ou f est une fonction mesurable sur R, et £ > 0.

On note &, := &, r, de méme pour 3

Définition 3.1. Soient 0 < s < 1, p,q € [1,+00]. L'espace B, (R) est I’ensemble des
fonction f vérifiant

1

dt\1/
£l = 171+ ([ etror )" < 4.

0
Définition 3.2. Soient 0 < s <1, g € [1,+00|,1 < p < c0. L’espace de Lizorkin-Triebel
FS,q(R) est l'ensemble des fonctions f vérifiant

1

rpaw = [1Fll + (( [ [ 1ans@ |q)q§>p/qu>” < +oo.

0 |h|<t

/]

- Dans les définitions précédents, en remplaceant 'intégrale fol par l'intégrale fon, ou

n est n’importe quel réel fixé.

- Les espaces d’ordre 1, c’est-a-dire : les espaces E;Q(R), se définissent de la méme
maniére, & condition d’ échanger A,, par I'opérateur A2 .
- les espaces d’ordre supérieur a 1 sont, par définition, les espaces de Sobolev basés

sur les espaces d’ordre 0 < s < 1.

Définition 3.3. Soient s > 1 et v Uentier tel que v < s < v + 1. Alors E5 (R) est
Uensemble des fonctions f telles que f® € E5 P(R) pour tout | a [< v, cet espace est

munt de la norme

PR

laf<v

Epq” (R)”
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Résultats préliminaires

Soit k € N* /m € R et soit f et g sont des fonctions quelconques, on pose des formules

suivantes on a
Apf(z) = flx+m) — f(z).

Alors

An(f9)(x) = f(z +m)g(z +m) — f(z)g(z)
= f(z +m)g(z +m) — f(2)g(z) + f(2)g(x + m) — f(z)g(z +m)
= (f(z +m) = f(x))g(z +m) + (g(x +m) — g(x)) f(x)
= (Anf(@))7-mg (@) + (Amg(z)) f ().
Donc
An(f9) = (Anf)T-mg + f(Ang), (3.1)
AL(f9) = (A% ) (T-amg) + F(AL,9)(T-m f) + (A f)(D2mg). (3.2)

Proposition 3.4. Soient m € R et k € N* alors
k-1

A =27 Agi = 2771A7, (3.3)
1=0

Pour démontrer cette proposition on a besoin le lemme suivant :

Lemme 3.2. Soitm € R on a
2
A, =20 — Am, =0.
Démonstration.

Ag () = 2, f () = A2, f(w) = fla+2m) = f(z) = 2(f(x+m — f(z))-
Ay (fle+m') = f(x))
= f(z+2m) — f(x) = 2f(z +m) + 2f(x) - f(z +2m)
+2f(z+m') - f(x)

=0.
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Démonstration. Démonstration de la proposition (3.4), on utilise la démonstration par

récurrence pour k =1 on a

Ay f(w) =27 Agp f ) = 271 A7, f(2)
=27 (f(z +2m) — f(2)) = 27 (f(z +2m) = 2f(x + m) + f(z)

= flz+m) = f(x),

donc la propriété est vrai au rang 1.

On suppose que la propriété vrai au rang k = n
n—1
A= 2" A = Y 27IAS
1=0
On démontre que la propriété reste encore vrai au rang k =n + 1

A =27 Aguiryy — Y 277IA

=0

= 27" Agnp + 27" Agnit,y, — 27 Agnyy — Z 2771A2
=0
= 27" Agupy — 3 27IAL 427 Ay, — 27 Ay — 27 1AS
=0
= Am + 2in71[A2n+lm _— 2A2nm _— Agnm]

On pose m’ = 2"m.

D’aprés le lemme 3.1 ; on a le résultat. O

Lemme 3.3. [l existe ¢ > 0 tel que

1/p
s < ed ([ 156@ras)” 4 By (P},
21+a
pour tout 0 <t < 1/2, tout a € R et tout fonction localement intégrable f.

Ou I un intervale ouvert donné dans R.

Démonstration. On définit U'entier k& > 1 par 27571 < ¢t < 27%. De la formule (3.3), on

([ 18ns@pas)”

I+a

extait, pour |m| < t,
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< 27k< / ‘A%mf(x)’pdx) v + Z PA ( / |A§sz($)|pdx) e

I+a

1/p k—1
< 2—k+1( / | f(x)|pd9:> +y 27! (21"“Hp,a(f)),
=0

21+a

1/p 1
= / f(@)lPdz) it Hya().

21+a

3.3 Normes équivalentes dans quelques espaces

Théoréme 3.1. [3] Si0 < s < 1, alors By (R)y, est l'ensemble des fonctions f telle que :

! d 1/q
sup (/0 (tisgp,IJra(f; t)>q?t) + HfHLp(R)lu < 400. (34)

a€R

De plus Uexpression ci-dessus est une norme équivalente sur B (R);,.
p,q

Théoréme 3.2. [3] B} (R)y, est U'ensemble des fonctions f telle que

! dt\ e
sup (/(; (tlﬂp,IJra(f;t))q?t) + HfHLp(R)lu < 400. (35)

a€eR

De plus [’expression ci-dessus est une norme équivalente sur B;yq(R)lu.
Théoréme 3.3. [3] S5i0 < s < 1, alors F}] (R);, est I'ensemble des fonctions f telle que :

sl ([ (o [ rsestom)'g)”

|h|<t

< . 3.6
o Tl < oo (36)

De plus l'expression ci-dessus est une norme équivalente sur F; (R),.

Théoréme 3.4. [3] F! (R);, est I'ensemble des fonctions f telle que

p.q

el ([ ([ rserom)'g)”

|hl<t

< . 3.7
bty T Iy, < o0 (3.7)

De plus ’expression ci-dessus est une norme équivalente sur Fl}q(R)lu.
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Preuves des théoréemes

on suppose que I un intervale ouvert donné dans R. Dans cette section, on fize deux

fonction 1y et Yy dans D(R) telles que
o 0 <y <1, 1y est non nulle et portée par I/4,

o y(z) =1 surdl.

preuve du théoreme 1

Démonstration. On choisit par A(f) le premier terme de I'inégalité (3.4), et par la formule

(3.1) on a Soit f une fonction telle que A(f) < oco. Par la formule (3.1), on a pour tout a

( / A (i) <>|pda:) !

< 1€, o (F 1) + tfll o))

etmeRet|m|<t<1/2

Par la condition s < 1, on a

1/2

(/( 6 ((ratho) £, 1) )1/q

0

1/2 1/2

<o (f ratr o @) fie oy i, )

0

L’expression ci-dessus étant majorée par coA(f), pour ¢y une constante, on voit que

sup I7at0 fll s ,®) < c3A(f).
ac

preuve du théoreme 2

On choisit par A(f) le premier terme de l'inégalité (3.5) et on pose

Hpq(f) == sup %Bp,[—&—a(f,t).

0<t<1/2
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Démonstration. Soit f une fonction telle que A(f) < oo, par la formule (3.2), il devient,

pour |m| <t <1/4,

9 )P 2 s s 1/p
]A (Tath0) f) (z \dx ]A z)o(x + 2m — a)[Pdx

([l m>rprA3n<Tawo><x>\pdx)””

R

([ 180 @)wnla+ 2m —0) = (o~ ) pr)

< (/|Afnf(x)|”dx>1/p+clt2</|f(x)|”dx>1/p+02t</|Amf(x)|”dx>1/p

I+a I+a Ita
< 63(610714-(1(]07 t) + t2||f||lp(R)zu + tgp,f-i-a(f» t))’

donc
¥ dt\ 1/q ¥ dt\1/a
([ atnrord) " el [¢ Guarorg)
0 0
1/4 / 1/4 e
1/q t\ 1/a
+esl|fllr@u ([ t70dE) s | (Gpura(fi0)T—)
()" ol firason)
En résultant
1/4 S\ 1
Sup [(7atho) fl| B3 ,®) < ca (A(f) - sup <0/(§p,l+a(f7 t)) 7) :

Par le lemme (3.3), on a, pour tout a € R

1/4
</(§pl+a<f t)) d >1/q

< C5||f|| 1/4 1/q 1/4 1/q
LP(R)yy, (f ta— 1dt> +cQH,,,a(f)< J tq*1|lnt|th> .
0

En utilisant le lemme(3.1) a la fonction croissante ¢ — B, 144 (f,t), on déduire que

sup ||(7atbo) )l sy ) < €2 A(S).
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Preuve du théoreme 3
On choisit par A(f) le premier terme de l'inégalité (3.6)

Démonstration. Soit f une fonction telle que A(f) < oo. Par la formule (3.1), on a

[ 18n((Gato) )

|m|<t

< /lmlgtIAmf(fE)l%(Hm—a)dvaIf(fL“)I / | A (ratiol (2)dm

jml<t
on obtient "
(e ] mceamomys)s)”
R 0 |m|<t
1/2
ad P/q 1/p 1/p
g(/ (/ (17 / A f(@)]dm) —t) dm) +cl</|f(x)|pdx>
I+a 0 |m|<t I+a
donc
Sup [(7at00) [l Fs.am) < c2A(S).

Preuve du théoreme 4
Démonstration. On choisit par A(f) le premier terme de I'inégalité (3.7)

e - /t-z [ 1t sy

Im|<t
Par la formule (3.2) on observe que, pour tous a,z € Ret t >0, on a

/|A (r200) f ()| dm

Im|<t

< [ @li(erm-aldms [ fm)| A% Gi@dn [ |8 @)l|dam()dn

Iml<t Iml<t jml<t

On conclut que, pour tout a € R

<R/ (://6<t2m/<t |Ai((7“¢0)f)(x)|dm>q%>p/qd:c> ’
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R

E—i—a Im|<t

< e1(B(a) + U(a) + T(a)),

o / 716 / d p/q 1/p
E(a) ::( < 2 (A2 f(z)|dm —) dx) ,
Iy | <t
118 p/q 1/p
Ula) :(/ (/(/\f(a:+m)|dm> —) da:) |
f4a 0 Imi<t
116 p/q 1/p
T(a) _( (/ I / A f(@)]dm) @) dx)
lia 0 |m|<t
On voit que
E(@)+ V(@) < o [ Reapde) " + ol il 3:5)
Ita
Par T(a), on pose )
1/6 N\
Ry(x) := ( <t_ A f(z \dm) —) :
[

En dévisant l'intervalle 0, 1/16] en intervalles dyadiques et en employant des majorations
évidentes, on obtient

R1 (I’) S C4R2(ZL‘)

0=(5le_f o))"

>4 Im|<2—

ou

Par le changement de variable m’ = 27""3m, il vient

Ry(x) = (Z ( |Ag-issy, f(:r)|dm)q) Uq.

24 mi<i/s

Par(3.3) on a

Aog-its,, = 27i+3A 22 = 1A21f i+3ym,9
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d’ou Ry(x) < c5(R3(x) + Ra(x)), avec

(Z(—Z | 1anf |dm) )1/q,

24 |m|<1/8
et

R4<x>=(2( / Zz“mze o <x>dm)q>l/q.

24 Np>18 b

Estimation de R3, on a

R3(x) = cg |A f(x)|dm.
|h|§/1/8

L’inégalité de Minokowski on donne, pour tout a € R

( / Rg(x)pdw)l/pgcf; / { / |Amf(x)|pdx}l/pdm

i mi<1/s L
1/p 1/p 1/p
[ Juwral anva( [ir@ra) <ol [isara)
Im|<1/8 I+a %—&-a I+a

Par R, et le lemme(3.1), on a, pour tout z € Ret 0 <t < %,
/ A2 F(2)|dm < co®R(x). (3.9)
Im|<t

En raison du plongement ¢; — ¢, on a

@)<Y / sz YA e f(a)|dm.

z>4‘ \<1/8

On vérifie que

[ 188 padm =22 AL ),

Im|<1/8 |h|<2—¢=7

En assoiant cette relation avec I'inégalité (3.9), on obtient

Ry(z) < croR(x ZZQ“Q“—CHR()

>4 (=0

( / R4(x)pdx> " Scn( / R(x)pdx> "

%_;'_a I+a

pour tout a € R
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En prenant R3 et Ry, on peut déduire que 1'expression W (a) est estimée par

( / R(x)%x) 1/p+< / | f(x)]pdm)l/p.

I+a I+a

En associant avec (3.8), on déduire que

Sup [(7at00) flI 1, &) < c12A(S).
ac
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Conclusion

Notre travail est articulé sur la cractérisation des espaces de Besov et de Lizorkin-
Triebel.
En praticulier,
On vient de montrer que
! adt\ "
sup ([ (o 6ureati0)' ) 4 1l
a€eR 0 13

est une norme équivalente a la norme de B, (R)j,.

De méeme pour l’expression

! P AN
sup (/0 (t—lﬁp,z+a(f;t)> ?t) + £l @y

a€R

1
est une norme de B, (R),.

e ([ ([ smstom)'g)”

Im|<t

Alors que

R I Tve

est une autre norme de FJ (R),.

Notons également que la norme

([ (2 [ ratron)'s)”

mi<t

Lp(1+a) + ||f||Lp(R)lu

est norme équivalente a la norme de F, (R),.
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