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Résumé

Dans ce mémoire: nous nous intéressons a ’é¢tude du stabilité de certains systémes
hyperboliques o1 la dissipation est introduite par la présence d’un terme thermoélas-
tique ou viscoélastique, nous avons utilisé trois systémes déférents. un systéme de
Timoshenko avec terme de viscoélastique avec deuxiéme son, pour le dernier systéme
en présence d’un terme de retard de distribution.

Pour démontrer la stabilité de ces systémes. on utilise la méthode des multiplicateurs
basée sur la construction d’'une fonction de Lyapunov équivalente a I’énergie considéré.

Mots clés : Décroissance d’énergie; Amortissement Thérmo-élastique; Viscoélas-
tique; deuxiéme son; Terme de distribution.
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Apstract

In this memoir, we are interested in study the stabilisation of certain hyperbolic systems
where the dissipation is introduced by the presence of a thermoelastic or viscoelastic
term. we use three different systems. A system of Timoshenko with second sound, the
last system in the presence of distributed delay term.

To show the stabilisation of these systems, we use a multiplier method, it is based on
the construction of a lyapunov function equivalent to energy.

Key-words : Energy decay; Thermoelastic damping; Viscoelasticity; Second
sound; Distributed delay.
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Notations

la frontiére réguliére de ().

le point générique d’un ouvert €2 de R*.
espace de Hilbert.

Pespace de Lebesgue , 1 < P < oo .
adjoint de A .

Wm2(Q).

(%(m), e ,%(m)) , le gradient de la fonction f en x € R*.

le Laplacian (A =77 5—;).
Pespace de Sobolev , 1 < p < o0.

la fermeture de C2°(2) dans W™P(Q2) , 1 < p < oc.

%—f = ¢’ la dérivée de ¢ par rapport a t.

aa—qf = ¢/’ la dérivée de 1) par rapport & t.

%QT“QO la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a t.

oy

5z la dérivée d’ordre 2 de 1 par rapport a .

% la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a x par rapport at.

= % la dérivée d’ordre 2 de v par rapport a x par rapporta t.



Introduction générale

Timoshinko[42], a donné le systéme de deux équations hyperboliques couplées sui-
vant

{ pei = (K(ps — ¥))a dans (0, L) x (0, 4o0) (1)
Loy = (E1Yy), + K(p, — ), dans (0,L) x (0,400),

ol t désigne la variable de temps, x est la variable de I'espace le long du faisceau de
longueur L dans sa configuration d’équilibre, ¢ est le déplacement transversal du fais-
ceau, 1 est 'angle de rotaion du filament, p, I,, E, I et K désignent, respectivement,
la densité, le moment polaire de l'inertie d’'une coupe, module de Young d’élasticité, le
moment de I'inertie d’une coupe et le module de cisaillement.

Systéme(1), avec les conditions aux bords, donné par :

Elp, |Z=0,  K(u, — ) |"Zk=0

est conservative, et alors I’énergie totale est conservée, lorsque le temps tend vers l'infini.
Plusieurs auteurs ont introduit défférents types de mécanismes dissipatifs pour garantir
la stabilité du sustéme (1).

Kim et Renardy [18] ont considéré (1) avec deux controles sur le bord de la forme :

K(L,t) — Koo (L, t) = apy(L,t), V>0
EIpy(L,t) = —Beoy(L, ), vt >0,

et ont utilisé les techniques de multiplicateurs pour établir un résultat de stabilités
exponentielle pour 1'énergie normale de (1). Ils ont également fourni des évolutions
numériques aux valeurs propres de 'opérateur liées au systéme (1). Raposo et al ont
[38] considéré le systéme suivant :

{pﬁptt - K(SOI - w)x + Pt = 0 dans (O’ L) X (07 +OO) (2)

P2y — by + K(pp — ) + 10, =0 dans (0, L) x (0, +00)
avec des conditions au bord de type Dirichlet homogénes et deux amortissement fric-
tionnel, et ont montré que I’énergie liée a (2) décroit exponentielle. Soufyane et Wehbe

[41] ont prouvé que c’est possible de stabiliser uniformément (1) en employant un feed-
back localement distribué unique, Ainsi, ils ont considéré :

per = (K(pz —¥))e dans (0, L) x (0, +00)
Ly = (Ely), + K(ps — ) — by dans (0, L) x (0, +00) (3)
@(O’t) = @(lﬁt) = w(O,t) = ¢(L7 t) =0, vt > 0,
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ol b est une fonction positive et continue, qui satisfait

b(z) > by >0, V€ lag,a1] C|[0,L].

En fait, ils ont montré que la stabilité uniforme de (3), établit si et seulement si les
vitesses de propagation sont égaleqes (% = %I) Manoz Rivera et Racke [30] ont traité

un systéme de Timoshenko non linéaire de la forme :

pl‘Ptt - 0-1(%0367 w)x = O dans <O7 L) X (07 +OO>
p2wtt - X<wz)x + 0-2(90277 W + dd}t - 0 dans (07 L) X (07 +OO)

dans un domaine borné. La dissipation établi grace & un amortissement par frottement
agissant seulement dans I’équation de I'angle de rotation.

Ammar Khodja et al [I] ont considéré un systéme de Timoshenko linéaire avec un
controle de type mémoire de la forme :

prow — K(pe + 1), =0

t (4)
,02¢tt - bwmc + / g(t - S)¢zx(s)d5 + K(sz + ¢) = 07
0
dans (0, L) x (0, +00), avec conditions aux limites de type Dirichlet homogeénes. Ils ont
employé la technique de multiplicateur et ont montré que le systéme est uniformément

stable si et seulement si les vitesses de propagation sont égales (% = p%) et g décroit

exponentiellement vers 0, et la stabilité polynomiale si g décroit polynémialement.
Munoz Rivera et Fernandez [29] ont considéré un systéme de type Timoshenko avec un
terme mémoire agissant dans une seule équation. Ils ont examiné le probléme suivant :

prow — K(pe +10). =0,

< ) 5
Pt — bibs + /0 G aalt — 5, )ds + K (pn + 1) = 0,

avec des conditions aux limites homogénes dans un domaine borné, et ils ont montré
que la dissipation donnée par le terme mémoire est suffisamment forte pour stabiliser
le systéme (5) de facon exponentielle si et seulement si (pﬁ1 = p%) et la fonction de
relaxation g décroit exponentiellement .

Pour les systémes thermoélastique de Timoshenko de type III, Messaoudi et Said-

Houari [28] ont discuté le systéme suivant :

prpy — K (2 + ), =0,
pQ@Z)tt - bqu)acac + k (SDJJ + ¢> + Beac = O’ (6)
P39tt - 59J1x + ’ywttm - ketxac = 07

dans (0, +00) % (0, 1) IIs ont prouvé une décroissance exponentielle dans le cas ot kg = 0,
(ko = p% - p—li) En ajoutant de ce dernier systéme un amortissement viscoélastique de la
forme [° g (8)¥ue (x, t — s)ds. Ils ont prouvé que I'énergie décroit exponentiellement

pour des vitesses de propagation égales et décroit polynomialement pour des vitesses
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de propagations non égales.

Pour la stabilisation des systémes de Timoshenko utilisant I'effet de la chaleur, le
premier travail était par Rivera et Racke[32], ou ils ont considéré, dans (0, L) x (0, +00),
le systéme suivant :

P1Pr — O-(<10€B7 Tp)x =0
p39t - kerz + 7¢m =0

oll p, 1) et 6 désignent le déplacement transversal de la poutre, 'angle de rotation du
filament et la différence de température, respectivement. Sous des conditions appro-
priées sur o, p;, b, k et 7, ils ont prouvé plusieurs résultats de décroissanceexponentielle
pour le systéme linéaire et le résultat de non stabilité exponentielle pour le cas des
vitesses d’onde différentes.

Dans la théorie classique, on obtient un systéme couplé hyperbolique-parabolique tel
que le systéme hyperbolique d’élasticité avec le modéle parabolique classique de conduc-
tion de la chaleur, typiquement donnée par la loi de Fourier

qg=—krV0, (8)

qui exprime le flux de chaleur proportionnellement au gradient spatial de températur.
Alors, la température se propage a vitesse infinie. Les expériences ont montré que la
conduction de chaleur dans certains cristaux diélectrique a basse température est libre
de ce paradoxe (la vitesse de propagation infinie) et les perturbations qui sont presque
entiérement thermique, peuvent se propager a une vitesse finie.

La loi classique de Fourier du flux de chaleur est dépendant de 1'effet de mémoire et
remplacée par la formule suivante :

I L
q:——/ e IV 0(x, s)ds, (9)

T J-x

o 7 > 0 est le temps de relaxation,. Il en résulte facilement de (9) que 'on obtient
I’équation de Maxwell-Cattaneo

Tq +q+ kVO =0, (tr>0,),

A la fin du siécle dernier, Green et Naghdi ont introduit trois types de la théorie
thermoélastique fondés sur une égalité entropique au lieu de 'inégalité entropique ha-
bituelle. Dans chacune de ces théories, le flux thermique est donné par une hypothése
de comportement différent. Lorsque ces théories sont linéairisées, le type I conduit a
la condution de la chaleur habituelle par la loi de Fourier (8), le type II conduit & une
équation du télégraphe

1
‘9tt + —T@t == CQAQ (10)
T

qui est hyperbolique et transmet des ondes a une vitesse finie ¢, et Le type I1I conduit
a I'equation de type de Jeffrey

TQqr +q+ kv + Tklvet =0.



Messaoudi et al|28] ont examiné le probléme suivant :

p1pu — 0(Pe, V)e + ppr = 0,

p2tb — Doy + K(pr + 1) + B0, = 0,
P30 + Vqx + 0y = 0,

Toqs + q + Kby =0,

ou (z,t) € (0,L) x (0,400), u > 0 et la fonction non linéaire o est supposée étre
suffisamment lisse et satisfait

74.(0,0) = 04(0,0) = &

et

O ppr(0,0) = 04,4(0,0) = oy = 0.
Plusieurs résultats de décroissance exponentielle pour les deux cas linéaire et non li-
néaire ont été établies en présence d’un amortissement par frottement fort ;.

Concernant le systéme de Timoshenko avec terme de retard de distribution, ont étudié
le systéme de la forme

prow — K(pu +0)o + g + [77 pia(s)pe(@,t — 5)ds = 0,
P = Bibms + K (00 + ) + [y 9(t = 5)(a(@)a(s))ads + p3(D)0(@) f (1) + 102 = 0,
p3b + kqz + v = 0,
paqr + 0q + kO, = 0.
(11)
Les auteurs ont montré la stabilité du systéme (11), on utilise la condition

7_2
o> [T als) | ds.
Ce mémoire est répartie on trois chapitres :

chapitre 1 : Nous rappellons quelques propriétés de ’analyse fonctionnelle, qui se-
ront utilisés dans ce mémoire .

chapitre 2 : Concerne un probléme viscoélastique, il est constitue de stabilité ex-
ponentielle sous les conditions plus faible sur la fonction de relaxation.

chapitre 3 : Dans ce chapitre nous étudions deux systémes viscoélastique de Timo-
shenko avec deuxiéme son et un terme d’amortissement pp; tel que le deuxieme
systéme liée d’un terme de retard de distribution .En utilisant le méthode de
multiplicateurs nous démontrons la stabilité de ces systémes.



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Introduction

Dans ce chapitre consacré aux rappels, nous avons regroupé les notions essentielles
de quelques espaces fonctionnels, certaines inégalités dans ces espaces qu’on utilisera
ultérieurement et nous donnons briévemant, théorémes fondamentaux et aussi quelques
termes physiques qui nous seront utiles pour la suite de notre travail.

1.2  Topologie faible (X, X’)

soit X un espace de Banach et soit f € X’ (X’ I'espace dual de X). On désigne par
¢r : X — R lapplication définie par ¢y = (f,z). Lorsque f parcourt X’ on obtient
une famille (¢y)exs d’application de X dans R.

Définition 1.2.1. La topologie faible o(X, X") sur X est la topologie la moins fine
sur X rendant continues toutes les applications (pf)fex: -

Pour définir cette topologie d’une fagon plus precise il suffit de définir une base de
voisinages pour tout élément x € X comme suit :

Etant donné un point x € X on obtient une base de voisinages de x pour la topologie

o(X, X') en considérent les ensembles de la forme ﬂfimegojil(‘/f), ot Vy est un voisinage
de ps(x) dans R.
(i.e.Vi =la —¢e,a+eclaveca = (f,x)).

1.3  Quelques espaces fonctionnels et inégalités connus

1.3.1 Espaces L”

Définition 1.3.1. soit p € R avec 1 < p < oo et ) un ensemble mesurable de R™"au
sens de Lebesgue on définit

LP(Q) = {(classe de fonctions) f : Q — R : f mesurable et [, | f(x) [P dz < oo}.
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1.3. QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS ET INEGALITES CONNUS

On note

wmz{éwﬂmwiﬂw.

L2(Q) = f:Q—=R, f mesurable et il existe une constante C'
B telle que | f(z) |< C p.p sur '

Sip =00

On définit sur L>(S2) la norme

| flle=Inf{C; | f(z) |< C pp. sur Q}.

Notation :
. .. /1 L |
Soit 1 < p < 00; on désigne par p' 'exposant conjugué de p i.e. —+ — =1.

Proposition 1.3.1. .
1) Sipe[l,+00], alors LP(2) est un espace de Banach (i.e.normé complet ).
2) Sip € [1,+o0|, alors L’ (Q) est séparable (i.c.il existe un ensemble dénombrable

dense dans LP(Q2)) .
3) L*(QQ) est un espace de Hilbert avec le produil scalaire

Proposition 1.3.1. La distribution T € D'(Q2) est dans LP($2) s’il existe une fonction
f e LP(Q) telle que

(T, @) = /Qf(:t)gp(x)dm, pour tout ¢ € D(),

ot 1 < p < oo etil est bien connu que [ est unique .

1.3.2 Les espaces LP(0,T; X)

Définition 1.3.2. Soit X un espace de Banach , on désigne par LP(0,T7; X),1 <p < o0
Uespace des(classes de) fonctions t — f(t) de ]0,T[ — X qui sont mesurables a valeur
dans X et telles que

T 1/p
([ s i a) =1 o< (L)
0
st p = 00, on remplace la norme (1,1) par
| f [z 0,7:30)= supieo,riess || f(1) llx - (1.2)

7



1.3. QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS ET INEGALITES CONNUS

1.3.3 Espace de Sobolev

Définition 1.3.3. Soit m € N et soit p € [0, 00]. On défini l’espace de Sobolev W™?(Q)
par :

Wme(Q) = feLr(Q), tel qued™f e LP(Q) pour tout a € N™ tel que
- la|=Y" a5 <m, ot 0% =0005% - 99 |

Remarque 1.3.1. Lorsque P = 2,
wm? .= H™(Q)
We(Q) == H(Q) .

On introduit espace H™(£2) comme étant 'espace des fonctions v € L?(Q) dont
toutes les dérivées partielles d’ordre inférieure ou égale & m-prises au sens des distri-
butions sont dans L?(12).

Ces espaces jouent dans I’analyse des équations aux dérivées partielles un role fonda-
mental.

Remarque 1.3.2. On définit L1(0,T; H} () comme élant espace des fonctions
w € L9(0,T; H(Q)) telles que w(x,t) = Op.p dans 2\ Q, o 1 < q < oo, muni de la

norme
T 1/q
o lsaragon=( [ 1060 lya,) -

| w ||Loo(o,T;H5(Qt)): suprejo,riess || w(t, x) ||3{&(Qt) :
On définit de la meéme facon les espaces L1(0,T; LP(€)),1 < g < o0.

d
lemme 1.3.1. Si f € LT(0,T; X) et d—J; € LP(0,T; X) (au sens des distributions)

(1 <p<o0),alors f € C0,T;X).

Siq =00

lemme 1.3.2. Soit O = ]0,T[ x Q un ouvert borné de R x R*,g,, g des fonctions de
L0, T; L)),
1 < g < o telles que
| 9u |l Laorsz00n< €, V€N
et
gy — g p-p. dansO.

Alors g, — g dans L9 (faiblement).

Définition 1.3.4. Pour m € N, on définit :

H™Q)={ueD(Q): D*uec L*(Q), |a|<m} (1.3)
ota=(0q, - ,0y), aj € N,|a|=a1+ 4, et D*=07"---05"000; = %
J



1.3. QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS ET INEGALITES CONNUS

On munit l'espace H™(S)) du produit scalaire
(U, v), = Z / D%u(x) D% (x)dx
jaf<m 7€

et la norme associée a ce produit scalaire

1/2 1/2

L o= | 3 / Do) Pz | = S0 | Do 2

|laj<m |laj<m

On introduit ensuite :

H} () = adhrence de D(Q) dans H'(9)

= sous — espace de H*(Q) des fonctions "nulles” sur T' = 0.

Puisque (par définition ) D(Q) est dense dans H(Q), on peut identifier le dual H='(Q)
de Hy(Q) a un espace de distribution sur Q) :

{ H™(Q) = (H}(Q), 14)
HYQ) — LX(Q) — HY(Q) — D'(Q). ‘

Les injections dans (1.4) sont continues .
Les éléments de H~(Q) sont sommes de dérivées de 1" ordre de fonctions de L*(Q).

Proposition 1.3.2. :

1/ Sim >m', H™(Q) est contenu, avec injection continue, dans H™ ().
2/ H™(Q) muni du produit scalaire (.,.),, est un espace de Hilbert .

Remarque 1.3.3. On a pour ¢ € H*(Q)), Ap € L*(Q) et pour T assez réguliere
Cll o) lm@= | Ap(t) 2 -

Théoréme 1.3.1. (Formule de Green). Pour tout u € H*(Q),v € H'(Q) on a

—/Auvdx:/Vqudx—/%vda
Q Q r on

. U PRIyl . e e, P
ot — est la dérivée normale de u a I' dirigée vers ['extérieur.

on

Remarque 1.3.4. Les espaces H} (), (resp. L*(SY) s’identifient o des sous espaces
fermés de Hy(Q) , (resp. L*(Q)), Vt €]0,T.

9



1.3. QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS ET INEGALITES CONNUS

Notion de trace B
Pour une fonction u € C°(), la trace de u sur O est définie par

{v(u) : 00— R

En d’autre termes, v(u) = u|0Q2. On introduit alors Iapplication de trace

{7 L CO(Q) — C°(09)
u— y(u)

qui est une application linéaire. A une application définie sur un ouvert 2, elle associe
la restriction de cette application au bord de 'ouvert.

Proposition 1.3.2.
H(@) = {u € H'(©),5(w) = 0}.

Autrement dit, H}(Y) est l’ensemble des fonctions de H'(Q) qui s’annulent sur le bord
de Q (quand ce bord est défini)

1.3.4 Certaines inégalités utiles

Nous allons lui donner des inégalités importantes. Ces inégalités jouent un role im-
portant en mathématiques appliquées.

Lemme 1.3.1. (Inégalité de Hélder) Soient f € LP(Q) et g € LP (Q) avec
1 <p<oo,alors fge L'(Q) et

1
o

[ Vgt 1a< ([ 1w dx)’l’ ([1a@ra)” s

Remaque 1.3.1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l'inégalité
de Holder dans le cas p =2, p' = 2.

Lemme 1.3.2. (Inégalité de Holder généralisée). Soient fi, fo, -, fr des fonc-
tions telles que f; € LPi(Q),1 <i < k avec

1 1 1 1

-—=—+—4+.+—<1

P P1 D2 Pk

Alors le produit f = fify--- fr appartient o LY (Q) et

I Nl < Ul = Fe Ml

10



1.4. OPERATEUR MAXIMAL MONOTONE

Lemme 1.3.3. (Inégalité de Young) On suppose f € LP(R) et g € L”(R) avec
1

1
l<p<oo, 1<p <ooet—=-+—=—12>0. Alors (f*g) € L"(R) et
r p p

| fxgllor@<l i@l gl -

Lemme 1.3.4. ( Inégalité de Minkowski ) Pour 1 < p < oo, on a

| w+v |lpo<||u o + || v ||Lr

1 a 1-a
Soient 1 < p <r <y, tel que — = — +
r

p P
Alors

etl <a<l.

’

ol <[P 150wl

Si () < 00,1 <p<p < oo, alors LY < LP, et

[~

B =
<

[l < p(S) 75 |l w || o

Lemme 1.3.5. (Inégalité de Poincaré ) Soit Q) un ouvert de R™ que l'on suppose
borné. Alors, il existe une constante C' telle que :

1fllz2) < CIIVfllzz@y,  Vf € Hy(). (1.6)

Lemme 1.3.6. (Inégalité de Jensen) Soient a,b € RU 00 avec a < b,
f e C([0,1],]a,b]), et ¢ :]a,b[— R est une fonction convezxe. Alors :

@ (/Olf(ar)dx) < /OlgOOf(a:)dx.

1.4 Opérateur maximal monotone
Soit H un espace de Hilbert et A: D(A) — H un opérateur donné ot D(A) est son
domaine de définition défini par D(A) ={u € H tq Au € H}.

Définition 1.4.1. Un opérateur linéaire non borné dans H est un couple (A, D(A))
ot D(A) un sous-espace vectoriel de H et A est une application linéaire de D(A) dans
H .Le sous-espace D(A) est le domaine de A.

Définition 1.4.2. Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H est dissipatif si
(Au,u) >0, Yu € D(A),

Définition 1.4.3. Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H est m-dissipatif
St :
1/ A est dissipatif .

2/Im (I-A)=HieVfeH3ve D(A) tel que v — Av = f.

11



1.5. I’ENSEMBLE RESOLVANT ET LA RESOLVANTE

1.5 L’ensemble résolvant et la résolvante

Définition 1.5.1. On appelle ensemble résolvant de T l’ensemble de points réguliers
de Uopérateur T et note par p(T) tel que

p(T)={ e C:A\[-T:D(A) C H— H. inversible}
Définition 1.5.2. L’application
R(.,T): p(T) = LUH)R(\,T) = (T = M)~

s’appelle la résolvante de A.

1.6 Théorie des semi-groupes

Définition 1.6.1. Une famille T(t) avec (0 < t < o0) d’opérateurs linéaires bornés
dans un espace de Banach X est appelée semi-groupe fortement continue si :

2/ T(0) =14

1/ T(ty +ty) = T(t1)T(t3) Vtity >0,

3/ Pour chaque x € X, T(.)x est continue en t sur [0,00).
Dans la suite, on appelle une telle application semi-groupe de class Cy et on la note
par Cy-semi-groupe.

Définition 1.6.2. Le générateur infinitésimal de Cy — semi — groupe T(t) est ’opé-
rateur linéaire et continue A de domaine

D(A) = {:c € X :lim Mexiste} :

t—0

défini par
L Tt)r—x  dTT(H)z
Av=lm ——=—=—4

,pour x € D(A).
=0

Exemple 1.6.1. Soit 5 [’espace défini par :

+o0o
ZQZ{'I:(Z‘l?-’In’>7Z|IZ2‘<+00}
=1

(T(t)x)y = (e wp)nen- est un Co-semi-groupe et (Azx), = (=L )pen- est son généra-
teur infinitésimal .

1.6.1 C-Semi-groupe généré par un opérateur dissipatif

Proposition 1.6.1. Soit T(t) un Cy semi-groupe . Il existe deux constantes w € R et
M > 1 telles que :
| T(t) ||[< Me™  pour 1 <t < co. (1.7)
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1.7. STABILITE EXPONENTIELLE ET ANALYTIQUE

Théoréme 1.6.1. Soit (T'(t))i>0 un semi-groupe fortement continu sur l’espace de
Banach X et soit w € R, M >1 les constantes qui vérifient

| T(t) |< Me*  pour t > 0.

pour le générateur (A, D(A)) de (T'(t))i>0 les propriétés suivantes sont satisfaites :
1/ 8i X € C tel que

R(\)zx = /OOO e T (s)xds. (1.8)

Eziste pour tout x € X, alors X\ € p(A) et R(\, A) = R(\).
2/ Si Re(\) > w, alorsh € p(A), et le résolvant R(\, A) est donné par ['expression
Vintégrale (1.8).

3/ | R(\,A) pour tout Re(\) > w.

[ —
I= Re(\) —w
Définition 1.6.3. Si w = 0, T'(t) est dit borné et si de plus M = 1, il est appelé
Co-semi-groupe de contractions.

Théoréme 1.6.2. (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire (non borné), A est le géné-
rateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions T(t),t > 0 si et seulement
LI

1/ A est un opérateur fermé et D(A) = X .

2/ Uensemble résolvant p(A) de A contient RT et pour tout A > 0,

I B(A,A) <

> =

Théoréme 1.6.3. (Lumer-phillips). Soit A : D(A) C H — H un opérateur linéaire
et D(A) dense dans H. Alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de
contraction si et seulement si

1/ A est dissipatif ,
2/ Il existe A > 0 tel que Im(A\ — A)=H .

1.7 Stabilité exponentielle et analytique

Théoréme 1.7.1. Soit {T(t) = e} un Cy — semi-groupe sur un espace de Hilbert.
Alors T(t),5, est exponentiellement stable si et seulement si

sup{ReX, A€ o(A)} <0
et
sup || (M — A)7 ||< +oo.

ReA>0

Théoréme 1.7.2. Soit {T(t) = e'}150 un Cy — semi-groupe sur un espace de Hilbert.
On suppose que iR C p(A). Alors {T'(t) }+>0 est analytique si et seulement si

MW_H_OO || )\(i/\] — A)_l HL(H)< +00.
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1.8. DEFINITION DES QUELQUES TERMES PHYSIQUES

1.8 Définition des quelques termes physiques

Thermoélastique : La thermoélastique est une relation entre 1’élasticité d’un corps
et & sa dilattion en fonction de la chaleur

Viscoélasticité : En rhéologie , le comportement d’'un matériau viscoélastique li-
néaire est intermédiaire entre celui d’un solide élastique idéal symbolosé par un ressort
de module E et celui d’un liquide visqueux newtonien symbolisé par un amortisseur de
viscosité 7 . L "élasticité d'un matériau traduit sa capacité a dissiper de I'énergie . Les
polymeéres , en fait plupart des matériaux , ont un comportement viscoélastique .

Stabilité de la solution
Il existe plusieurs degrés de stabilité :  Le premier degré consiste a analyser simplement
la décroissance de 1’énergie des solutions vers zéro ,i.e :

E(t) = 0. Lorsquet — +0o0.

C’est ce que 'on appelle la stabilisation forte .
Pour le second , on s’intéresse a la décroissance de I’énergie la plus rapide , c’est-a-
dire lorsque celle-ici tend vers 0 de maniére exponentielle , i.e :

E(t) < Cexp(—at), Vt >0,

ou C' et a sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales .
Quant au troisiéme , il étudie des situations intermédiaires , dans lesquelles la dé-
croissance des solutions n’est pas exponentielle , mais du type polynomial par exemple :

E(t) < C o wiso

t_ﬂa

ou C' et 3 sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.
Fonction de Lyapunov : une fonction de Lyapunov est une fonction qui permet
d’estimer la stabilité d” une solution d’une équation différentielle.
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Chapitre 2

Stabilité du systéme de Timoshenko
avec terme de viscolélastique

2.1 Introduction

D’aprés A. Guesmia et S. A. Messaoudi [14], on étudié dans ce chapitre le systéme
suivant :

(o1 — (pz +1)s =0, dans (0, L) x (0, +00)
Yt — Vux + 0o+ 0+ [ g(t — T)(a(@)¥u(T))adr + b(z)h(¥) = 0,  dans (0,L) x (0,+00)
0(0,t) = p(L,t) = (0,t) = ¢(L,t) =0, t>0
©(x,0) = po(), pi(z,0) = @1(x), r € (0,L)

[ ¥(x,0) = tho(@), Ye(x,0) = ¥ (2), re(0,L),

(2.1)
(soumis & un controle frictional et un controle de type mémoire complémentaires) et
ont étudié 'influence de ces controles sur le taux de stabilité des solution. Ils ont obtenu
la stabilité exponentielle et polynomiale sous des conditions plus faibles sur la fonction
de relaxation g.
Un modéle simple décrivant la vibration transversale d’'un faisceau a été dévloppé dans
[42] et donné par le systéme des équations hyperboliques couplées suivant :

{putt = (K(uy — ¢))z dans (0, L) x (0, +0o0) (2.2)

Lyow = (Elgg), + K(uy, —¢) dans (0,L) x (0,400) .

Ou t désigne la variable de temps, x est la variable de I'espace le long du faisceau
de longueur L dans sa configuration d’équilibre, u est le déplacement transversal du
faisceau, ¢ est I'angle de rotaion du filament du faisceau, et p, I,,, E, I et K désignent,
respectivement, la densité (la masse par unité de longueur) le moment polaire de I'iner-
tie d'une coupe, module de Young d’¢lasticité le moment de l'inertie d’une coupe, et
le module de cisaillement. Kim et Renardy [I8] on considéré (2.2) avec deux controles
sur le bord de la forme :
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2.1. INTRODUCTION

Ko(L,t) — Ku,(L,t) = aus(L,t), Vt>0

Elp.(L,t) = —pp(L,t), YVt >0,

et ont utilisé les techniques de multiplicateurs pour établir un résultat de stabilités
exponentielle pour I'énergie normale de (2.2). Ils ont également fourni des évolutions
numeériques aux valeurs propres de 'opérateur liées au systéme (2.2). Un résultat ana-
logue a été également établi par Feng ou la stabilisation d’un systéme de Timoshenko
a été étudiée. Raposo et al [38] ont étudié (2.2) avec des conditions aux limites de type
Dirichlet homogénes et des controles linéaires; ils ont regardé le systéme suivant :

prug — K(uy — @)y + dans (0, L) x (0, +00)
Y ( ) o =0 dans (0, L) x (0, +00) (2.3)
u(0,t) = u(L,t) = gp(O,t) =¢(L,t) =0, Vt>0,

et ont montré que 1’énergie liée a (2.3) décroit exponentielle. Ce résultat est semblable
celui obtenu par Taylor. La méthode utilisée est différente de I'habituelle telle que
la méthode classique d’énergie. Il emploie principalement la théorie de semi-groupe.
Soufyane et Wehbeb [41] ont prouvé que c¢’est possible de stabiliser uniformément (2.2)
en employant un feedback localement distribué unique. Ainsi ils ont considéré :

puy = (K(ug — )z dans (0, L) x (0, +0o0)
L = (Elpy), + K(uy — @) — by dans (0, L) x (0, +00) (2.4)
u(0,t) =u(L,t) = ¢(0,t) = o(L,t) =0, Vt>0,

oll b est une fonction positive et continue qui satisfait

b(x) > by >0, Yx € [ag,ai] C [0, L].

En fait, ils ont montré que la stabilité uniforme de (2.4), établit si et seulement si les

vitesses de propagation sont égaleqes (% = %) Manoz Rivera et Racke [30] ont traité
P

un systéme non linéaire de la forme :

P1oe — V(Pe +¥)e =0 dans (0, L) x (0, +0o0)
P2y — by + K(pp + 1) + 00, =0 dans (0, L) x (0,400)
P30 — KOp, + 61y =0 dans (0, L) x (0, +00) ,

ol ¢, et 0 sont des fonctions de (z,t) modélisant le déplacement transversal du
faisceau, ’angle de rotation du filament et la température de différence, respectivement.
Sous des conditions appropriées sur v, p,b, K, 4, (i = 1,2,3), ils ont prouvé la stabilité
exponentiel du systéme dans les cas des mémes viteses de propagation. Ammar Khodja
et al [I] ont considéré un systéme de Timoshenko linéaire avec un controle de type
mémoire de la forme :
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2.1. INTRODUCTION

P1Pt — K(Sox + w)x =0 dans (O, L) X (O, +OO)
oty — Wby + [2 g(t — 8)uu(s)ds + K(p, +1) =0 dans (0, L) x (0, +00) ,
(2.5)
avec conditions aux limites de type Dirichlet homogeénes. Ils ont employé la technique

de multiplicateur et ont montré que le systéme est uniformément stable si et seulement

K

si les vitesses de propagation sont égales ( -~ = i) et g décroit exponentiellement vers

P2
0, et la stabilité polynomiale si g décroit polynémialement. Ils ont également considéré

quelques conditions techniques supplémentaires sur ¢’ et ¢” pour obtenir leur résultat.
Les feedbacks de type mémoire ont été également employé par DE LIMA SANTOS
ol ils ont considéré un systéme de Timoshenko et ont montré a que la présence des
deux feedbacks du type mémoire sur une partie de la frontiére stabilise le systéme
uniformément. Ils ont également obtenu le taux de décroissance de ’énergie en fonction
des feedbacks. Shi et Feng ont étudié un systéme de Timoshenko non uniforme rayonné
de relaxation soumis a des controles localement distribués et ont montré la stabilité
exponentielle du systéme.
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2.2. PRELIMINAIRES :

2.2 Préliminaires :

Maintenant, on va cinsidérer quelques hypothéses qui seront largement utilisées
dans la suite.

e (H1) a,b:]0,1] — R, tel que :
a € C*([0,1]),b € L>([0,1])

a=0 ou a(0)+a(l) >0, i%fl} a(x) +b(x) >0
ze (0,

e (H2) h:R — R une fonction différentiable non décroissante telles que ils existe
des constantes €', ¢y, co > 0 et une fonction convexe et croissant H : R, — R,
de class C'(R,) N C?((0,00)) satisfait H(0) = 0 et H est linéaire sur [0,&'] ou
(H'(0) =0et H” > 0 sur (0,€']) tels que

c1 | s|<|h(s)|[<cols| si|s|>¢€
s+ h3(s) < H '(sh(s)) si|s|<é

e (H3) ¢:R, — R, est une fonction différentiable telle que

+o00
90 >0 1= fale [ glshds=1>0
0

e H(4) il existe une fonction différentiable non croissant £ : Ry — R, satisfait
g'(s) < —€(s)g(s) Vs =0

Proposition 2.2.1. Soient (¢o, 1), (Yo,v1) € H(0,1) x L*0,1), supposons que
(H1) — (H3) sont vérifiée. Alors le systéme (2.1) admet une solution globale (faible)
unique verifiant :

o, € C(R,; HL(0, 1)) N CH(Ry; 2(0,1)) (26)
Si
(@07 301)7 Wo»%) € <H2(Oa 1) M H(%(Oa 1)) X H(%(()? 1)7
alors la solution satisfait (dite forte) :
o0 € L(Ry; H(0,1) 0 HA(0, 1)) N WE(R 3 HA(0, 1)) N W2 (R 5 2(0, 1)), (2.7)
Si h est linéaire et
(00, 1), (tho,¥1) € (H?(0,1) N Hy(0,1)) x Hy(0,1),
alors la solution satisfait (dite classique ) :

ot € C(Ry: H2(0,1) N H3(0,1)) N CH(Ra: HY(0,1)) N C2(Ry; L(0,1)).
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2.3. LA STABILITE DE SYSTEME

2.3 La stabilité de systéme

Maintenant ; nous présentons la fonction d’énergie suivant :

B0 =5 [ (ot v+ (1-aw) [ al6)ds) v+ (ot 0) dot 000 29

oil, pour tout v € L*(0, 1),

(gouv)(t) = /0 a(x)/o g(t — s)(v(t) —v(s))*dsdx (2.9)

Le résultat de stabilité de ce chapitre est le suivant :

Théoréme 2.3.1. Soient (vo, p1), (Yo,11) € H3(0,1) x L*(0,1). Supposons que
(H1) — (H4) sont satisfaites. Alors il existe des constantes positives ¢, " et gq telles
que la solution (faible) du systéme (2.1) satisfait :

B(t) < "'H! (/g ) Wt > 0 (2.10)

ou Hy(t ft (1/Hy(s)
t si H est linéaire sur [0,¢’]
HQ(t) - / . 12 1 /
tH'(got) st H'(0) = 0et H” > Osur(0,&'].
et £ =1sia=0.

Dans cette section, nous allons utiliser la méthode des multiplicateurs pour démon-
trer la stabilité du systéme (2.1), le principe de cette méthode est de construire une
nouvelle fonctionnelle, dite fonctionnelle de Lyapunov F', équivalente a I’énergie F,
satisfait, pour toute constantes positives ¢’ et tg,

F'(t) < —d€(t)Hy(F (1)) Vit > to.
Pour cela, nous allons démontrer plusieurs lemmes .

Lemme 2.3.1. Soient (p, ) une solution (faible) de (2.1). Alors la fonction d’énergie
satisfait :

B() = —500) [ alo)itde— [ apintvide+ 5 00.)
< — [ Wapntvida + 5 0 va) <0 (2.11)

Démonstration. En multipliant les deux équation du systéme (2.1) par ¢; et 1y, res-
pectivement, et intégrant sur (0,1), on obtient

1 1 1
/ Prprdr = / Crzrdr + | Upppda
0 0 0
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2.3. LA STABILITE DE SYSTEME

en intégrant par parties le membre droite, on trouve

1 1 1
/ Prprdr = —/ sozsotxd:c—/ Ypipdr (2.12)
0 0 0

Par ailleur, en multipliant ’équation (2.1), par vy et en intégrant sur (0,1), on a

/01 Yythdr = /01 Zblm%dx — /01 Opthyda — /01 Vi da |
_/0 b /Otg(t_3)<a($)¢x(5))zdsdx—/0 b(2) (1) dx,

et grace a la formule d’intégration par parties, on déduit que

/01 Yythpdr = — /01 Yuipdr — /01 Opthidr — /01 Vipydz (2.13)

# [ e [ ot = s)atwpndsio [ s

Et donc
d 1d (! ! ’
280 = 35 [ (ot (10w [as) 24 (o) as
1
+§(gowm).
d

1 1 1
GEO = [ owpdnt [ v+ [ utuds
t 0 0 0

1 ¢ 1 1 , 1 1
—/0 a(x)thwx/o g(s)dsdx—ig(t)/o a(:n)wxdzv—l—/o @xtgozdx—i-/o Ypdx

+ \/(j QOxt’g/)diL' + /01 prwtd‘r + %(g/ o ¢x) (214)
d’aprés (2.12), (2.13), on trouve
1 ! ! 1
B() = —500) [ eyt [ apintvide+ 5 00.)
1
< [ baub(ide + 50 o) <0 (2.15)
0

]

Puis, on utilise la fonction « a été obtenu par Cavalcanti et Oquendo [7]. D’aprés
le fait que a(0) > 0 et a est continue, alors il existe € > 0 tel que infcoa(z) > e.

d = min {e, inf a(x)+ b(:c)} > 0

z€[0,1]
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2.3. LA STABILITE DE SYSTEME

et a € C1([0,1]) tel que 0 < a < a et

on pose
1 ¢
goOUv = / a(m)/ g(t —s)(v(t) — v(s))dsdz,
0 0
pour tout v € L*(0, 1) et ¢ est une constante générique.

Lemme 2.3.2. (Cavalcanti et Oquendo [1]). La fonction o est non identiquement nulle
et satisfait :

N Q.

nf {ala) +b(a)} >

Démonstration. Pour tout x € [0,e], on a a(z) > ¢ > d > %l; donc, par définition,
a(x) = a(x) > ; o « est non identiquement nulle sur [0,1].

D’autre part si a(z) > d/2, alors a(x) > d/2, ce quiimplique af(x)+ b(x) > d/2.
Si a(z) < d/2, alors, d’aprés (H1), b(z) > d/2. Par conséquence, a(z) + b(z) > d/2.
Donc infgejo1) a(x) + b(x) > d/2. O
Lemme 2.3.3. (Cavalcanti et Oquendo [7]). 1l existe une constante positive ¢ tel que

(9©v)* <cgous,
pour tout v € H}(0,1).

Démonstration. Soit S, =z € [0,1] : a(z) > d/4,0 € Sy; 39S, NO(0,1) # 0 et
suppa C S, -

woor=( [ o | 02— 8)g 2t — 5) () — v(s))dsdxf |

D’apres 'inégalité de Holder et I'inégalité de Poincaré([7]) :

(GoOv? < c</0tg(s)ds) (/supm/otg(t—sm(t)—U(s»?dsdx)
<of | gt — ) (walt) — vals) P,

par la définition de S, ,on a

(gov)? < C/ a(x)/o g(t — 8)(va(t) — vy(s))?dsdx < cg o v,
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2.3. LA STABILITE DE SYSTEME

Lemme 2.3.4. Sous les hypotheses (H1) — (H4). Alors la fonction I, définie par :

1 ¢
1) =~ [ a0y [ gt = s)(w(0) ~ v(e)idsdo
satisfait ['estimation :
¢ 1 1 1
It < _</o g(s)ds—é)/o a(:c)z/fd:v—i—é/o (<P;c+1p)2dx+cc5/0 Vidw
<y 54 ) 2.16
S RY RN (R PEORS E (2.16)

pour toute 6 > 0.

Démonstration. En utilisant les équations du systéme (2.1), on obtient

1w = - [ v [ de- 9w - oendste— [ v ([ oas) as
-/ B v | gt — 5)(a(x)n(5))odds — o0 — 15— b))

+ /01 o (% — a/otg(t — S)%(S)ds) (/Dtg(t — 8)((t) — ¢(S))d$> dr
+ /O 1 b(x)h(yr) /0 tg(t—s)(zﬁ(t) — (s))dsdz.

Maintenant, on va estimer le terme du membre droite de notre inégalité; puis, en
utilisant les inégalités de Young et LEMME 2.2.3 on obtient, pour tout 6 > 0,

= [ [ o= o000~ visisas <6 [ atayiir -5 0w,
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2.3. LA STABILITE DE SYSTEME

De méme, on trouve
1 t 1 c
= [ [ ot = 900) ~ valeasde <6 [ vid+ Sgou,
0 0 0
1 t

[ atecru) [ ot =) —vists < [ (et vpar+ oo,

0 0

_/01 aa (/Otg(t - 8)%(5)d8) (/Otg(t — 8)(¢u(t) — %(S))ds) A

v [ " (/ gl — 5)(als) — () + %(t))ds)gdx

2

w5 [ ([ ate =)0t - valopas) s
25'/01 a? (/Otg(s)ds)zdx—l— (25’+§) /Ola (/Otg(t—s)(%(t)—%(s))ds)zdx
05'/01¢§dx+c(5'+§)go%g(s/olngdﬂc(a%)go%

/01 o (wx —a /Otgof - sm(s)ds) ( / gl — )Wl - ¢<s>>ds) dx

IN

IN

IN

! 1
< 5/ 1/J§dx+c<5—)go¢x
0 1)
et
1 t 1 1
[ vt [ ate = syt~ voasds <5 [ somids +e (55 ) go v
0 0 0

En combinant les estimations, ce qui donne I'inégalité recherchée. O

Lemme 2.3.5. Sous les hypothéses (H1) — (H4). Alors la fonction Iy définie par :

I(t) == _/0 (Vi + @y )dx

satisfait ['estimation :

1

1 1
(o +0)2dz + ¢ / Y2z + cgoth, + / ()b (i)
(2.17)

1
1) < - / (02 + ?)d + /

Démonstration. En exploitant les équations de (2.5) et on répétant le méme procédé,
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2.3. LA STABILITE DE SYSTEME

B = - [t [ otvnt i
[ [t [ o= et nntsts = 2 = = a0
- - (2 + e+ / e - / ofa)i (/ gt - ol ) da

- (oot 0 + / by ph(n)da

1 1 1 1
B 2, 2 2 2 o 2(4)d
< /Owtwt)dw/o(%w) +c/0 Y2dz + cg wﬁc/() () h2 (¢ d

D’ou la démonstration compléte du LEMME 2.3.5 O

Lemme 2.3.6. Sous les hypothéses (H1) — (H4). Alors la fonction I3 définie par :

1 1 1 ¢
- t T d T xd - + - T d d
/0 Ui(pe + 1) x—i—/o Ve ppda /o a(x)e /o g(t — $),(s)dsdx

satisfait ['estimation :

B0 < [(ve-o) [ ot suoas) o } -9 [t vpas

+5/01<,0fdx—§g'01/)x / dex—f—/ Pide + - / ()1 (W) da

pour tout 0 < e < 1.

1

Démonstration. 1'exploitation de équation (2.1) implique

Iy(t) = /1(% +) {%x - /Ot (t = s)(a(2)s(s))ads — o — 1 — b(x)h(@/&)} dx

/0 (ot + Pe)ibuds + / buprd + / Yol s + D)ad
1

a(x) (e + V) / g(t — $),(s)dsdx

ctwhor (50006 + [ 10— ials)ds) do

- [wx ~ a(a) / ot = )0 (s)ds

Nc\

z=0

_ /Ol(som + ) dr — /01 b(x)(pp + )h()dx + /01 W2z
+9(1) /01 a(z) e prde — /01 a(z)py /Ot 't — 8)(a(s) — u(t))dsdz.

D’apres 'inégalité de Young, ce qui donne 'inégalité recherchée.
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2.3. LA STABILITE DE SYSTEME

Lemme 2.3.7. Supposons que les hypothéses(H1) — (H4) sont satisfaites. Soit
m € C*([0,1]) une fonction vérifiant m(0) = —m(1) = 2. Alors il existe ¢ > 0 telle
que, pour tout € > 0 les fonctions I et Iy définit par :

n- () (% ~alo) | ol sm(s)ds) dr,
B () prpad

satisfait :

I(t) < - ((wm(l,t)—a(t) /Otg(t—s)wm(l,s)ds)z—l— (%;(0,25)—@(0) /Otg(t—s)wo, s)ds>2>

1 1 1
ve [oerwpaot & ([ oo gon) e [ Wi s - g o)

et

1) < —(@2(1.t) + @2(0.6)) + ¢ / (&2 + @2+ 02)da

Démonstration. En exploitant les équations de (2.1) et en répétant le méme procédé,
on obtient

10 = [ (o0 [ ot srias) (e ate) [ gte = syuutonts) s

- | (wm—aw / 9(t — ) (s)d )(sox+w+b<x>h<wt>>dx

/ )i (1 = a0}z — ol /Otg'u—s)wx(s)ds) s

_ ((wx(l,t) —a(1) /Otg(t — s). (1, S)d8)2 + (%@’t) —a(0) /Otg<t — )= (0, 8)d5>2>

2

3 [ (v =) [ ati = piatoris) as

[ i (w o) [ ot = (o)) (o + some — 3 [ mlCayiias

/m a(2)0 (9 (= 8)(Wa(t) — als))ds) da + g(t /m (2)tbathrde

D’aprés l'inégalité de Young et LEMME 2.3.3. d’ou le resultat recherché. [
De la méme facon, on trouve facilement I%

Lemme 2.3.8. Supposons que les hypothéses (H1) — (H4) sont satisfaites. Alors la
fonction Ig définie par :

Is(t) == I3(t) + 4%14(15) +el5(t)
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2.3. LA STABILITE DE SYSTEME

satisfait 'estimation :

1 1 1
I < —(ﬁ—ce) / (o + ) + ce / S+ / GRde
4 0 0 € Jo

1 1
+ E/o b(x)h?(Yy)dx + g/o Vidr — gg’ o, + gg 0 1, (2.19)

€
pour tout 0 < e < 1.

Démonstration. A I'aide de LEMME 2.3.6 et LEMME 2.3.7, les inégalités de Young,
Poincarée et

02 < 201 + )? + 202
et

2

(02— ata) [ att = 10tohts) o < e+ (v =) [ att = vt

Ce qui achéve la démonstration de (2.19). O

Lemme 2.3.9. Soit I; := I4(t) + 2cl5(t), d’aprés LEMME 2.3.5 et 2.3.8, on fize €
assez petit, on obtient

1 1 1 1 1
L) < 5 / (g +)*dx — 7'/ ©2dx + c/ Vidr + c/ Vidw
0 0 0 0

1
+c/ b(x)h* (1, )dx + cg o by — cg' o, (2.20)
0
ou T = Ce.
Comme dans [I], nous considérons la fonction w définie par
Wy =V, w(0)=w(l)=0 (2.21)

Lemme 2.3.10. La solution w de (16) satisfait :

1 1
/ widx §/ wzdx
0 0
1 1
/ widx §/ Vidw
0 0

Démonstration. On multiplie I'équation (16) par w et on intégre par partie , on obtient

1 1
/—wmwda: = /wmwdx
0 0
1 1 1
=>/ widm = / Yywdr = —/ Yw,dx.
0 0 0
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2.3. LA STABILITE DE SYSTEME

L’inégalité de Couchy-Schwarz implique alors

1 1 /1 1 /1 1 1
/ w2dr < 5/ 1/12dx+§/ wﬁda::>/ widwﬁ/ Vida.
0 0 0 0 0
1 1
/ Werdx < / wfd:z;
0 0

Et d’aprés I'inégalité de Poincaré , on a

1 1
/w?dmﬁ/ w?,d.
0 0
1 1
/wfd:cg/ Vid.
0 0

De méme

alors

O
Lemme 2.3.11. Sous les hypothéses (H1) — (H4). Alors la fonction Iy définie par :
1
Is(t) := / (Vb + wepy)da
0
satisfait lestimation :
1t e [l 1
It) < ——/ ¢§dm+—/ ¢3dx+e/ ©2dx (2.22)
2 Jo €Jo 0

+e </01 b(x)h*(the)dx + g0 %)

pour tout 0 < e < (1 est définit dans (H3)).

Démonstration. En exploitant les équations de (2.1), et en intégrant sur (0,1), on trouve

fo = [weenes [a@e [ - s
- [ vter v s - [t o)to+ [ wde

1 [ 1
2, b 2 2 o
/Owtda: 2/0 z/zxdx+c(/0 b(2)h2 () dz + g wz)
1 1 1

2 2 c 2 2
—l—/o(w:c w)dx‘i‘g/o%dx“‘g/o Wy -

D’aprés le LEMME 2.3.10, on a

IN

1 1 1
2 _£ 2 2 o ¢ 2
< [ vt guaere( [oomtids s gon) + € [ otan
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2.3. LA STABILITE DE SYSTEME

Pour Ny, Ny, N3 > 1, soit
Io(t) := NlE( ) + Noly(t) + Nalg(t) + I7(t)

et soient ty > 0 et go = [;" g(s)ds > 0. En utilisant (2.11), (2.16), (2.20), (2.22), on
choisit d’abord § = 1/4Ns, alors

B0 < - (N1 [ e+ sepide+ e [t
—N; /01 b(x)ibth(wt)dx + (Nggo — i) /01 b(x)w,?dx + C(N22 + Ng) /01 b(x)hZ(wt)dx

(INs ¢ 25 b1 2
(2 c )/wdx (¢ N3€)/0 pydx 4/0(901+w)dx

N
+ (71 —cN3Z — c) g oty + (N3 + N3)g o, (2.23)

pour tout t >ty et 0 < ¢ <[ . Maintenant, si a # 0, en choisissant N3 assez grand, on
déduit que

IN3
— > C
2
et, ¢ assez petit tel que
c
E< —
N3
Puis, en choisissant Ny assez grand , on trouve
1 20N3 lNg C
Nogy — = > , ——c——>0
20747 T 2 N,
Finalement, on choisit N; assez grand pour que
N
71 — cN22 —c>0

En utilisant (H3), on arrive a

B < —c / (a(x) + b(a))d2da + ¢ / b(a) (62 + h2 () dx

1 1 1
— [(wirite—1 [onr vt egou, (2.24)

D’aprés le LEMME 2.3.2 et en utilisant I'estimation de (2.8), alors
1
§(0) < ~cE(t) + cgo v+ ¢ [ ba)(u + )z (2.25)
0
pout tout ¢t > 1y .

Sia=0,alors Iy =0 et Iy(t) := N1 E(t) + N3ls(t) + I7(t). Alors, on écrire I'inégalité
(2.23) sous la forme suivante

B < o / Ve — Ny / b(@)duh(th)dz + N /0 b))z

_(__ ) > da:—(c—Nge)/OlsOtdx—%/l(%%-?ﬂ)
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2.3. LA STABILITE DE SYSTEME

En répétant exactement les méme arguments de 'étape précédente pour obtenir (2.25),
avec inf,ep17b(z) > 0.
D’autre part , en choisissant Ny tel que

Iy(t) ~ B(t) (2.26)

Maintenant on va estimer le derniere intégrale de (2.25), on peut considérer la partition
de (0,1)( ou €’ est définit dans (H2)) :

Of ={ze(0,1):] ¢ |>er et Q ={ze(0,1):]v|<} (2.27)

D’apres (H2) et (2.15), on obtient alors
/ b(x) (Y7 + 1 (¢))de < ¢ / b(2)eh () da
ot o+
1

)
< c/ b(x)eh()dr < —cE'(t) (2.28)

0

Alors deux cas sont requis :

cas 1 : H est linéaire sur [0,'] : Alors il existe ¢}, ¢ > 0 tels que
A | s|<| h(s)|< | s | pour tout s € R, donc (2.28) est vérifiée pour tout (0,1). En
utilisant (2.25) et (2.28), on conclut

(Iy(t) + cE(t) < —cHy(E(t)) +cgo ¥, (2.29)

cas 2 : H(0) =0 et H" > 0 sur (0,&], soit H* la fonction convexe par la
fonction dual de H au sens de Young. Car H” > 0 sur (0,¢;] et H'(0) =0

H*(s) = s(H')(s) — H[(H')(s)] Vs € R.

En utilisant I'inégalité de Jensen (voire [39] et[40]), on déduit

[ 0w+ < o [ s )

IN

[ mownte < e ([ @ua)
< cH '(—cE'(t)) (2.30)

Alors (2.25),(2.28) et (2.30) impliquent que
I)(t) < —cE(t) + cH Y(—cE'(t)) — cE'(t) + cgo, ¥t > to (2.31)

En utilisant alors I'inégalité de Young

H* <s(H')(s), E' <0, H”>0

29



2.3. LA STABILITE DE SYSTEME

en choisissant €y > 0 assez petit, on obtient, pour ¢y > 0 assez grand,

(H'(0E(t))(Ig(t) + cE(t)) + coE(t)) = eoB'(t)H" (e0E(t))(Is(t) + cE(t))
+H'(egE(t))(I(t) + cE'(t)) + co E' (1)
—cH' (e E(1))E(t) + cH'(eo E(t))H Y (—cE'(t))

<
+coB'(t) + cH' (s0 E(t))g 0 1y
< —cH'(eoE(t))E(t) + cH*(H' (g0 E(t))) — cE'(t)
+eoE'(t) +cg oty
< —cH'(eoE(t))E(t) + cegH' (o E(t))E(t) + cg 0 ¥,
< —cH'(eoE(1))E(t) + cg oty = —cHy(E(t)) + cg o s
Soit
To(t) = {Ig(t) + cE(t) si H est linéaire sur [0, ']
H'(eoE(t))(Ig(t) + cE(t)) + coE(t) si H'(0) =0et H” > 0 sur (0,&'].
On utilise (2.26), on trouve

en exploitant (2.29), il en résulte que
Io(t) < —cHy(E(t)) + cgotp, YVt >t

On procéde comme dans [26], on peut facilement voir que

(E() (1)) = &' () To(t) + &(E)1(1)

—c§(t)Hy(E(1)) + c€(t )90%
—c€(t)Ha(E(t)) + c(Eg) o

—c§(t) Hy(E(t)) — cd O%

—c§(t)Ha(E(t)) — cE’

Soit F(t) = e(&(t)10(t) + cE(t)), ou 0 > € >  est une constante positive satisfait

()T (t) + cE(t) <

IAN A IAN A

E(t) vt<0
en plus On a F' ~ E et
F(t) < —ceg(t)Ha(E(t)) < —ce&(t) H2(E(§ (1) 110(t) + cE(1)))
< —ce€(t) Ha(e(§(8) o(t) + cE(1))) = —ced(t) Ha(F (1))

en intégrant sur (fo,t), on trouve

F(t) < H! (ce /Ot £(s)ds + Hi(F(ty)) — cs /tto §(s)ds>

ou Hy(t ft (1/Hy(s)
Quand hmHo H(t) = +oo et

0< Flty) < gE(to) < SB(0)

M ™

noun prenons € assez petit tel que
to
Hy(F(to)) — ca/ £(s)ds > 0
0
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Chapitre 3

Stabilité du systéme de Timoshenko
avec terme de viscoélastique ,
deuxiéme son et terme de retard de
distribution

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons les deux systémes de Timoshenko :

P1o1 — K (pz + ) + ppr = 0

patlie — Dby + [ gt — 8)(a(2)1u(8))ads + K (o + 1) + b(x)h(1h;) + 0, = 0

p30; + kqz + Y = 0

Toq: + 5(] + k@x =0.

(3.1)

Ou t € (0,00) désigne la variable de temps, = € (0,1) est la variable de I'espace, les
fonctions ¢ et 1 est le déplacement du materiale élastique solide, la fonction 0 est la
température de différence, ¢ = g(x,t) € R est le flux de chaleur et p1, ps, p3,7, 7o, 6, k, b
et K désignent des constants positives et u > 0. Avec les conditions initiales :

90('70) = 300($)790t('70) = 901@);1?(-70) = %(l’)

(.,0) = YP(x),0(.,0) =6p(z), q(.,0) = qo(z), (3.2)
et les conditions aux limites :
@(Oaw = SD(Lt) = 1/)(0775) = ¢(17t) = Q(Oat) = Q(lat) =0,vt > 0. (33)

et

prow — K(op +10)s + papr + f:f pa(s)p(x, t — s)ds = 0,
P2t — Baa + K (0o + 1) + [ g(t — 5)(a(@)tba(s))ads + ps(t)b(x) f(¢1) + 102 = 0,
p39t + k%& + 7¢tz = 07

Paq: + 0q + kB, = 0.
(3.4)
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Ou t € (0,00) désigne la variable de temps, € (0, 1) est la variable de I'espace, les
fonctions ¢, 1), 0 et q désignent, respectivement, le déplacement transversal du faisceau,
I’angle de rotation, la température de différence, le flux de chaleur. a, b, f, u3 et g sont
des fonctions spécifiques. Les cofficients, p1, p2, p3, pa, 7,0, k, B, u1 et K désignent des
constants positives, ps : [11; 73] — R est une fonction bornée, ou 71, 75 deux numbres
réeles satisfait 0 < 7 < 19 .

On considére les conditions initiales et les conditions aux bords suivantes de ce systéme :

e(,0) = wo(x), wu(.,0) = @), 6(.,0) = bo(x) dans(0, 1),

U(,0) = Yo(x),Ye(.,0) =11(x),q(.,0) = qo(x) dans(0,1),
0(0,t) = (1,t) =(0,t) =(1,t) = 6(0,t) =0(1,t) =0 dans (0,00), (3.5)
oi(x,—t) = folx,t) dans (0,1) x (0, 72),

ou (fo history function. ) )
Pour les systémes thermoélastique de Timoshenko de type III, Messaoudi et Said
Houari [27] ont discuté le systéme suivant :

p1ou — k(pz + ). =0, dans (0, L) x (0, +00),
p2¢tt - bqujzcn + k(@:ﬂ + ¢) + /801 - 07 dans (07 L) X (07 +OO)7
p39tt - ’ywttm - ketmx = 07 dans (07 L) X (07 +OO)

et ont prouvé un résultat de décroissance exponentielle si les vitesses de propogation
sont égales. Lorsque les vitesses de propagation sont différentes, un résultat de décrois-
sance polynomiale a été obtenue récemment par Messaoudi et Farah.

En ce qui concerne les systémes thermoélastique de Timoshenko avec deuxiéme son,
Massaoudi et al[28]. ont étudie dans (0, L) x (0,400), le systéme suivant :

P11 — 0(Pay )2 + pipr = 0,

P2y — by + k(% + ¢) + B0, =0
P30y + YGz + 01y = 0

Tq +q+ K0, =0,

oll ¢ est le déplacement transversal, ¢ est I’angle de rotation du filament, 6 est la diffé-
rence de température, ¢ est le flux de chaleur, p;, b, k,~,, K, k et 7 sont des constantes
positives.

La fonction non linéaire o est supposée étre suffisamment lisse et satisfait

0,,(0,0) =0,(0,0) =k

et
Uwzsoz(oa 0) = O-Sozw(()? 0) = oy = 0.

Plusieurs résultatss de décroissance exponentielle pour les deux cas linéaire et non
linéaire ont été établies en présence d’'un amortissement par frottement fort ue;.
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3.2 Préliminaires

On utilise les hypothéses suivantes :
e (H5) s : [11, 7] — R est une fonction bornée telle que

/ | pals)ds < o (3.6)

T1

(H6) f : R — R est une fonction continue et non décroissante telle que il
existe deux constantes positives ki, ks et [ et a convexe, la fonction continue et
croissante h : R, — R, de class C*(R,) N C?(]0, +o0]) satisfaite : h(0) = 0 et
h” =0 dans [0,{] ou ( A’ > 0 et A" > 0 dans [0,!]) telle que

hs* + f2(s)) < fls)s pour | s|<1,
kis? < f(s)s < kys® pour |s|> 1. (3.7)

(H7) g : R, — R, est une fonction différentiable telle que

g(0) > 0,/ g(s)ds = g1, 0— || a |0 / g(s)ds > 0. (3.8)
0 0
e (HS8) Il existe une fonction différentiable non croissante 1 : Ry — R, satisfaite

g'(s) < —n(s)g(s), pour s>0.

e (H9) pz: Ry —]0,+00[ est une fonction de class C'! non croissante satisfaite

/ ps(s)ds = +o0.
0

3.3 La stabilité de systéme

Dans cette section, d’aprés [35] on va étudie la stabilité de systéme (3.1)
on uitilise les notations suivantes :

@) = [ ott—ruciir
@on)t) = [ ott—r) [v)—vir) | dr
(o)) = /¢t—7/|w ) P dudr.
Lemme 3.3.1. Pour toute fonction ¢ € C1(R) et pour toute v € H'(0,1), on a
(G 0)Out) = —30() | 0(1) P +5( o)1)

oo ([onw) e}
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3.3. LA STABILITE DE SYSTEME

Théoréme 3.3.1. soitent (¢o, 1), (o, 1) € HE(0,1) x L*(0,1) et (Ay, q0) € L*(0,1) x
L*(0,1). Supposons que les hypotheses (H1) — (H4) sont satisfaites, alors le probléeme
(1) — (3) admet une solution globale (faible) unique vérifiant :

o, € C(Ry; Hy(0,1)) NCH(Ry; L*(0,1))
0.q € C(Ry;L*0,1)).

En utilisant I'inégalité de Poincaré pour 6, comme dans [I1],

O(x,t) =0(x,t) —/O Oo(z)ds.

Alors, d’aprés la troisiéme équation de (3.1) on a :

d 1
E/o O(z,t)de = 0
g ! 1 1
/—/ O(x,t)dr = /9($,t>d$—/ Oo(z)dx
o dt Jo 0 0
0

:>/019(:E,t) _ /Olﬁo(a:)dx
/Olg(x,t) = /0th //Hodxdx

= O:Etdx—/@()da:
0 0

done :

pour tout ¢t > 0. Dans ce cas en appliquant I'inégalité du Poincaré sur 6. D’autre part
(¢,v,0,q) satisfait le méme systéme (3.1), nous allons travailler avec 6, mais on va
écrire simplement 6.

On définie la fonction d’énergie £ comme suit

1 t
Bt = 3 [ {oet e+ (5-a) [ atos) vt} o

1 ' 2 2 2 1
0

On note E(t) - E(t’ @, ¢7§7 Q) et E<O) - E<O’ $0, Q1007 507 QO)
Le théoréme suivant est le résultat principal de cette section

Théoréme 3.3.2. Soient (o, ¢1), (Yo, ¥1), € Hy x L*(0,1) et (6h,q0) € L*(0,1) x
L?(0,1). Ssupposons que les hypothéses (H1) — (H4) sont satisfaites, Alors il existe
des constantes positives ¢, ¢" et €q telles que la solition (faible) du probleme (1) — (3)
verifie

E(t) < ¢ H[? (/5 ) vt <0, (3.10)



3.3. LA STABILITE DE SYSTEME

ot
1
Hl(t) = ) E(s)ds
et
t st H est linéaire sur [0, ¢’
Hy(t) =1 .., . . 0,7 , (3.11)
tH'(eot) st H'(0)=0 et H” <0 sur (0,¢'] .

eté=1sia=20.

La démonstration du THEOREME 3.3.2 se fait & travers les lemmes suivants
Lemme 3.3.2. Soit (p,1,0,q) la solution du systéme (1) — (3) , alors ’énergie E
définie par (3.9) satisfait

1 1 1 1
T = o o= o) [ atwpiis - [ bt
dt 0 2 0 0
1 / ! 2
tolgiods) —p | pide,
0
1 1 1 1
< —5/ ¢dx —/ b(x)h(¢y)dx + i(g’ 0h,) — u/ idr < 0(3.12)
0 0 0

Démonstration. Multiplions la premiére équation de (3.1) par ¢;, on obtient

1 d 1 1 1 1
37 prid + K/ ProPadr + K/ PrpPdr = —/L/ pidz. (3.13)
0 0 0 0

Multiplions la deuxiéme équation de (3.1) par v, on trouve

1d [! ) _ 1 t
2dt . Pz%dx—l—b/o ¢w¢tq;d:z7—|—/0 wt/o g(t — s)(a(x),(s))dsdx

1 1 1
+K Yy dr + K/ Ypdr — 7/ Yy 0dx
0 0 0
1

0
En suite, multiplions la troisiéme équation de (3.1) par 6
1d [t 1 1
—— | psfPdx + k/ q.0dx + 'y/ Y 0dxr = 0 (3.15)

Finalement, multiplions la quatriéme équation de (3.1) par ¢, on obtient

1d (!

1 1
- 2d —k’/ fq..d :—5/ 2dax. 1
2dt ), Toq dx i ¢zdx i q°dx (3.16)

Maintenant, en appliquant LEMME 3.3.1 a le troisiéme terme du membre gauche
de(3.14) et en additionnant (3.8) — (3.11), on obtient alors le résultat recherée. O
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On définit la fonctionnelle I; par :

L) = / pace(z)iy / g(t — $)((t) — (s))dsda

'”“/ / (t — 8)(W(t) — b(s))dsdx,

Pour la simplifécation on va écrire :

Li(t) = xa(t) + xalt).

Alors, on a :

Lemme 3.3.3. soit (¢,, 0, q) une solution de (3.1)—(3.3). Supposons que (H1)—

sont satisfaites. Alors pour tout e1,€7 > 0,

Dos ([ oas—ai (i [ oras)) [ atwias

1

+53K2/1(%+¢) dx+€1/ b(a)h2 () da

+€7 (202 + / Vidr + <051+—/ )/ dx

+C(€1+ >90¢x+c(61+ >90¢x——g o Yy
€1 €1

Démonstration. En différentiant y; par rapport au temps
1 t
A0 = = [ el [ ot — 96— v )dsds
0 0
1 t
~ [ ma@u [ gt =)@l - vo)dsds
0 0

_ /0 (e} /0 ' g(s)dsde.
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Maintenant, en utilisant la deuxiéme équation de (3.1), on obtient
1 t
~ [ matyn [ gt = w0 - vio)dsds
0 0
1 ¢
= [ a@. [ gt = 9)0a(0) - a(s))dsda
0 0
1 t
K v - - dsd
+ [ Ko@)+ v) [ alt = 9)0t)  v(s))dsds

_ /01 a(z)a(z) </Ot9(t - S)%(S)cﬂs) </Otg(t — 8) (Wb (t) — %(3))615) A
+/01 b(w)h(¢r) </0t9(t —s)(¥(t) — w(S))ds> dz

v/ Ca(al, (/ gl — )W)~ o(s)ds ) da (3.20)

+ /01 o/ (2) (5% —a(z) /0 tg(s)%(s)ds) ( /0 tg(t —s)(¥(t) — w(s))ds) dz.

Puis, on va estimer le deuxiéme terme du membre droite de (3.19). Donc, en utilisant
LEMME 2.3.3, on arrive a, pour tout £, > 0

1 t
~ [ pat [ (e s)wle) - vls)isds
0 0
! c
< elpg/ a(x)pidr — g—g’ 0 Y. (3.21)
0 1
D’autre part, en différentiant y, par rapport au temps

G = 0 @ / ot — $) () — (s))dsdz

/ / (t—s)( W(s))dsdx
20 [ ot [ ols)as.

En utilisant la quatriéme équation de (3.1), on trouve

Xa(t) = / /gt—s W(s))dsdx

- [ atae. / - i) - w<s>>ds) iz
2 (o [ J- 9w - shists 322

T t 1
222 ([ oto1as) [ oo
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En procédant comme dans (3.21), en exploitant l'inégalité de Young, il nous reste a
estimer le premiére terme du membre droite de (3.20) :

/0 Ea@)@%/o g(t — 5) (1 (t) — 1hy(s))dsdx

1
< 5’1b2/0 wgdx—l—gi,go%. (3.23)
1

De méme,
/0 Ko(e)(ps + ) / g(t — ) (0 (t) — ¥(s))dsdz

1
< 5’1K2/ (0 + )2z + gﬁ,go% (3.24)
0 1

En utilisant les mémes techniques introduite par [18], satisfait estimation :

_ /01 a(z)a(z) (/Otg(S)%(s)ds) (/Otg(t — 8)(whu(t) — %(s)ds)) da

! 1
< 6’1/ vpdr +c (8’1 + 5—,) g0y, (3.25)
0 1

/01 b(z)h (1) (/Otg(t — $)(W(t) — ¢(s))ds) d

1
< g / b(x)h?(Yy)dx + ¢ (51 + 5%) g o, (3.26)
0

et

D’ou finalement,

/01 o (x) (5% — a(x) /Otg(S)wx(s)ds> </Otg(t — 8 ((t) — 1/1(5))ds> I

< 5’11)_2/01 Vidr +c <5’1 + %) g oY, (3.27)
Comme dans (3.21), on a :
77—0 i az / (t—s) —(s))dsdz
< g /0 ¢dr — —g 0 Yy (3.28)

I nous reste & estimer le premiére terme du membre droite de (3.22) :

/ / (t — 8)(b(t) — ¥(s))dsdz

< (%) . /0 2dx+—gowz (3.29)
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3.3. LA STABILITE DE SYSTEME

et

s (/Otg(s)ds> /Ola(x)qzbtda:
= </otg(s)d8) 5_11/01 ¢da + (/Otg(s)ds) ce1 /Olwfdx. (3.30)

Par conséquent, en additionnant toutes les estimations entre (3.19)-(3.30), Ceci termine
la démonstration. O

Maintenant, comme dans|38], soit w la solution de 1’équation differentielle :
Wy = Uy, w(0)=w(l)=0 (3.31)

Lemme 3.3.4. La solution w de (3.31) satisfait :

1 1
/ w2dr < / Vi
0 0
1 1
/ w?dr < / Vid.
0 0

1
Lt) == /0 (pawtw + prpgw — %wq) dz. (3.32)

et

La fonction I, définie par :

Satisfait ’estimation :

Lemme 3.3.5. Soit (p,,0,q) la solution du (3.1) — (3.3). Supposns que (H1) — (H4)
sont satisfaites. Donc on obtient, pour tout 5 > 0

dl, — Cclgy 5782 / 9 / 'y
R —9 et ST i
i (b + 5 ey — Yrdr + 252 + 252 ; p,dx

+ (PQ + 772-(;:2 p152 / ¢t dr + _g o ¢:c (333)
o, Oy N [, ] 1 2
d — h d
+ (2]{’82 + 2]{’82) / T 2e €9 <CE> <77Z)t) v

Démonstration. En différentiant la fonctionnelle I5(¢) par rapport au temps :

1

1
L(t) = / (p2u) +P2¢t2)d$ +/ (prpuw + prpywy)de
0 0

Y7o !
—7 (wtq + 'qut)dﬂf (334)
0
= Jl + J2 + J3.
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En utilisant la premiére et la quatriéme équations de (3.1), on obtient :

1 1 1 1
Jo+J3 = _K/ oY dx + K/ widx + p1 / prwpdr — F‘/ prwdz
0 0 0 0

1 1 1
—% / ¢tqu+%7 / badz + / O, de. (3.35)

En utilisant la deuxiéme équation de (3.1), on obtient :

J = —B/ wgd:c+p2/ ¢dz+/ wz/ (t — s)a(x),(s)dsdx
—K/ ” dx—K/ @w¢dx—/ bz )¢h(¢t)dx—/01w9mdx. (3.36)

LEMME 3.3.4 et (3.35), (3.36) impliquent
1 1 1 5~ [
Lt) < —p / prwdz + py / prwyde — 0 / gdr + / Yqdx
0 0 ko Jo k Jo
1 1 1
—b / 2dx + ps / Vyde — / b(x)h(yy)dx (3.37)
] D ’
—|—/ a(x)@/)x/ g(t — ). (s)dsdx.
0 0

En exploitant I'inégalité

1
| ab |< ga2+2—b2, a,beR,v>0
v

pout tout 5 > 0,

1 L7
L) < —b/ 1/) dr + = / (—gof +52w2) + &/ (—<pf +52wf) dx
€9 2 0 £9

T oy [ 1
+2_ko (52%2 +— ) dx + % J, (5%/)2 + €—2Q2) dx (3.38)

/ Yo - / D) Yh()ds
+/0 a(2)bs / gt — ) (s)dsda.

On procéde le troisiéme et le quatriéme terme du membre droite de (3.38), d’apreés les
inégalités de Young et de Poincaré, on obtient :
1

| / x)Yh(¢y)dx | < 520/ Vido + — [ b(x)h*(y)dx. (3.39)

En outre, d’aprés les inégalités de Young et de Cauchy —Schwartz, on a

282

1
| / / (t — $)(s)dsdx |< 520/ Yidx + £g 0 Y. (3.40)

0 €2
Alors, insérant (3.39) et (3.40) dans (3.38) et en utilisant la deuxiéme inégalité de
lemme(3.3.4). Ce qui termine la preuve. O
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Maintenant, d’aprés [27]. La fonction I3 définie par :

1 1
I3(t) ::/ prpredr + g/ ©?dx. (3.41)
0 0

Satisfait ’estimation :

Lemme 3.3.6. Soit (v,1,0,q) la solution de (3.1) — (3.3). Alors, pour tout €3 > 0, on

a
K 1 K 1 1
L) < (%—K) / p2dz + — / Y2z + py / p2dx. (3.42)
0 0 0

283

Démonstration. En exploitant la premiére équation de (3.1) et en utilisant l'inégalité
de Young, on obtient

1 1 1
L) = / plgottwdx—l—pl/ gofdx+7/ orpdx
0 0 0
1 1
= / Ksﬁ(soxﬁ%)dwrm/ prdx
0 0

1 1 1
= —K/ gpidm + K/ OYdr + pq / gpfdx
0 0 0

1 Lol 1 1
< —K/ gpidm + 5/ <83<p2 + —1/1323> dx + pl/ w?dm
0 0 €3 0

a 'aide de l'inégalité de Poincaré, on obtient le résultat recherchée . O

Maintenant, on définit la fonction I, par :

L(t) = —7ops /0 () ( /0 w&(t,y)dy) dz. (3.43)

Satisfait ’estimation :

Lemme 3.3.7. Soit (¢,,0,q) la solution de (3.1) — (3.3). Alors, pour tout ¢4 > 0,
telles que

(5 1 1
1) < (—pbr 22%) [ 250 [ ot
2 0 2 0
(5 1
+ (Tok‘ + 20 M) / dz. (3.44)
0

Démonstration. En utilisant la quatriéme équation de (3.1) , on obtient

1 x 1 x
I(t) = —[)3/ Toq: (/ Qdy) dx — To/ q (/ p30tdy> dx
0 0 0 0
1 x 1 T
= —pg/ (—dq — k0,) (/ 6’dy> dx — 7‘0/ q (/ (—kq. — thx)dy) dx
0 0 0 0
1 T 1 T
= ,035/ q (/ Qdy) dzr + pgkr/ 0, (/ 9dy> dx
0 0 0 0
1 x 1 x
+Tok/ q </ qxdy) dx +Tw/ q (/ @/)txdy) dz.
0 0 0 0
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Donc
5 [t x 2 1 1
It < % <€4 (/ 92dy> + —q2> dx — p3k/ 0*dx
0 0 €4 0
' T0Y 1
+Tok/ ¢ dr + — (641/1t2 + —q2) dx. (3.45)
0 2 Jo €4
Ce qui donne (3.3.7) immédiatement. O

Maintenant, nous sommes préts a prouver le résultat principal de cette section.
Démonstration. Pour N, N1, Ny > 0. La fonction F définie par

et soient to, et go(t fo s)ds > 0, d’aprés la combinaison de (3.12), (3.18), (3.33), (3.42)
et (3.45), et l’utlhsatlon de

(pa + 1) < 207 + 2¢°
et I'inégalité de Poincaré, on arrive a

a0

2 < N (o= i+ ) [ (alo) + b))t

£ g S
+<N2<p2+7;3€2+p122 7074 /wtdx—N// d

+(N2 <2p—;+2%)+p1 N,u)/o dm+(N161+2—2)/0 b(z)h? (v, dz

1
+N1 (pago — €1(p3 + 90)) /0 b(x )y da

_ _ 5 K\ [
4 N (202 14 2K%) — Ny (B — 208y — 12 ) 4+ = / Ypda
2k 2€3 0

K ! § !
+ (2]\715’1[(2 + % - K> / P2dr + (—pgk + 5423 C) / 0%dx
0 0
1 1 Noc N c¢cN
—l—{ch (51—1——) + cN; (5'1+—,> +—2}gowx+ (———1) g o,
81 61 52 2 61
9o Yo 07
+9 Ny | cer + + N. +
{ ! (C ! 51) 2 (21{382 21{382)
5 1
t(mok+ 224 100 5N /q2d;g
2e 4 254 0
pour tout t > ty. nous sélectionnons nos constantes avec soin. soitent e3 < 1,671,659 et

€4 assez petite, telles que
1
min { (P22) /(7 + a0, ¢ |

(51 (- 32)
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et
< k
€ —.
Y= 5e
Puis, N, assez grand de telle sorte que :
2Kb
Ny > ——.
€3

Maintenant, d’aprés LEMME (2.3.2), et Njassez grand
Nip2go ( YToE2 | P1€2 ToYEL 2
> (v )+ "33
2 2T T )T )
alors, en choisissant €} assez petit, tel que
1 (NQB

NE T> JNL (202 + 1+ 2K2)} : (3.47)

el < mz’n{

Finalement, en choisissant N assez petit tel que, il existe des constantes positives 1, 1y,
et ny donc, pour t > tg ,

PO < (() + b)) + / s

1 1 1 1
+/ 92dm+/ q2da:} —771/ ¢§dm—U2/ prdx
0 0 0 0
1
+cgowx+0/ b(z) (¢} + h*(¢y))d.
0

On procéde comme dans [27], on trouve 73 > 0 tel que, pour ¢ > t,

d ' 1 1
0 < ad [aw st [ i [ ota

1 1 1
- 2d 6%d 2d .
—l—/o(go + 1) :L’—l—/o x—l—/oq x} (3.48)

1
+cg o, + c/ b(m)(wf + hQ(wt))dx.
0

On outre, il existe deux constantes positives 3; et (35 tels que
GLE() < F(t) < BE(t,) Vt>0. (3.49)

D’aprés les estimations (3.12),(3.17),(3.32), (3.41), (3.44), (3.46) et les inégalités de
Young et de Poincaré, on trouve

| F(t) — NE(t) |[< CE(t), Vt>0.

Par conséquent, on choisit N assez grand pour que ;3 = N — C > 0 et (3.48), (3.49)
reste vrai. Maintenant, on va estimer le dérniére terme du membre droite de (3.48),
considérons une partition de U'intervalle (0.1) :

O = {x € (0,1) |y |> g'} et O = {x €(0,1):] ¥y |< g’} (3.50)
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avec ¢ définit dans (H2). En utilisant hypothése (H2), on a | ¥; |< ¢; 'h(1;) sur QF,
on arrive a

/Q+ b(z) (V2 + h2(¥y))de < c/m b(x)hh(y)da

IN

1
c / b )uh (v da (3.51)
0
< —cE'(t).
On distingue deux cas :
Cas 1 : H est linéaire sur [0, &’]. Par conséquent, il existe deux constantes positives

et dytelsque ) | s| < | h(s)|<d | s|, pourtout s € Ry, par conséquent
I'inégalité (3.51) est vérifite. Maintenant, d’aprés (3.48) et (3.51), on arrive a

d

Z(F(O)+cE@) < —cB(t)+cgod,

= —cHy(E(t)) +cgo s, Yt > to, (3.52)

ou la fonction H2 définie dans (3.11)
Cas 2 : H'(0) =0 et H"(0) > 0 sur [0,']. Soit H* est le dual de H au sens de Young,
alors on a

H(s)=s(H) " (s)— H [(H’)—l (s)] , VseR,.

En utilisant I'inégalité de Jensen, on déduit

| 0wt R < e [ @ )i

IN

c | H ' (b(x)eh(vy))dz

Q-

cH™! ( / ) b(x)wth(@/)t)dx) (3.53)
cH™ ' (—cE'(t)).

IA

IN

Donc, d’aprés (3.48), (3.51) et (3.53)
F'(t) < —cBE(t) + cH ' (=cE'(t)) — cE'(t) + cg o, Vt >t
d’aprés 'inégalité de Young
H*(s) < s(H')(s), E'(t) <0, H" > 0,
on procéde comme dans [I8], on obtient
H' (g0 E())(F'(t) + cE'(t) + coE'(t)) < —cHy(E(t)) + cg o ¥, (3.54)

avec €( est une constante positive petit et ¢y est une constante positive grand. Mainte-
nant, on définit la fonctionnelle

(t) = F(t) + cE() si H est linéaire sur [0, £']
- H'(egE())(F(t) + cE(t)) + coE(t) st H'(0) =0et H”" > 0 sur (0,€] .
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On peut facilement voir que
L~E.

D’autre part, en utilisant (3.52) et (3.54), on déduit
L(t) < —cHy(E(t)) + cg oty
pour tout ¢ > to. D’apreés (3.12)et (H4), on obtient
(E@LE) = L)+ &L (1)
< —c€(t)H2(E(t)) — cE'(2).

Puis, soit K(t) = e(&(t)L(t)+cE(t)), on 0 < € < E et € est sont des constantes positives
qui satisfont

E(H)L(t) + cB(t) < =E(t), Vit > 0.

o | =

On peut aussi prouver que
K~FE

pour tout ¢ > i,
K'(t) < —ceg(t) Ha(K(1)).

Intégrons la derniére inégalité sur (g, t)

k() < By ( [ s+ i) - ez [ s e 2

ot Hi(t ft 7 ds Quand lim,_,o+ H;(t) = oo et
£ £
0 < K(ty) < %E(to) < %E(O)'

On choisit ¢ assez petit pour que
to
Hy(F(to)) — cs/ £(s)ds > 0.
0

Par conséquent, KC(t) O (es fo , pour tout ¢ > ¢y. Finalement, il existe deux
constantes positives ¢ et " telles que

]C(t) < C/,Hfl (C’ /tg(s)d8> , V>0,
0

avec K est bornée. O

3.4 La stabilité de systéme avec un terme de retard
de distribution

Dans cette section, d’aprés [16] nous donnons un résultat d’existence et d’unicité
pour le probléme (3.4) établie plus tot par Faedo-Galerkin method. ¢ désigne une
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constante positive.
Comme dans [33], On prenant le changement du variable suivant :

z2(z, p,s,t) = pi(x,t — ps), dans (0,1) x (0,1) x (11,72) x (0,00).

Alors on obtient
sz(x, p, s, t, ) + 25(z, p,5,1) =0,
2(x,0,8,t) = @z, 1),

Par conséquent, ce qui conduit a réécrire le probléme (3.4) — (3.5) comme suit :

(100 — K(pr + 0)a + pape + [ 1a(s)2(, 1,5, £)ds = 0,
P2t — Bbaa + K (0o + 1) + [ 9(t — 5)(a(@)tba(s))ads + pa(t)b(x) f (1) + 702 = 0,
p3t; + kqe + v = 0,
page + 0q + kb, = 0,

[ 52¢(, p, 5,1) + 2,(x, p, 8, 1) = 0,

(3.55)
ou (z,p,s,t) € (0,1) x (0,1) x (11,72) X (0,00), avec les conditions initiales et les
conditions aux bords suivantes :

90<"0) = 900(1‘)7901?('70) = th(x)"g('vo) = 80<J}) dans<0’1>7

W(.,0) = o), Ye(.,0) = 1(x),q(.,0) = go(x) dans(0,1),

0(0,t) = (1,t) =(0,t) =¢(1,t) =6(0,t) =0(1,t) =0 dans (0, 00), (3.56)
2(z,p,5,0) = folz,ps dans (0,1) x (0,1) x (0, 7).

Pour gy > 0 on définie les fonctions J et K

)t si h” =0 sur [0, L],
() = {th’(sot) si W'(0) =0et h” > 0sur (0,L] . (3:57)
K(t) = /t ﬁds. (3.58)

On commence d’abord par énoncer les notation suivantes
@) = [ olt—ryuiryim
@ou0) = [ olt—r)wte) — vir)dar,
(g AV = /01 o) /Otg(s)(v(t) — o(s))dsd, Vo € 120, 1),
(gov)(t) = /01 o(z) /Otg(t — ) (u(t) — v(s))2dsdz, Vo € L2(0,1).
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Lemme 3.4.1. [T]|] Il existe une constante c telle que

(g Av)* <cgow,, Yve Hy0,1).

Maintenant, on introduit la fonctionnelle d’énergie
e 2 2 ' 2
E(t) = E(ta P, 77/)7 97 q, Z) = § P1¥+ + p2¢t + 5 - a(af) g(s)ds Q/Jx dx
0 0

I 1
+§/ {K(gox+¢)2+p392+p4q2}dx+§(go¢x)
0

1 1 1 T2
+§/ / / s | pa(s) | 2%(w, p, s, t)dsdpdz,  (3.59)
0 0 T1

on notant E(O) = E(O, @Yo, 1/)0, 90, qo, fo)

Dans cette section, en utilisant la théorie de semigroupe, nous démontrons I’existence
locale de la solution. En posant ® = (¢, u,¥,v,0,q,2)T, ot u = @et v = 1y,

On introduit 'espace de Hilbert suivant :

H = [H}(0,1) x L*(0,1)]* x [L*(0,1)]* x L*((0,1) x (0,1) x (11, 7)).

Proposition 3.4.1. Soit ®y = (g, @1, %0, V1,60, Qo, fo)? € H donnée et supposons que
(H5)-(H7) sont vérifiée. Alors, le probléme (3.55) — (3.56) admet une solution faible
unique satisfait

¢ = (¢7U7¢’U707Q7Z)T € O(R+,H)

Dans cette section, on considére le systéme (3.55) — (3.56) et ont montre la stabilité
de I'énergie associée a la solution.

Lemme 3.4.2. Soit (¢,1,0,q,2) la solution du probléme (3.55) — (3.56), alors, la
fonctionnelle d’énergie E est décroissante et satisfaite, pour tout t > 0 et ny > 0,

B = = [ =300 [ atwiie— [ st

1 1 72
+§(g’ o 1y) — ,ul/ gofdm — / gpt/ po(s)z(x, 1, s, t)dsdx (3.60)
0 0 T1

_ 27 1o - )
< 5/0 ¢ dx Ms(t)/o b(x)he f () dx + 2(9 Yy) 170/0 wrdr <0,

Démonstration. En multipliant les équation (3.55)1, (3.55)2, (3.55)3, (3.55)4, (3.55)5 par
0, W, 0,q et | pa(s) | z respectivement, et en intégrant sur (0,1), d’aprés la formule
d’intégration par parties, LEMME(3.4.1) et a I’aide des inégalités de Young, Poincaré
et de Cauchy-Schwartz, on trouve (3.60) O
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Lemme 3.4.3. Soit (p,1,0,q, z) une solution du probléme (3.55)-(3.56). Alors la fonc-
tionnelle

E@iz—m/ mw/ﬁu—mww (s))dsda

1P / / (t —s) —(s))dsdz,
vérifie l'estimation

Ft) < - (Pz /Otg(S)ds—el <p§+/0t9(8)d8)) /Ola(x)¢?d$

1

1
+5’1K2/ (g@x+¢)2dx+csl/ b(x) f2(y)dx
0

0

1 1 1
—|—5’1(2B2+1)/0 Yidx + (cel—l—%/o g(s)ds)/o ¢Fdr (3.61)

1 1 c
—|—C(6’1+—/>go¢x—|—c(51—|——>go¢x——g/O@/}m
€ €1 €1

1

pour tout €1, > 0.

Démonstration. Pour la simplification, on écrire

Fi(t) := Li(t) + Lx(t).

mwzﬂgéammig@—www—wmww,

0 =22 [ a@a [ att = 900) - v)isds

En différentiant la fonctionnelle I; par rapport au temps :
1 t
1O = = [ ple)in [ gt =)@l - v(s)dsds
1 t
- [ o [ gu-swn —viasds @02

/an / / s)dsda.
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En utilisant (3.55)z, on obtient
- [ ot [ ott = 9w - vio)asis
- / fala / (t = )(t(t) — iu(s))dsda
+ [ Ka@ea+0) [ ot =)0 - ot
~ [ atwrato) ([ ot spintsias) ([ ot = o)t = vutonas)
s [ 00100 ([ ot =)0 - o(9)ds ) o
+ [t ([ ot =)0~ visas) (3.69)

+/01 o/ () <5% —a(x) /Otg(8)¢x(8)d8) </Otg(t — 8 ((t) — w(s))ds) d.

Puis, en utilisant le LEMME (3.4.1), nous trouvons pour tout €; > 0
1 t
~ [ ety [ (= s)(wle) - voisds
0 0
1
< <} [ alaido— Sy ou, (3.64)
0

En suite,

B = 0a<x>q / g(t — 5)((t) — (s))dsda

754 /1 / (t — s)( Wb(s))dsdz

i <>q¢t/0<>s.

0

Utilisant (3.55)4, nous obtenons

It = / / g(t — $)(6(t) — ¥(5))dsda

[ atwne. (Otg<t—s><w<t> )i ) o
7154/0 ol q/o gt =s)( U(s))dsdx (3.65)
%

+22 ( [ o )is ) / o).
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De méme (3.64), nous estimons le premiére terme du membre droite de (3.63)
1 ¢
| sa@. [ ot = 9)0a(0) - va(s))dsda
0 0

1
< 5’1ﬁ2/ wid:c—i-gi,gowm. (3.66)
0 1

On a aussi

/O Kal(o)(ps + ) / g(t — $)((t) — (s))dsdz
< 4k [ (ot ofdot Sooun (3.67)

On procéde comme dans [I4], nous obtenons I’estimation suivante

_ /loz(x)a(x) (/tg(S)d ) (/Otg(t — ) (W (t) — %(S))ds) d
/ va d$+c<51 )90%7 (3.68)

o
patt) [ 60100 ([ att = )60~ vis))ds)
< e /0 b)) 4o <€1 + é) - (3.69)
Finalement,
[ o) (90— ato) [ atopntoras) ([ ate =060~ vispas)
< e vt (st 5 )goun (3.70)

Comme dans (3.64), on obtient

’Vp4/ / (t —s)( —(s))dsdz
*dx 0 Yy 3.71
< 5 / ide =g o (3.71)

En suite, on va estimer le premiére terme du membre droite de (3.65)

/ / (t = 5)(6(t) — (s))dsda
< (?) 5/0 2dx-|——go¢x, (3.72)

20



3.4. LA STABILITE DE SYSTEME AVEC UN TERME DE RETARD DE
DISTRIBUTION

et
VP4 ! '
([ atorts) [ atwiaundo
0 0
t 1 1 t 1
< (/ g(s)ds) —/ ¢ dx + (/ g(s)ds) 051/ Vid. (3.73)
0 €1 Jo 0 0
En combinant les estimations (3.62) — (3.73), d’ou le résultat. O

Comme dans [15], avec w la solution de

Wee = Vs, w(0) =w(1) =0. (3.74)

Lemme 3.4.4. La solution de (3.74) satisfaite

1 1
/ wrdr < / Vide, (3.75)
0 0
1 1
/ widx g/ Vida. (3.76)
0 0

Lemme 3.4.5. Soit (,1,0,q,2) une solution du probléme (3.55) — (3.56). Alors la
fonctionnelle

1 1
Fy(t) == 02/0 wtwdx+p1/o prwdz — 7p4/ Yqdz. (3.77)

vérifie

' Cea 1 5752 2 ! 2
< — _ s
F() < (m ) / s +(2€2+2€2) /0 S

g g
+(pz+7222 p” /wtda:Jr —go,

VP4 0y 2 _c 2(
+ <2k52 + 2k752)/ dx+ / x) f5(Yr)d (3.78)

1 1 T
+—/ / | pa(s) | 2%(x, 1, s,t)dsdz,
282 0 T1

Démonstration. En dérivant F5, on obtient

pour tout €9 > 0

1 1
Fy(t) = / (pz¢tt¢+p2¢f)dﬂc+/ (prpuw + progwy)dx
0 0

N

-~

=J; =Jo

1
(Yeq + Ygr)da . (3.79)

-~

=J3

P
K Jo

ol



3.4. LA STABILITE DE SYSTEME AVEC UN TERME DE RETARD DE
DISTRIBUTION

Maintenant ; en utilisant (3.55); et (3.55)4, on trouve :

1
Jo+J3 = —K/ gm/JIdx—FK/ 2dx+p1/ pywdx
0

e / bogde + 7 / vqdz + / V0, dz (3.80)

—ul/ gptwdx—/ w/ pa(s)z(z, 1, s, t)dsdz.
0 0 1

Utilisant (3.55)2, nous aurons

5= —ﬁ/ deerpg/ wtd“/ wz/ (t = s)a(e)n(s)dsdz  (3.81)
K / o — K / patid — ps(t) /0 bz f (1) — /0 g0dr.

D’apres (3.80), (3.81) et en utilisant le LEMME (3.4.4) , on obtient

1 1 s [ 5y (!
) < —ul/ sotwd:t+p1/ %wtdx——/ wtquJr—/ Yqdz
0 0 kJo k Jo
1 1 1
=6 [ wda g [ vide - ) [ b)oswods
0 0 0
1 t 1 T2
+/ a(x)sz/ g(t—s)wm(s)dsdx—/ w/ p2(8)z(x, 1, s, t)dsdz.
0 0 0 ™
En appliquant I'inégalité suivante
1
lab |< 2a® + —8, a,beR,v >0,
2 2v

et par conséquent, pour tout 5 > 0,

1 1 1
Ft) < -8 / Y+ b /0 (é¢?+52w2)+% /0 (i@erEzw?) da
1
+72—[];4 (52%2 + — ) dr + g—z (52w2 + l(12) dx
/ / a(s)2(2, 1, 5, )dsdz + ps / Y2 — it / b f () da
t— . 3.82
+/Oa<>¢/< $)in(s)ds 3.2

Maintenant, on va estimer les trois derniers termes de (3.82). d’aprés les inégalités de
Young, Couchy-Schwartz et de Poincaré, on trouve

1

() / b(a) f (r)de]| < eac / e IR (3.83)
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1
\/ / (t — s)y(s)dsdx| < 826/ widx—l—gigowm, (3.84)
0 2
1 T2
—/ w/ pa(s)z(x, 1, s, t)dsdx
0 1
1
< % / Y2z (3.85)
0

1 1 T2
b [ i) | 2215, s
252 0 Jm

Alors, en remplacant (3.83) et (3.85) dans (3.82) et utilisant (3.76), ce qui est 'inégalité
recherchée. O

Lemme 3.4.6. Soit (p,1,1,0,q,z) une solution du (3.55) — (3.56). Alors la fonction-

" E3(t) == p /01 @t (—90 + /Oxw(y)dy> dz. (3.86)

Satisfait 'estimation :
1

K ! 1 1
Fj(t) < —5/ (@x+1/1)2dx+63/ ¢fdm+c(1+€—)/ Ordx
0 0 3

L 1 T ‘
+?1/ / | pa(s) | 2%(x, 1, 5, t)dsdu, (3.87)
0 T1

pour tout €3 > 0 .

Démonstration. En dérivant F3(t), utilisant (3.55); et en intégrant sur (0,1), on obtient

Fi(t) = 1/ Ot (/ Uiy dy) dm—/ (gp+/ »(y dy)/ pa(s)z(x, 1, s, t)dsdx
—K/ (pz + 1) d:v+p1/ gotd:v—ul/ gpt(go—l—/ Uy dy)dm (3.88)

En appliquant les inégalité de Young, Poincaré et de Cauchy-Schwartz, et le fait que

1 T K 1 1
[ (o [viy) o< [ opte e [ da
0 0 0 0

d’otr estimatuin (3.87). O
Lemme 3.4.7. Soit (p,1,0,q,z) une solution du probléme (3.55) — (3.56). Alors la
fonctionnelle
1 T
R0 =~ [ 4 ( / 0<y>dy) dr. (3.89)
0 0
Satisfait ’estimation
20 1 1
Fi(t) < <—p3k: + 54st6> / 0*dx + 64247/ Yidx
0
psd  pv\ [,
+( pak+ 57—+ — q-dx, (3.90)
2 4 284 0

por tout €4 > 0 .
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Démonstration. En dérivant la fonctionnelle (3.89) et utilisant (3.55)3, (3.55)4, d’aprés
la formule d’intégration par parties et a I'aide de inégalité de Young, on obtient (3.90)
m

Lemme 3.4.8. Soit (¢, 9,0, q, z) une solution du probléeme (3.55) — (3.56). Alors, pour
m > 0, la fonctionnelle

1 1 T2
—/ / / sexp | ua(s) | 2*(z, p, s,t)dsdpdzx. (3.91)
0 0 T1

1 1 T
_771/ / / s | pa(s) | ZQ(x’p,s,t)depd:p
0 0 T
_771/ / | 2(s) | zz(x, 1,s,t)dsdx +,U1/ @?dw. (3.92)

Démonstration. En différentiant (3.91) et utilisant (3.55)s, le fait que
2(x,0,8,t) = ¢y et e® < e * < 1 on trouve pour tout p € [0, 1]

T2 1
/ / S| pa(s) | 2%(x, 1, s,t)dsdx + (/ | pa(s) | ds) / idx
T 0
/ / / = | pa(s) | 2 (@, p, s, t)dsdpda.

Lorsque s — —e™® est une fonction croissante, on a —e™* < —e ™™ pour tout s € [, 7).

Satisfait

Finalement, prenons 1, = —e™ ™ et réécrire (3.6), on obtient (3.92).
O
Maintenant, on introduit la fonction de Lyapunov
L(t):= NE(t)+ N1 Fi(t) + Fa(t) + F5(t) + Fy(t) + NoF5(t) (3.93)
ol N1, Ny et N sont des constantes strictement positives & déterminer plus tard.
Lemme 3.4.9. Pour N > 0 assez grand , il existe By, P2 > 0 tels que
GLE(t) < L(t) < BaE(t). (3.94)

Autrement dit , les fonctions E et L sont équivalentes .
Maintenant , on est prét a citer et de prouver le résultat principal de cette section .

Théoréme 3.4.1. Soit (¢o, 01, Yo, U1, 00, qo, fo)T € H. Supposons que les hypothéses
(H5)(HY9) sont satisfaites, alors, il existe c¢1,co > 0 telles que la solution faible du
probléme (3.55)-(3.56) satisfait :

B(t) < i K" <02 /O t(,ugn)(s)ds) V>0, (3.95)

avecn=1s1a=0.
la fonction K définie dans (3.58) .
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Démonstration. En combinant (3.60), (3.61), (3.78), (3.87) et (3.90), en utilisant (3.8)
et lorsque g est positive, g(0) > 0 alors pour tout to > 0

t t0
/ g(s)ds > / g(s)ds =gy >0, Vt>to,
0 0

on arrive 3
1

L@ < —Nipago—e1(k + 1) / (a(2) + b(z))v2de
0

c €4 + p1€ ! '
oot e PSR b [ g - Nyt [ bl s
0 0

+ 1 !
M1 T p1 +c(1—|—€—) +N2M1—Nn0}/ gofdx
3 0

1 1
Nycer + i} b(2) () + Nipago — e1(5+ 01) / ()2
0 0

1) — (5 + 2 65752) } / V2 (3.96)

1 1 N N

e DY s (i 2 oo (3 )
€1 €1 €9 2 €1

) ) !
N1 C€1+2 + ’7‘1‘7,04 + ,04”Y+,03 +p4k‘—5N / q2dx
2keq 2¢e4 0

1
Ton ——sz{// | pa(s) | 2%(z, 1, s,t)dsdx
2
K J !
+{N15'1K2—5{/ (9n + 1) dx—ir{ p3k+€4p23 C{/ 0%dz
0 0

1 1 T2
_Nom / / / 5| pals) | (. p, s, t)dsdpde.
0 0 T1

Pour tout ¢t > .
Maintenant, nous sélectionnons nos constantes trés soigneusement. Prenant e, = 1 et
€1 et g4 assez petit pour que

2k
P290 < 2R

g1 < , €4 .
/0% + 0 oc

Aprés cela, nous prenons €3 = (79ye4 + p1)/2,, en utilisant LEMME(2.3.2), nous choi-
sissons Ny, Ny assez grand pour que

2 1 M1
M= es 900 10y2 s Loy
1(p2g0 = €1(pz + 91)) > (P1 + p2 + pavea + 2%k ) d 2m " K’

alors, nous sélectionnons ] petit tel que

(5+%+ 52) s+ 1}

, 1
6/1 < min { ON K
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Enfin, nous choisissons N assez grand pour que

1 N, N
M—m+c 14+ — )+ Nopy — N770<OQ——<O
2 €3 €1 2

0 )
Ny 051—%2 + 7+7p4+p4v—|—p3 + psk — 0N < 0.

Par conséquent, (3.96) prend la forme

cw < —c/ [0+ (o) + b@)? + 02+ (0o + 0 + 0 + ] da

/// s | pa(s) | 2%(x, p, s, t)dsdpdx + cg o 1,
ve [ vt + e

En utilisant LEMME(2.3.2) et il nous reste a estimer (3.59)

1
L(t) < —cE(t) +cgoth, + c/ b(z)(F + f2(y))dz, Yt >t
0
On définit 'ensemble suivant :
Yyp=x€(0,1):| Yu(x,t) | >letOy = (0,1)\ Xy.

Maintenant, on va estimer le dérniére terme du membre droite de (3.97)
1
| @+ et = [ b+ P
0 Sy
s [ b+ P
Oy
en utilisant hypothése (H6) et (3.60), on trouve

s (1) / ba)(WE + ) < (k' + k) / s (b2 f () de

IN

(k7 + k) / s (D) b f (i) e
< —cE'(t).

Si " = 0 dans [0,1] : ce qui implique qu’il existe k], k5 > 0 tels que k{s* < f(s) <

(3.97)

(3.98)

/2
k2

pout tout s € R, et aussi (3.98) est verifie pour | 1/1t(x t) |< 1, . D’aprés (3.97), (3.98)

et le fait que p4 <0, on trouve
(us(D)L(E) + CE(W)) < —cus(D)I(E) + cgo e, ¥t 1o,

avec J definie dans (3.57).
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Si 1/(0) et K7 > 0 sur (0,1] : Puisque h est convexe croissante, h~' est concave
croissante, donc, a l'aide de hypothése (H6), I'inégalité inversée de Jensen pour la
fonction concave, on obtient

s (1) / ba) (W2 + P2(e))dr < ps(t) / () (o f () )

< ult) | 0w )

< polt) | Oy ( | 160 ,b<x>wtf<¢t>dx)

< an(th ( / w b(xmf(wt)dx)

< auton ([ oopinse)) ds

< cus(t)hH(—cE'(t)). (3.100)

D’apres (3.97), (3.98) et (3.100),0n trouve

ps()L'(1) <

—cps(t)E(t) + cus(t)h ™ (—cE'(t)) — cE'(t) + cgotb,, Vit > tg.

En utilisant I'inégalité de Young et le fait que

h*(p) < plh] 7 (p), E' <0,h" >0 ety <0.

On obtient pour ¢y > 0 assez petit et ¢g > 0 assez grand ,

IN

IN

IN A

(1 (20 B(8))[13(1) £(t) + cE(t)+eo B ()]
e ()R (o B (1)) [13(t)L(2) + cE(1)]
+H (0 E (1)) (13 () L(t) + ps(t)L(E) + cE'(8)] + coE'(¢)
—cuz(t)h' (€0 E() E(t) 4 cps(t)h (0 E(t)) R (—cE'(t)) (3.101)
+coE'(t) + ch/(eg E(t))g o 1,

—cpz(t)h (o E(t)) E(t) + cus(t)h" (W' (g0 E(t))) — cE'(t)

+coE'(t) + ch/(e0E(0))g 0 1)y

—cps() (20 E(t)) E(t) + ceops(t)h' (€0 E () E(t) + cg o ¥y

(t)

VE(1)
—cuz(t)W (o E(t))E(t) + cg o v, = —cus(t)J(E(t)) + cg o p,.

Maintenant , on définit la fonctionnelle :

F(t) = pa(t)L(t) + cE(1) si b7 = 0 dans [0,]],
R (eoE(t))[us(t)L(t) + cE(t)] + coE(t) sih’(0) = 0 et b” > 0 dans (0,]].

En utilisant (3.94), on obtient

F~FE,
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et en exploitant (3.99) et (3.101), on conclut
F(1) < —eps(t)J(E(1)) + cg 0, ¥t > o

D’apreés (3.60) et hypothése (H8), on obtient

(m®F@) = n'@®)F@) +nt)F ()
< —cus(t)n(t)J(E(t) + en(t)g o ¥
< —cuz(t)n(t) J(E(t) + c(ng) o ¥,
< —cus(t)n(t)J(E(t)) —cg' oty
< —cu3(t)n(t)J(E(t)) — cE'(t)

En suite
R(t) = e(n(t)F(t) + cE(t)),

avec 0 < € < € et € est une constante positive satisfait

(O F(t) + cE(t) < éE(t), —
On a
R~ FE, (3.102)
et pour tout t > ¢y
RI(t) < —ceps(t)n(t)J(R(2)). (3.103)

En choisissant K’ = —1/J, on obtient d’aprés (3.103)

R'(H)K'(R(t)) = ceps(t)n(t), Yt > to,
En intégrant sur (o, t)

t to
K(R(®) = K(R(t0)) + ez [ palonlds == [ ms)n(s)ds
0 0
d’autre part, quand lim; o+ K(t) = 400 et
0 < R(ts) = ZE(ty) < ZE(0),

on obtient pour € assez petit

K(R(ty)) — ce /0 " is(s)n(s)ds > 0.

Alors, grace a la décroissance de k=1, on déduit que

Ri) < K (KR +ee | ) pals)fs)ds)

< K (66 /Ot(uzn)(S)dS) :

D’apres l'inégalité précédente et (3.102) on trouve facilement (3.95). Ce qui termine la
prouve . O
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