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Résumé
Dans ce mémoire: nous nous intéressons à l'étude du stabilité de certains systèmes

hyperboliques où la dissipation est introduite par la présence d'un terme thermoélas-

tique ou viscoélastique, nous avons utilisé trois systèmes déférents. un système de

Timoshenko avec terme de viscoélastique avec deuxième son, pour le dernier système

en présence d'un terme de retard de distribution.

Pour démontrer la stabilité de ces systèmes. on utilise la méthode des multiplicateurs

basée sur la construction d'une fonction de Lyapunov équivalente à l'énergie considéré.

Mots clès : Décroissance d'énergie; Amortissement Thèrmo-élastique; Viscoélas-

tique; deuxième son; Terme de distribution.
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Apstract
In this memoir, we are interested in study the stabilisation of certain hyperbolic systems

where the dissipation is introduced by the presence of a thermoelastic or viscoelastic

term. we use three di�erent systems. A system of Timoshenko with second sound, the

last system in the presence of distributed delay term.

To show the stabilisation of these systems, we use a multiplier method, it is based on

the construction of a lyapunov function equivalent to energy.

Key-words : Energy decay; Thermoelastic damping; Viscoelasticity; Second

sound; Distributed delay.
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Notations

Γ, la frontière régulière de Ω.

x = (x1, x2, ..., xn), le point générique d'un ouvert Ω de Rn.

H, espace de Hilbert.

LP (Ω), l'espace de Lebesgue , 1 ≤ P ≤ ∞ .

A∗, adjoint de A .

Hm(Ω), Wm,2(Ω).

∇f(x),
(
∂f
∂x1

(x), · · · , ∂f
∂xn

(x)
)
, le gradient de la fonction f en x ∈ Rn.

∆, le Laplacian (∆ =
∑n

i=0
∂2

∂x2i
).

Wm,p(Ω), l'espace de Sobolev , 1 ≤ p ≤ ∞.

Wm,p
0 (Ω), la fermeture de C∞c (Ω) dans Wm,p(Ω) , 1 ≤ p <∞.

ϕt,
∂ϕ
∂t

= ϕ′ la dérivée de ϕ par rapport à t.

ψt,
∂ψ
∂t

= ψ′ la dérivée de ψ par rapport à t.

ϕtt,
∂2ϕ
∂t2

la dérivée d'ordre 2 de ϕ par rapport à t.

ψtt,
∂2ψ
∂t2

la dérivée d'ordre 2 de ψ par rapport à t.

ϕxt,
∂2ϕ
∂x∂t

la dérivée d'ordre 2 de ϕ par rapport à x par rapport àt.

ψxt = ∂2ψ
∂x∂t

la dérivée d'ordre 2 de ψ par rapport à x par rapportà t.
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Introduction générale

Timoshinko[42], a donné le système de deux équations hyperboliques couplées sui-
vant {

ρϕtt = (K(ϕx − ψ))x, dans (0, L)× (0,+∞)

Iρψtt = (EIψx)x +K(ϕx − ψ), dans (0, L)× (0,+∞),
(1)

où t désigne la variable de temps, x est la variable de l'espace le long du faisceau de
longueur L dans sa con�guration d'équilibre, ϕ est le déplacement transversal du fais-
ceau, ψ est l'angle de rotaion du �lament, ρ, Ip, E, I et K désignent, respectivement,
la densité, le moment polaire de l'inertie d'une coupe, module de Young d'élasticité, le
moment de l'inertie d'une coupe et le module de cisaillement.
Système(1), avec les conditions aux bords, donné par :

EIϕx |x=L
x=0 = 0, K(ux − ϕ) |x=L

x=0 = 0

est conservative, et alors l'énergie totale est conservée, lorsque le temps tend vers l'in�ni.
Plusieurs auteurs ont introduit dé�érents types de mécanismes dissipatifs pour garantir
la stabilité du sustème (1).
Kim et Renardy [18] ont considéré (1) avec deux contrôles sur le bord de la forme :{

Kψ(L, t)−Kϕx(L, t) = αϕt(L, t), ∀t ≥ 0

EIψx(L, t) = −βϕt(L, t), ∀t ≥ 0,

et ont utilisé les techniques de multiplicateurs pour établir un résultat de stabilités
exponentielle pour l'énergie normale de (1). Ils ont également fourni des évolutions
numériques aux valeurs propres de l'opérateur liées au système (1). Raposo et al ont
[38] considéré le système suivant :{

ρ1ϕtt −K(ϕx − ψ)x + ϕt = 0 dans (0, L)× (0,+∞)

ρ2ψtt − bψxx +K(ϕx − ψ) + ψt = 0 dans (0, L)× (0,+∞)
(2)

avec des conditions au bord de type Dirichlet homogènes et deux amortissement fric-
tionnel, et ont montré que l'énergie liée à (2) décroit exponentielle. Soufyane et Wehbe
[41] ont prouvé que c'est possible de stabiliser uniformément (1) en employant un feed-
back localement distribué unique, Ainsi, ils ont considéré :

ρϕtt = (K(ϕx − ψ))x dans (0, L)× (0,+∞)

Iρψtt = (EIψx)x +K(ϕx − ψ)− bψt dans (0, L)× (0,+∞)

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, ∀t ≥ 0,

(3)
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où b est une fonction positive et continue, qui satisfait

b(x) ≥ b0 > 0, ∀x ∈ [a0, a1] ⊂ [0, L].

En fait, ils ont montré que la stabilité uniforme de (3), établit si et seulement si les

vitesses de propagation sont égaleqes
(
K
ρ

= EI
Iρ

)
. Mũnoz Rivera et Racke [30] ont traité

un système de Timoshenko non linéaire de la forme :{
ρ1ϕtt − σ1(ϕx, ψ)x = 0 dans (0, L)× (0,+∞)

ρ2ψtt − χ(ψx)x + σ2(ϕx, ψ) + dψt = 0 dans (0, L)× (0,+∞)

dans un domaine borné. La dissipation établi grâce à un amortissement par frottement
agissant seulement dans l'équation de l'angle de rotation.
Ammar Khodja et al [1] ont considéré un système de Timoshenko linéaire avec un
contrôle de type mémoire de la forme :

ρ1ϕtt −K(ϕx + ψ)x = 0

ρ2ψtt − bψxx +

∫ t

0

g(t− s)ψxx(s)ds+K(ϕx + ψ) = 0,
(4)

dans (0, L)× (0,+∞), avec conditions aux limites de type Dirichlet homogènes. Ils ont
employé la technique de multiplicateur et ont montré que le système est uniformément

stable si et seulement si les vitesses de propagation sont égales
(
K
ρ1

= b
ρ2

)
et g décroit

exponentiellement vers 0, et la stabilité polynômiale si g décroit polynômialement.
Muñoz Rivera et Fernández [29] ont considéré un système de type Timoshenko avec un
terme mémoire agissant dans une seule équation. Ils ont examiné le problème suivant :

ρ1ϕtt −K(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − bψxx +

∫ ∞
0

g(t)ψxx(t− s, .)ds+K(ϕx + ψ) = 0,
(5)

avec des conditions aux limites homogènes dans un domaine borné, et ils ont montré
que la dissipation donnée par le terme mémoire est su�samment forte pour stabiliser
le système (5) de façon exponentielle si et seulement si ( k

ρ1
= b

ρ2
) et la fonction de

relaxation g décroit exponentiellement .
Pour les systèmes thermoélastique de Timoshenko de type III, Messaoudi et Saïd-
Houari [28] ont discuté le système suivant :

ρ1ϕtt −K (ϕx + ψ)x = 0,
ρ2ψtt − bψxx + k (ϕx + ψ) + βθx = 0,
ρ3θtt − δθxx + γψttx − kθtxx = 0,

(6)

dans (0,+∞)×(0, 1) Ils ont prouvé une décroissance exponentielle dans le cas où k0 = 0,
(k0 = b

ρ2
− K

ρ1
). En ajoutant de ce dernier système un amortissement viscoélastique de la

forme
∫∞

0
g (s)ψxx (x, t− s) ds. Ils ont prouvé que l'énergie décroit exponentiellement

pour des vitesses de propagation égales et décroit polynomialement pour des vitesses
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de propagations non égales.
Pour la stabilisation des systèmes de Timoshenko utilisant l'e�et de la chaleur, le
premier travail était par Rivera et Racke[32], où ils ont considéré, dans (0, L)×(0,+∞),
le système suivant :

ρ1ϕtt − σ(ϕx, ψ)x = 0
ρ2ψtt − bψxx + k (ϕx + ψ) + γθx = 0

ρ3θt − kθxx + γψtx = 0

(7)

où ϕ, ψ et θ désignent le déplacement transversal de la poutre, l'angle de rotation du
�lament et la di�érence de température, respectivement. Sous des conditions appro-
prièes sur σ, ρi, b, k et γ, ils ont prouvé plusieurs résultats de décroissanceexponentielle
pour le système linéaire et le résultat de non stabilité exponentielle pour le cas des
vitesses d'onde di�érentes.
Dans la théorie classique, on obtient un système couplé hyperbolique-parabolique tel
que le système hyperbolique d'élasticité avec le modèle parabolique classique de conduc-
tion de la chaleur, typiquement donnée par la loi de Fourier

q = −κ∇θ, (8)

qui exprime le �ux de chaleur proportionnellement au gradient spatial de températur.
Alors, la température se propage à vitesse in�nie. Les expériences ont montré que la
conduction de chaleur dans certains cristaux diélectrique à basse température est libre
de ce paradoxe (la vitesse de propagation in�nie) et les perturbations qui sont presque
entièrement thermique, peuvent se propager à une vitesse �nie.
La loi classique de Fourier du �ux de chaleur est dépendant de l'e�et de mémoire et
remplacée par la formule suivante :

q = −κ
τ

∫ t

−∞
e−

1
τ

(t−s)∇θ(x, s)ds, (9)

où τ > 0 est le temps de relaxation,. Il en résulte facilement de (9) que l'on obtient
l'équation de Maxwell-Cattaneo

τqt + q + κ∇θ = 0, (τ > 0, ),

A la �n du siècle dernier, Green et Naghdi ont introduit trois types de la théorie
thermoélastique fondés sur une égalité entropique au lieu de l'inégalité entropique ha-
bituelle. Dans chacune de ces théories, le �ux thermique est donné par une hypothèse
de comportement di�érent. Lorsque ces théories sont linéairisées, le type I conduit à
la condution de la chaleur habituelle par la loi de Fourier (8), le type II conduit à une
équation du télégraphe

θtt +
1

τ
τθt = c2∆θ (10)

qui est hyperbolique et transmet des ondes à une vitesse �nie c, et Le type III conduit
à l'equation de type de Je�rey

τqt + q + kOθ + τk1Oθt = 0.
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Messaoudi et al[28] ont examiné le problème suivant :
ρ1ϕtt − σ(ϕx, ψ)x + µϕt = 0,

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + βθx = 0,

ρ3θt + γqx + δψtx = 0,

τ0qt + q + κθx = 0,

où (x, t) ∈ (0, L) × (0,+∞), µ > 0 et la fonction non linéaire σ est supposée être
su�samment lisse et satisfait

σϕx(0, 0) = σψ(0, 0) = k

et
σϕxϕx(0, 0) = σϕxψ(0, 0) = σψψ = 0.

Plusieurs résultats de décroissance exponentielle pour les deux cas linéaire et non li-
néaire ont été établies en présence d'un amortissement par frottement fort µϕt.
Concernant le système de Timoshenko avec terme de retard de distribution, ont étudié
le système de la forme
ρ1ϕtt −K(ϕx + ψ)x + µ1ϕt +

∫ τ2
τ1
µ2(s)ϕt(x, t− s)ds = 0,

ρ2ψtt − βψxx +K(ϕx + ψ) +
∫ t

0
g(t− s)(a(x)ψx(s))xds+ µ3(t)b(x)f(ψt) + γθx = 0,

ρ3θt + kqx + γψtx = 0,

ρ4qt + δq + kθx = 0.

(11)
Les auteurs ont montré la stabilité du système (11), on utilise la condition

µ1 >
∫ τ2
τ1
| µ2(s) | ds.

Ce mémoire est répartie on trois chapitres :

chapitre 1 : Nous rappellons quelques propriétés de l'analyse fonctionnelle, qui se-
ront utilisés dans ce mémoire .

chapitre 2 : Concerne un problème viscoélastique, il est constitue de stabilité ex-
ponentielle sous les conditions plus faible sur la fonction de relaxation.

chapitre 3 : Dans ce chapitre nous étudions deux systèmes viscoélastique de Timo-
shenko avec deuxième son et un terme d'amortissement µϕt tel que le deuxieme
système liée d'un terme de retard de distribution .En utilisant le méthode de
multiplicateurs nous démontrons la stabilité de ces systèmes.
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Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Introduction

Dans ce chapitre consacré aux rappels, nous avons regroupé les notions essentielles
de quelques espaces fonctionnels, certaines inégalités dans ces espaces qu'on utilisera
ultérieurement et nous donnons brièvemant, théorèmes fondamentaux et aussi quelques
termes physiques qui nous seront utiles pour la suite de notre travail.

1.2 Topologie faible σ(X,X ′)

soit X un espace de Banach et soit f ∈ X ′ (X ′ l'espace dual de X). On désigne par
ϕf : X → R l'application dé�nie par ϕf = 〈f, x〉. Lorsque f parcourt X ′ on obtient
une famille (ϕf )f∈X′ d'application de X dans R.

Dé�nition 1.2.1. La topologie faible σ(X,X ′) sur X est la topologie la moins �ne
sur X rendant continues toutes les applications (ϕf )f∈X′ .

Pour dé�nir cette topologie d'une façon plus precise il su�t de dé�nir une base de
voisinages pour tout élément x ∈ X comme suit :

Etant donné un point x ∈ X on obtient une base de voisinages de x pour la topologie
σ(X,X ′) en considérent les ensembles de la forme ∩finieϕ−1

f (Vf ), où Vf est un voisinage
de ϕf (x) dans R.
(i.e.Vf = ]a− ε, a+ ε[ aveca = (f, x)).

1.3 Quelques espaces fonctionnels et inégalités connus

1.3.1 Espaces LP

Dé�nition 1.3.1. soit p ∈ R avec 1 ≤ p < ∞ et Ω un ensemble mesurable de Rnau
sens de Lebesgue on dé�nit

Lp(Ω) = {(classe de fonctions) f : Ω→ R : f mesurable et
∫

Ω
| f(x) |p dx <∞}.

6



1.3. QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS ET INÉGALITÉS CONNUS

On note

‖f‖p =

[∫
Ω

| f(x) |p dx
]1/p

.

Si p =∞

L∞(Ω) =

{
f : Ω→ R, f mesurable et il existe une constante C

telle que | f(x) |≤ C p.p sur Ω

}
.

On dé�nit sur L∞(Ω) la norme

‖ f ‖∞= Inf{C; | f(x) |≤ C p.p. sur Ω}.

Notation :

Soit 1 ≤ p ≤ ∞ ; on désigne par p′ l'exposant conjugué de p i.e.
1

p
+

1

p′
= 1.

Proposition 1.3.1. .

1) Si p ∈ [1,+∞] , alors Lp(Ω) est un espace de Banach (i.e.normé complet ).
2) Si p ∈ [1,+∞[, alors L

p
(Ω) est séparable (i.e.il existe un ensemble dénombrable

dense dans Lp(Ω)) .
3) L2(Ω) est un espace de Hilbert avec le produit scalaire

〈f, g〉L2(Ω) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx.

Proposition 1.3.1. La distribution T ∈ D′(Ω) est dans Lp(Ω) s'il existe une fonction
f ∈ Lp(Ω) telle que

〈T, ϕ〉 =

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx, pour tout ϕ ∈ D(Ω),

où 1 ≤ p ≤ ∞ et il est bien connu que f est unique .

1.3.2 Les espaces Lp(0, T ;X)

Dé�nition 1.3.2. Soit X un espace de Banach , on désigne par Lp(0, T ;X), 1 ≤ p <∞
l'espace des(classes de) fonctions t 7→ f(t) de ]0, T [→ X qui sont mesurables à valeur
dans X et telles que (∫ T

0

‖ f(t) ‖pX dt

)1/p

=‖ f ‖Lp(0,T ;X)<∞, (1.1)

si p =∞, on remplace la norme (1, 1) par

‖ f ‖L∞(0,T ;X)= supt∈]0,T [ess ‖ f(t) ‖X . (1.2)

7



1.3. QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS ET INÉGALITÉS CONNUS

1.3.3 Espace de Sobolev

Dé�nition 1.3.3. Soit m ∈ N et soit p ∈ [0,∞]. On dé�ni l'espace de SobolevWm.p(Ω)
par :

Wm,p(Ω) =

{
f ∈ Lp(Ω), tel que ∂αf ∈ Lp(Ω) pour tout a ∈ Nm tel que

| α |=
∑n

j=1 αj ≤ m, où , ∂α = ∂α1
1 ∂α2

2 · · · ∂αnn

}
.

Remarque 1.3.1. Lorsque P = 2,
Wm,2 := Hm(Ω)
Wm,2

0 (Ω) := Hm
0 (Ω) .

On introduit l'espace Hm(Ω) comme étant l'espace des fonctions v ∈ L2(Ω) dont
toutes les dérivées partielles d'ordre inférieure ou égale à m-prises au sens des distri-
butions sont dans L2(Ω).
Ces espaces jouent dans l'analyse des équations aux dérivées partielles un rôle fonda-
mental.

Remarque 1.3.2. On dé�nit Lq(0, T ;H1
0 (Ωt) comme étant l'espace des fonctions

w ∈ Lq(0, T ;H1
0 (Ω)) telles que w(x, t) = 0p.p dans Ω \ Ωt, où 1 ≤ q ≤ ∞, muni de la

norme

‖ w ‖Lq(0,T ;H1
0 (Ωt))=

(∫ T

0

‖ w(t, x) ‖q
H1

0 (Ωt)

)1/q

.

Si q =∞
‖ w ‖L∞(0,T ;H1

0 (Ωt))= supt∈]0,T [ess ‖ w(t, x) ‖q
H1

0 (Ωt)
.

On dé�nit de la mème façon les espaces Lq(0, T ;Lp(Ωt)), 1 ≤ q <∞.

lemme 1.3.1. Si f ∈ LP (0, T ;X) et
df

dt
∈ LP (0, T ;X)(au sens des distributions)

(1 ≤ p ≤ ∞), alors f ∈ C(0, T ;X).

lemme 1.3.2. Soit O = ]0, T [ × Ω un ouvert borné de R × Rn, gµ, g des fonctions de
Lq(0, T ;Lq(Ω)),
1 < q <∞ telles que

‖ gµ ‖Lq(0,T ;Lq(Ω))≤ C, ∀µ ∈ N

et
gµ → g p.p. dansO.

Alors gµ → g dans Lq(faiblement).

Dé�nition 1.3.4. Pour m ∈ N, on dé�nit :

Hm(Ω) =
{
u ∈ D′(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), | α |≤ m

}
(1.3)

où α = (α1, · · · , αn), αj ∈ N, | α |= α1+· · ·+αn, et Dα = ∂α1
1 · · · ∂αnn où∂j =

∂

∂xj
.
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1.3. QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS ET INÉGALITÉS CONNUS

On munit l'espace Hm(Ω) du produit scalaire

〈u, v〉m =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx

et la norme associée à ce produit scalaire

‖ u ‖Hm(Ω)=

∑
|α|≤m

∫
Ω

| Dαu(x) |2 dx

1/2

=

∑
|α|≤m

‖ Dαu ‖2
2

1/2

.

On introduit ensuite :

H1
0 (Ω) = adhrence de D(Ω) dans H1(Ω)

= sous− espace de H1(Ω) des fonctions ′′nulles′′ sur Γ = ∂Ω.

Puisque (par dé�nition ) D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω), on peut identi�er le dual H−1(Ω)

de H1
0 (Ω) à un espace de distribution sur Ω :

{
H−1(Ω) = (H1

0 (Ω))′,

H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) ↪→ D′(Ω).

(1.4)

Les injections dans (1.4) sont continues .
Les éléments de H−1(Ω) sont sommes de dérivées de 1er ordre de fonctions de L2(Ω).

Proposition 1.3.2. :

1/ Si m ≥ m′, Hm(Ω) est contenu, avec injection continue, dans Hm′(Ω).
2/ Hm(Ω) muni du produit scalaire (., .)m est un espace de Hilbert .

Remarque 1.3.3. On a pour ϕ ∈ H2(Ω), ∆ϕ ∈ L2(Ω) et pour Γ assez régulière

C ‖ ϕ(t) ‖H2(Ω)≤ ‖ ∆ϕ(t) ‖2 .

Théorème 1.3.1. (Formule de Green). Pour tout u ∈ H2(Ω), v ∈ H1(Ω) on a

−
∫

Ω

∆uvdx =

∫
Ω

∇u∇vdx−
∫

Γ

∂u

∂η
vdσ

où
∂u

∂η
est la dérivée normale de u à Γ dirigée vers l'extérieur.

Remarque 1.3.4. Les espaces H1
0 (Ωt), (resp. L

2(Ωt) s'identi�ent à des sous espaces
fermés de H1

0 (Ω) , (resp. L2(Ω)), ∀t ∈ ]0, T [.
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1.3. QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS ET INÉGALITÉS CONNUS

Notion de trace

Pour une fonction u ∈ C0(Ω), la trace de u sur ∂Ω est dé�nie par{
γ(u) : ∂Ω→ R
x→ u(x).

En d'autre termes, γ(u) = u|∂Ω. On introduit alors l'application de trace{
γ : C0(Ω)→ C0(∂Ω)

u→ γ(u)

qui est une application linéaire. A une application dé�nie sur un ouvert Ω, elle associe
la restriction de cette application au bord de l'ouvert.

Proposition 1.3.2.

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω), γ(u) = 0

}
.

Autrement dit, H1
0 (Ω) est l'ensemble des fonctions de H1(Ω) qui s'annulent sur le bord

de Ω (quand ce bord est dé�ni)

1.3.4 Certaines inégalités utiles

Nous allons lui donner des inégalités importantes. Ces inégalités jouent un rôle im-
portant en mathématiques appliquées.

Lemme 1.3.1. (Inégalité de Hölder) Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) avec
1 ≤ p ≤ ∞, alors fg ∈ L1(Ω) et∫

Ω

| f(x)g(x) | dx ≤
(∫

Ω

| f(x) |p dx
) 1

p
(∫

Ω

| g(x) |p′ dx
) 1

p′

. (1.5)

Remaque 1.3.1. L'inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l'inégalité
de Hölder dans le cas p = 2, p′ = 2.

Lemme 1.3.2. (Inégalité de Hölder généralisée). Soient f1, f2, · · · , fk des fonc-
tions telles que fi ∈ Lpi(Ω), 1 ≤ i ≤ k avec

1

p
=

1

p1

+
1

p2

+ ..+
1

pk
≤ 1.

Alors le produit f = f1f2 · · · fk appartient à LP (Ω) et

‖ f ‖p ≤ ‖ f1 ‖p1 · · · ‖ fk ‖pk .
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1.4. OPÉRATEUR MAXIMAL MONOTONE

Lemme 1.3.3. (Inégalité de Young) On suppose f ∈ Lp(R) et g ∈ Lp
′
(R) avec

1 < p <∞, 1 < p′ <∞ et
1

r
=

1

p
+

1

p′
− 1 ≥ 0. Alors (f ∗ g) ∈ Lr(R) et

‖ f ∗ g ‖Lr(R)≤‖ f ‖Lp(R)‖ g ‖Lp′ (R) .

Lemme 1.3.4. ( Inégalité de Minkowski ) Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on a

‖ u+ v ‖Lp≤‖ u ‖Lp + ‖ v ‖Lp

Soient 1 ≤ p ≤ r ≤ p′, tel que
1

r
=
a

p
+

1− a
p′

, et 1 ≤ a ≤ 1.

Alors
‖ u ‖Lr≤‖ u ‖aLp‖ u ‖1−a

Lp′
.

Si µ(Ω) <∞, 1 ≤ p ≤ p′ ≤ ∞, alors Lp
′
↪→ Lp, et

‖ u ‖Lp≤ µ(Ω)
1
p
− 1
p′ ‖ u ‖Lp′

Lemme 1.3.5. (Inégalité de Poincaré ) Soit Ω un ouvert de Rn que l'on suppose
borné. Alors, il existe une constante C telle que :

‖f‖L2(Ω) ≤ C‖∇f‖L2(Ω), ∀f ∈ H1
0 (Ω). (1.6)

Lemme 1.3.6. (Inégalité de Jensen) Soient a, b ∈ R ∪ ±∞ avec a < b,
f ∈ C([0, 1], ]a, b[), et ϕ :]a, b[→ R est une fonction convexe. Alors :

ϕ

(∫ 1

0

f(x)dx

)
≤
∫ 1

0

ϕ ◦ f(x)dx.

1.4 Opérateur maximal monotone

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A)→ H un opérateur donné où D(A) est son
domaine de dé�nition dé�ni par D(A) = {u ∈ H tq Au ∈ H}.

Dé�nition 1.4.1. Un opérateur linéaire non borné dans H est un couple (A,D(A))
où D(A) un sous-espace vectoriel de H et A est une application linéaire de D(A) dans
H .Le sous-espace D(A) est le domaine de A.

Dé�nition 1.4.2. Un opérateur (A,D(A)), linéaire non borné dans H est dissipatif si

(Au, u) ≥ 0, ∀u ∈ D(A),

Dé�nition 1.4.3. Un opérateur (A,D(A)), linéaire non borné dans H est m-dissipatif
si :

1/ A est dissipatif .

2/ Im ( I - A ) = H i.e. ∀f ∈ H,∃v ∈ D(A) tel que v − Av = f.

11



1.5. L'ENSEMBLE RÉSOLVANT ET LA RÉSOLVANTE

1.5 L'ensemble résolvant et la résolvante

Dé�nition 1.5.1. On appelle ensemble résolvant de T l'ensemble de points réguliers
de l'opérateur T et note par ρ(T ) tel que

ρ(T ) = {λ ∈ C : λI − T : D(A) ⊂ H → H. inversible}

Dé�nition 1.5.2. L'application

R(., T ) : ρ(T )→ L(H)R(λ, T ) = (T − λI)−1,

s'appelle la résolvante de A.

1.6 Théorie des semi-groupes

Dé�nition 1.6.1. Une famille T (t) avec (0 ≤ t < ∞) d'opérateurs linéaires bornés
dans un espace de Banach X est appelée semi-groupe fortement continue si :

2/ T (0) = Id
1/ T (t1 + t2) = T (t1)T (t2) ∀t1t2 ≥ 0,
3/ Pour chaque x ∈ X, T (.)x est continue en t sur [0,∞).

Dans la suite, on appelle une telle application semi-groupe de class C0 et on la note
par C0-semi-groupe.

Dé�nition 1.6.2. Le générateur in�nitésimal de C0 − semi − groupe T (t) est l'opé-
rateur linéaire et continue A de domaine

D(A) =

{
x ∈ X : lim

t→0

T (t)x− x
t

existe

}
,

dé�ni par

Ax = lim
t→0

T (t)x− x
t

=
d+T (t)x

dt

∣∣∣∣
t=0

, pour x ∈ D(A).

Exemple 1.6.1. Soit l2 l'espace dé�ni par :

l2 =

{
x = (x1, · · · , xn, · · · ),

+∞∑
i=1

| x2
i |< +∞

}

(T (t)x)n = (e−
t
nxn)n∈N∗ est un C0-semi-groupe et (Ax)n = (−xn

n
)n∈N∗ est son généra-

teur in�nitésimal .

1.6.1 C0-Semi-groupe généré par un opérateur dissipatif

Proposition 1.6.1. Soit T (t) un C0 semi-groupe . Il existe deux constantes w ∈ R et
M ≥ 1 telles que :

‖ T (t) ‖≤Mewt pour 1 ≤ t <∞. (1.7)
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1.7. STABILITÉ EXPONENTIELLE ET ANALYTIQUE

Théorème 1.6.1. Soit (T (t))t≥0 un semi-groupe fortement continu sur l'espace de
Banach X et soit w ∈ R, M ≥ 1 les constantes qui véri�ent

‖ T (t) ‖≤Mewt pour t ≥ 0.

pour le générateur (A, D(A)) de (T (t))t≥0 les propriétés suivantes sont satisfaites :
1/ Si λ ∈ C tel que

R(λ)x :=

∫ ∞
0

e−λsT (s)xds. (1.8)

Existe pour tout x ∈ X, alors λ ∈ ρ(A) et R(λ,A) = R(λ).
2/ Si Re(λ) > w, alorsλ ∈ ρ(A), et le résolvant R(λ,A) est donné par l'expression

l'intégrale (1.8).

3/ ‖ R(λ,A) ‖≤ M

Re(λ)− w
pour tout Re(λ) > w.

Dé�nition 1.6.3. Si w = 0, T (t) est dit borné et si de plus M = 1, il est appelé
C0-semi-groupe de contractions.

Théorème 1.6.2. (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire (non borné), A est le géné-
rateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe de contractions T (t), t ≥ 0 si et seulement
si :

1/ A est un opérateur fermé et D(A) = X .
2/ l'ensemble résolvant ρ(A) de A contient R+ et pour tout λ > 0,

‖ R(λ,A) ‖≤ 1

λ
.

Théorème 1.6.3. (Lumer-phillips). Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur linéaire
et D(A) dense dans H. Alors A est le générateur in�nitésimal d'un C0-semi-groupe de
contraction si et seulement si

1/ A est dissipatif ,
2/ Il existe λ > 0 tel que Im(λI −A) = H .

1.7 Stabilité exponentielle et analytique

Théorème 1.7.1. Soit {T (t) = etA}t≥0 un C0− semi-groupe sur un espace de Hilbert.
Alors T (t)t≥0 est exponentiellement stable si et seulement si

sup{Reλ, λ ∈ σ(A)} < 0

et
sup
Reλ≥0

‖ (λI − A)−1 ‖< +∞.

Théorème 1.7.2. Soit {T (t) = eAt}t≥0 un C0− semi-groupe sur un espace de Hilbert.
On suppose que iR ⊆ %(A). Alors {T (t)}t≥0 est analytique si et seulement si

lim|λ|→+∞ ‖ λ(iλI − A)−1 ‖L(H)< +∞.
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1.8. DÉFINITION DES QUELQUES TERMES PHYSIQUES

1.8 Dé�nition des quelques termes physiques

Thermoélastique : La thermoélastique est une relation entre l'élasticité d'un corps
et à sa dilattion en fonction de la chaleur

Viscoélasticité : En rhéologie , le comportement d'un matériau viscoélastique li-
néaire est intermédiaire entre celui d'un solide élastique idéal symbolosé par un ressort
de module E et celui d'un liquide visqueux newtonien symbolisé par un amortisseur de
viscosité η . L 'élasticité d'un matériau traduit sa capacité à dissiper de l'énergie . Les
polymères , en fait plupart des matériaux , ont un comportement viscoélastique .

Stabilité de la solution

Il existe plusieurs degrés de stabilité : Le premier degré consiste à analyser simplement
la décroissance de l'énergie des solutions vers zéro ,i.e :

E(t)→ 0. Lorsquet→ +∞.

C'est ce que l'on appelle la stabilisation forte .
Pour le second , on s'intéresse à la décroissance de l'énergie la plus rapide , c'est-à-

dire lorsque celle-ici tend vers 0 de manière exponentielle , i.e :

E(t) ≤ C exp(−αt), ∀t > 0,

ou C et α sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales .
Quant au troisième , il étudie des situations intermédiaires , dans lesquelles la dé-

croissance des solutions n'est pas exponentielle , mais du type polynomial par exemple :

E(t) ≤ C

tβ
, ∀t > 0.

ou C et β sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales.
Fonction de Lyapunov : une fonction de Lyapunov est une fonction qui permet

d'estimer la stabilité d' une solution d'une équation di�érentielle.
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Chapitre 2

Stabilité du système de Timoshenko

avec terme de viscolélastique

2.1 Introduction

D'après A. Guesmia et S. A. Messaoudi [14], on étudié dans ce chapitre le système
suivant :

ϕtt − (ϕx + ψ)x = 0, dans (0, L)× (0,+∞)

ψtt − ψxx + ϕx + ψ +
∫ t

0
g(t− τ)(a(x)ψx(τ))xdτ + b(x)h(ψt) = 0, dans (0, L)× (0,+∞)

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, t ≥ 0

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ (0, L)

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0, L) ,

(2.1)
(soumis à un contrôle frictional et un contrôle de type mémoire complémentaires) et
ont étudié l'in�uence de ces contrôles sur le taux de stabilité des solution. Ils ont obtenu
la stabilité exponentielle et polynômiale sous des conditions plus faibles sur la fonction
de relaxation g.
Un modèle simple décrivant la vibration transversale d'un faisceau a été dévloppé dans
[42] et donné par le système des équations hyperboliques couplées suivant :

{
ρutt = (K(ux − ϕ))x dans (0, L)× (0,+∞)

Ipϕtt = (EIϕx)x +K(ux − ϕ) dans (0, L)× (0,+∞) .
(2.2)

Où t désigne la variable de temps, x est la variable de l'espace le long du faisceau
de longueur L dans sa con�guration d'équilibre, u est le déplacement transversal du
faisceau, ϕ est l'angle de rotaion du �lament du faisceau, et ρ, Ip, E, I et K désignent,
respectivement, la densité (la masse par unité de longueur) le moment polaire de l'iner-
tie d'une coupe, module de Young d'élasticité le moment de l'inertie d'une coupe, et
le module de cisaillement. Kim et Renardy [18] on considéré (2.2) avec deux contrôles
sur le bord de la forme :
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2.1. INTRODUCTION

Kϕ(L, t)−Kux(L, t) = αut(L, t), ∀t ≥ 0

EIϕx(L, t) = −βϕt(L, t), ∀t ≥ 0,

et ont utilisé les techniques de multiplicateurs pour établir un résultat de stabilités
exponentielle pour l'énergie normale de (2.2). Ils ont également fourni des évolutions
numériques aux valeurs propres de l'opérateur liées au système (2.2). Un résultat ana-
logue a été également établi par Feng où la stabilisation d'un système de Timoshenko
a été étudiée. Raposo et al [38] ont étudié (2.2) avec des conditions aux limites de type
Dirichlet homogènes et des contrôles linéaires ; ils ont regardé le système suivant :


ρ1utt −K(ux − ϕ)x + ut = 0 dans (0, L)× (0,+∞)

ρ2ϕtt − bϕxx −K(ux − ϕ) + ϕt = 0 dans (0, L)× (0,+∞)

u(0, t) = u(L, t) = ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = 0, ∀t ≥ 0,

(2.3)

et ont montré que l'énergie liée à (2.3) décroit exponentielle. Ce résultat est semblable
celui obtenu par Taylor. La méthode utilisée est di�érente de l'habituelle telle que
la méthode classique d'énergie. Il emploie principalement la théorie de semi-groupe.
Soufyane et Wehbeb [41] ont prouvé que c'est possible de stabiliser uniformément (2.2)
en employant un feedback localement distribué unique. Ainsi ils ont considéré :


ρutt = (K(ux − ϕ))x dans (0, L)× (0,+∞)

Iρϕtt = (EIϕx)x +K(ux − ϕ)− bϕt dans (0, L)× (0,+∞)

u(0, t) = u(L, t) = ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = 0, ∀t ≥ 0,

(2.4)

où b est une fonction positive et continue qui satisfait

b(x) ≥ b0 > 0, ∀x ∈ [a0, a1] ⊂ [0, L].

En fait, ils ont montré que la stabilité uniforme de (2.4), établit si et seulement si les

vitesses de propagation sont égaleqes
(
K
ρ

= EI
Iρ

)
. Mũnoz Rivera et Racke [30] ont traité

un système non linéaire de la forme :
ρ1ϕtt − γ(ϕx + ψ)x = 0 dans (0, L)× (0,+∞)

ρ2ψtt − bψxx +K(ϕx + ψ) + δθx = 0 dans (0, L)× (0,+∞)

ρ3θt −Kθxx + δψxt = 0 dans (0, L)× (0,+∞) ,

où ϕ, ψ et θ sont des fonctions de (x, t) modèlisant le déplacement transversal du
faisceau, l'angle de rotation du �lament et la température de di�érence, respectivement.
Sous des conditions appropriées sur γ, ρ, b,K, δ, (i = 1, 2, 3), ils ont prouvé la stabilité
exponentiel du système dans les cas des mêmes viteses de propagation. Ammar Khodja
et al [1] ont considéré un système de Timoshenko linéaire avec un contrôle de type
mémoire de la forme :
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2.1. INTRODUCTION

{
ρ1ϕtt −K(ϕx + ψ)x = 0 dans (0, L)× (0,+∞)

ρ2ψtt − bψxx +
∫ t

0
g(t− s)ψxx(s)ds+K(ϕx + ψ) = 0 dans (0, L)× (0,+∞) ,

(2.5)
avec conditions aux limites de type Dirichlet homogènes. Ils ont employé la technique
de multiplicateur et ont montré que le système est uniformément stable si et seulement

si les vitesses de propagation sont égales
(
K
ρ1

= b
ρ2

)
et g décroit exponentiellement vers

0, et la stabilité polynômiale si g décroit polynômialement. Ils ont également considéré
quelques conditions techniques supplémentaires sur g′ et g′′ pour obtenir leur résultat.
Les feedbacks de type mémoire ont été également employé par De Lima Santos
où ils ont considéré un système de Timoshenko et ont montré à que la présence des
deux feedbacks du type mémoire sur une partie de la frontière stabilise le système
uniformément. Ils ont également obtenu le taux de décroissance de l'énergie en fonction
des feedbacks. Shi et Feng ont étudié un système de Timoshenko non uniforme rayonné
de relaxation soumis à des contrôles localement distribués et ont montré la stabilité
exponentielle du système.
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2.2. PRÉLIMINAIRES :

2.2 Préliminaires :

Maintenant, on va cinsidérer quelques hypothèses qui seront largement utilisées
dans la suite.

• (H1) a, b : [0, 1]→ R+ tel que :

a ∈ C1([0, 1]), b ∈ L∞([0, 1])

a = 0 ou a(0) + a(1) > 0, inf
x∈(0,1]

a(x) + b(x) > 0

• (H2) h : R→ R une fonction di�érentiable non décroissante telles que ils existe
des constantes ε′, c1, c2 > 0 et une fonction convexe et croissant H : R+ → R+

de class C1(R+) ∩ C2((0,∞)) satisfait H(0) = 0 et H est linéaire sur [0, ε′] ou
(H ′(0) = 0 et H” > 0 sur (0, ε′]) tels que

c1 | s |≤| h(s) |≤ c2 | s | si | s |≥ ε′

s2 + h2(s) ≤ H−1(sh(s)) si | s |≤ ε′

• (H3) g : R+ → R+ est une fonction di�érentiable telle que

g(0) > 0, 1− ‖ a ‖∞
∫ +∞

0

g(s)ds = l > 0

• H(4) il existe une fonction di�érentiable non croissant ξ : R+ → R+ satisfait

g′(s) ≤ −ξ(s)g(s) ∀s ≥ 0

Proposition 2.2.1. Soient (ϕ0, ϕ1), (ψ0, ψ1) ∈ H1
0 (0, 1) × L2(0, 1), supposons que

(H1) − (H3) sont véri�ée. Alors le système (2.1) admet une solution globale (faible)
unique véri�ant :

ϕ, ψ ∈ C(R+;H1
0 (0, 1)) ∩ C1(R+;L2(0, 1)) (2.6)

Si
(ϕ0, ϕ1), (ψ0, ψ1) ∈ (H2(0, 1) ∩H1

0 (0, 1))×H1
0 (0, 1),

alors la solution satisfait (dite forte) :

ϕ, ψ ∈ L∞(R+;H2(0, 1)∩H1
0 (0, 1))∩W 1,∞(R+;H1

0 (0, 1))∩W 2,∞(R+;L2(0, 1)). (2.7)

Si h est linéaire et

(ϕ0, ϕ1), (ψ0, ψ1) ∈ (H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1))×H1

0 (0, 1),

alors la solution satisfait (dite classique ) :

ϕ, ψ ∈ C(R+;H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1)) ∩ C1(R+;H1

0 (0, 1)) ∩ C2(R+;L2(0, 1)).
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2.3 La stabilité de système

Maintenant ; nous présentons la fonction d'énergie suivant :

E(t) :=
1

2

∫ 1

0

(
ϕ2
t + ψ2

t +

(
1− a(x)

∫ t

0

g(s)ds

)
ψ2
x + (ϕx + ψ)2

)
dx+

1

2
(g◦ψx) (2.8)

où, pour tout v ∈ L2(0, 1),

(g ◦ v)(t) =

∫ 1

0

a(x)

∫ t

0

g(t− s)(v(t)− v(s))2dsdx (2.9)

Le résultat de stabilité de ce chapitre est le suivant :

Théorème 2.3.1. Soient (ϕ0, ϕ1), (ψ0, ψ1) ∈ H1
0 (0, 1)× L2(0, 1). Supposons que

(H1) − (H4) sont satisfaites. Alors il existe des constantes positives c′, c′′ et ε0 telles
que la solution (faible) du système (2.1) satisfait :

E(t) ≤ c′′H−1
1

(
c′
∫ t

0

ξ(s)ds

)
∀t ≥ 0 (2.10)

où H1(t) =
∫ 1

t
(1/H2(s))ds,

H2(t) =

{
t si H est linéaire sur [0, ε′]

tH ′(ε0t) si H ′(0) = 0et H ′′ > 0sur(0, ε′].

et ξ = 1 si a = 0.

Dans cette section, nous allons utiliser la méthode des multiplicateurs pour démon-
trer la stabilité du système (2.1), le principe de cette méthode est de construire une
nouvelle fonctionnelle, dite fonctionnelle de Lyapunov F , équivalente à l'énergie E,
satisfait, pour toute constantes positives c′ et t0,

F ′(t) ≤ −c′ξ(t)H2(F (t)) ∀t ≥ t0.

Pour cela, nous allons démontrer plusieurs lemmes .

Lemme 2.3.1. Soient (ϕ, ψ) une solution (faible) de (2.1). Alors la fonction d'énergie
satisfait :

E ′(t) = −1

2
g(t)

∫ 1

0

a(x)ψ2
xdx−

∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx+
1

2
(g′ ◦ ψx)

≤ −
∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx+
1

2
(g′ ◦ ψx) ≤ 0 (2.11)

Démonstration. En multipliant les deux équation du système (2.1) par ϕt et ψt, res-
pectivement, et intégrant sur (0,1), on obtient∫ 1

0

ϕttϕtdx =

∫ 1

0

ϕxxϕtdx+

∫ 1

0

ψxϕtdx
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en intégrant par parties le membre droite, on trouve∫ 1

0

ϕttϕtdx = −
∫ 1

0

ϕxϕtxdx−
∫ 1

0

ψϕtxdx (2.12)

Par ailleur, en multipliant l'équation (2.1)2 par ψt et en intégrant sur (0,1), on a∫ 1

0

ψttψtdx =

∫ 1

0

ψxxψtdx−
∫ 1

0

ϕxψtdx−
∫ 1

0

ψψtdx

−
∫ 1

0

ψt

∫ t

0

g(t− s)(a(x)ψx(s))xdsdx−
∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx,

et grâce à la formule d'intégration par parties, on déduit que∫ 1

0

ψttψtdx = −
∫ 1

0

ψxψtxdx−
∫ 1

0

ϕxψtdx−
∫ 1

0

ψψtdx (2.13)

+

∫ 1

0

ψtx

∫ 1

0

g(t− s)(a(x)ψx(s))dsdx−
∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx.

Et donc

d

dt
E(t) =

1

2

d

dt

∫ 1

0

(
ϕ2
t + ψ2

t +

(
1− a(x)

∫ t

0

g(s)ds

)
ψ2
x + (ϕx + ψ)

)2

dx

+
1

2
(g ◦ ψx).

d

dt
E(t) =

∫ 1

0

ϕttϕtdx+

∫ 1

0

ψttψtdx+

∫ 1

0

ψxtψxdx

−
∫ 1

0

a(x)ψxtψx

∫ t

0

g(s)dsdx− 1

2
g(t)

∫ 1

0

a(x)ψ2
xdx+

∫ 1

0

ϕxtϕxdx+

∫ 1

0

ψtψdx

+

∫ 1

0

ϕxtψdx+

∫ 1

0

ϕxψtdx+
1

2
(g′ ◦ ψx) (2.14)

d'après (2.12), (2.13), on trouve

E ′(t) = −1

2
g(t)

∫ 1

0

a(x)ψ2
xdx−

∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx+
1

2
(g′ ◦ ψx)

≤ −
∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx+
1

2
(g′ ◦ ψx) ≤ 0 (2.15)

Puis, on utilise la fonction α a été obtenu par Cavalcanti et Oquendo [7]. D'après
le fait que a(0) > 0 et a est continue, alors il existe ε > 0 tel que infx∈[0,ε] a(x) ≥ ε.

d = min

{
ε, inf
x∈[0,1]

a(x) + b(x)

}
> 0
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et α ∈ C1([0, 1]) tel que 0 ≤ α ≤ a et

α(x) = 0 si a(x) ≤ d

4

α(x) = a(x) si a(x) ≥ d

2

on pose

g � v =

∫ 1

0

α(x)

∫ t

0

g(t− s)(v(t)− v(s))dsdx,

pour tout v ∈ L2(0, 1) et c est une constante générique.

Lemme 2.3.2. (Cavalcanti et Oquendo [7]). La fonction α est non identiquement nulle
et satisfait :

inf
x∈[0,1]

{α(x) + b(x)} ≥ d

2

Démonstration. Pour tout x ∈ [0, ε], on a a(x) ≥ ε ≥ d ≥ d
2
; donc, par dé�nition,

α(x) = a(x) ≥ ε ; où α est non identiquement nulle sur [0,1].
D'autre part si a(x) ≥ d/2, alors α(x) ≥ d/2, ce qui implique α(x) + b(x) ≥ d/2.
Si a(x) < d/2, alors, d'après (H1), b(x) > d/2. Par conséquence, α(x) + b(x) ≥ d/2.
Donc infx∈[0,1] α(x) + b(x) ≥ d/2.

Lemme 2.3.3. (Cavalcanti et Oquendo [7]). Il existe une constante positive c tel que

(g � v)2 ≤ cg ◦ vx,

pour tout v ∈ H1
0 (0, 1).

Démonstration. Soit Sa = x ∈ [0, 1] : a(x) > d/4, 0 ∈ Sa; ∂Sa ∩ ∂(0, 1) 6= ∅ et
suppα ⊂ Sa :

(g � v)2 =

(∫
suppα

α(x)

∫ t

0

g1/2(t− s)g1/2(t− s)(v(t)− v(s))dsdx

)2

.

D'apres l'inégalité de Hölder et l'inégalité de Poincaré([7]) :

(g � v)2 ≤ c

(∫ t

0

g(s)ds

)(∫
suppα

∫ t

0

g(t− s)(v(t)− v(s))2dsdx

)
≤ c

∫
Sa

∫ t

0

g(t− s)(vx(t)− vx(s))2dsdx,

par la dé�nition de Sa ,on a

(g � v)2 ≤ c

∫
Sa

a(x)

∫ t

0

g(t− s)(vx(t)− vx(s))2dsdx ≤ cg ◦ vx
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Lemme 2.3.4. Sous les hypothèses (H1)− (H4). Alors la fonction I1 dé�nie par :

I ′1(t) := −
∫ 1

0

α(x)ψt

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

satisfait l'estimation :

I ′1(t) ≤ −
(∫ t

0

g(s)ds− δ
)∫ 1

0

α(x)ψ2
t dx+ δ

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+ cδ

∫ 1

0

ψ2
xdx

−c
δ
g′ ◦ ψx + c

(
δ +

1

δ

)
g ◦ ψx +

c

δ

∫ 1

0

b(x)h2(ψ(t))dx (2.16)

pour toute δ > 0.

Démonstration. En utilisant les équations du système (2.1), on obtient

I ′1(t) = −
∫ 1

0

αψt

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx−
∫ 1

0

αψ2
t

(∫ t

0

g(s)ds

)
dx

−
∫ 1

0

α

[
ψxx −

∫ t

0

g(t− s)(a(x)ψx(s))xds− ϕx − ψ − b(x)h(ψt)

]
×
∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

= −
∫ 1

0

αψt

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx−
∫ 1

0

αψ2
t

(∫ t

0

g(s)ds

)
dx

+

∫ 1

0

αψx

∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))dsdx+

∫ 1

0

α(ϕx + ψ)

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

−
∫ 1

0

αa

(∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)(∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))ds
)
dx

+

∫ 1

0

α′
(
ψx − a

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx

+

∫ 1

0

b(x)h(ψt)

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx.

Maintenant, on va estimer le terme du membre droite de notre inégalité ; puis, en
utilisant les inégalités de Young et Lemme 2.2.3 on obtient, pour tout δ > 0,

−
∫ 1

0

αψt

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx ≤ δ

∫ 1

0

α(x)ψ2
t dx−

c

δ
g′ ◦ ψx
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De même, on trouve

−
∫ 1

0

αψx

∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))dsdx ≤ δ

∫ 1

0

ψ2
xdx+

c

δ
g ◦ ψx∫ 1

0

α(ϕx + ψ)

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx ≤
∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+
c

δ
g ◦ ψx

−
∫ 1

0

αa

(∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)(∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))ds
)
dx

≤ δ′
∫ 1

0

a

(∫ t

0

g(t− s)(ψx(s)− ψx(t) + ψx(t))ds

)2

dx

+
c

δ′

∫ 1

0

a

(∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))ds
)2

dx

≤ 2δ′
∫ 1

0

aψ2
x

(∫ t

0

g(s)ds

)2

dx+
(

2δ′ +
c

δ′

)∫ 1

0

a

(∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))ds
)2

dx

≤ cδ′
∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
δ′ +

1

δ′

)
g ◦ ψx ≤ δ

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
δ

1

δ

)
g ◦ ψx∫ 1

0

α′
(
ψx − a

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx

≤ δ

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
δ

1

δ

)
g ◦ ψx

et ∫ 1

0

b(x)h(ψt)

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx ≤ δ

∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx+ c

(
δ

1

δ

)
g ◦ ψx.

En combinant les estimations, ce qui donne l'inégalité recherchée.

Lemme 2.3.5. Sous les hypothèses (H1)− (H4). Alors la fonction I2 dé�nie par :

I2(t) := −
∫ 1

0

(ψψt + ϕϕt)dx

satisfait l'estimation :

I ′2(t) ≤ −
∫ 1

0

(ψ2
t +ϕ2

t )dx+

∫ 1

0

(ϕx +ψ)2dx+ c

∫ 1

0

ψ2
xdx+ cg ◦ψx + c

∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx.

(2.17)

Démonstration. En exploitant les équations de (2.5) et on répétant le même procédé,
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on a :

I ′2(t) = −
∫ 1

0

(ψ2
t + ϕ2

t )dx−
∫ 1

0

ϕ(ψx + ϕxx)dx

−
∫ 1

0

ψ

[
ψxx −

∫ t

0

g(t− s)(a(x)ψx(s))xds− ϕx − ψ − b(x)h(ψt)

]
dx

= −
∫ 1

0

(ψ2
t + ϕ2

t )dx+

∫ 1

0

ψ2
xdx−

∫ 1

0

a(x)ψx

(∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)
dx

+

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+

∫ 1

0

b(x)ψh(ψt)dx

≤ −
∫ 1

0

(ψ2
t + ϕ2

t )dx+

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2 + c

∫ 1

0

ψ2
xdx+ cg ◦ ψx + c

∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx.

D'où la démonstration complète du Lemme 2.3.5

Lemme 2.3.6. Sous les hypothèses (H1)− (H4). Alors la fonction I3 dé�nie par :

I3(t) := −
∫ 1

0

ψt(ϕx + ψ)dx+

∫ 1

0

ψxϕxdx−
∫ 1

0

a(x)ϕt

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)dsdx

satisfait l'estimation :

I ′3(t) ≤
[(
ψx − a(x)

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)
ϕx

]x=1

x=0

− (1− ε)
∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx(2.18)

+ε

∫ 1

0

ϕ2
tdx−

c

ε
g′ ◦ ψx +

c

ε

∫ 1

0

ψ2
xdx+

∫ 1

0

ψ2
t dx+

c

ε

∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx

pour tout 0 < ε < 1.

Démonstration. l'exploitation de équation (2.1) implique

I ′3(t) =

∫ 1

0

(ϕx + ψ)

[
ψxx −

∫ t

0

g(t− s)(a(x)ψx(s))xds− ϕx − ψ − b(x)h(ψt)

]
dx

+

∫ 1

0

(ϕxt + ψt)ψtdx+

∫ 1

0

ψxtϕtdx+

∫ 1

0

ψx(ϕx + ψ)xdx

−
∫ 1

0

a(x)(ϕx + ψ)x

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)dsdx

−
∫ 1

0

a(x)ϕt

(
g(0)ψx +

∫ t

0

g′(t− s)ψx(s)ds
)
dx

=

[
ψx − a(x)

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)dsϕx
]x=1

x=0

−
∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx−
∫ 1

0

b(x)(ϕx + ψ)h(ψt)dx+

∫ 1

0

ψ2
t dx

+g(t)

∫ 1

0

a(x)ψxϕtdx−
∫ 1

0

a(x)ϕt

∫ t

0

g′(t− s)(ψx(s)− ψx(t))dsdx.

D'après l'inégalité de Young, ce qui donne l'inégalité recherchée.
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Lemme 2.3.7. Supposons que les hypothèses(H1)− (H4) sont satisfaites. Soit
m ∈ C1([0, 1]) une fonction véri�ant m(0) = −m(1) = 2. Alors il existe c > 0 telle
que, pour tout ε > 0 les fonctions I4 et I5 dé�nit par :

I4 =

∫ 1

0

m(x)ψt

(
ψx − a(x)

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)
dx,

I5 =

∫ 1

0

m(x)ϕtϕxdx

satisfait :

I ′4(t) ≤ −

((
ψx(1, t)− a(t)

∫ t

0

g(t− s)ψx(1, s)ds
)2

+

(
ψx(0, t)− a(0)

∫ t

0

g(t− s)ψx(0, s)ds
)2
)

+ε

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+
c

ε

(∫ 1

0

ψ2
xdx+ g ◦ ψx

)
+ c

(∫ 1

0

(ψ2
t + b(x)h2(ψt))dx− g′ ◦ ψx

)
et

I ′5(t) ≤ −(ϕ2
x(1, t) + ϕ2

x(0, t)) + c

∫ 1

0

(ϕ2
t + ϕ2

x + ψ2
x)dx.

Démonstration. En exploitant les équations de (2.1) et en répétant le méme procédé,
on obtient

I ′4(t) =

∫ 1

0

m

(
ψx − a(x)

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)(

ψx − a(x)

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)
dx

−
∫ 1

0

m

(
ψx − a(x)

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)

(ϕx + ψ + b(x)h(ψt))dx

+

∫ 1

0

m(x)ψt

(
ψxt − a(x)g(0)ψx − a(x)

∫ t

0

g′(t− s)ψx(s)ds
)
dx

= −

((
ψx(1, t)− a(1)

∫ t

0

g(t− s)ψx(1, s)ds
)2

+

(
ψx(0, t)− a(0)

∫ t

0

g(t− s)ψx(0, s)ds
)2
)

−1

2

∫ 1

0

m′(x)

(
ψx − a(x)

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)2

dx

−
∫ 1

0

m(x)

(
ψx − a(x)

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)

(ϕx + b(x)h(ψt))dx−
1

2

∫ 1

0

m′(x)ψ2
t dx

+

∫ 1

0

m(x)a(x)ψt (g′(t− s)(ψx(t)− ψx(s))ds) dx+ g(t)

∫ 1

0

m(x)a(x)ψxψtdx

D'après l'inégalité de Young et Lemme 2.3.3. d'où le resultat recherché.

De la même façon, on trouve facilement I ′5

Lemme 2.3.8. Supposons que les hypothèses (H1) − (H4) sont satisfaites. Alors la
fonction I6 dé�nie par :

I6(t) := I3(t) +
1

4ε
I4(t) + εI5(t)
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satisfait l'estimation :

I ′6(t) ≤ −
(

3

4
− cε

)∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+ cε

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

c

ε

∫ 1

0

ψ2
t dx

+
c

ε

∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx+
c

ε

∫ 1

0

ψ2
xdx−

c

ε
g′ ◦ ψx +

c

ε
g ◦ ψx (2.19)

pour tout 0 < ε < 1.

Démonstration. A l'aide de Lemme 2.3.6 et Lemme 2.3.7, les inégalités de Young,
Poincarée et

ϕ2
x ≤ 2(ψ + ϕx)

2 + 2ψ2

et (
ψx − a(x)

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)
ϕx ≤ εϕ2

x +
1

4ε

(
ψx − a(x)

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)2

Ce qui achéve la démonstration de (2.19).

Lemme 2.3.9. Soit I7 := I6(t) + 2cεI2(t), d'après Lemme 2.3.5 et 2.3.8, on �xe ε
assez petit, on obtient

I ′7(t) ≤ −1

2

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx− τ
∫ 1

0

ϕ2
tdx+ c

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

ψ2
xdx

+c

∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx+ cg ◦ ψx − cg′ ◦ ψx (2.20)

où τ = cε.

Comme dans [1], nous considérons la fonction w dé�nie par

−wxx = ψx, w(0) = w(1) = 0 (2.21)

Lemme 2.3.10. La solution w de (16) satisfait :∫ 1

0

w2
xdx ≤

∫ 1

0

ψ2dx

et ∫ 1

0

w2
t dx ≤

∫ 1

0

ψ2
t dx

Démonstration. On multiplie l'équation (16) par w et on intégre par partie , on obtient∫ 1

0

−wxxwdx =

∫ 1

0

ψxwdx

⇒
∫ 1

0

w2
xdx =

∫ 1

0

ψxwdx = −
∫ 1

0

ψwxdx.
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L'inégalité de Couchy-Schwarz implique alors∫ 1

0

w2
xdx ≤

1

2

∫ 1

0

ψ2dx+
1

2

∫ 1

0

w2
xdx⇒

∫ 1

0

w2
xdx ≤

∫ 1

0

ψ2dx.

De même ∫ 1

0

wxtdx ≤
∫ 1

0

ψ2
t dx.

Et d'après l'inégalité de Poincaré , on a∫ 1

0

w2
t dx ≤

∫ 1

0

w2
xtdx.

alors ∫ 1

0

w2
t dx ≤

∫ 1

0

ψ2
t dx.

Lemme 2.3.11. Sous les hypothèses (H1)− (H4). Alors la fonction I8 dé�nie par :

I8(t) :=

∫ 1

0

(ψψt + wϕt)dx

satisfait l'estimation :

I ′8(t) ≤ − l
2

∫ 1

0

ψ2
xdx+

c

ε

∫ 1

0

ψ2
t dx+ ε

∫ 1

0

ϕ2
tdx (2.22)

+c

(∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx+ g ◦ ψx
)

pour tout 0 < ε < l( l est dé�nit dans (H3)).

Démonstration. En exploitant les équations de (2.1), et en intégrant sur (0,1), on trouve

I ′8(t) =

∫ 1

0

(ψ2
t + ψ2

x)dx+

∫ 1

0

a(x)ψx

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)dsdx

−
∫ 1

0

ψ(ϕx + ψ + b(x)h(ψt))dx−
∫ 1

0

wx(ϕx + ψ)dx+

∫ 1

0

wtϕtdx

≤
∫ 1

0

ψ2
t dx−

l

2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx+ g ◦ ψx
)

+

∫ 1

0

(w2
x − ψ2)dx+

c

ε

∫ 1

0

ϕ2
tdx+ ε

∫ 1

0

w2
t .

D'après le Lemme 2.3.10, on a

≤
∫ 1

0

ψ2
t dx−

l

2
ψ2
xdx+ c

(∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx+ g ◦ ψx
)

+
c

ε

∫ 1

0

ϕ2
tdx.

27



2.3. LA STABILITÉ DE SYSTÈME

Pour N1, N2, N3 > 1, soit

I9(t) := N1E(t) +N2I1(t) +N3I8(t) + I7(t)

et soient t0 > 0 et g0 =
∫ t0

0
g(s)ds > 0. En utilisant (2.11), (2.16), (2.20), (2.22), on

choisit d'abord δ = 1/4N2, alors

I ′9(t) ≤ −
(
N2g0 −

1

4

)∫ 1

0

(α(x) + b(x))ψ2
t dx+ c

N3

ε

∫ 1

0

ψ2
t dx

−N1

∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx+

(
N2g0 −

1

4

)∫ 1

0

b(x)ψ2
t dx+ c(N2

2 +N3)

∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx

−
(
lN3

2
− c− c

N2

)∫ 1

0

ψ2
xdx− (c−N3ε)

∫ 1

0

ϕ2
tdx−

1

4

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx

+

(
N1

2
− cN2

2 − c
)
g′ ◦ ψx + c(N2

2 +N3)g ◦ ψx (2.23)

pour tout t ≥ t0 et 0 < ε < l . Maintenant, si a 6= 0, en choisissant N3 assez grand, on
déduit que

lN3

2
> c

et, ε assez petit tel que

ε <
c

N3

Puis, en choisissant N2 assez grand , on trouve

N2g0 −
1

4
>

2cN3

dε
,
lN3

2
− c− c

N2

> 0

Finalement, on choisit N1 assez grand pour que

N1

2
− cN2

2 − c ≥ 0

En utilisant (H3), on arrive à

I ′9(t) ≤ −c
∫ 1

0

(α(x) + b(x))ψ2
t dx+ c

∫ 1

0

b(x)(ψ2
t + h2(ψt))dx

−c
∫ 1

0

(ψ2
x + ϕ2

t )dx−
1

4

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+ cg ◦ ψx (2.24)

D'après le Lemme 2.3.2 et en utilisant l'estimation de (2.8), alors

I ′9(t) ≤ −cE(t) + cg ◦ ψx + c

∫ 1

0

b(x)(ψ2
t + h2(ψt))dx (2.25)

pout tout t ≥ t0 .
Si a = 0, alors I1 = 0 et I9(t) := N1E(t) + N3I8(t) + I7(t). Alors, on écrire l'inégalité
(2.23) sous la forme suivante

I ′9(t) ≤ c
N3

ε

∫ 1

0

ψ2
t dx−N1

∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx+ cN3

∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx

−
(
N3

2
− c
)∫ 1

0

ψ2
xdx− (c−N3ε)

∫ 1

0

ϕ2
tdx−

1

4

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx.
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En répétant exactement les même arguments de l'étape précédente pour obtenir (2.25),
avec infx∈[0,1] b(x) ≥ 0.
D'autre part , en choisissant N1 tel que

I9(t) ∼ E(t) (2.26)

Maintenant on va estimer le derniere intégrale de (2.25), on peut considèrer la partition
de (0,1)( où ε′ est dé�nit dans (H2)) :

Ω+ = {x ∈ (0, 1) :| ψt |> ε′} et Ω− = {x ∈ (0, 1) :| ψt |≤ ε′} (2.27)

D'après (H2) et (2.15), on obtient alors∫
Ω+

b(x)(ψ2
t + h2(ψt))dx ≤ c

∫
Ω+

b(x)ψth(ψt)dx

≤ c

∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx ≤ −cE ′(t) (2.28)

Alors deux cas sont requis :

cas 1 : H est linéaire sur [0, ε′] : Alors il existe c′1, c
′
2 > 0 tels que

c′1 | s |≤| h(s) |≤ c′2 | s | pour tout s ∈ R, donc (2.28) est véri�ée pour tout (0, 1). En
utilisant (2.25) et (2.28), on conclut

(I9(t) + cE(t))′ ≤ −cH2(E(t)) + cg ◦ ψx (2.29)

cas 2 : H ′(0) = 0 et H ′′ > 0 sur (0, ε′], soit H∗ la fonction convexe par la
fonction dual de H au sens de Young. Car H ′′ > 0 sur (0, ε1] et H ′(0) = 0

H∗(s) = s(H ′)(s)−H[(H ′)−1(s)] ∀s ∈ R+

En utilisant l'inégalité de Jensen (voire [39] et[40]), on déduit∫
Ω−
b(x)(ψ2

t + h2(ψt))dx ≤ c

∫
Ω−
b(x)H−1(ψth(ψt))dx

≤ c

∫
Ω−
H−1(b(x)ψth(ψt))dx ≤ cH−1

(∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx

)
≤ cH−1(−cE ′(t)) (2.30)

Alors (2.25), (2.28) et (2.30) impliquent que

I ′9(t) ≤ −cE(t) + cH−1(−cE ′(t))− cE ′(t) + cg ◦ ψx ∀t ≥ t0 (2.31)

En utilisant alors l'inégalité de Young

H∗ ≤ s(H ′)(s), E ′ ≤ 0, H” ≥ 0
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en choisissant ε0 > 0 assez petit, on obtient, pour c0 > 0 assez grand,

(H ′(ε0E(t))(I9(t) + cE(t)) + c0E(t))′ = ε0E
′(t)H”(ε0E(t))(I9(t) + cE(t))

+H ′(ε0E(t))(I ′9(t) + cE ′(t)) + c0E
′(t)

≤ −cH ′(ε0E(t))E(t) + cH ′(ε0E(t))H−1(−cE ′(t))
+c0E

′(t) + cH ′(ε0E(t))g ◦ ψx
≤ −cH ′(ε0E(t))E(t) + cH∗(H ′(ε0E(t)))− cE ′(t)

+c0E
′(t) + cg ◦ ψx

≤ −cH ′(ε0E(t))E(t) + cε0H
′(ε0E(t))E(t) + cg ◦ ψx

≤ −cH ′(ε0E(t))E(t) + cg ◦ ψx = −cH2(E(t)) + cg ◦ ψx
Soit

I10(t) =

{
I9(t) + cE(t) si H est linéaire sur [0, ε′]

H ′(ε0E(t))(I9(t) + cE(t)) + c0E(t) si H ′(0) = 0 et H” > 0 sur (0, ε′].

On utilise (2.26), on trouve
I10(t) ∼ E(t)

en exploitant (2.29), il en résulte que

I ′10(t) ≤ −cH2(E(t)) + cg ◦ ψx ∀t ≥ t0

On procéde comme dans [26], on peut facilement voir que

(ξ(t)I10(t))′ = ξ′(t)I10(t) + ξ(t)I ′10(t)

≤ −cξ(t)H2(E(t)) + cξ(t)g ◦ ψx
≤ −cξ(t)H2(E(t)) + c(ξg) ◦ ψx
≤ −cξ(t)H2(E(t))− cg′ ◦ ψx
≤ −cξ(t)H2(E(t))− cE ′

Soit F (t) = ε(ξ(t)I10(t) + cE(t)), où 0 ≥ ε ≥ ε est une constante positive satisfait

ξ(t)I10(t) + cE(t) ≤ 1

ε
E(t) ∀t ≤ 0

en plus On a F ∼ E et

F ′(t) ≤ −cεξ(t)H2(E(t)) ≤ −cεξ(t)H2(ε(ξ(t)I10(t) + cE(t)))

≤ −cεξ(t)H2(ε(ξ(t)I10(t) + cE(t))) = −cεξ(t)H2(F (t))

en intégrant sur (t0, t), on trouve

F (t) ≤ H−1
1

(
cε

∫ t

0

ξ(s)ds+H1(F (t0))− cε
∫ t0

t

ξ(s)ds

)
où H1(t) =

∫ 1

t
(1/H2(s))ds.

Quand limt→0H1(t) = +∞ et

0 ≤ F (t0) ≤ ε

ε
E(t0) ≤ ε

ε
E(0)

noun prenons ε assez petit tel que

H1(F (t0))− cε
∫ t0

0

ξ(s)ds ≥ 0
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Chapitre 3

Stabilité du système de Timoshenko

avec terme de viscoélastique ,

deuxiéme son et terme de retard de

distribution

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons les deux systèmes de Timoshenko :
ρ1ϕtt −K(ϕx + ψ)x + µϕt = 0

ρ2ψtt − bψxx +
∫ t

0
g(t− s)(a(x)ψx(s))xds+K(ϕx + ψ) + b(x)h(ψt) + γθx = 0

ρ3θt + kqx + γψtx = 0

τ0qt + δq + kθx = 0.

(3.1)
Où t ∈ (0,∞) désigne la variable de temps, x ∈ (0, 1) est la variable de l'espace, les
fonctions ϕ et ψ est le déplacement du materiale élastique solide, la fonction θ est la
température de di�érence, q = q(x, t) ∈ R est le �ux de chaleur et ρ1, ρ2, ρ3, γ, τ0, δ, k, b
et K désignent des constants positives et µ > 0. Avec les conditions initiales :

ϕ(., 0) = ϕ0(x), ϕt(., 0) = ϕ1(x), ψ(., 0) = ψ0(x)

ψt(., 0) = ψ1(x), θ(., 0) = θ0(x), q(., 0) = q0(x), (3.2)

et les conditions aux limites :

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = q(0, t) = q(1, t) = 0, ∀t ≥ 0. (3.3)

et


ρ1ϕtt −K(ϕx + ψ)x + µ1ϕt +

∫ τ2
τ1
µ2(s)ϕt(x, t− s)ds = 0,

ρ2ψtt − βψxx +K(ϕx + ψ) +
∫ t

0
g(t− s)(a(x)ψx(s))xds+ µ3(t)b(x)f(ψt) + γθx = 0,

ρ3θt + kqx + γψtx = 0,

ρ4qt + δq + kθx = 0.

(3.4)
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Où t ∈ (0,∞) désigne la variable de temps, x ∈ (0, 1) est la variable de l'espace, les
fonctions ϕ, ψ, θ et q désignent, respectivement, le déplacement transversal du faisceau,
l'angle de rotation, la température de di�érence, le �ux de chaleur. a, b, f, µ3 et g sont
des fonctions spéci�ques. Les co�cients, ρ1, ρ2, ρ3, ρ4, γ, δ, k, β, µ1 et K désignent des
constants positives, µ2 : [τ1; τ2] → R est une fonction bornée, où τ1, τ2 deux numbres
réeles satisfait 0 ≤ τ1 < τ2 .
On considère les conditions initiales et les conditions aux bords suivantes de ce système :

ϕ(., 0) = ϕ0(x), ϕt(., 0) = ϕt(x), θ(., 0) = θ0(x) dans(0, 1),

ψ(., 0) = ψ0(x), ψt(., 0) = ψ1(x), q(., 0) = q0(x) dans(0, 1),

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = θ(0, t) = θ(1, t) = 0 dans (0,∞), (3.5)

ϕt(x,−t) = f0(x, t) dans (0, 1)× (0, τ2),

où (f0 history function. )
Pour les systèmes thermoèlastique de Timoshenko de type III, Messaoudi et Säid
Houari [27] ont discuté le système suivant :

ρ1ϕtt − k(ϕx + ψ)x = 0, dans (0, L)× (0,+∞),

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + βθx = 0, dans (0, L)× (0,+∞),

ρ3θtt − γψttx − kθtxx = 0, dans (0, L)× (0,+∞)

et ont prouvé un résultat de décroissance exponentielle si les vitesses de propogation
sont égales. Lorsque les vitesses de propagation sont di�érentes, un résultat de décrois-
sance polynomiale a été obtenue récemment par Messaoudi et Farah.
En ce qui concerne les systèmes thermoélastique de Timoshenko avec deuxième son,
Massaoudi et al[28]. ont étudie dans (0, L)× (0,+∞), le système suivant :

ρ1ϕtt − σ(ϕx, ψ)x + µϕt = 0,

ρ2ψtt − bψxx + k(ϕx + ψ) + βθx = 0,

ρ3θt + γqx + δψxt = 0,

τqt + q +Kθx = 0,

où ϕ est le déplacement transversal, ψ est l'angle de rotation du �lament, θ est la di�é-
rence de température, q est le �ux de chaleur, ρi, b, k, γ, δ,K, k et τ sont des constantes
positives.
La fonction non linéaire σ est supposée être su�samment lisse et satisfait

σϕx(0, 0) = σψ(0, 0) = k

et
σϕxϕx(0, 0) = σϕxψ(0, 0) = σψψ = 0.

Plusieurs résultatss de décroissance exponentielle pour les deux cas linéaire et non
linéaire ont été établies en présence d'un amortissement par frottement fort µϕt.
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3.2 Préliminaires

On utilise les hypothèses suivantes :
• (H5) µ2 : [τ1, τ2]→ R est une fonction bornée telle que∫ τ2

τ1

| µ2(s)ds |< µ1 (3.6)

• (H6) f : R → R est une fonction continue et non décroissante telle que il
existe deux constantes positives k1, k2 et l et a convexe, la fonction continue et
croissante h : R+ → R+ de class C1(R+) ∩ C2(]0,+∞[) satisfaite : h(0) = 0 et
h” = 0 dans [0, l] ou ( h′ > 0 et h′′ > 0 dans [0, l]) telle que

h(s2 + f 2(s)) ≤ f(s)s pour | s |≤ l,

k1s
2 ≤ f(s)s ≤ k2s

2 pour | s |> l. (3.7)

• (H7) g : R+ → R+ est une fonction di�érentiable telle que

g(0) > 0,

∫ ∞
0

g(s)ds = g1, β− ‖ a ‖∞
∫ ∞

0

g(s)ds > 0. (3.8)

• (H8) Il existe une fonction di�érentiable non croissante η : R+ → R+ satisfaite

g′(s) ≤ −η(s)g(s), pour s ≥ 0.

• (H9) µ3 : R+ → ]0,+∞[ est une fonction de class C1 non croissante satisfaite∫ ∞
0

µ3(s)ds = +∞.

3.3 La stabilité de système

Dans cette section, d'après [35] on va étudie la stabilité de système (3.1)
on uitilise les notations suivantes :

(φ ∗ ψ)(t) :=

∫ t

0

φ(t− τ)ψ(τ)dτ

(φ � ψ)(t) :=

∫ t

0

φ(t− τ) | ψ(t)− ψ(τ) | dτ

(φ ◦ ψ)(t) :=

∫ t

0

φ(t− τ)

∫
Ω

| ψ(t)− ψ(τ) |2 dxdτ.

Lemme 3.3.1. Pour toute fonction φ ∈ C1(R) et pour toute ψ ∈ H1(0, 1), on a

(φ ∗ ψ)(t)ψt(t) = −1

2
φ(t) | ψ(t) |2 +

1

2
(φ′ � ψ)(t)

−1

2

d

dt

{
(φ � ψ)(t)−

(∫ t

0

φ(τ)dτ

)
| ψ(t) |2

}
.
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Théorème 3.3.1. soitent (ϕ0, ϕ1), (ψ0, ψ1) ∈ H1
0 (0, 1)×L2(0, 1) et (θ0, q0) ∈ L2(0, 1)×

L2(0, 1). Supposons que les hypothèses (H1)− (H4) sont satisfaites, alors le problème
(1)− (3) admet une solution globale (faible) unique véri�ant :

ϕ, ψ ∈ C(R+;H1
0 (0, 1)) ∩ C1(R+;L2(0, 1))

θ, q ∈ C(R+;L2(0, 1)).

En utilisant l'inégalité de Poincaré pour θ, comme dans [11],

θ(x, t) = θ(x, t)−
∫ 1

0

θ0(x)ds.

Alors, d'après la troisième équation de (3.1) on a :

d

dt

∫ 1

0

θ(x, t)dx = 0∫ 1

0

d

dt

∫ 1

0

θ(x, t)dx =

∫ 1

0

θ(x, t)dx−
∫ 1

0

θ0(x)dx

= 0

⇒
∫ 1

0

θ(x, t) =

∫ 1

0

θ0(x)dx

donc : ∫ 1

0

θ(x, t) =

∫ 1

0

θ(x, t)−
∫ 1

0

∫ 1

0

θ0dxdx

=

∫ 1

0

θ(x, t)dx−
∫ 1

0

θ0dx

= 0,

pour tout t ≥ 0. Dans ce cas en appliquant l'inégalité du Poincaré sur θ. D'autre part
(ϕ, ψ, θ, q) satisfait le même système (3.1), nous allons travailler avec θ, mais on va
écrire simplement θ.
On dé�nie la fonction d'énergie E comme suit

E(t, ϕ, ψ, θ, q) =
1

2

∫ 1

0

{
ρ1ϕ

2
t + ρ2ψ

2
t +

(
b− a(x)

∫ t

0

g(s)ds

)
ψ2
x

}
dx

+
1

2

∫ 1

0

{
K(ϕx + ψ)2 + ρ3θ

2 + τ0q
2
}
dx+

1

2
(g ◦ ψx). (3.9)

On note E(t) = E(t, ϕ, ψ, θ, q) et E(0) = E(0, ϕ0, ψ0, θ0, q0)

Le théorème suivant est le résultat principal de cette section

Théorème 3.3.2. Soient (ϕ0, ϕ1), (ψ0, ψ1),∈ H1
0 × L2(0, 1) et (θ0, q0) ∈ L2(0, 1) ×

L2(0, 1). Ssupposons que les hypothèses (H1) − (H4) sont satisfaites, Alors il existe
des constantes positives c′, c" et ε0 telles que la solition (faible) du problème (1)− (3)
vèri�e

E(t) ≤ c”H−1
1

(
c′
∫ t

0

ξ(s)ds

)
, ∀t ≤ 0, (3.10)
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où

H1(t) =

∫ 1

t

1

H2

(s)ds

et

H2(t) =

{
t si H est linéaire sur [0, ε′]

tH ′(ε0t) si H ′(0) = 0 et H” ≤ 0 sur (0, ε′] .
(3.11)

et ξ = 1 si a = 0 .

La démonstration du théorème 3.3.2 se fait à travers les lemmes suivants

Lemme 3.3.2. Soit (ϕ, ψ, θ, q) la solution du système (1) − (3) , alors l'énergie E
dé�nie par (3.9) satisfait

dE(t)

dt
= −δ

∫ 1

0

q2dx− 1

2
g(t)

∫ 1

0

a(x)ψ2
xdx−

∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx

+
1

2
(g′ ◦ ψx)− µ

∫ 1

0

ϕ2
tdx,

≤ −δ
∫ 1

0

q2dx−
∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx+
1

2
(g′ ◦ ψx)− µ

∫ 1

0

ϕ2
tdx ≤ 0(3.12)

Démonstration. Multiplions la première équation de (3.1) par ϕt, on obtient

1

2

d

dt

∫ 1

0

ρ1ϕ
2
tdx+K

∫ 1

0

ϕtxϕxdx+K

∫ 1

0

ϕtxψdx = −µ
∫ 1

0

ϕ2
tdx. (3.13)

Multiplions la deuxième équation de (3.1) par ψt, on trouve

1

2

d

dt

∫ 1

0

ρ2ϕ
2
tdx+ b

∫ 1

0

ψxψtxdx+

∫ 1

0

ψt

∫ t

0

g(t− s)(a(x)ψx(s))xdsdx

+K

∫ 1

0

ψtϕxdx+K

∫ 1

0

ψtψdx− γ
∫ 1

0

ψtxθdx

= −
∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx. (3.14)

En suite, multiplions la troisième équation de (3.1) par θ

1

2

d

dt

∫ 1

0

ρ3θ
2dx+ k

∫ 1

0

qxθdx+ γ

∫ 1

0

ψtxθdx = 0 (3.15)

Finalement, multiplions la quatrième équation de (3.1) par q, on obtient

1

2

d

dt

∫ 1

0

τ0q
2dx− k

∫ 1

0

θqxdx = −δ
∫ 1

0

q2dx. (3.16)

Maintenant, en appliquant Lemme 3.3.1 à le troisième terme du membre gauche
de(3.14) et en additionnant (3.8)− (3.11), on obtient alors le résultat recherée.
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On dé�nit la fonctionnelle I1 par :

I1(t) := −
∫ 1

0

ρ2α(x)ψt

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

+
γτ0

k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx,

Pour la simplifécation on va écrire :

I1(t) := χ1(t) + χ2(t). (3.17)

Alors, on a :

Lemme 3.3.3. soit (ϕ, ψ, θ, q) une solution de (3.1)−(3.3). Supposons que (H1)−(H4)
sont satisfaites. Alors pour tout ε1, ε

′
1 > 0,

dI1

dt
≤ −

(
ρ2

∫ t

0

g(s)ds− ε1

(
ρ2

2 +

∫ t

0

g(s)ds

))∫ 1

0

α(x)ψ2
t dx

+ε′1K
2

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+ ε1

∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx

+ε′1(2b2 + 1)

∫ 1

0

ψ2
xdx+

(
cε1 +

1

ε1

∫ t

0

g(s)ds

)∫ 1

0

q2dx (3.18)

+c

(
ε′1 +

1

ε′1

)
g ◦ ψx + c

(
ε1 +

1

ε1

)
g ◦ ψx −

c

ε1

g′ ◦ ψx

Démonstration. En di�érentiant χ1 par rapport au temps

χ′1(t) = −
∫ 1

0

ρ2α(x)ψtt

∫ t

0

g(t− s)(ψt − ψs)dsdx

−
∫ 1

0

ρ2α(x)ψt

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx (3.19)

−
∫ 1

0

ρ2α(x)ψ2
t

∫ t

0

g(s)dsdx.
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Maintenant, en utilisant la deuxième équation de (3.1), on obtient

−
∫ 1

0

ρ2α(x)ψtt

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

=

∫ 1

0

bα(x)ψx

∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))dsdx

+

∫ 1

0

Kα(x)(ϕx + ψ)

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

−
∫ 1

0

α(x)a(x)

(∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)(∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))ds
)
dx

+

∫ 1

0

b(x)h(ψt)

(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx

+

∫ 1

0

α(x)γθx

(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx (3.20)

+

∫ 1

0

α′(x)

(
bψx − a(x)

∫ t

0

g(s)ψx(s)ds

)(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx.

Puis, on va estimer le deuxième terme du membre droite de (3.19). Donc, en utilisant
Lemme 2.3.3, on arrive à, pour tout ε1 > 0

−
∫ 1

0

ρ2α(x)ψt

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

≤ ε1ρ
2
2

∫ 1

0

α(x)ψ2
t dx−

c

ε1

g′ ◦ ψx. (3.21)

D'autre part, en di�érentiant χ2 par rapport au temps

χ′2(t) =
γτ0

k

∫ 1

0

α(x)qt

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

+
γτ0

k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

+
γτ0

k

∫ 1

0

α(x)qψt

∫ t

0

g(s)ds.

En utilisant la quatrième équation de (3.1), on trouve

χ′2(t) = −γδ
k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

−
∫ 1

0

α(x)γθx

(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx

+
γτ0

k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx (3.22)

+
γτ0

k

(∫ t

0

g(s)ds

)∫ 1

0

α(x)qψtdx.
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En procédant comme dans (3.21), en exploitant l'inégalité de Young, il nous reste à
estimer le première terme du membre droite de (3.20) :∫ 1

0

bα(x)ψx

∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))dsdx

≤ ε′1b
2

∫ 1

0

ψ2
xdx+

c

ε′1
g ◦ ψx. (3.23)

De même, ∫ t

0

Kα(x)(ϕx + ψ)

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

≤ ε′1K
2

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+
c

ε′1
g ◦ ψx. (3.24)

En utilisant les mêmes techniques introduite par [18], satisfait l'estimation :

−
∫ 1

0

α(x)a(x)

(∫ t

0

g(s)ψx(s)ds

)(∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s)ds)
)
dx

≤ ε′1

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
ε′1 +

1

ε′1

)
g ◦ ψx, (3.25)

et ∫ 1

0

b(x)h(ψt)

(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx

≤ ε1

∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx+ c

(
ε1 +

1

ε1

)
g ◦ ψx. (3.26)

D'où �nalement,∫ 1

0

α′(x)

(
bψx − a(x)

∫ t

0

g(s)ψx(s)ds

)(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx

≤ ε′1b
2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
ε′1 +

1

ε′1

)
g ◦ ψx. (3.27)

Comme dans (3.21), on a :

γτ0

k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

≤ ε1

∫ 1

0

q2dx− c

ε1

g′ ◦ ψx. (3.28)

Il nous reste à estimer le première terme du membre droite de (3.22) :

−γδ
k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

≤
(
γδ

k

)2

ε1

∫ 1

0

q2dx+
c

ε1

g ◦ ψx (3.29)
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et

γτ0

k

(∫ t

0

g(s)ds

)∫ 1

0

α(x)qψtdx

≤
(∫ t

0

g(s)ds

)
1

ε1

∫ 1

0

q2dx+

(∫ t

0

g(s)ds

)
cε1

∫ 1

0

ψ2
t dx. (3.30)

Par conséquent, en additionnant toutes les estimations entre (3.19)-(3.30), Ceci termine
la démonstration.

Maintenant, comme dans[38], soit w la solution de l'équation di�erentielle :

−wxx = ψx, w(0) = w(1) = 0 (3.31)

Lemme 3.3.4. La solution w de (3.31) satisfait :∫ 1

0

w2
xdx ≤

∫ 1

0

ψ2dx

et ∫ 1

0

w2
t dx ≤

∫ 1

0

ψ2
t dx.

La fonction I2 dé�nie par :

I2(t) :=

∫ 1

0

(
ρ2ψtψ + ρ1ϕtw −

γτ0

k
ψq
)
dx. (3.32)

Satisfait l'estimation :

Lemme 3.3.5. Soit (ϕ, ψ, θ, q) la solution du (3.1)− (3.3). Supposns que (H1)− (H4)
sont satisfaites. Donc on obtient, pour tout ε2 > 0

dI2

dt
≤ −

(
b+

cµε2

2
− 2cε2 −

δγε2

2k

)∫ 1

0

ψ2
xdx+

(
ρ1

2ε2

+
µ

2ε2

)∫ 1

0

ϕ2
tdx

+
(
ρ2 +

γτ0ε2

2k
+
ρ1ε2

2

)∫ 1

0

ψ2
t dx+

c

ε2

g ◦ ψx (3.33)

+

(
γτ0

2kε2

+
δγ

2kε2

)∫ 1

0

q2dx+
1

2ε2

∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx.

Démonstration. En di�érentiant la fonctionnelle I2(t) par rapport au temps :

I ′2(t) =

∫ 1

0

(ρ2ψttψ + ρ2ψ
2
t )dx+

∫ 1

0

(ρ1ϕttw + ρ1ϕtwt)dx

−γτ0

k

∫ 1

0

(ψtq + ψqt)dx (3.34)

:= J1 + J2 + J3.
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En utilisant la première et la quatrième équations de (3.1), on obtient :

J2 + J3 = −K
∫ 1

0

ϕψxdx+K

∫ 1

0

w2
xdx+ ρ1

∫ 1

0

ϕtwtdx− µ
∫ 1

0

ϕtwdx

−γτ0

k

∫ 1

0

ψtqdx+
δγ

k

∫ 1

0

ψqdx+ γ

∫ 1

0

ψθxdx. (3.35)

En utilisant la deuxième équation de (3.1), on obtient :

J1 = −b
∫ 1

0

ψ2
xdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+

∫ 1

0

ψx

∫ 1

0

g(t− s)a(x)ψx(s)dsdx

−K
∫ 1

0

ψ2dx−K
∫ 1

0

ϕxψdx−
∫ 1

0

b(x)ψh(ψt)dx−
∫ 1

0

γψθxdx. (3.36)

Lemme 3.3.4 et (3.35), (3.36) impliquent

I ′2(t) ≤ −µ
∫ 1

0

ϕtwdx+ ρ1

∫ 1

0

ϕtwtdx−
γτ0

k

∫ 1

0

ψtqdx+
δγ

k

∫ 1

0

ψqdx

−b
∫ 1

0

ψ2
xdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx−

∫ 1

0

b(x)ψh(ψt)dx (3.37)

+

∫ 1

0

a(x)ψx

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)dsdx.

En exploitant l'inégalité

| ab |≤ v

2
a2 +

1

2v
b2, a, b ∈ R, v > 0

pout tout ε2 > 0,

I ′2(t) ≤ −b
∫ 1

0

ψ2
xdx+

µ

2

∫ 1

0

(
1

ε2

ϕ2
t + ε2w2

)
+
ρ1

2

∫ 1

0

(
1

ε2

ϕ2
t + ε2w

2
t

)
dx

+
γτ0

2k

∫ 1

0

(
ε2ψ

2
t +

1

ε2

q2

)
dx+

δγ

2k

∫ 1

0

(
ε2ψ

2 +
1

ε2

q2

)
dx (3.38)

+ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx−

∫ 1

0

b(x)ψh(ψt)dx

+

∫ 1

0

a(x)ψx

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)dsdx.

On procède le troisième et le quatrième terme du membre droite de (3.38), d'après les
inégalités de Young et de Poincaré, on obtient :

|
∫ 1

0

b(x)ψh(ψt)dx |≤ ε2c

∫ 1

0

ψ2
xdx+

1

2ε2

∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx. (3.39)

En outre, d'après les inégalités de Young et de Cauchy -Schwartz, on a

|
∫ 1

0

a(x)ψx

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)dsdx |≤ ε2c

∫ 1

0

ψ2
xdx+

c

ε2

g ◦ ψx. (3.40)

Alors, insérant (3.39) et (3.40) dans (3.38) et en utilisant la deuxième inégalité de
lemme(3.3.4). Ce qui termine la preuve.
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Maintenant, d'après [27]. La fonction I3 dé�nie par :

I3(t) :=

∫ 1

0

ρ1ϕtϕdx+
µ

2

∫ 1

0

ϕ2dx. (3.41)

Satisfait l'estimation :

Lemme 3.3.6. Soit (ϕ, ψ, θ, q) la solution de (3.1)− (3.3). Alors, pour tout ε3 > 0, on
a

I ′3(t) ≤
(
Kε3

2
−K

)∫ 1

0

ϕ2
xdx+

K

2ε3

∫ 1

0

ψ2
xdx+ ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx. (3.42)

Démonstration. En exploitant la première équation de (3.1) et en utilisant l'inégalité
de Young, on obtient

I ′3(t) =

∫ 1

0

ρ1ϕttϕdx+ ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx+ τ

∫ 1

0

ϕtϕdx

=

∫ 1

0

Kϕ(ϕxx + ψx)dx+ ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx

= −K
∫ 1

0

ϕ2
xdx+K

∫ 1

0

ϕψxdx+ ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx

≤ −K
∫ 1

0

ϕ2
xdx+

k

2

∫ 1

0

(
ε3ϕ

2 +
1

ε3

ψ2
x

)
dx+ ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx

à l'aide de l'inégalité de Poincaré, on obtient le résultat recherchée .

Maintenant, on dé�nit la fonction I4 par :

I4(t) := −τ0ρ3

∫ 1

0

q(t, x)

(∫ x

0

θ(t, y)dy

)
dx. (3.43)

Satisfait l'estimation :

Lemme 3.3.7. Soit (ϕ, ψ, θ, q) la solution de (3.1) − (3.3). Alors, pour tout ε4 > 0,
telles que

I ′4(t) ≤
(
−ρ3k +

ε4ρ3δc

2

)∫ 1

0

θ2dx+
ε4τ0γ

2

∫ 1

0

ψ2
t dx

+

(
τ0k +

ρ3δ

2ε4

+
τ0γ

2ε4

)∫ 1

0

q2dx. (3.44)

Démonstration. En utilisant la quatrième équation de (3.1) , on obtient

I ′4(t) = −ρ3

∫ 1

0

τ0qt

(∫ x

0

θdy

)
dx− τ0

∫ 1

0

q

(∫ x

0

ρ3θtdy

)
dx

= −ρ3

∫ 1

0

(−δq − kθx)
(∫ x

0

θdy

)
dx− τ0

∫ 1

0

q

(∫ x

0

(−kqx − γψtx)dy
)
dx

= ρ3δ

∫ 1

0

q

(∫ x

0

θdy

)
dx+ ρ3k

∫ 1

0

θx

(∫ x

0

θdy

)
dx

+τ0k

∫ 1

0

q

(∫ x

0

qxdy

)
dx+ τ0γ

∫ 1

0

q

(∫ x

0

ψtxdy

)
dx.
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Donc

I ′4(t) ≤ ρ3δ

2

∫ 1

0

(
ε4

(∫ x

0

θ2dy

)2

+
1

ε4

q2

)
dx− ρ3k

∫ 1

0

θ2dx

+τ0k

∫ 1

0

q2dx+
τ0γ

2

∫ 1

0

(
ε4ψ

2
t +

1

ε4

q2

)
dx. (3.45)

Ce qui donne (3.3.7) immédiatement.

Maintenant, nous sommes prêts à prouver le résultat principal de cette section.

Démonstration. Pour N,N1, N2 > 0. La fonction F dé�nie par

F(t) := NE(t) +N1I1 +N2I2 + I3 + I4 (3.46)

et soient t0, et g0(t) =
∫ t

0
g(s)ds > 0, d'après la combinaison de (3.12), (3.18), (3.33), (3.42)

et (3.45), et l'utilisation de

(ϕx + ψ)2 ≤ 2ϕ2
x + 2ψ2

et l'inégalité de Poincaré, on arrive à

dF(t)

dt
≤ −N1

(
ρ2g0 − ε1(ρ2

2 + g0)
) ∫ 1

0

(α(x) + b(x))ψ2
t dx

+
(
N2

(
ρ2 +

γτ0ε2

2k
+
ρ1ε2

2

)
+
τ0γε4

2

)∫ 1

0

ψ2
t dx−N

∫ 1

0

∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx

+

(
N2

(
ρ1

2ε2

+
µ

2ε2

)
+ ρ1 −Nµ

)∫ 1

0

ϕ2
tdx+

(
N1ε1 +

N2

2ε2

)∫ 1

0

b(x)h2(ψt)dx

+N1

(
ρ2g0 − ε1(ρ2

2 + g0)
) ∫ 1

0

b(x)ψ2
t dx

+

{
N1ε

′
1(2b2 + 1 + 2K2)−N2

(
b− 2cε2 −

δγε2

2k

)
+

K

2ε3

}∫ 1

0

ψ2
xdx

+

(
2N1ε

′
1K

2 +
Kε3

2
−K

)∫ 1

0

ϕ2
xdx+

(
−ρ3k +

ε4ρ3δc

2

)∫ 1

0

θ2dx

+

{
cN1

(
ε1 +

1

ε1

)
+ cN1

(
ε′1 +

1

ε′1

)
+
N2c

ε2

}
g ◦ ψx +

(
N

2
− cN1

ε1

)
g′ ◦ ψx

+

{
N1

(
cε1 +

g0

ε1

)
+N2

(
γτ0

2kε2

+
δγ

2kε2

)
+

(
τ0k +

ρ3δ

2ε4

+
τ0γ

2ε4

)
− δN

}∫ 1

0

q2dx

pour tout t ≥ t0. nous sélectionnons nos constantes avec soin. soitent ε3 < 1, ε1, ε2 et
ε4 assez petite, telles que

ε1 ≤ min

{(ρ2g0

2

)
/(ρ2

2 + g0),
1

4K

}
,

ε2 ≤
(
b

2

)
/

(
2c+

δγ

2k

)
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et

ε4 ≤
k

δc
.

Puis, N2 assez grand de telle sorte que :

N2 ≥
2Kb

ε3

.

Maintenant, d'après lemme (2.3.2), et N1assez grand

N1ρ2g0

2
>
(
N2

(
ρ2 +

γτ0ε2

2K
+
ρ1ε2

2

)
+
τ0γε4

2

) 2

d

alors, en choisissant ε′1assez petit, tel que

ε′1 ≤ min

{
1

4N1K
,

(
N2b

4

)
/N1(2b2 + 1 + 2K2)

}
. (3.47)

Finalement, en choisissant N assez petit tel que, il existe des constantes positives η, η1,
et η2 donc, pour t ≥ t0 ,

dF(t)

dt
≤ −η

{∫ 1

0

(α(x) + b(x))ψ2
t dx+

∫ 1

0

ϕ2
tdx

+

∫ 1

0

θ2dx+

∫ 1

0

q2dx

}
− η1

∫ 1

0

ψ2
xdx− η2

∫ 1

0

ϕ2
xdx

+cg ◦ ψx + c

∫ 1

0

b(x)(ψ2
t + h2(ψt))dx.

On procède comme dans [27], on trouve η3 > 0 tel que, pour t ≥ t0,

dF(t)

dt
≤ −η3

{∫ 1

0

(α(x) + b(x))ψ2
t dx+

∫ 1

0

ϕ2
tdx+

∫ 1

0

ψ2
xdx

+

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+

∫ 1

0

θ2dx+

∫ 1

0

q2dx

}
(3.48)

+cg ◦ ψx + c

∫ 1

0

b(x)(ψ2
t + h2(ψt))dx.

On outre, il existe deux constantes positives β1 et β2 tels que

β1E(t) ≤ F(t) ≤ β2E(t, ) ∀t ≥ 0. (3.49)

D'après les estimations (3.12), (3.17), (3.32), (3.41), (3.44), (3.46) et les inégalités de
Young et de Poincaré, on trouve

| F(t)−NE(t) |≤ CE(t), ∀t ≥ 0.

Par conséquent, on choisit N assez grand pour que β1 = N − C > 0 et (3.48), (3.49)
reste vrai. Maintenant, on va estimer le dérnière terme du membre droite de (3.48),
considérons une partition de l'intervalle (0.1) :

Ω+ =

{
x ∈ (0, 1) :| ψt |> ε′

}
et Ω− =

{
x ∈ (0, 1) :| ψt |≤ ε′

}
(3.50)
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avec ε dé�nit dans (H2). En utilisant hypothèse (H2), on a | ψt |≤ c−1
1 ψth(ψt) sur Ω+,

on arrive à ∫
Ω+

b(x)(ψ2
t + h2(ψt))dx ≤ c

∫
Ω+

b(x)ψth(ψt)dx

≤ c

∫ 1

0

b(x)ψth(ψt)dx (3.51)

≤ −cE ′(t).

On distingue deux cas :
Cas 1 : H est linéaire sur [0, ε′]. Par conséquent, il existe deux constantes positives

c′1 et c′2 tels que c′1 | s | ≤ | h(s) |≤ c′2 | s |, pour tout s ∈ R+, par conséquent
l'inégalité (3.51) est véri�ée. Maintenant, d'après (3.48) et (3.51), on arrive à

d

dt
(F(t) + cE(t)) ≤ −cE(t) + cg ◦ ψx

= −cH2(E(t)) + cg ◦ ψx, ∀t ≥ t0, (3.52)

où la fonction H2 dé�nie dans (3.11)
Cas 2 : H ′(0) = 0 et H ′′(0) > 0 sur [0, ε′]. Soit H∗ est le dual de H au sens de Young,
alors on a

H∗(s) = s (H ′)
−1

(s)−H
[
(H ′)

−1
(s)
]
, ∀s ∈ R+.

En utilisant l'inégalité de Jensen, on déduit∫
Ω−
b(x)(ψ2

t + h2(ψt))dx ≤ c

∫
Ω−

b(x)H−1(ψth(ψt))dx

≤ c

∫
Ω−
H−1(b(x)ψth(ψt))dx

≤ cH−1

(∫
Ω−
b(x)ψth(ψt)dx

)
(3.53)

≤ cH−1 (−cE ′(t)) .

Donc, d'après (3.48), (3.51) et (3.53)

F ′(t) ≤ −cE(t) + cH−1 (−cE ′(t))− cE ′(t) + cg ◦ ψx, ∀t ≥ t0

d'après l'inégalité de Young

H∗(s) ≤ s(H ′)(s), E ′(t) ≤ 0, H ′′ ≥ 0,

on procède comme dans [18], on obtient

H ′(ε0E(t))(F ′(t) + cE ′(t) + c0E
′(t)) ≤ −cH2(E(t)) + cg ◦ ψx (3.54)

avec ε0 est une constante positive petit et c0 est une constante positive grand. Mainte-
nant, on dé�nit la fonctionnelle

L(t) =

{
F(t) + cE(t) si H est linéaire sur [0, ε′]

H ′(ε0E(t))(F(t) + cE(t)) + c0E(t) si H ′(0) = 0 et H ′′ > 0 sur (0, ε′] .
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On peut facilement voir que
L ∼ E.

D'autre part, en utilisant (3.52) et (3.54), on déduit

L′(t) ≤ −cH2(E(t)) + cg ◦ ψx

pour tout t ≥ t0. D'après (3.12)et (H4), on obtient

(ξ(t)L(t))′ = ξ′(t)L(t) + ξ(t)L′(t)
≤ −cξ(t)H2(E(t))− cE ′(t).

Puis, soit K(t) = ε(ξ(t)L(t)+cE(t)), où 0 < ε < ε et ε est sont des constantes positives
qui satisfont

ξ(t)L(t) + cE(t) ≤ 1

ε
E(t), ∀t ≥ 0.

On peut aussi prouver que
K ∼ E

pour tout t ≥ t0,
K′(t) ≤ −cεξ(t)H2(K(t)).

Intégrons la dernière inégalité sur (t0, t)

K(t) ≤ H−1
1

(
cε

∫ t

0

ξ(s)ds+H1(K(t0))− cε
∫ t0

0

ξ(s)ds

)
,∀t ≥ t0,

où H1(t) =
∫ 1

t
( 1
H2(t)

)ds. Quand limt→0+ H1(t) =∞ et

0 ≤ K(t0) ≤ ε

ε
E(t0) ≤ ε

ε
E(0).

On choisit ε assez petit pour que

H1(F (t0))− cε
∫ t0

0

ξ(s)ds ≥ 0.

Par conséquent, K(t) ≤ H−1
1 (cε

∫ t
0
ξ(s)ds), pour tout t > t0. Finalement, il existe deux

constantes positives c′ et c′′ telles que

K(t) ≤ c′′H−1
1

(
c′
∫ t

0

ξ(s)ds

)
, ∀t ≥ 0,

avec K est bornée.

3.4 La stabilité de système avec un terme de retard

de distribution

Dans cette section, d'après [16] nous donnons un résultat d'existence et d'unicité
pour le problème (3.4) établie plus tôt par Faedo-Galerkin method. c désigne une
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constante positive.
Comme dans [33], On prenant le changement du variable suivant :

z(x, ρ, s, t) = ϕt(x, t− ρs), dans (0, 1)× (0, 1)× (τ1, τ2)× (0,∞).

Alors on obtient {
szt(x, ρ, s, t, ) + zρ(x, ρ, s, t) = 0,

z(x, 0, s, t) = ϕt(x, t),

Par conséquent, ce qui conduit à réécrire le problème (3.4)− (3.5) comme suit :

ρ1ϕtt −K(ϕx + ψ)x + µ1ϕt +
∫ τ2
τ1
µ2(s)z(x, 1, s, t)ds = 0,

ρ2ψtt − βψxx +K(ϕx + ψ) +
∫ t

0
g(t− s)(a(x)ψx(s))xds+ µ3(t)b(x)f(ψt) + γθx = 0,

ρ3θt + kqx + γψtx = 0,

ρ4qt + δq + kθx = 0,

szt(x, ρ, s, t) + zρ(x, ρ, s, t) = 0,

(3.55)
où (x, ρ, s, t) ∈ (0, 1) × (0, 1) × (τ1, τ2) × (0,∞), avec les conditions initiales et les
conditions aux bords suivantes :

ϕ(., 0) = ϕ0(x), ϕt(., 0) = ϕt(x), θ(., 0) = θ0(x) dans(0, 1),

ψ(., 0) = ψ0(x), ψt(., 0) = ψ1(x), q(., 0) = q0(x) dans(0, 1),

ϕ(0, t) = ϕ(1, t) = ψ(0, t) = ψ(1, t) = θ(0, t) = θ(1, t) = 0 dans (0,∞), (3.56)

z(x, ρ, s, 0) = f0(x, ρs) dans (0, 1)× (0, 1)× (0, τ2).

Pour ε0 > 0 on dé�nie les fonctions J et K

J(t) :=

{
t si h” = 0 sur [0, L],

th′(ε0t) si h′(0) = 0 et h” > 0 sur (0, L] .
(3.57)

K(t) =

∫ 1

t

1

J(s)
ds. (3.58)

On commence d'abord par énoncer les notation suivantes

(φ ∗ ψ)(t) :=

∫ t

0

φ(t− τ)ψ(τ)dτ,

(φ � ψ)(t) :=

∫ t

0

φ(t− τ)(ψ(t)− ψ(τ))2dxdτ,

(g4 v)(t) :=

∫ 1

0

α(x)

∫ t

0

g(s)(v(t)− v(s))dsdx, ∀v ∈ L2(0, 1),

(g ◦ v)(t) :=

∫ 1

0

a(x)

∫ t

0

g(t− s)(v(t)− v(s))2dsdx, ∀v ∈ L2(0, 1).

46



3.4. LA STABILITÉ DE SYSTÈME AVEC UN TERME DE RETARD DE
DISTRIBUTION

Lemme 3.4.1. [14] Il existe une constante c telle que

(g4 v)2 ≤ cg ◦ vx, ∀v ∈ H1
0 (0, 1).

Maintenant, on introduit la fonctionnelle d'énergie

E(t) = E(t, ϕ, ψ, θ, q, z) =
1

2

∫ 1

0

{
ρ1ϕ

2
t + ρ2ψ

2
t +

(
β − a(x)

∫ t

0

g(s)ds

)
ψ2
x

}
dx

+
1

2

∫ 1

0

{
K(ϕx + ψ)2 + ρ3θ

2 + ρ4q
2
}
dx+

1

2
(g ◦ ψx)

+
1

2

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1

s | µ2(s) | z2(x, ρ, s, t)dsdρdx, (3.59)

on notant E(0) = E(0, ϕ0, ψ0, θ0, q0, f0).
Dans cette section, en utilisant la théorie de semigroupe, nous démontrons l'existence
locale de la solution. En posant Φ = (ϕ, u, ψ, v, θ, q, z)T , où u = ϕtet v = ψt,
On introduit l'espace de Hilbert suivant :

H := [H1
0 (0, 1)× L2(0, 1)]2 × [L2(0, 1)]2 × L2((0, 1)× (0, 1)× (τ1, τ2)).

Proposition 3.4.1. Soit Φ0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, θ0, q0, f0)T ∈ H donnée et supposons que
(H5)-(H7) sont véri�ée. Alors, le problème (3.55) − (3.56) admet une solution faible
unique satisfait

Φ = (ϕ, u, ψ, v, θ, q, z)T ∈ C(R+;H).

Dans cette section, on considère le système (3.55)− (3.56) et ont montre la stabilité
de l'énergie associée à la solution.

Lemme 3.4.2. Soit (ϕ, ψ, θ, q, z) la solution du problème (3.55) − (3.56), alors, la
fonctionnelle d'énergie E est décroissante et satisfaite, pour tout t > 0 et η0 > 0,

E ′(t) = −δ
∫ 1

0

q2dx− 1

2
g(t)

∫ 1

0

a(x)ψ2
xdx−

∫ 1

0

b(x)ψtf(ψt)dx

+
1

2
(g′ ◦ ψx)− µ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx−

∫ 1

0

ϕt

∫ τ2

τ1

µ2(s)z(x, 1, s, t)dsdx (3.60)

≤ −δ
∫ 1

0

q2dx− µ3(t)

∫ 1

0

b(x)ψtf(ψt)dx+
1

2
(g′ ◦ ψx)− η0

∫ 1

0

ϕ2
tdx ≤ 0,

Démonstration. En multipliant les équation (3.55)1, (3.55)2, (3.55)3, (3.55)4, (3.55)5 par
ϕt, ψt, θ, q et | µ2(s) | z respectivement, et en intégrant sur (0, 1), d'après la formule
d'intégration par parties, Lemme(3.4.1) et a l'aide des inégalités de Young, Poincaré
et de Cauchy-Schwartz, on trouve (3.60)
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Lemme 3.4.3. Soit (ϕ, ψ, θ, q, z) une solution du probléme (3.55)-(3.56). Alors la fonc-
tionnelle

F1(t) := −ρ2

∫ 1

0

α(x)ψt

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

+
γρ4

k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx,

véri�e l'estimation

F ′1(t) ≤ −
(
ρ2

∫ t

0

g(s)ds− ε1

(
ρ2

2 +

∫ t

0

g(s)ds

))∫ 1

0

α(x)ψ2
t dx

+ε′1K
2

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+ cε1

∫ 1

0

b(x)f 2(ψt)dx

+ε′1(2β2 + 1)

∫ 1

0

ψ2
xdx+

(
cε1 +

1

ε1

∫ 1

0

g(s)ds

)∫ 1

0

q2dx (3.61)

+c

(
ε′1 +

1

ε′1

)
g ◦ ψx + c

(
ε1 +

1

ε1

)
g ◦ ψx −

c

ε1

g′ ◦ ψx,

pour tout ε1, ε
′
1 > 0.

Démonstration. Pour la simpli�cation, on écrire

F1(t) := I1(t) + I2(t).

Où

I1(t) = −ρ2

∫ 1

0

α(x)ψt

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx,

I2(t) =
γρ4

k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx.

En di�érentiant la fonctionnelle I1 par rapport au temps :

I ′1(t) = −
∫ 1

0

ρ2α(x)ψtt

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

−
∫ 1

0

ρ2α(x)ψt

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx (3.62)

−
∫ 1

0

ρ2α(x)ψ2
t

∫ t

0

∫ t

0

g(s)dsdx.
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En utilisant (3.55)2, on obtient

−
∫ 1

0

ρ2α(x)ψtt

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

=

∫ 1

0

βα(x)ψx

∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))dsdx

+

∫ t

0

Kα(x)(ϕx + ψ)

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

−
∫ 1

0

α(x)a(x)

(∫ t

0

g(t− s)ψx(s)ds
)(∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))ds
)
dx

+µ3

∫ 1

0

b(x)f(ψt)

(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx

+

∫ 1

0

α(x)γθx

(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx (3.63)

+

∫ 1

0

α′(x)

(
βψx − a(x)

∫ t

0

g(s)ψx(s)ds

)(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx.

Puis, en utilisant le lemme (3.4.1), nous trouvons pour tout ε1 > 0

−
∫ 1

0

ρ2α(x)ψt

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

≤ ε1ρ
2
2

∫ 1

0

α(x)ψ2
t dx−

c

ε1

g′ ◦ ψx. (3.64)

En suite,

I ′2(t) =
γρ4

k

∫ 1

0

α(x)qt

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

+
γρ4

k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

+
γρ4

k

∫ 1

0

α(x)qψt

∫ t

0

g(s)ds.

Utilisant (3.55)4, nous obtenons

I ′2(t) = −γδ
k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

−
∫ 1

0

α(x)γθx

(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx

+
γρ4

k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx (3.65)

+
γρ4

k

(∫ t

0

g(s)ds

)∫ 1

0

α(x)qψtdx.
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De même (3.64), nous estimons le première terme du membre droite de (3.63)∫ 1

0

βα(x)ψx

∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))dsdx

≤ ε′1β
2

∫ 1

0

ψ2
xdx+

c

ε′1
g ◦ ψx. (3.66)

On a aussi

∫ t

0

Kα(x)(ϕx + ψ)

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

≤ ε′1K
2

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+
c

ε′1
g ◦ ψx. (3.67)

On procède comme dans [14], nous obtenons l'estimation suivante

−
∫ 1

0

α(x)a(x)

(∫ t

0

g(s)ds

)(∫ t

0

g(t− s)(ψx(t)− ψx(s))ds
)
dx

≤ ε′1

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
ε′1 +

1

ε′1

)
g ◦ ψx, (3.68)

et

µ3(t)

∫ 1

0

b(x)f(ψt)

(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx

≤ ε1c

∫ 1

0

b(x)f 2(ψt)dx+ c

(
ε1 +

1

ε1

)
g ◦ ψx. (3.69)

Finalement,∫ 1

0

α′(x)

(
βψx − a(x)

∫ t

0

g(s)ψx(s)ds

)(∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))ds

)
dx

≤ ε′1β
2

∫ 1

0

ψ2
xdx+ c

(
ε′1 +

1

ε′1

)
g ◦ ψx. (3.70)

Comme dans (3.64), on obtient

γρ4

k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g′(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

≤ ε1

∫ 1

0

q2dx− c

ε1

g′ ◦ ψx. (3.71)

En suite, on va estimer le première terme du membre droite de (3.65)

−γδ
k

∫ 1

0

α(x)q

∫ t

0

g(t− s)(ψ(t)− ψ(s))dsdx

≤
(
γδ

k

)2

ε1

∫ 1

0

q2dx+
c

ε1

g ◦ ψx, (3.72)
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et

γρ4

k

(∫ t

0

g(s)ds

)∫ 1

0

α(x)qψtdx

≤
(∫ t

0

g(s)ds

)
1

ε1

∫ 1

0

q2dx+

(∫ t

0

g(s)ds

)
cε1

∫ 1

0

ψ2
t dx. (3.73)

En combinant les estimations (3.62)− (3.73), d'où le résultat.

Comme dans [15], avec w la solution de

−wxx = ψx, w(0) = w(1) = 0. (3.74)

Lemme 3.4.4. La solution de (3.74) satisfaite∫ 1

0

w2
xdx ≤

∫ 1

0

ψ2dx, (3.75)

∫ 1

0

w2
t dx ≤

∫ 1

0

ψ2
t dx. (3.76)

Lemme 3.4.5. Soit (ϕ, ψ, θ, q, z) une solution du problème (3.55) − (3.56). Alors la
fonctionnelle

F2(t) := ρ2

∫ 1

0

ψtψdx+ ρ1

∫ 1

0

ϕtwdx−
γρ4

k

∫ 1

0

ψqdx. (3.77)

véri�e

F ′2(t) ≤ −
(
β +

cε2µ1

2
− δγε2

2k

)∫ 1

0

ψ2
xdx+

(
ρ1

2ε2

+
µ1

2ε2

)∫ 1

0

ϕ2
tdx

+
(
ρ2 +

γρ4ε2

2k
+
ρ1ε2

2

)∫ 1

0

ψ2
t dx+

c

ε2

g ◦ ψx

+

(
γρ4

2kε2

+
δγ

2kγε2

)∫ 1

0

q2dx+
c

2ε2

∫ 1

0

b(x)f 2(ψt)dx (3.78)

+
1

2ε2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1

| µ2(s) | z2(x, 1, s, t)dsdx,

pour tout ε2 > 0

Démonstration. En dérivant F2, on obtient

F ′2(t) =

∫ 1

0

(ρ2ψttψ + ρ2ψ
2
t )dx︸ ︷︷ ︸

:=J1

+

∫ 1

0

(ρ1ϕttw + ρ1ϕtwt)dx︸ ︷︷ ︸
:=J2

−γρ4

k

∫ 1

0

(ψtq + ψqt)dx︸ ︷︷ ︸
:=J3

. (3.79)
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Maintenant ; en utilisant (3.55)1 et (3.55)4, on trouve :

J2 + J3 = −K
∫ 1

0

ϕψxdx+K

∫ 1

0

w2
xdx+ ρ1

∫ 1

0

ϕtwtdx

−γρ4

k

∫ 1

0

ψtqdx+
δγ

k

∫ 1

0

ψqdx+ γ

∫ 1

0

ψθxdx (3.80)

−µ1

∫ 1

0

ϕtwdx−
∫ 1

0

w

∫ τ2

τ1

µ2(s)z(x, 1, s, t)dsdx.

Utilisant (3.55)2, nous aurons

J1 = −β
∫ 1

0

ψ2
xdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx+

∫ 1

0

ψx

∫ t

0

g(t− s)a(x)ψx(s)dsdx (3.81)

−K
∫ 1

0

ψ2dx−K
∫ 1

0

ϕxψdx− µ3(t)

∫ 1

0

b(x)ψf(ψt)dx−
∫ 1

0

γψθxdx.

D'après (3.80), (3.81) et en utilisant le lemme (3.4.4) , on obtient

F ′2(t) ≤ −µ1

∫ 1

0

ϕtwdx+ ρ1

∫ 1

0

ϕtwtdx−
γρ4

k

∫ 1

0

ψtqdx+
δγ

k

∫ 1

0

ψqdx

−β
∫ 1

0

ψ2
xdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx− µ3(t)

∫ 1

0

b(x)ψf(ψt)dx

+

∫ 1

0

a(x)ψx

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)dsdx−
∫ 1

0

w

∫ τ2

τ1

µ2(s)z(x, 1, s, t)dsdx.

En appliquant l'inégalité suivante

| ab |≤ v

2
a2 +

1

2v
b2, a, b ∈ R, v > 0,

et par conséquent, pour tout ε2 > 0,

F ′2(t) ≤ −β
∫ 1

0

ψ2
xdx+

µ

2

∫ 1

0

(
1

ε2

ϕ2
t + ε2w

2

)
+
ρ1

2

∫ 1

0

(
1

ε2

ϕ2
t + ε2w

2
t

)
dx

+
γρ4

2k

∫ 1

0

(
ε2ψ

2
t +

1

ε2

q2

)
dx+

δγ

2k

∫ 1

0

(
ε2ψ

2 +
1

ε2

q2

)
dx

−
∫ 1

0

w

∫ τ2

τ1

µ2(s)z(x, 1, s, t)dsdx+ ρ2

∫ 1

0

ψ2
t dx− µ3(t)

∫ 1

0

b(x)ψf(ψt)dx

+

∫ 1

0

a(x)ψx

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)dx. (3.82)

Maintenant, on va estimer les trois derniers termes de (3.82). d'après les inégalités de
Young, Couchy-Schwartz et de Poincaré, on trouve

|µ3(t)

∫ 1

0

b(x)ψf(ψt)dx| ≤ ε2c

∫ 1

0

ψ2
xdx+

c

2ε2

∫ 1

0

b(x)f 2(ψt)dx. (3.83)
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|
∫ 1

0

a(x)ψx

∫ t

0

g(t− s)ψx(s)dsdx| ≤ ε2c

∫ 1

0

ψ2
xdx+

c

ε2

g ◦ ψx, (3.84)

−
∫ 1

0

w

∫ τ2

τ1

µ2(s)z(x, 1, s, t)dsdx

≤ cε2µ1

2

∫ 1

0

ψ2
xdx (3.85)

+
1

2ε2

∫ 1

0

∫ τ2

τ1

| µ2(s) | z2(x, 1, s, t)dsdx.

Alors, en remplaçant (3.83) et (3.85) dans (3.82) et utilisant (3.76), ce qui est l'inégalité
recherchée.

Lemme 3.4.6. Soit (ϕ, ψ, ψ, θ, q, z) une solution du (3.55)− (3.56). Alors la fonction-
nelle

F3(t) := ρ1

∫ 1

0

ϕt

(
−ϕ+

∫ x

0

ψ(y)dy

)
dx. (3.86)

Satisfait l'estimation :

F ′3(t) ≤ −K
2

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+ ε3

∫ 1

0

ψ2
t dx+ c(1 +

1

ε3

)

∫ 1

0

ϕ2
tdx

+
µ1

K

∫ 1

0

∫ τ2

τ1

| µ2(s) | z2(x, 1, s, t)dsdx, (3.87)

pour tout ε3 > 0 .

Démonstration. En dérivant F3(t), utilisant (3.55)1 et en intégrant sur (0,1), on obtient

F ′3(t) = ρ1

∫ 1

0

ϕt

(∫ x

0

ψt(y)dy

)
dx−

∫ 1

0

(
ϕ+

∫ x

0

ψ(y)dy

)∫ τ2

τ1

µ2(s)z(x, 1, s, t)dsdx

−K
∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+ ρ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx− µ1

∫ 1

0

ϕt

(
ϕ+

∫ x

0

ψ(y)dy

)
dx. (3.88)

En appliquant les inégalité de Young, Poincaré et de Cauchy-Schwartz, et le fait que

−µ1

∫ 1

0

ϕt

(
ϕ+

∫ x

0

ψ(y)dy

)
dx ≤ K

4

∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+ c

∫ 1

0

ϕ2
tdx,

d'où l'estimatuin (3.87).

Lemme 3.4.7. Soit (ϕ, ψ, θ, q, z) une solution du problème (3.55) − (3.56). Alors la
fonctionnelle

F4(t) := −ρ3ρ4

∫ 1

0

q

(∫ x

0

θ(y)dy

)
dx. (3.89)

Satisfait l'estimation

F ′4(t) ≤
(
−ρ3k +

ε4ρ3δc

2

)∫ 1

0

θ2dx+
ε4ρ4γ

2

∫ 1

0

ψ2
t dx

+

(
ρ4k +

ρ3δ

2ε4

+
ρ4γ

2ε4

)∫ 1

0

q2dx, (3.90)

por tout ε4 > 0 .
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Démonstration. En dérivant la fonctionnelle (3.89) et utilisant (3.55)3, (3.55)4, d'après
la formule d'intégration par parties et à l'aide de inégalité de Young, on obtient (3.90)

Lemme 3.4.8. Soit (ϕ, ψ, θ, q, z) une solution du problème (3.55)− (3.56). Alors, pour
η1 > 0, la fonctionnelle

F5(t) =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1

s exp−sρ | µ2(s) | z2(x, ρ, s, t)dsdρdx. (3.91)

Satisfait

F ′5(t) ≤ −η1

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1

s | µ2(s) | z2(x, ρ, s, t)dsdρdx

−η1

∫ 1

0

∫ τ2

τ1

| µ2(s) | z2(x, 1, s, t)dsdx+ µ1

∫ 1

0

ϕ2
tdx. (3.92)

Démonstration. En di�érentiant (3.91) et utilisant (3.55)5, le fait que
z(x, 0, s, t) = ϕt et e

−s ≤ e−sρ ≤ 1 on trouve pour tout ρ ∈ [0, 1]

F ′5(t) ≤
∫ 1

0

∫ τ2

τ1

e−s | µ2(s) | z2(x, 1, s, t)dsdx+

(∫ τ2

τ1

| µ2(s) | ds
)∫ 1

0

ϕ2
tdx

−
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1

se−s | µ2(s) | z2(x, ρ, s, t)dsdρdx.

Lorsque s 7→ −e−s est une fonction croissante, on a −e−s ≤ −e−τ2 pour tout s ∈ [τ1, τ2].
Finalement, prenons η1 = −e−τ2 et réécrire (3.6), on obtient (3.92).

Maintenant, on introduit la fonction de Lyapunov

L(t) := NE(t) +N1F1(t) + F2(t) + F3(t) + F4(t) +N2F5(t) (3.93)

où N1, N2 et N sont des constantes strictement positives à déterminer plus tard.

Lemme 3.4.9. Pour N > 0 assez grand , il existe β1, β2 > 0 tels que

β1E(t) ≤ L(t) ≤ β2E(t). (3.94)

Autrement dit , les fonctions E et L sont équivalentes .

Maintenant , on est prêt à citer et de prouver le résultat principal de cette section .

Théorème 3.4.1. Soit (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, θ0, q0, f0)T ∈ H. Supposons que les hypothèses
(H5)(H9) sont satisfaites, alors, il existe c1, c2 > 0 telles que la solution faible du
problème (3.55)-(3.56) satisfait :

E(t) ≤ c1K
−1

(
c2

∫ t

0

(µ3η)(s)ds

)
, ∀t ≥ 0, (3.95)

avec η = 1 si a = 0 .
la fonction K dé�nie dans (3.58) .
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Démonstration. En combinant (3.60), (3.61), (3.78), (3.87) et (3.90), en utilisant (3.8)
et lorsque g est positive, g(0) > 0 alors pour tout t0 > 0∫ t

0

g(s)ds ≥
∫ t0

0

g(s)ds = g0 > 0, ∀t ≥ t0,

on arrive à

L′(t) ≤ −N1ρ2g0 − ε1(ρ2
2 + g1)

∫ 1

0

(α(x) + b(x))ψ2
t dx

+

{
ρ2 +

γρ4ε2

2k
+
ρ4γε4 + ρ1ε2

2
+ ε3

}∫ 1

0

ψ2
t dx−Nµ3(t)

∫ 1

0

b(x)ψtf(ψt)dx

+

{
µ1 + ρ1

2ε2

+ c

(
1 +

1

ε3

)
+N2µ1 −Nη0

}∫ 1

0

ϕ2
tdx

+

{
N1cε1 +

c

2ε2

}∫ 1

0

b(x)f 2(ψt)dx+N1ρ2g0 − ε1(ρ2
2 + g1)

∫ 1

0

b(x)ψ2
t dx

+

{
N1ε

′
1(2β2 + 1)−

(
β +

cε2µ1

2
+
cδγε2

2k

)}∫ 1

0

ψ2
xdx (3.96)

+

{
cN1

(
ε1 +

1

ε1

)
+ cN1

(
ε′1 +

1

ε′1

)
+

c

ε2

}
g ◦ ψx +

(
N

2
− cN1

ε1

g′ ◦ ψx
)

+

{
N1

(
cε1 +

g1

ε1

)
+
δγ + γρ4

2kε2

+
ρ4γ + ρ3δ

2ε4

+ ρ4k − δN
{∫ 1

0

q2dx

+

{
1

2ε2

+
µ1

K
−N2η1

{∫ 1

0

∫ τ2

τ1

| µ2(s) | z2(x, 1, s, t)dsdx

+

{
N1ε

′
1K

2 − K

2

{∫ 1

0

(ϕx + ψ)2dx+

{
−ρ3k +

ε4ρ3δc

2

{∫ 1

0

θ2dx

−N2η1

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1

s | µ2(s) | z2(x, ρ, s, t)dsdρdx.

Pour tout t ≥ t0.
Maintenant, nous sélectionnons nos constantes très soigneusement. Prenant ε2 = 1 et
ε1 et ε4 assez petit pour que

ε1 <
ρ2g0

ρ2
2 + g1

, ε4 <
2k

δc
.

Après cela, nous prenons ε3 = (τ0γε4 + ρ1)/2,, en utilisant lemme(2.3.2), nous choi-
sissons N1, N2 assez grand pour que

N1(ρ2g0 − ε1(ρ2
2 + g1)) >

(
ρ1 + ρ2 + ρ4γε4 +

γρ4

2k

) 2

d
,N2 >

1

2η1

+
µ1

Kη1

,

alors, nous sélectionnons ε′1 petit tel que

ε′1 < min

{
1

2N1K
,

(
β +

cµ1

2
+
cγδ

2k

)
/N1(2β2 + 1)

}
.
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En�n, nous choisissons N assez grand pour que

µ1 + ρ1

2
+ c

(
1 +

1

ε3

)
+N2µ1 −Nη0 < 0,

cN1

ε1

− N

2
< 0,

N1

(
cε1 +

g1

ε1

)
+
δγ + γρ4

2k
+
ρ4γ + ρ3δ

2ε4

+ ρ4k − δN < 0.

Par conséquent, (3.96) prend la forme

L′(t) ≤ −c
∫ 1

0

[
ϕ2
t + (α(x) + b(x))ψ2

t + ψ2
x + (ϕx + ψ)2 + θ2 + q2

]
dx

−c
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ τ2

τ1

s | µ2(s) | z2(x, ρ, s, t)dsdρdx+ cg ◦ ψx

+c

∫ 1

0

b(x)(ψ2
t + f 2(ψt))dx.

En utilisant lemme(2.3.2) et il nous reste à estimer (3.59)

L′(t) ≤ −cE(t) + cg ◦ ψx + c

∫ 1

0

b(x)(ψ2
t + f 2(ψt))dx, ∀t ≥ t0. (3.97)

On dé�nit l'ensemble suivant :

Σψ = x ∈ (0, 1) :| ψt(x, t) | > letΘψ = (0, 1) \ Σψ.

Maintenant, on va estimer le dérnière terme du membre droite de (3.97)∫ 1

0

b(x)(ψ2
t + f 2(ψt))dx =

∫
Σψ

b(x)(ψ2
t + f 2(ψt))dx

+

∫
Θψ

b(x)(ψ2
t + f 2(ψt))dx,

en utilisant hypothèse (H6) et (3.60), on trouve

µ3(t)

∫
Σψ

b(x)(ψ2
t + f 2(ψt))dx ≤ (k−1

1 + k2)

∫
Σψ

µ3(t)b(x)ψtf(ψt)dx

≤ (k−1
1 + k2)

∫ 1

0

µ3(t)b(x)ψtf(ψt)dx (3.98)

≤ −cE ′(t).

Si h′′ = 0 dans [0, l] : ce qui implique qu'il existe k′1, k
′
2 > 0 tels que k′1s

2 ≤ f(s) ≤ k′2s
2

pout tout s ∈ R+, et aussi (3.98) est veri�e pour | ψt(x, t) |≤ l, . D'après (3.97), (3.98)
et le fait que µ′3 ≤ 0, on trouve

(µ3(t)L(t) + cE(t))′ ≤ −cµ3(t)J(E(t)) + cg ◦ ψx, ∀t ≥ t0, (3.99)

avec J de�nie dans (3.57).
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Si h′(0) et h” > 0 sur (0, l] : Puisque h est convexe croissante, h−1 est concave
croissante, donc, à l'aide de hypothèse (H6), l'inégalité inversée de Jensen pour la
fonction concave, on obtient

µ3(t)

∫
Θψ

b(x)(ψ2
t + f 2(ψt))dx ≤ µ3(t)

∫
Θψ

b(x)h−1(ψtf(ψt))dx

≤ µ3(t)

∫
Θψ

h−1(b(x)ψtf(ψt))dx

≤ µ3(t) | Θψ | h−1

(∫
Θψ

1

| Θψ |
b(x)ψtf(ψt)dx

)

≤ cµ3(t)h−1

(∫
Θψ

b(x)ψtf(ψt)dx

)

≤ cµ3(t)h−1

(∫ 1

0

b(x)ψtf(ψt)

)
dx

≤ cµ3(t)h−1(−cE ′(t)). (3.100)

D'après (3.97), (3.98) et (3.100),on trouve

µ3(t)L′(t) ≤ −cµ3(t)E(t) + cµ3(t)h−1(−cE ′(t))− cE ′(t) + cg ◦ ψx, ∀t ≥ t0.

En utilisant l'inégalité de Young et le fait que

h∗(p) ≤ p[h′]−1(p), E ′ ≤ 0, h′′ > 0 et µ′3 ≤ 0.

On obtient pour ε0 > 0 assez petit et c0 > 0 assez grand ,

[h′(ε0E(t))[µ3(t)L(t) + cE(t)+]c0E(t)]
′

= ε0E
′(t)h′′(ε0E(t))[µ3(t)L(t) + cE(t)]

+h′(ε0E(t))[µ3(t)L′(t) + µ′3(t)L(t) + cE ′(t)] + c0E
′(t)

≤ −cµ3(t)h′(ε0E(t))E(t) + cµ3(t)h′(ε0E(t))h−1(−cE ′(t)) (3.101)

+c0E
′(t) + ch′(ε0E(t))g ◦ ψx

≤ −cµ3(t)h′(ε0E(t))E(t) + cµ3(t)h∗(h′(ε0E(t)))− cE ′(t)
+c0E

′(t) + ch′(ε0E(0))g ◦ ψx
≤ −cµ3(t)h′(ε0E(t))E(t) + cε0µ3(t)h′(ε0E(t))E(t) + cg ◦ ψx
≤ −cµ3(t)h′(ε0E(t))E(t) + cg ◦ ψx = −cµ3(t)J(E(t)) + cg ◦ ψx.

Maintenant , on dé�nit la fonctionnelle :

F(t) =

{
µ3(t)L(t) + cE(t) si h� = 0 dans [0,l] ,

h′(ε0E(t))[µ3(t)L(t) + cE(t)] + c0E(t) si h'(0) = 0 et h� > 0 dans (0,l].

En utilisant (3.94), on obtient
F ∼ E,
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et en exploitant (3.99) et (3.101), on conclut

F ′(t) ≤ −cµ3(t)J(E(t)) + cg ◦ ψx,∀t ≥ t0.

D'après (3.60) et hypothèse (H8), on obtient

(η(t)F(t))′ = η′(t)F(t) + η(t)F ′(t)
≤ −cµ3(t)η(t)J(E(t)) + cη(t)g ◦ ψx
≤ −cµ3(t)η(t)J(E(t)) + c(ηg) ◦ ψx
≤ −cµ3(t)η(t)J(E(t))− cg′ ◦ ψx
≤ −cµ3(t)η(t)J(E(t))− cE ′(t).

En suite
R(t) = ε(η(t)F(t) + cE(t)),

avec 0 < ε < ε et ε est une constante positive satisfait

η(t)F(t) + cE(t) ≤ 1

ε
E(t), ∀t ≥ 0.

On a
R ∼ E, (3.102)

et pour tout t ≥ t0
R′(t) ≤ −cεµ3(t)η(t)J(R(t)). (3.103)

En choisissant K ′ = −1/J , on obtient d'après (3.103)

R′(t)K ′(R(t)) ≥ cεµ3(t)η(t), ∀t ≥ t0,

En intégrant sur (t0, t)

K(R(t)) ≥ K(R(t0)) + cε

∫ t

0

µ3(s)η(s)ds− cε
∫ t0

0

µ3(s)η(s)ds,

d'autre part, quand limt→0+ K(t) = +∞ et

0 ≤ R(t0) ≥ ε

ε
E(t0) ≤ ε

ε
E(0),

on obtient pour ε assez petit

K(R(t0))− cε
∫ t0

0

µ3(s)η(s)ds > 0.

Alors, grâce à la décroissance de k−1, on déduit que

R(t) ≤ K−1

(
K(R(t0)) + cε

∫ t0

0

µ3(s)η(s)ds

)
≤ K−1

(
cε

∫ t

0

(µ3η)(s)ds

)
.

D'après l'inégalité précédente et (3.102) on trouve facilement (3.95). Ce qui termine la
prouve .
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