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Résumé

Ce mémoire, propose une contribution a I’étude de l'existence, 1'uni-
cité et I'explosion en temps fini(Blow-up) pour deux problemes : pa-
rabolique et hyperbolique amorti non linéaire a exposants variables

pour des solutions faible.

Mots - clés : Parbolique, hyperbolique, existence ; unicité; ex-

plosion en temps fini(Blow-up) ; exposants variable.
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INTRODUCTION

Notre objectif dans ce mémoire est l'existence, 'unicité et 'explosion en temps fini pour
des problemes hyperboliques amortie non linéaire avec des exposants variables.
Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre, est consacré a une bréve exposition de la théorie des espaces de
fonctions qui fournissent un cadre analytique pour 'étude des EDPs a exposants variable
de non-linéarité. Ce sont les espaces de Lebesgue et de Sobolev a exposants variables, qui
peuvent étre considérés comme des cas particuliers des espaces d’Orlicz, ou des espaces semi-
modulaires.

Dans le second chapitre, nous intérésant a l'existence et I'unicité de solutions faibles,
I'explosion en temp fini(the Blow-up) sous certains conditions sur les données pour un équa-
tion d’onde semi-linéaire avec un terme source logarithmique non linéaire sous condition aux

limites de Dirichlet homogene

u — Au + ug|™ 2w = [uPY 2y In |u|, dans © x (0,7)
ule;t) =0, sur 092 x (0,7 (1)
u(z,0) = uo(z), ut(z,0) = ui(z), dans €2,

Dans (2.1), €2 soit un domaine bornée dans R™(n > 1) avec une frontiére lisse d€2, pour tous
m(.), p(.): Q — R fonctions mesurables satisfaisant pour la fonction g

(2)

2n v
2€q<q@z)<p<:5,n=3
2<q1<q(z) <2< 00, n<L2

avec

q1 = essinf ¢(z), ¢9:= esssupq(x)
xzel) et

et la condition de continuité log—Holder :

l4(2) — qW)| £ —izfamy> POUD-D. 2,y € Q, avec |z —y| <&
A>0, 0<déx<l.



Dans le deuxiéme chapiter, nous concentrons sur une classe d’existence, d’unicité et d'éxplo-
sion en un temps fini T de la solution d 'un modele d’équation d’onde logarithmique impliquant
des exposant variable et des termes sources non linéaires sous des conditions aux limites de
Dirichlet homogenes.

gy — At~ Jug "0 2wy = [ufPO2uln |ul

Nous avons appliqué la méthode de Faedo-Galerkin combinée au théoreme du point fixe de
Banach pour déterminer 'existence et 1'unicité d’une solution locale dans le temps locale.
Sous I'hypotheése de conditions appropriées, différentes techniques des inégalités sont utilisées
pour obtenir les explosions en un temps fini T' de la solution. Ce type d’équation est lié a la
dynamique des fluides, aux fluides électrorhéologiques, a la théorie de la mécanique quantique,
a la physique nucléaire, a 'optique et a la géophysique.

Dans le dernier chapitre, un résultats de non-existence globale et d’explosion pour une
équation d’évolution quasi-linéaire et 1'explosion pour des solution faible avec une énergie

initiale négative a été analysiée pour un probléme aux limites initiales suivant :

a(z,)us— Appyu=f(u), z€Q t>0
u(z,t)=0sur,t>0 (4)
u(z,0) = yy(z), z € Q,

Apyu = div (|Vu|m(x)_2 Vu)

appelé l'opérateur m (.)-Laplacien, ot 2 un domaine borné dans R, n > 1 de frontiere lisse
=080,



CHAPITRE 1

ESPACES DES FONCTIONS

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a une breve exposition de la théorie des espaces de fonctions qui
fournissent un cadre analytique pour I'étude des EDPs a non-linéarité variable. Ce sont les
espaces de Lebesgue et de Sobolev a exposants variables, qui peuvent étre considérés comme
des cas particuliers des espaces d'Orlicz [§], ou des espaces semi-modulaires [5-7].

La théorie de tels espaces est tres intéressante en soi, ce sujet difficile s'est développé tres

rapidement au cours des dernieres décennies.
Une discussion détaillée de la théorie des espaces de Lebesgue et de Sobolev avec des ex-

posants variables dépasse le cadre de la monographie, pour cette raison, nous nous limitons
a décrire un ensemble minimal de propriétés nécessaires dans la suite de la procédure. Notre
présentation suit les documents [3,4, 9].

Un apercu approfondi et approfondi de la théorie des espaces de Lebesgue et de Sobolev

a exposant variable, ainsi que la discussion de la bibliographie disponible sur cette question,
se trouvent dans les monographies [1,2].

1.2 Préliminaires

Avant de définir les espaces avec des exposants variables, introduisons plusieurs notations
et rappelons quelques faits bien connus les plus utilisés tout au long du texte. Sauf au indica-
tion spéciale, ) représente toujours un domaine borné de R" afrontiér I' = 9 Lipschitzienne,
ot C! par morceaux .

Notons que

Q={(z,t):z€e,te(0,7)}



Halloub Djihane ‘ 1.2 Préliminaires ‘

est utilisé pour un cylindre générique en R" x (0,0c) avec la base ) et une hauteur finie
arbitraire T < oo. La limite latérale de @ est notée T' = 9Q x (0,7). Si la valeur de T
est importante pour la procédure, nous utilisons les notations Qr et I'r.Pour par souci de
concision, pour les points du cylindre @ = € x (0, T') on utilise souvent le notation z = (x,1).
étant donné une fonction ¢(z,t) € CY(Q), par convention on désigne

@T(f) = BUPq Q(.ﬁb‘, t)" ‘?5_ (tJ = 1llfg ¢($~ t)u

9T =supgP(a,t), ¢~ =infgé(x.t). -y

L’espace de Banach LP()) & constante p € (1,00) est 'ensemble des fonctions mesurables

lullao = ( [ ul'dz)".

Par L>(2) on désigne 'ensemble

a norme finie

u : 2 — R| u est mesurable,

ul < M p.p. Q]
LW(Q):{ u| < M p.p D}'

pour une constante finie M
La norme de L>(2) est définie par
[|ul|ooe = inf{M >0 : |u| < Ma.e. en2} .

L’espaceL?(€)) est un espace de Hilbert avec le produit intérieur

(u,v)ging uvdx.
: Q

Wka(Q), k > 1,1 < ¢ < oo, est l'espace de k fois des fonctions faiblement différentiables
a norme hornée

||uflw.ai) = (/Q > |Du“|pd$) :

o< al<k
s . . . . L

ot v est le multi-indice, & = (ay, ..., ;) avec un entier oy; > 0, |a| = 3 o;.
i=1

L'espace WEP(Q) est la fermeture de C5°(Q2) (ensemble des fonctions lisses a  support
compact en ) dans la norme de W*?(Q). Une norme équivalente de Hf"gl P(Q)) est donnée par

||u||wr}-f’(Q) = [|Vulpa-

Dauns le cas p = 2 on note H*(Q) = W*2(Q) et HY(Q) = WF(Q). Le produit interne dans
espace de Hilbert HE(Q),k > 1, est défini par

(u, ) g (o) = Y (D%, D%)sq.

0<|a|<k

Mémoire de Master : Certains probléme d’evolution dans un espaces de Lebesgue et Sobolev @
exposants variables
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On désigne par LP(0,T;L9S2)), p. ¢ = 1, I'espace des fonctions mesurables avec la norme

T
|[ul| o010 () = (j (., f)llg.gdf)
0

|| Lro.1:re) = ||ul|po- La notation L(0,T; Wy (1))

représente 'espace des fonctions mesurables, faiblement différentiables en @ et bornées dans

bornée

v

Dans le cas p = ¢, nous écrivons

la norme

Fl

T
||“||r.om__T;1rV[}-P(n)) = (/ ||v'“-(-st)||g,£2dt)
0

Pour chaque f € LP(Q), g € LF(Q) avec 1 < p < o0 et p = £, linégalité de Hélder
satisfaisant :

[1£llgldz < 1I£lallgly.o
Q

Pour tous les nombres réels non négatifs =,y et chaque p € (1,00), l'inégalité de Young

satisfaisant :
2y < Saboy Syt e B
BN A L-p
Nous utiliserons souvent cette inégalité sous la forme suivante :
pour tout £ > 0, p € (1, 00) et réel non négatif x, y

T = ((?p)%?‘(fp)_rir) <exP+——— P

L’inégalité de Gronwall. Soit une fonction non négative v(t) : [0,7) +— R satisfaisant 1'in-
égalité differentielle

v'(t) <a(t)u(t)+ f(t) aein (0,7), v(0)=uwp,

avec a(t) donné, f(t) € L'(0,T). Alors pour a,t € (0,T)

t

v(t) < voexp (/ a(r)dr) —I—jf(r)exp (/tu(.:-)ds) i
0

0 T

Une fonction f(z,7): Q x R — R est appelée fonction carathéodoire si f(z,r) est mesurable
en () pour tout r € R et continue par rapport a 7 pour a.e. ¥ € Q.

1.3 Espaces de Lebesgue a Exposants Variables

Mémoire de Master : Certains probléme d’evolution dans un espaces de Lebesgue et Sobolev @
exposants variables
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1.3.1 Définition et propriétés de base

Soit
Q c R"™ un domaine ouvert borné (1.2)
avec la limite Lipschitz-continue 992 '
et
p: Q2+~ (1,00) soit une fonction mesurable. (1.3)

Sur 'ensemble de toutes les fonctions f : 2 — R on définit la fonctionnelle
Ao = [ 1f(@)Pda < oo
O

et présenter 'ensemble
LY(Q) = {f mesurable sur Q : A, (f) < oo} y

qui est un espace linéaire. Il est facile de vérifier que

(4(f) = 0 pour chaque f,
O(f) =0 <+= f=0,
p() 1= p()( f) pour chaque f,

Ay (f) est convexe.

PP"!\-“!—‘

Chaque fonctionnelle qui satisfait aux propriétés (1) a (4) est appelée modulaire
convexe.

Le modulaire Ap.)(f) possede aussi les propriétés

(5) si |f(x)| = |g(x)| pour p.p. z € Q et si Apy(f) < oo, alors Apy(f) < Apy(9),
U'inégalité est stricte si |f| < |g],

(6) si 0 < Ap(y(f) < oo, alors la fonction X — Ay )(f/A) est continue et décroissante
sur l'intervalle [1, o)

La propriété (5) est évidente. Pour prouver la propriété (6), on remarque que pour a.e.
z € Q|f(z)/ AP est monotone décroissant en fonction de A > 1, et que Ap(y(f/A) est
monotone en vertu de (5). Soit 0 < Ay )(f/A) < oo et A\p \y A. Alors | f(z) /] A
|/ ()

Introduisons le fonctionnel

et la continuité de A,()(f/\) découle du théoréme de convergence monotone.

1100 =l =t {3 > 05 iy (£) <1 (19)

Chaque fois que cela ne cause pas de confusion, nous utilisons la sténographie || f||,.).0 =||f]]»-

Mémoire de Master : Certains probléme d’evolution dans un espaces de Lebesgque et Sobolev a
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Proposition 1.1. Si 0 < ||f||, < oo alors A,(f/]|fllp) <

Démonstration. Prend une suite {7} telle que v, N ||f||p- En vertu de la définition de

la propriété (6) et le lemme de Fatou

A(f/1I£p) < klﬂ};mf/ip(f/“fk) <1

Corollaire 1.1. Si 0 < ||f||, < 1, alors A,(f) < 1.

Démonstration.

p.1 |f(:r _
Af) = jvuw(wx</ﬂﬂx de = A,(f/|Ifllp) <1

Proposition 1.2 (Norme de Luxembourg de L!()(Q)). La fonctionnelle

[1-lpy. (@ () + [0, 00)
définit une norme de Uespace LP)(Q).

Démonstration. Nous devons vérifier que
1 £ |lp(y.0 < 0 pour chaque f € LP@(Q);
| fllpt).0 =0 = f =0 pour la norme en Q;
Y(w) €R, £ € PO |ufllore = lllfllocro;
fr9 € PO+ gllpr.a < fllsera + llglloey.0-
(1) La premiere propriété est évidente.
(2) Notons
P={)>0:4,(f/3) <1},

Il est clair que pour f = 0, nous avons P(0) = (0,00). Si || f|[y(). # 0, il résulte de la propriété
(6) du modulaire A,(y(-) et de la Proposition 1.1 que P(f) = [\, o) avec A = || f||p. Par (2.3)

| fllp = inf P(f),

c’est pourquoi pour f = 0, nous avons ||f||, = inf P(0) = 0. Supposons, par contradiction,
quil existe f € LP()(Q) tel que ||f]||p().0 = 0, mais f # 0 sur un ensemble de mesure non

nulle en Q. Cela signifie que

/|f|”(“")d;z: >e>0
Q

Mémoire de Master : Certains probléme d’evolution dans un espaces de Lebesgque et Sobolev a

exposants variables
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pour certains £ > 0. Puisque inf P(f) = 0, il existe une suite {\;} € P(f)N(0,1) telle que
M — 0 et Ay (f/Ak) <1, ce qui est impossible car

1 -
1> Ay (f/ ) = j |f /2P Ddx > /\—]|f|p(“’Jflr > /\i — oo quand k — oo.
k k
0 0

(3) La troidiéme propriété est évidente.

Présentons 'ensemble

M={f e 1P (Q) : 4,(f) <1}
et remarquez que P(f) = {A > 0: f/A € M}. Puisque A,(-) est convexe, I'ensemble M est

également convexe. Pour chaque f, g € LP™)(Q) et un ¢ > 0 arbitraire

i g

; c M,
e+ |Iflln" e+ gl

d’ou

N ) Y Vo € (0,1)
e+|fll, &+ 1lgllp

en raison de la convexité de M. Choisissons ¢ de la maniere spéciale :

6 (-9 0f (1—8)g _ F4g
e+(Ifll, e+l e+flle  e+llglle  [fllo+ llglls + 2¢

e M.
I résulte que pour chaque £ > 0

ANl + lglly +2¢ € P(f +9),
Cest,

1F +gllp < |1£1lp + llgllp + 2.

Puisque £ est arbitraire, 'assertion suit.

Il résulte de la proposition 1.2 que I'ensemble LP1) () équipé de la norme de Luxembourg
||-|p(),0 est un espace linéaire normé. Dans le cas particulier p = const le modulaire Ay,
génére I'espace de Banach LP(Q) avec la norme ||f||,o = Ap (f), qui est I'espace de Lebesgue
classique (LP(Q), ||.||p.0)-

L'espace LP\)(Q) est un cas particulier des espaces d’Orlicz-Musielak L (Q2). LM(Q) est
constitué de toutes les fonctions f sur Q telles que

/ﬂf(;}:, M (z))dz < oo pour certains A > 0,
0

Mémoire de Master : Certains probléme d’evolution dans un espaces de Lebesgque et Sobolev a
exposants variables
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ot M : Q xR+ [0,00) est une fonction mesurable non négative, semi-continue inférieure,
convexe, mA%me pour a.e. z € (2, et satisfaisant la condition uli_n}D M(z,u) = M(x,0) = 0.
Pour les espaces de Lebesgue-Orlicz LPU(Q) = LM(Q) avee M (z,u) = |u|P@).

Dénotons

+

p- = ess igfp(;r], p" = esssup p(z).
0

Proposition 1.3. Si p™ < oo, alors pour tout f avec 0 < ||f||p()0 < o0

< plﬁ-)(f/||f||p(.),ﬂ) =1

Démonstration. En vertu de la Proposition 1.1, il suffit de vérifier que I'inégalité A,y (f /|| fllpc0 < 1
est impossible. Pour chaque 0 < A < ||| f]|p0).0)

; |f|p(f'-")
AP(-](ff/\) = ) dx

Q

/( £ )”“” (||f||p(.>.n)”(‘” e
J \T7 e )

p+
(”ﬂ%) A/ Tl )

VAN

Si Ap(y(f/1| fllpy0) < 1, on peut choisir A < || f||p1.0 tel que Ay (f/A) < 1,ce qui contredit
la définition de la norme || f||,().0-

Corollaire 1.2. Pour p™ < oo propriétés (2) et (4) de le modulaire Ay.\(f) avec la proposi-
tion donnent :

st ||fllp0).00 alors Apy (f) < || £llpe).0-
Supposons maintenant que
VppzeQ plz)ep,pT]cC (1,0). (1.5)

La relation entre la norme de LPY)(Q) et le modulaire A?)(.) est donnée dans l'assertion

suivante.

Lemme 1.1. Que les conditions (1.3) et (1.5) soient remplies. Alors pour chaque f € LPO(Q)

min {| 715, 00 111560} < Apo () < max {If1 o IS 0} (16)

Démonstration. Supposons d’abord que p = || f||p.) 0 # 0 et considérons la fonction h(z) = f(x)/pu.
D’apres la proposition 1.3 h € L1)(Q) avec ||h||,().o = 1. D’autre part,

1= lhllppe < Ay (h) S (P Ay (f) st p< L Ay(f) st p>1,

Mémoire de Master : Certains probléme d’evolution dans un espaces de Lebesgque et Sobolev a
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d’oit A,(y(f) = min {;.f.'*"J“,;.r.?’_ } Plus,
Ay () = [1fPOde = [ @O RPDds < (17 sip< L siop> 1,
Q )

ce qui donne A,)(f) = min {,u.er, y.p_}. Si ||f||pey 2 =0, alors f =0 a.e. en Qet Ay =20

par la propriété (2) du modulaire.

Corollaire 1.3. L’assertion précédente peut étre représentée sous la forme équivalente : si
les conditions (1.3) et (1.5) sont remplies, alors pour tout f € LP)(Q)

mm{fxpé( 4"+(f}zllfllp(-),;zznmx{ S, AT ) } (17)

Si lexposant p est constant, alors p™ = p~, ce qui convertit (1.6) et (2.9) enégalité A,(f) = |fllhq -

Corollaire 1.4. [l résulte de (1.6) et (2.9) que si les conditions (1.3) et (1.5) sont remplies,
alors pour tout f € LPY)(Q)

(1) [[fllppe=1= Ay )(f) =1
(i) |[fllppe <1< Ap(f) <1
(iii) [|fllp.0 > 1= A0(f) > L.

Lemme 1.2. Soit {f,} une suite de fonctions f, € LPY(Q) et f € L*Y)(Q) avee p(x) vérifiant
(1.8) et (1.5). Puis

I[fn— fllp()o = 0 si et seulement si Ap)(fn— f) 20 as n— oc.

Démonstration. L'assertion est un sous-produit du Lemme 2.1.

Lemme 1.3. Soient les fonctions p(z) et q(z) vérifiant les conditions (1.3) et (1.5). Si
p(z) > q(x) e.a. dans Q, alors LPV(Q) c LIV (Q).

Démonstration. En vertu du lemme 2.1, il suffit de vérifier que la condition A,j(u) < oo
donne A,j(u) < oo. Par I'inégalité de Young

(a) e, P) —q(z)
Aol < g (p(w)'“'p ) )d”“"

< / (1 4 |u|p(‘“J)

Q

Ag(y(u). (L8)

Mémoire de Master : Certains probléme d’evolution dans un espaces de Lebesgue et Sobolev @
exposants variables
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Corollaire 1.5. Sous les conditions du Lemme 1.3 la norme de l'opérateur plongeant LP®)(Q) — 142 (§))
ne dépasse pas 1+ |Q|. Il suffit de remarquer que parvertu de (2.17)
Ag(yo(u)

sup a5 L sup  Apyalu) <149
Aoa=1 Apa(u) A, aw=1 "

Lemme 1.4 (L’inégalité de Holder). Soient les conditions (1.3) et (1.5) remplies. Pour tout

f e LPE(Q) et g € LP@(Q) avec p'(z) = %_Ll ce qui suit inégalité Holder :

1 1
[Usslds < (o= + 5 ) Wflhrsldllyon < 2lhoslslon (19
4 ()

s |lgllpy@ = p et supposons que A # 0, # 0. Par

I'inégalité de Young, pour p.p. € )

|[flz)g(xz)] = A E\ ‘Eu
1 f( p(mJ 1 (.17] ()
= (_(x_) 5 teml s
1@ 1 |g) [
- (p_‘ A {p"‘ " ' (1.10)

Par la propsition 1.3
AolFN =1, A(a/w) =1, (L11)
En intégrant (2.21) sur Q et en appliquant (1.11) on obtient (1.9)

[V@latallds < (S0 + gz (g/,u)

0
1 1
o (p—_ + @,_) 1l 2llgllei).0

Soit Ay = 0. Supposons par souci de précision, que A = 0. Alors f = 0 a.e. en (0 et la

conclusion est la suivante :

/|f z)|dz = 0.

Lemme 1.5. Soit Q) satisfait la condition (1.2), p(x) satisfait les conditions (1.3) et (1.5) et
q=-const <1. Siq > p(x) a.e. en Q, alors

| flle0 < C||fllp)e avec la constante C =
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Démonstration. Soit f € LPV)(Q) avec ||f||,0 = A < oc. On peut supposer que A > 0, sinon
I'inégalité requise est évidente. Posons g(z) = f(z)/A. D’aprés le lemme 1.3 g € LPY(Q) C LI(Q)

avec ||¢||p0).0 = Apry(g) = 1. D’apres la proposition 1.3

“

1 ’ L
X||f||q_.9 — ||.§'||q_.§2 < Aj(g).

En appliquant I'inégalité de Young et le corollaire 1.5 (i), nous trouvons que

Aylg) = /@ dx
2
p@)-q, _a [f@
= Q/( p@)  plo)| A )d

< 9]+ Apy(9) =1+ Q.
En introduisant cette inégalité dans (1.12) on arrive & 'inégalité

= o 1 1
1Fllae < (T4 [2)7 A = (1 + Q)] |fllp() 0

Lemme 1.6. Soit les exposants p(x), q(z) satisfont les conditions (1.3) et (1.5) et

(1.12)

p(z) < qlz) p.p. en Q. Alors le plongement LP®(Q) ¢ LI®)(Q) est continu. La norme de

Uopérateur de plongement ne dépend que de ||, p~ et = :

7lka < Cliflboa. €= c(19lp*,0).

Démonstration. Preuve Le plongement LP@(Q) ¢ L1@)(Q) découle du Lemme 1.3. Soit f € LP)(Q)

avec f || f||p.).0 = A > 0. Notons
Qy={zeQ:plx)=qlx)}, % =0\
et considérons la fonction i = f/A. D'apres la proposition 1.3 A,y(h) =1 et
A(h) = / ]9 dy + / 119 dz

0 i
qgiz)

_ /(|h|p ) d'r+/|h|p

Q
< At g o 11 +/|h|f’
< 2111ax{|81| _" |SE| }1113,}({ (A1), Al (|h|q(¢ }+
ey

L g

o +
= 2111&;{{ l L |Q|l_§1}max{4;(){h U?} p() ()

ool 1— g
= 2nlax{|0| -, 9| °+}+1

Ay (h)
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D’autre part, par (2.9)

" FE
Sl = Wl < max {7000, 45501}

1.3.2 Norme équivalente et complétude de LP(')(Q)

étant donné f € LPL)(Q), on définit la fonctionnelle

: j p(z) :
4y = Ssu zlgla)dx, p'(r)=——""—. 1.13
o= o [ Glateia, #e) =S50 (113

Proposition 1.4 (La norme d’'Orlicz d eL?)(Q)). La fonctionnelle
pey,@ : LPO(2) = R
définit une norme de LP')(().

Démonstration. Nous devons vérifier que

1. |f|p[,,)rg < 0 pour chaque f € LP('J")(Q);

2. |flpya=0= f=0p.p. en Q;

3.

4. [, 9 € LPOQIS + ghoya < M0+ l9ho.e-

Y(u) €R, f € LP(Q)|pfloeye = |ullflow)a;

flp < 0. Soit g € LF'(Q) une

(1) Nous raisonnons par contradiction. Supposons que
fonction arbitraire telle que A,)(—g) < 1. D’apres (1.13)

1
0> [flpe) = E({f(x)g(x)d.x.

Puisque Ay ()(g) = Apy(—g), on a aussi

(SN

0> |flp)0 =

g F@)(~g(x))dz = —% [ 1oty > o

ce qui est impossible.
(2) Pour f = 0 p.p. en 2 'égalité
que |f|y)0 =0 mais f # 0 a.e. en Q, soit Ay (f) # 0. Introduisons la fonction

9(®) = | f(2)P"“signe flz) € L7 ().

flp = 0 découle de la définition de |f|p )0 . Supposons

Nous avons

0=Ifla2 [ @@z = [1()PDdw = Ay (1) #0,
Q Q

ce qui est impossible.
(3)-(4) cette propriété est un sous-produit immédiat des propriétés de la supréme.
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Proposition 1.5. Si |f|,10 < 0o et Ayy(g) < oo, alors

<

[ f@g(e)de
Q

flo.e st Apy(g) <1,
|flp).0Ap)(g) autrement.

Démonstration. Le premier cas est un sous-produit immeédiat de (1.13). Soit Ay()(g) > 1.

Eu vertu de la convexité du modulaire Ay (.)(-)

Ay ((‘411’(.){.9))_1‘(}) < (Apy(@) Ay (g) =1,
d’on

‘/f(:c)g(x)dx = Ay(y(9) < Ay (9 flr0)0-
Q

[ 1@)g(@)/ Ay (9)de
Q

Proposition 1.6. Soit p(z) satisfait (1.3) et (1.5). Si Ay)(f) < oo et |flpya < 1. alors
Ap(-i(f] <1

Démonstration. On argumente par contradiction : supposons que A, (f) > 1. Par la pro-
priété (6) du modulaire (continuité de A,.)(f/A) par rapport a A) il existe A > 1 tel que
Ap(y(f/A) = 1. Posons

9(@) =/ (x)/ AP sing f(2), zeQ.

Puis
pix]

Ap(y(9) = /(|f($)//\|p(m)_l)mdx:f|f//\|pd.-.r.:1,
L 0

d’ou
Fea 2 [F@a@de= [ /AP de=2>1,
Q Q
une contradiction.

Proposition 1.7. Soit p(z) satisfait (1.3) et (1.5). Si |flpey.0 < 1, alors Apy () < | flpra -

Démonstration. Supposons d’abord que Ap)(f) < oo. Présenter la fonction

g(z) = (@)D sing f(z), z € Q.

Puis

Ay(f) = / (@) dz = f f@)g(@)dz < |flpoa-
Q Q
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Pour éviter I'hypothese A,.)(f) < oo on consideére la suite de troncatures
fr(z) = min{k, |f(2)|}xc,, k€N,

o0
o {G}} est une suite d’ensembles G, C Gy C Q tels que Q = |J Gy et X G, est la fonction
k=1

caractéristique de Gy, . Pour tout £ € NA,(fi) < oo et

| felor.2 < |flpre < 1.
L’assertion découle maintenant du théoreme de convergence monotone de Lebesgue.

Théoréme 1.6 (équivalence entre les normes de Luxembourg et d'Orlicz). Soit les conditions

(1.3) et (1.5) soient remplies. Alors

LP(Q) = {f : |l < 00}

et il existe des constantes C,, C* telles que

Cullfllotra < [ flora < C*Ifllie  VF € IPO(Q).

Démonstration. Soit f € L*1)(Q). D apres le corollaire 1.5, 'inégalité Ayylg) £ 1 implique
llg|lp ()0 < 1, et par 'inégalité de Holder

1
@)’

j 1
[ 1@t < (2 + ) Ilboalalbos <21l
Q

Supposons maintenant que 0 < |f|,)q < co. Par

== S'Llp M [ — |f|P()Q - 1
e Ao@<ty [floe ()0

‘ f
FA"GKe

il résulte de la proposition 1.7 que A,(f/|f|y).0) < 1. D’apres le corollaire 1.5

1A/l < 1,

d'ott || f]lp0).0 = |flp). par la définition de la norme de Luxembourg.

Lemme 1.7. Si p(x) satisfait (1.3) et (1.5), espace LPV)(Q2) est complet.

Démonstration. Soit {fi} une suite de Cauchy de fonctions fi € Lp(')(ﬂ) : pour tout £ > 0
il existe kg € N tel que

[1fnl@) = fa@llg(@)lde <& Vim,n > ky (1.14)
Q
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et tout g avec A()(g) < 1. Décomposons €2 en sous-ensembles deux a deux disjoints Gj, avec
|G| < oo et définir les fonctions

I’YG-
gr=—2_  keN,

Pour qui

XGrdx |Gkl
Bl s ] < <1.
p()(gk) 1+ |G“k|)ﬂ(ﬁ") T 14+ |G| T

En remplacant g = gr dans (2.19) on obtient I'inégalité

|fm n /
< o z)|dx <
d’on
/ | fn(®) — ful@)]dz < £(1 4 |Gi]).-

[1 s’ensuit que {fk} est une suite de Cauchy dans L'(G}) pour tout k. Extrayons de f les
sous-séquences {f,g”} et trouvons les fonctions fU) e Ll(Gj) telles que

P ¢ (1O = ppen G, fYe i),
{fé)} @ {fi”} 255 ppen Gy, f? e L(G),

{fkm} C { Y £ s f ppoen G, f™ € LG,

Considérons la suite diagonale { f{™}. Puisqu’il s'agit d' une sous-suite de chaque { £/}, alors
o0
fm(z) - > O (2)XGy, = f(z) pour pp. z €.
k=1
En vertu de (2.19)
/ 150 = Fallg(@)lde < &

pour tout m,n < ng et g tel que A4,y(g) < L. En appliquant le Lemme de Fatou on passer

a la limite et conclure que

/ ful@) = fo(@llg(@ldz < swp [1£0(2) - fule)llg(a)lda < e

mel m<n
)

pour tout n < ng et tout g tel que A,(g) < 1. Par conséquent, |f — f,|, < €.

Corollaire 1.7. Si les conditions (1.3) et (1.5) sont remplies, LP")(Q) est un espace de
Banach.
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Lemme 1.8. Si p(z) vérifie (1.3) et (1.5), alors L*)(Q) est réflexif et séparable.

Démonstration. D’apres le lemme 1.7 Pespace LP)(§2) est un sous-espace complet et fermé
de [P (). Pour p~ > 1 l'espace L” (£2) est un espace de Banach réflexif et séparable. I
s'ensuit que IP0)(Q) est également réflexif et séparable (voir, par exemple, Chap. 1]).

Soit p(x) satisfaire (1.3) et (1.5). D’apres le corollaire 1.5 A,(f) < 1 si et seculement si
If]l, < 1. Tl résulte du théoréme 1.1 que pour tout g € LP(®)(Q) I'application LP®)(Q) — R

défini par

G(f) = [ f@)ga)da, fe D), .15

Q

est une fonctionnelle linéaire continue sur LP®)(Q) de norme vérifiant les inégalités C./|g||, < ||G]| < C*||g]|,-

Lemme 1.9. Les conditions suivantes sont equivalentes :
(i) p e L>(Q),
(ii) pour toute fonctionnelle linéaire continue G sur LPW(Q) il existe un unique fonction

g € LP@(Q) tel que (1.15) soit vérifié.
La prewve peut ére trouvée dans [2] ou [2, Part I, Sect. 2.7].

Corollaire 1.8. L’espace dual de LP@(Q) est IP'@(Q) si et seulement si p € L®().

1.3.3 Ensembles denses dans Li"(')(Q)

Lemme 1.10. Si p(z) vérifie (1.5) et (1.5), l'ensemble des fonctions mesurables et bornées
en Q est dense en LP0)(Q).

Démonstration. Etant donné f € Lpf')(Q), considérons la suite de fonctions f; € Lp('](ﬂ-) N L>(Q)

défini par les formules

ﬁ:{ﬂm s |f@) <k,
k singe f(x) si |f(z)| > k.

Depuis | fx| < |f| et fr = f a.e. en Q, par la convergence dominée par Lebesgue théoreme

Apy(fx — ) — 0 lorsque k — oo, et I'assertion découle du lemme 1.2.

Théoreme 1.9. Soit p(x) satisfait (1.7) et (1.5). Alors U'ensemble C'(2) N L>*(Q) est dense
dans L0 (Q).
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Démonstration. Soit f € LPU (). D’apres le lemme 1.10 pour tout € > 0 fixé il existe un
fonction g € L>(Q) N L*Y(Q) tel que

S = allbya <e. (1.16)

D’aprés le théoréme de Luzin il existe une fonction h(z) € C(Q) et un ouvert U tel que ce

] pt
Ul<min{l [ — ;
| | { (QHQ'HOO) }

g(x) = h(x) partout dans Q/U et sup |h(z)| = sup |g(z]| < ||g]|oc- Il s’ensuit que
QU

g — hP@ f — h|P®)
Ap(,)((g—h)/g) /| ;-p(3‘| /| ,:-p[a|)

(x)

h
TR
U £

p pt
(A=)

17l

2lllso )"
< |U|max{1,( gé OO) } <1.
pour chaque £ > 1

1 7 s _
= [ la(=) = A@)PDdz < Ay (g~ B)/e) < 1= Apy(g—h) < &
0

VAN

IA

et par le corollaire 1.5

lg — h|p(y.0 £ max {A;’( (g —h), A (g — h)} < max {: E%} £?

kY

En rapportant cette inégalité a (1.16), on trouve que

-
lf — hllppa < e+ert.

Corollaire 1.10. Sous les conditions du Lemme 1.10 l’espace C§°(9)) est dense en LP1)(Q) :
CE°(R2) est dense dans l'ensemble des fonctions simples, les fonctions simples sont denses
dans C(Q) N L>(Q), et C(Q) N L®(Q) est dense dans LPL)(Q).

Corollaire 1.11. Sous les conditions du lemme 1.10 lespace IP)(Q) est séparable : I’en-
semble des polynA “mes a coefficients rationnels est dénombrable et dense dans C°(£2).
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1.4 Espaces de Sobolev a exposants variables

Soit le domaine () satisfait (1.2) et l'exposant p(z) satisfait (1.3) et (1.5). le Espace de
Banach Wy ™ (Q) est défini par
WePOQ) = {uelP(Q):|VuP® e LN(Q),u=0 en 00}, (1.17)
lullyivoy = Iullpo.e +[Vullse).o
Lemme 1.11 (L’inégalité de Poincaré). Soient Q et p(x) vérifiant les conditions (1.2) et
(1.3) et (1.5). Si p(z) € CUQ), alors il existe une constante finie C' > 0 telle que pour tout

= T/’Vé ’p(')(ﬂ)
lullpy.0 < ClIVUllp).0- (1.18)

Démonstration. 1l suffit de prouver (1.18) pour un ensemble B M €2, ou B est une boule de
rayon suffisamment petit tel que

n+1

max p(x) <

Ban P S

Le choix de B dépend du module de continuité de p(x) dans Q. Dénoter

p" =maxp(z), p~ =minp(z)

D’apres le théoreme d'injection de Sobolev, la chaine de plongements suivante est vérifiée :
WP (Q) c WPO@Q)BNQ) c W (BNQ) c WP (BN Q) c WPOQ)(BNQ).

Puisque p(z) est uniformément continue sur €2, le domaine € peut étre couvert par un nombre
fini de balles satisfaisant (2.66), d'ou (1.18).
Une conséquence immédiate de I'inégalité (1.18) est la possibilité de définir un norme équi-
valent de 'espace PVUL’p[')(Q] par la relation

||E£-||H,b1.n(.1(ﬂ) = ||V'L£-||p[‘,)_‘g, (120)

Notons Cieg(£2) 'ensemble des fonctions p(x) qui vérifient les conditions (1.3) et (1.5) et sont
continues en ) avec le module de contimuité logarithmique .
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CHAPITRE 2

EXPLOSION ET BORNITUDE DES SOLUTIONS POUR UNE
CLASSE D'EQUATIONS PSEUDO-PARABOLIQUES
SEMI-LINEAIRES AVEC TERME VISCOELASTIQUE P(.)
-LAPLACIEN

2.1 Introduction

Dans un domaine borné soumis aux conditions aux limites de Dirichlet, cet article discute
du phénomene d’explosion en temps fini des solutions pour une classe particuliere d’équations
d’évolution qui affectent le terme viscoélastique pseudo p(.) laplacien. L'équation est donnée
par : :

ur — Au — /0 gt — ) Apeyu(z, s)ds = |u| @2,

Nos résultats montrent que, quelles que soient 1'énergie initiale et les valeurs initiales impor-
tantes, les solutions classiques de cette équation explosent en temps fini dans deux cas. Sous
réserve de certaines conditions sur p, ¢, g et des données initiales uy, nous avons établi un
nouveau critere d’explosion et fourni des limites inférieure et supérieure sur les solutions si
une explosion se produit.

L’équation pseudo-parabolique sous la forme de
u(t) — kAw(t) — Au(t) = f(u), z€Q, t >0,

est couramment utilisé pour décrire divers phénomenes physiques et biologiques, tels que la
propagation d’ondes longues dispersives non linéaires [30], 'agrégation de population [33], la
conduction thermique a deux températures [31] et processus non stationnaires dans les semi-
conducteurs [32], dynamique des fluides, fluides électrorhéologiques; théorie de la mécanique

quantique [, 27-29].
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Une classe d’équations pseudo-paraboliques avec des termes viscoélastiques p(.)-Laplaciens
soumis a des conditions aux limites de Dirichlet homogénes sont écrites sous la forme d'équa-
tions intégro-différentielles partielles par

t
u; — Au— f g(t — s)Apyu(z, s)ds = |u.|‘f("”)_2'u., xef, t>0
0

u(z,t) =0, z€dQ, t>0 (2.1)
u(z,0) = w(z), =€,

oll Apyu = —div (|Vu|p(x)_2Vu) . p(.) et g(.) sont deux fonctions mesurables, Q C R"(n >
1) est un domaine borné, I' = 9 est Lipschitz continue, ug > 0, avec ug € W"&’p(w)(ﬂ), et
g : RY — RT est une fonction C' bornée. La fonction ¢(.) est une fonction continue sur
2. Ce modele particulier implique des équations paraboliques non linéaires concernant le
gradient de la solution et présentant différents degrés de non-linéarité. Le cas le plus courant
est I’équation d’évolution p-Laplace, ou I'exposant p dépend du champ électromagnétique
externe. Pour plus d'informations, veuillez vous référer a des sources telles que [?7,34], ainsi
qu’a leurs références respectives. Le modele viscoélastique est devenu de plus en plus populaire
ces dernieres années pour analyser la dynamique des structures viscoélastiques. Il existe un
probléme courant connu sous le nom de probleme (2.1), qui apparait dans divers modecles

mathématiques utilisés en ingénierie et en physique.

2.2 Préliminaires

Soit p : 2 — [1,00] une fonction mesurable. LP()(Q2) désigne 1'ensemble des fonctions

réelles mesurables u sur 2 telles que
/ |Au () |p(x) dz < oo pour certains A > 0.
Q

L’espace & exposant variable LP) () équipé de la norme de type Luxemburg

p(z)

u(x) AT

|[ull,y = inf § A >0,

9]

est un espace Banach. Tout au long de 'article, nous utilisons
L?pour 1 < ¢q < +ox.
Ensuite, nous définirons 'espace de Sobolev a exposant variable V["’l-"p(')(Q) de la maniere

||, pour indiquer la norme

suivante

Wi (Q) = {u € [PY(Q) : Vu existe et |Vu| € Lp('J(Q]} .
Cet espace est un espace de Banach, défini par sa normeCet espace est un espace de Banach,
défini par sa norme

ullwsoo @) = lullyy.o + 1Vl 0
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De plus, nous avons établi que VV p()(Q) est la fermeture de C3°(2) dans W"l"p'i')(Q)_ On
sait que pour les éléments de W’l Pl J(Q I'inégalité de Poincaré est vraie,

lull, (n, Q) [[Vu], a0 (2.2)

et une norme équivalente de W"& 2 (')(Q) peut étre définie par

||u‘|||WL P{J(Q) ||VH||

Pour énoncer et prouver notre résultat principal, nous devons établir les hypotheses sui-

vantes.

(H1) Les fonctions d’exposant mesurables p(.) et ¢(.) fournies répondent aux exigences sui-

vant )
. 2n
2<@<q@) <@ <p<p@)Sp<——pun>3,

o pour une fonction mesurable donnée ¢ sur €2;

w9 = ess supp (x), ¢ =ess infp (z),
282 zeQ

en supposant sauf que p(.) et g(.) vérifient la condition de contimiité log-Hélder :

() =Wl < M (lz —yl), (2.3)
ot M(r) satisfait
lim supM (r) In (1) = ERIBD.
r—0+ r

(H2) Le noyau mémoire g : [0, +00) — [0, +00) est une fonction C'! satisfaisant

gl 0 o201~ [’ g(s)ds = K > 0, (2.4)

l—jmg(s)ds =K €
0

2.3 Explosion en temps fini et bornitude du temps d’ex-

(H3)

(1 — 1)

L 1] . (2.5)

plosion

Dans cette section, nous prouverons que I'explosion des solutions au probleme (2.1) avec
une énergie positive arbitraire et des données initiales appropriées, nous obtenons en outre
de nouvelles limites pour l'explosion. temps de disponibilité si les exposants variables et les
données initiales satisfont a certaines conditions.

Comme il est bien connu que les équations dégénérées n'ont pas de solutions classiques,
nous donnons une définition précise de la solution faible.
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Définition 2.1. Une fonction u(x,t) € L®(Qx (0, T))NLPV (0? T;W[}@('J(Q)) Jup € L2(0,T; LA(Q))
est appelé solution faible du probléeme (2.1), si et si seulement si ['égalité

. T T +
? . ; i . aif &) P27, .
LL wppdt dx + LL V. (Vts ]u g(t — s)|[Vu(s)| Vu(.s)d.s) dtdz

7
:// |90 2updtda,
JaJo

est valable pour tout o € L*(Q) N [PV (O._ i I-Volip(')(ﬂ)).

La preuve du premier résultat principal repose largement sur la signification de ces deux
lemmes :

Lemme 2.1. Supposons qu'une fonction 6(t) positive, deus fois différentiable, satisfasse 'in-
égalité
9" (1)) — (1+ B )2 >0, t>0,

ot B > 0 est une constante. Si #(0) > 0 et ¢'(0) > 0, alors il existe 0 < 1} < 20 tel que

367(0)
0(t) tend vers l'infini lorsque t — T7.

Dans ce qui suit, nous préparons quelques lemmes nécessaires a la preuve des principaux
résultats.

Lemme 2.2 (Sobolev-Poincaré inequality). i ¢(.) satisfait (H1). Pour tout u € H}(S2), alors

le plongement suivant
HQ) — L®(Q) — L1)(Q) — L1 (Q) — L[*(Q),
sont continus, et on obtient
[ullgy < Bl[Vull2,
ot la constante optimale du plongement de Sobolev est notée B, et la norme de L'(Q) est

représentée par ||.| ). La propriété suivante est associée

min (||u||gh , ||u||32()) < o(u) = /Q |u (2)|7 dz < max (H“”gl(.) ,||u||g?)) ; (2.6)
pour tout u € LIV (Q).

Notre résultat principal est présenté ici.

Nous affirmons 'existence locale d'une solution pour (2.1), méme sans preuve. Ceci peut
étre obtenu grace aux méthodes de Faedo-Galerkin, en combinaison avec le théoréeme du point
fixe dans les espaces de Banach.

Théoréme 2.1. En supposant que (H1) et (H2) soient valides. Le probleme (2.1) a une
solution locale, notée u, qui satisfait u(z,t) € L™ (Q x (0,Ty)) N LV (O,Tg;ﬂfol’p(')(ﬂ)) et
u; € L2 (0,Tp; L*(Q)) pour Ty > 0.
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[ 2.3 Explosion en temps fini et bornitude du temps d’exrplosion

2.3.1 Premier résultat d’explosion

L'une des principales techniques permettant de prouver 'explosion de solutions consiste
a calculer la fonction énergétique et a utiliser 'argument de la concavité.

Soient

o ) (l+'r— I3 g(s )cls) _— (l+’r—f{§g(s)ds)
e (1 T 1o Rgs ) T e @7

powr tout 7 positif tel que

[ (\/iJrf 3—1) (1—/;g(s)ds) (ql_g)]_

Théoreme 2.2. Considérons les hypothéses du théoréme 2.1 . Si E (uyg) > 0 pour tout ug
donné tel que

[ ol dz > L 20E(0) + M0
0 M,y

avec

1]
4(p1+1)
Sip(.) et q(.) satisfont (2.3) et (H1) — (H2) sont vérifiés, alors la solution u(x,t) peut exister

0 < E(0) < (2.8)

pour un fini quantité de temps. Cependant, s’il existe un 11 < Tyax tel que tlin% 5 |l (s)||§ ds = +o0,
— 11

cela signifie que la solution u explose en temps fini en L?()-norme . My et Ma sont
donnés dans (2.7).

Lemme 2.3. Sous les hypothéses du théoreme 2.2, | 'énergie correspondante au probléme (2.1)
E WY (Q) N L0 (Q) — R, est considéré par

i . 1 1
E(t) .= E(u(t)) = 5 (1 — /0 g(s)d.s) | Vu(t)|3 — /Q (Mq Jdx + (g oVu)(t), (2.9)
E(t) est décroissant, c’est-a-dire
1 1
E'(t) = —59(t) [ [Vu(t) Pz + (g o Vu)(t) - [ fu(t)Pda

(2.10)
- /Q lug ()| 2dz < 0.

0l

(goVu)(t) = A.f g(t — s) HVU,(t) - |Vu(s)|p(x)_2Vu.(.s)H§ds.

Démonstration. Pour une solution u au probleme (2.1), en multipliant I'équation (2.1)(2) par

ug, en intégrant le résultat sur (2, et en utilisant la formule de Green, on trouve
f I 4
e (/ |Vu(t))’ d'r—/Q(—|u|q d:r) / g(t — 8)|VulP'2Vu(z, )V, (t)ds
- t)[da.
[ Ju(t)az

Mémoire de Master : Certains probléme d’evolution dans un espaces de Lebesgque et Sobolev a

(2.11)

exposants variables



Halloub Djihane
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Un calcul direct du dernier terme sur le c6té gauche de (3.6) peut étre visualisé comme suit

—f (t — )| VulPD 2T u(z, s) Vuy(t)ds :zg(f)] |Vul?dz — %(g o Vu)(t)

1d
—|—§a(goVu (t) — 5d (/ q(s) d:,/ |Vul cl;':)
(2.12)

En mettant (2.12) dans (3.6), nous obtenons

4L G L[ S R P
= (2 L |Vu(t)|*dz ZA g(s)ds /Q|Vu;{_t)| dx L ) |u(t)|* dx + 2(go Vu)(t)
_ 1 e o g

En intégrant l'identifiant ci-dessus sur (0.t), on obtient

E(t)—E(() < —%Atg(s) ]sz |Vu(s)|*dads + % /;: (¢' o Vu)(s)ds

t 2
—] / |ug|” daeds < 0.
0 Jo

(2.13)

La démonstration du théoréme 2.2 repose sur la signification du lemme suivant 2.4.

Lemme 2.4. Sous les hypothéses du théoréme 2.2, la solution du probléme (2.1) satisfait les

inégalités suivante

:'-IQ Mo

f u(t)|2dz > Mt {G(O) SO - |Q|} +252E(0) +
& i (2.14)
_ L2MGt 4 2 204t
_ 2Mit(0) 4 (zMI 0) + |Q|) ( it
et
o .
/ uuyda > Mye?Mhit [Hu 113 — UQ - |Q|} -+ ﬁ.’fzj llug (., s)||3ds, ¢ >0, (2.15)
Q ﬂ'fl 0

ow My et My comme dans (2.7).

Démonstration. Définir
G(t) = ] lu(t)[2de.
9]

En intégrant par parties et en utilisant 1’équation. (2.1), on obtient
t » :
G'(t) = —2||Vu(t)||2 + QA g(t —s) L Vu(t)(|Vu(s) P2 Vu(s) — Vu(t))dzds
: (2.16)
t
+2/ g(s)d.s”Vu(t)H%—t—Zj |u| " dz.
0 y)
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En appliquant les inégalités de Young et Hélder, le deuxieme terme du membre de droite de
(2.16) peut étre estimé comme suit

M}tg(t ) jg Vu(t)(|Vu(s) P92 Vu(s) — Vu(t))dzds

- “/p Vu(t) Atg(t = 5)(|V'u.(.s)|p('ﬂ_2 Vu(s) — Vu(t))dsd.r‘

§T/Q |Vu(t)|?dz + %L (Ai gt —s) (|V'u ) P2 gu(s) — V'u.(t)) rl,q) ’ dz (2.17)
<rl[Vu(®)l2

ey () ote = ovas) (f st =) [0 P2 uts) = o as) a
= Vu()§+ 1 (g0 Vu)(t) [ a(s)ds

pour tout 7 > 0. En utilisant (2.16) et (2.17), nous concluons

G'(t) > 2 (—1 -7+ /Ot g(s)ds) IVu(t)|)2 — 211" /Ot g(s)ds(g o Vu)(t)+ Z/Q |u|"@da. (2.18)

puisque g; > 2, il est clair de vérifier que

/ |u|?®dz :] |-u|qmdx+/ lu|?™®dx
JQ {meh|u|<1} J{oe|u|>1}

> |u:|2d.1r2/ |u|2d1;—/ lu|?dz (2.19)
{zeft|u/=1} Q {zeld|u|<1}

2/ lul?de — |9,
Q
qui se connectent avec (2.18) donne

Law

di

IE(t) — (go Vu)(t) + 2 a(z) g
22(—1——r+l£:ﬂ8kb) 9 (gli?ingizﬁ”u| v
147 — fé g(s)ds)

1— [gg(s)ds

—1—2/9 |u[7®da — —/ s)ds(g o Vu)(t) > 4( E(t)

O+ =fels)as) 1 g | (2.20)
T2 |2 oo —T[ g(S)db“] (g0 Vu)(?)

p _ £(1+‘ _IO 2
+2 (1 a1 )/|u| du

(e o)
201 = — 11 1€].
T la 1-[e(e)ds &
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L’inégalité (2.20) confirme que

1 M
Za) >2m (G(t] _ 92 — p)
@ M, -

LM
2E(o |9|)+,3112]||ut ,5)||2 ds

>20 (G(1) -

parce que [; ||u; (., .s)||§ ds est positif, nous avons

ﬂf 2
M

d
—G(t 2M
at (t) = 1 (

)

En résolvant une équation différentielle ordinaire non homogene, nous pouvons obtenons

111 ) ihr 2

Glf) =Mt [(_:(n)

T EO — 19

= () + (2%E )+|Q|) (1—e2MLf).

E(0) + |9
(2.22)

En remplacant (3.9) par (2.21), il s’ensuit que

flfg

%G(t} > QM Pt [c‘;(u) ZE(0) - |sz|} + 20, / e (., 5) 2 ds.

Voici la preuve du premier résultat principal :
Nous soulignons que la principale méthode employée dans cette preuve est basée sur la
technique de concavité développée par Levin

Proof of Theorem 2.2. Nous supposons d’abord que u existe au sens classique sur 0 x[0, oc)
c’est-a -dire Th. = +oo (L'intervalle d’existence de u est bornnée, ou u est défini dans tout
I'intervalle (0, +oc)), puis montrez que cela conduit a une contradiction. Nous sélectionnons
un ¢ (t) de la forme suivante pour 0 < t < oo,

t 0
= [ () lar

o () = lull2, (2.23)

alors

on distingue deux cas :

1. Case.l E(u(t)) > 0, pour tout ¢ > 0. Gréace a (3.11), nous pouvons choisir § en tant que

1]

50 (p + 1) 2e)

l<f<
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En ajoutant 4 (p; + 1) SE (¢) —4 (p; +1) SE (¢), et en faisant de nous (3.13), (3.12), et (2.19)
cela donne

o (1) >t ¢(o)—z@E(u )= 10| +( L L J) E(t)

M
—4(p+1)BE®) + |9

M, 1 (2.25)

>e2Mit {,9(0 . E(U |Q| —4(p1 + 1) BE(0) + |

+4(p1 +1) 3/ g (., 8) ]| ds
Soit v une fonction auxiliaire définie comme
¥ (t) = ¢*(t) + ¢ (0) ut) +1,

ou £ > 0, est pris sufisamment petit pour que

—— |/(0) — 232 E(0) — 0] + |22 — 4 (p1 +1) BE(0)
N (p1+1) B (0) )

et 4 > 0 suffisamment grand (si nécessaire), pour que

4e2y > o (0). (2.26)

Donec
¥ () = (20(t) +£7'¢ (0) ¢ (8); (2.27)
Y () = (20(t) + €7 (0)) " (1) +2 (¢ (). (2.28)

A partir de (2.2 7), nous obtenons

W ()%= (2000 + e (0) (F®)

= (42’ + 72 (¥ (0) ))? + 46 (8)¢' (0) ) (' () (2.29)
= (40°(1) + 47 ()¢ (0) + 4y —6) (¢ (1))’
=4y (1) - 8) (P )",
ot § =4y — 72 (' (0))® > 0, alors
(W' () +8 (1)) = 49 () (¢ (£)*. (2.30)

En notant que

/Ot(_ut(,,_s), zf ( |u ||2) ds_—||u ||§—%||uo||§.
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Done,
- t
| (t)||3 = ||un||§ +2A /Qut (.,8)u(s)dxds.

Utiliser les inégalités de Holder et Young donne

(kp(t) = [lu () ”2_(|“0H2+2]/i£t( S)d£d5)2

N2
2 o [\ P

< { ol +2 ([ ulas)” ([ hu (o)l s)
4 g P e & 9

< fuol+ 2luall ([ Nulas + [l (. s)l3as 8]

t 9 t 9
+4 (/0 ||'u.||2(13) (A ||-'u.t(.,.e]||2rl.q)
t W
= lluoll; +2e™ ol | llus (., 9)lI3 ds +2¢ | uoll3 o(2)
T
+p(t) [ e 8)ll3 s,

De (2.28) et (2.30), on obtient

20" (1) (t) = 2 (26(8) + €10 (0)) " (D)9 (t) + 4 (' (1) % ()

2.32
=2(20(t) + 710 (0)) ©" (1) (1) + W (1) + 8 (¢ (1)) aa

Maintenant, a partir de (2.32), (2.29), (2.25) et (2.31), les estimations suivantes assuré

20" (t) v () — (1+ B) (' (1))

=2 (20(t) + &~ »9(0)@0”(? N () +6 (0’ (D) = B (1)
=2(20(t) + 719 (0)) &' () (2) + 8 (¢'(1))" fﬂ(4v(t )~ 5) ( "(m"
=2 (20(1) + 70 (0)) ()0 (1) = 480 (1) (¢ )’ ) (')

zuemﬂ[||ug||z—z “E(0) - |0
>20 (1) (20(8) + 70 (0))

—|—21‘»L;/||ut 5)||2 ds
luoll3+ 267" ||ua||§f lue (-, 8)5,0, ds +2¢ [luoll3 #(2)
—46y (t) = o |
+4p(t) [ llue(9)l3ds

En rappelant les valeurs de 3 et £ et en tenant compte du fait que eMt > 1 p; +1 > 2,
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1 > 0, il en résulte
zw%ww@y—u+ﬁﬂwunz
>48v (t) (Z,J(ﬂ +e (0)) (@1 + I)A ||t (s)||§ ds + (p1+1)ep (O))

B e et g f* 2 _. > -
luoly +2¢ IHUOHZ/[; [[ue (-, 5)llz s + 2€ [|uol; (t)
>0

—45¢ (t) . ) >
+16(0) [ flue ()3 ds,

Maintenant, dans ce cas, nous montrons que T' ne peut pas étre infini et qu’il n'y a donc pas
toujours de solution faible. Du Lemme 2.1, il s’ensuit qu’il existe un 0 < #; < 4o tel que
¥(t) = oo quand t — t, ou

20 e
(.’5’_ ]_) !I_{"F(O) (3'8 _l)HMOH;

0<ti < < toc.
Puisque v est continu par rapport a ¢, nous concluons qu’il existe un 7} < #; tel que
hm Jo |l () |3 ds = +o00 = 11111 sup |[u (t)||3 = +oc. Par conséquent, u(z,t) s'interrompt a

un msta,nt fini 71, c’est- a,—cllre qut, u(z,t) n'existe pas pour toujours, c'est-i-dire que u(z,t)
explose a un instant 7}, ce qui conduira a le résultat de non-existence énoncé dans le théoreme,
alors o explose au temps T} dans L* ()- norme , ce qui contredit. Par conséquent, pour que
les données satisfassent a (3.11), toute solution possede un temps d’explosion fini.

. Cas 2. Supposons qu’il existe tg > 0 tel que E(u(ty)) < 0, (u(tg) # 0). Nous définissons

v(z,t) = u(z,t +1p), alors E(v(0)) = E(u(tp)) < 0. Du fait que E(t) est décroissante en ,
on peut avoir
E((u(t)) < B(u(0)) < 0. (2.33)

Définissez G(t) = [, v?(z,t)dx, alors nous avons comme dans (2.20)

d (l—I-T—fgg(.s)d.s)
Gt > —4—— e B
) 2 (1+T_ fo!}‘
+z(1—q—1 = o) )j| 9@ (2.34)

2(14+7—. s ds .
22 (1 _ = ( fO g( ) ) / |-U|Q('“'“"dx.
q1 Ja

1 — flg(s)ds

De (3.33), il s'ensuit que
G'(t) > 2M, / 107 e, (2.35)

Pour ¢ (.) satisfaire (H2), le plongement suivant

L=(0) = L(Q) = L1(0) — L*(Q),
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prise. Par conséquent, & partir de L2 (Q) < L2(Q), on obtient que
[vll2 < Cellll g(a)- (2.36)

Utilisation (3.36), (3.35), et (2.35) de (3.33), nous pouvons obtenir

1\® 1\% a1 a2
¢z ammin{ () Iolg,(5) Iolf}=comin{ct e, c¥@0), (237

ou C, est une meilleure constante d’intégration et

4 42
(75 :Qﬂiﬂllﬂll{( ] ) S (L) }
Ce Ce

Par G'(t) > 0, donc G(t) > G(0). Nous pouvons conclure que

q

cwl?® | rem)?
GO)| ~|co)]

c¢’est
(G > Go)*=[Gw)*. (2.38)
En utilisant (2.37) et (3.38), nous avons
G'(t) > Csmin {G%‘(t), c(0)*=" [G(t)]%} > CsG3 (1) (2.39)

ou C5 = C's min {IG(O)EZZ_QL} Utilisant (2.39) et I'inégalité de Gronwall, on peut en déduire

le résultat suivant

1
TG (0) - 22206t

—qy

2
L’'inégalité ci-dessus implique que G(¢) explose & un temps fini 7% < %gl__zi,ff%l

, qui est une

contraction.

2.3.2 Deuxieme Résultat d’explosion

Dans cette sous-section, nous aborderons le probléme (2.1) en établissant un critére d’ex-
plosion et en obtenant des limites pour le temps d'explosion des solutions faibles grace a
I'utilisation de techniques d'inégalité différentielle.

Pour notre résultat, nous devons considérer les fonctions auxiliaires suivantes.

|

a(t) = [s|Vu@)|3 + (g0 Vu)()]*, (2.40)
et pour £ (un petit nombre positif) et N (une constante positive précise) a sélectionner plus
tard ; .

A(t) == H'(1) +e/9 lu(t)ddz + eNEit, te[0,T), (2.41)
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o) = ]ﬂ |u|Zdz + (@2 + 1) E(t) + (g2 + 1) jﬂ $|u|qwdx (2.42)

Soient B, ay, ag, ¢, et E| des constantes auxiliaires positives satisfaisant
1

=t a2—2
ev=max ((2B)" ,2B)%), B= vee® By, oy = (EBEQZ) i
92

1 1
94 El:(i—g)a%

Théoréme 2.3. En supposant que g, p(.) et q(.) satisfont auzr conditions (H1) — (H3) avec

(2.43)
a(0) =ag = K2 |V up

Le deuxiéme résultat d’explosion est le suivant.

q1 > 2. Alors la solution locale du probléme (2.1) sous des conditions aux limites satisfai-

1 . ) ) . 3
sant E(0) < Eq, 82 ||Vug|| > a1 ezplose dans temps fini T*, qui fournissent les estimations
sutvantes

+00 dz l—a
/ = : AT B i
#0) ¢ (354—203]5 tr+ oz —|—1) ag-AT=(0)

0

QL —2
2q1
c, 0, 01, et Oy sont définis dans (2.75) (2.73), (2.64) et (2.68), respectivement.

O<a< (2.44)

Le résultat souhaité dépend fortement du lemme suivant 2.5.

Lemme 2.5. Soit h: [0,4+00) — R défini par

1 5 BF
h(t) :=h(a) = —a® - —a®, (2.45)
2 7
alors h a les propriétés suivantes :
(i) h est croissant pour 0 < o < oy et décroissant pour o > aq,
(ii) Q_I_l}l_;[:looh. (a) = —oo et h(ay) = Eq,
iii E(t) > h(a(t)),
ot a(t) est donné dans (2.40), o et By sont donnés dans (4.12).
Démonstration. h(a) est continue et différentiable en [0, 400),

W(a) = a1 - Ba™ () { >0, ae(0,m)

< 0. o€ (a1, +00) ,
ce qui signifie que
h(a) est strictement en croissante dans (0, a),

2.46
h(c) est strictement en décroissante dans (aq, +oc). ( )
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Ensuite (i) suit. Puisque g —2 > 0, on a 1_1}1;[1 h(a) = —oc. Un calcul simple donne h{ay) =

E;. Alors (ii) est valable. Par le lemme 2.2

[ O e < mas {Jlulf )

B ((/{nvunw} ) (/{nwnzﬂ} af dx)@)
e, ( /{ o |Vu{t)|2d;r) "< ( /D |Vu(t)|2dx)

Eun utilisant (H1), (2.9) et le lemme 2.2, nous avons

mmz§(1 [ atonis) Va1 + 5 (g0 Va () = = [ )"z
>5hlVult I+ 5 (60 V) () = B ( [ [Vu(b)ar)”
> 2 [WIVu(OI + (90 Vu) (0] - 2 [sl vt + (g0 va) ()] ¥
:% a2(t) — 2?2&2(1‘ = h(a(t)).

Alors (iii) est vral.

Lemme 2.6. En supposant que les conditions du théoréme 2.5 soient remplies, il existe une
constante positive ag > «a telle que

a(t) = az > ay, t >0; (2.47)

ou) > BPa®, (2.48)
ot a1, By et By sont donnés dans (4.12).

Démonstration. Puisque E(0) < E; et h(a) est une fonction continue, il existe a4 et as avec

ah < ap < ag tel que K (oh) = i (a2) = E(0) qui se joignent a Lemme 2.5 donne
h(ag) < E(0) = h(az). (2.49)

Du Lemme 2.5(i), on déduit que
ag = asg, (2.50)

donc (4.15) est valable pour t = 0.

Maintenant on prouve (4.15), on procede par contradiction et suppose qu’il existe ¢* > 0
tel que « (t") < aw, alors on distingue deux cas,

Cas 1. Si af < a(t*) < ag, on sait grace au Lemme 2.5 et (2.46) que

h(a(t*)) > E(0) > E(t"),

Mémoire de Master : Certains probléme d’evolution dans un espaces de Lebesgque et Sobolev a
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ce qui contredit le Lemme 2.5(iii).
Cas 2. Si a(t*) < ab, alors a (') < a4 < az Définissant A\(t) = a(t) — =572, alors
A(t) est une fonction continue, A (t*) < 0 et en appliquant (2.50) A(0) > 0. Donc, il existe

to € (0,*) tel que A (to) = 0, ca veut dire o (tg) = 572, ce qui signifie

h(a(to)) > E(0) > E(to).

Cela contredit le lemme 2.5(iii), d’ou (4.15) suit.
Par (2.9), nous avons

€

b |~

(t- *g(s)ds) [Vu(t) 3+ (g0 Vu)(t)] < B(D)+ qi [ lu®) e,

Qui donnent

1 1 f
— [ @)@z 23 | (1= [ g(s)as) IVl + (g o Va)0)] —E()
q1 Ja 2 Jo
1 ;
>3 [KlIVa(®)|5 + (g © Vu) ()] —E(0)
1 2 B?g 2
>— — 11 ==Yy
—2H2 h(Cl’Q) q1 ay,
alors la deuxieme inégalité dans (4.16) est vraie.
Possans
H(t) = E; — E(t) pour t > 0. (2.51)

Le lemme suivant est valable

Lemme 2.7. Sous les hypothéses du théoréme 2.3, si 0 < E(0) < Ey, la fonctionnelle H(t)
définie dans (3.26) satisfait @ ce qui suit estimations :

0< H(0)< Hit) < /

1
< lu@)|"®dx < —o(u), t>0. (2.52)
Jo q(x) 7

Démonstration. Le lemme 2.2 garantit que H(t) est non décroissant en t. Ainsi
H(t)>H(0)=E, —E(0) >0, ¢>0. (2.53)

Par (4.12) et le Lemme 2.6, nous avons

Bi-[5 (1= [ ols)ds) IVu@IB + (g 0 V)]

<B; - [3 (<IVa@I3+ (g0 Vul 1)
e A Log
=E, 20 ()= p201 <0,
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pour tout t € [0, T), qui donne
1 t \ g 1
H(t) =Ei— |5 (1- [ 9(s)ds) IVa@ I} +5(g° V) 1)
1 1 1 (2.54)
+/ —|u(t)|"™dz < / ——Ju()|"™dz < —p(u).
[ ) [ O < o
(2.52) découle de (1.20) et (3.37).

Lemme 2.8. Supposons que les conditions du théoréme 2.3 soient vérifiées, alors il existe
une constante positive C telle que

IVu(®)]2 < Colu). (2.55)
pur tout t € [0, T).
Démonstration. Par le lemme 2.0 et ag > «vy, on a

o(u) > Biof > Bia¥ %} = Lpl-®a?,
2

qui, combiné avec (4.12) implique

: 1 1
E; < plie® (— = —) o(u). 2.56
s BT (u) (2.56)

en combinant (3.26), (2.56) et la définition de H(t), nous avons
1 g5 s2l) % 5
IV <5 (1= [ 9()ds) [Vu@)|3

_E(t) - %[govu) 0+ ﬁ ()@ dz

& 1—g2 12 l_i - '_l : l %
<BE (D)W= HO-3GoVi0+ o) g
a1 42

1 1 1
< JB_J‘_Q'2 @ = maly |l
- ( a2 @ q1

G
# g 1 L
Alors le résultat souhaité, avec C' = 2 By b

_ ( 10 G _ l) + i) o(u) ~ H(t) — 5(g0 Vu)()
)

La preuve du théoreme 2.3 est présentée ci-dessous, basée sur les lemmes présentés ci-
dessus

Proof of Theorem 2.3 . Case 1. Si 0 < E(0) < Ey, puis en différenciant (2.41), on obtient

A(t) = (1— Q) H () H'(t) + 2¢ L wuedz + NE;.
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En intégrant par parties sur €2, en rappelant Eq (2.1), on obtient

—/ (t — 8)|VuP2Vu(z, s)Vu(t)ds

En mettant (3.7) dans (3.6), on ohtient
K(t) = (1 - o) H (B (-2 V(I + < [ oft  5) [ Tult)Ayeyu(s)dads
+sz u()[1®) e + eNE,
—(1— ) H () H () + ¢ 2 — = Vu(t) B
+€ /Ot g(t — s) /p Vu®)(|VuP2Vu(z, s) — Vu(t))dzds

+& Lrg(t — 5) L |Vu(t)

HL|H.(t]|Q('“”de—|— eNE;.

(2.58)
En employant I'inégalité des Young , nous pouvons obtenir :
t
‘./ g(t — s) / V'u.(t)(|Vu|pm_2V'u.(:B, s) — Vu(t))dzds
0 0
t » ) 1t )
ST/O g(t— .5-)|||V-u.|p(l')_2Vu(x,s — Vu(t)||zds + —/ g(s)ds|| Vu(t)||? (2.59)

=7(g 0 Vu)( / s)ds||Vu(t)||5 for any 7 > 0.

En remplacant (3.40) dans (3.39) puis en appliquant(2.9), nous peut choisir 7 > 0 tel que

0 <7 < 4, on peut en déduire
A(t) 2(1— ) H () H'(8) + € lluelly — e[ Vu(®)l13
t
+ [ o(£)asl|Vu(t) [ = re(g 0 Vu) ()

_%Eﬁ: g(s)ds|[Vu(t)|3 +ep1 (H(t) — By) + %E(g o Vu)(t)

—1—%* (1 = /Of g(s)ds) IVu(t)|3 (2.60)
>(1—a)H (O H () +& (% _ »r) (g0 Vi) ()

—I—E(f\r = pI)El + EpIH(t)

re[(Z 1)~ (L 14 ) [ oto)as] Ivuell

En combinant (3.27) et (3.41), on obtien

A't)> (1 —a)H *(t)H'(t) + a1 (g o Vu) ()

, (2.61)
+asel|[Vu(t)|z + (N — q)E1 + eq H(2).
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ou

a-lz(%—’r)>0, 0-2:(%—1)—(%—14‘@)1) g(s)ds > 0.

évidemment 1 1 |
H({t) > E; — EHVU&)H% - E(QO Vu)(t) + EQ'Q('H-), (2.62)
Utiliser (2.62) dans (3.31) et réécrire ¢ sous la forme ¢ = ¢ — 2a3 + 2a3, avec 0 < a3 < min (a.l,ag, %)
produire
A(t) > (1—a)H *()H'(t)

+& (a1 — a3) (g o Vu) (t) + £ (az — a3) ||V'i5(t)||§

+e(N — (1 — 2a3))Ey + € (q1 — 2a3) H(t) + Eq—Za.gg(u).
A ce point, nous choisissons N suffisamment grand pour que

N — (g1 — 2a3) > 0.

Apres avoir déterminé une valeur fixe pour N, nous sélectionnons un £ suffisamment petit

pour remplir les conditions nécessaires

A(0) = H(0) + a‘/ |uo|” dzr > 0, puisque H(0) > 0. (2.63)
Jo
Alors il existe une constante 4; satisfaisant
: 2
0 < ¢, < min {g +1—ay,a; —az, —as, q — 2a.;;} 5 (2.64)
2 q2
et
A0 2 e [l + (g 0 Tu)e) + V(DI + H(O) + o(w)] (265)

qui, en combinant avec donne

A(t) > A0) >0, Vte[0,T).

Emn choisissant € > 0 tel que £ < % (

a

2 ;
m) ., en rappelant le Lemme 2.6 et alors, on a

= o ag\Pz NE; s
eNE/T|™= < (=] NE; < —=0(u). 2
ENET|PT < (22)7 VB < 2o(u) (2:66)
En utilisant les inégalités de Holder et Young, et en gardant le plongement L) () — L?(Q),
on peut observer que

‘[ lu|? dz
Q

qp —2 _t s L
<(1+ Q) = [Juf| 355 [lull3™

1—a

E—
< [Juellg™ flullz™

2 T
<es (Jlull + lull (267

<eq || Vull2 + ¢4 max { (jn |u|q““)cl;r:) pin (L |u|Q(Q"-)dm) (H=e)gp }

<(esC + ¢5) L |u|'?(m)d;r-,
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ou
g
) qyll—o)

= (1+|9Q|
€5 = cymax {(QLH(O)){L_QQMQI = . (qIH(O))U—;ﬂ)ﬂz _1} .

C comme dans (2.55).

Soit d2 une constante positive telle

. 2 L NE
5y = 21—+ pax (1, e ¢4C c5+ Blaﬁ;) . (2.68)

En utilisant (2.41), (2.66), (2.67), et L'inégalité de Cauchy-Schwarz,

j |ul? da
0

1

Ara{) cpl/it=ap (H(t] +eTw " teTa (NElT)l_iﬁ)

(2.69)
<2 [H(t) + o(u)] .
Nous rejoignons (2.66) et (2.67) avec (2.65), ¢a résulte
51 s
At) > 5_1Am (t), pour tout t >0, (2.70)
2
Apres avoir intégré (3.40) sur l'intervalle (0,1), on peut en déduire
a 1
ATa(t) = = ; 25
( ) — Al—(.] (0) _ lf—ag—;t ( )
Par conséquent, A(t) explose en un temps fini T
e
agtATa(0)
Puisque A(0) > 0, (2.71) monter that lim; ,r- A(f) = oo, out T" = — ;i 7 Ceci termine
Og e

la preuve.

Cas 2.Si E(0) < 0, on peut utiliser le Lemme 2.8 en fixant H(t) = —E(t) pour obtenir
un résultat similaire au Lemme 2.8. Avant cela, nous avions 0 < —E(0) = H(0) < H(t) et
HE) = q—llg(u). En prenant N = 0 dans (2.41) et en utilisant la méme approche que dans le
Casl, nous pouvons atteindre le résultat souhaité.

Nous devons encore déterminer une limite supérieure du temps d’explosion, nous pouvons
la calculer comme suit :
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Démonstration. En utilisant (2.9), (2.10) et le Lemme 2.2, la dérivée de (2.42) donne

¢'(t) =q fQ |u|®2uugda + (g2 + 1) E' (t) + qz;; ! ]Q || ") =2y, d
=q2 ] |u.|2‘h_3dm+qz/ lue* dz + (qa + 1) E' (t)
+ (g2 +1) /|U»|2qm 2+/|uf| dz
Sqaf lu?="2dz + (g5 + 1)° (] |20 zdr—f—/ e de)
<§u/ Ju|? 2z + (g2 + 1) (ZQL 2/| |22 2d.::+/ 202 2dr+q2_f111)

1+ —2 ; —
= ((h + % (qz LA 1]2) /Q |u|2q‘2—2dx 4 (92 + 1)2 q2 QI'
2 !

(2.72)

—1 gz—1

Pour estimer le terme du membre de droite de I'inégalité ci-dessus, nous devons analyser les
trois scénarios suivants :

Cas 1. n < 3. L'intégration des inégalités nous a amenés a
-1

g & % e J N gz
] |.u|2t;f2—2d$ < BQQQ—ZHvung(@—U £ B?L’}z—? (HV“H% _|_/ |u|‘hd;r.)
2 £

Cas.2.2 < q2 < -757.n > 3. En utilisant les inégalités de Holder et en intégrant les inégalités,

f|u|2‘”_2dx:/ |u* 2 u?dx
Q )
1-2

2
< (f |U|-n.(qz—2Jd.£) " (/ |u| nznzdi) =
Q

110Us avols

<O (/ |u|02d.-n) %
o 2ap-2)
<B?|Q "__2_—”\7{.5”, ([ |u|qgclx) ”

2) 2=
22—z r
Z (||Vu||§—l—[2|u|qu;r) w

n > 3. Grace a la simulation de Cas 2, nous avons obtenu les

<B2Qfi~

2n—2
n—2"7

2n
Cas.S.E < G2 <
résultats suivants

9o —4

. 5 v ___2_{ 2
L|u|3qz"2dx:L|u|‘)‘qz_4u‘)‘dm§B‘)‘|Q|' (||V'u||2+/ |u|qzd.;c) !

Par conséquent, nous obtenons

5
j |u|?®22dz < ¢* (/ |u|®dx —0—/ |V'u.|2rl.'r) _ (2.73)
2 Q Q

3, —4
gz

ou ¢ > 1 est égale g — 1, pour les cas mentionnés ci-dessus.
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En utilisant (2.42) et et la définition E(%), nous pouvons voir que

1 (w(t) + w%(f)) (2.74)

2
j |Vu|?dz < ZE(0) + ——/ u|?®dy < E(O)
Q K K q

ol cg = (1 + |9| . Joindre (2.72)-(2.74), en tenant compte du fait que E(t) + |l,;|fi’(*?)d;;: >0,
ce qui SIgnlﬁe w(t) = [q |¢L|‘hd$ nous obtenons

_9 _ s
) <c* (qﬁ ate-2. . 1)2) ([ bl + [ 19uPaz) + (ga + 12 22
q— 1 0 Q g —1

2T 2 )} 2 2 C 2 2 q g
a1 : = R

242 — 41
gz—1

<c (sof"(t) + i (1) + p(t) + o (t) + 1) ,

) +—2, o) 2o
(C (92 + BT 20 1)2) TE(O)) \
g — 1 A

_ gb-1 g — 2 26 \\° [ 2c6\’ .
Cc = 2 max (c* (q2 + QI + QZ (qZ + l)?) (J_ + Cﬁ)) ; ( Cﬁ) 5 . (2.70)
p— 1 KQq K1
q

2 G2 —
T ) .
(g2 +1) —

+(q2+1)

ou

Par la définition de T*;
1m / |u|®?dr = +oo0,

on obtient que

0 dz
] — - =T,
#(0) c(z‘g—t—z%_é +z—|—2315 +1)

La preuve est complete.
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CHAPITRE 3

EQUATIONS DONDES NON-LINEAIRES AVEC
AMORTISEMENT : EXISTENCE ET EXPLOSION EN TEMPS
FINI

3.1 Introduction

Soit ©2 un domaine borné dans R™ avec une frontiére réguliere 9Q2 = . Nous considérons
le probleme aux limites initiale suivant :
gt + A2u + aug [ug* 7% = bufulP2,dans Q x (0,7)
u(z,t) = 0sur 00 x (0,7) (3.1)
u(z,0) = uo(z), us(x,0) = ui(x),dans Q

ou a, b > 0 sont des constantes et les exposants k(-) et p(-) sont des fonctions mesurables
données sur (2 satisfaisant

2n

2§01§G($)302Sn_2, n=3 (3.2)
avec
q1 := ess inf q(x), gy := esssupq(x)
zeQ e}
et la condition de continuité log—Ho6lder -
; ; M
lgl) ~qly)] £~ poue pp. my €O, avee [5—y| <5 (39)
log [ = y|

M=>0,0<d0<1

Dans le cas ou k, p sont des constantes, I'existence locale, globale et le comportement as-
symptotique ont été considérés par de nombreux auteurs. Par exemple, en I'absence du terme
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d’amortissement au; |'u¢|k_2, le terme source bu|u[P~2 provoque une explosion en temps fini
des solutions avec une initiale négative énergie (voir [26]). Pour b = 0, il est bien connu que
le terme d’amortissement au, |'uf|!€_2 assure l'existence globale de données initiales arbitraires
(voir [18]). L'interaction entre I'amortissement et les termes sources d’abord a été considérée
par Levine (voir [15]). Il a discuté du cas ot m = 2 et a établi I'explosion en temps fini pour
les solutions d’énergie initiale négative. Georgiev et Todorova [16] ont généralisé le résultat de
Levine & la situation ot m > 2 en introduisant une technique différente. Levine et al. [17] ont
étendu les travaux précédents a des domaines non bornée. Ils ont prouvé que toute solution
avec une énergie initiale négative explose en un temps fini. si p > m. Messaoudi [10] a prouvé
que toute solution a énergie initiale négative explose en un temps fini si p > m. Ces der-
nieres années, une grande attention a été accordée a I'étude des modeles mathématiques non
linéaires d'équations hyperboliques, paraboliques et elliptiques avec des exposants variables
de non-linéarité. Par exemple, la modélisation de phénomenes physiques tels que les écoule-
ments de fluides électro-rhéologiques ou de fluides a viscosité dépendante de la température,
viseoélasticité non linéaire. procédés de filtration A travers un support poreux et traitement

d’image.
Par exemple, Antontsev [14] a étudié le probléme suivant

uy = div (a(:r)|v-u|pr-°’)_2v-u) + aAuy + b(a)|u|" ™20 + f(x,t), dans Q x (0, T)
u(z,t) =0, sur 2 x (0,7)
u(z,0) = up(z), u(z,0) = uy(x), dans €2

et prouvé 'existence et 'explosion de solutions faibles a énergie initiale négative dans des
conditions appropriées sur les fonctions a, b, f, p,o. Powr le cas o(z) = r(z), ils ont obtenu le
méme résultat d’explosion, mais aucune preuve n'a été présentée. Rahmoune in [13], consi-
dere un probléeme aux limites parabolique généralisé semi-linéaire suivant governée par des
équations aux dérivées partielles qui décrivent 1I'évolution des matériaux viscoélastiques avec
de type des exposant variable non-linéarités sous la condition de type Dirichlet suivant :

t
ur — Au —I—/D g(t—s)Au= |u|pfal)_2 w, €l t=0
u=0sw I, t>0
u(x,0) = ug(x), z € 9,

Ensuite, le résultat de 'explosion pour une certaine solution avec une énergie initiale positive
est établi. L'estimation de la limite supérieure du temps de blow-up pour les solutions de

blow-up sera obtenue. Rahmoune in [12], a étudié le probléme suivant

ug — div (|V"u|ﬂrl(m)_2 V-u) = [u'Pu+f, x€Q, t>0
u=0sur',t >0
u(x,0) = ug(z), z € Q,

Mémoire de Master : Certains probléme d’evolution dans un espaces de Lebesgue et Sobolev @
exposants variables

[43]



Halloub Djihane 3.2 Eristence de solutions faibles ‘

dans un domaine borné ) dans R™ avec une frontiere lisse JQ2 = I, dans des conditions
appropriées sur m et p et pour f = 0, ils ont montré que toute solution avec une donnée
initiale non triviale explose en un temps fini, il donne un nouveaux résultats sur le temps
d’explosion T, il sera estimé superieurement par T I'orsque la donnée énergétique est positive.
Notre but dans ce travail est de prouver un théoreme d’existence locale et de trouver des
conditions suffisantes sur m, p et les données initiales pour lesquelles I'explosion a lieu.

Lemme 3.1. ( [11])Sip: Q — [1,00) est une fonction mesurable et

2
n2, n>3 (3.4)

Alors Uinjection HL(Q) < LFO(Q) est continue et compacte.

2<p1<p(xz)<p2< =

Lemme 3.2. ( [11])Sip: Q — [1,00) est une fonction mesurable avec py < 0o, alors C§°(§2
est dense dans [PV (Q).
Lemme 3.3 (Holder's Inequality). ( [11])Soit p, q, s > 1 des fonctions mesurables définies

sur 1 telles que
1 i 1

= +
s(y)  ply)  ay)

Si f € LPY(Q) et g € LIO(Q) alors fg € L3(Q) et
1 gllsc) < £ 1lney llgllacy-

Lemme 3.4 (Unit Ball Property). ( [11]))Soit p une fonction mesurable sur €. Alors
| fllpey < 1 si et seulement si op)(f) < 1.

, pour y € €]

Lemme 3.5. ( [11])Si p est une fonction mesurable sur Q satisfaisant (2.1), alors pour p.p. x € Q,
nous avons
min (% lul,) < py (w) < max () JulZsy)

pour toute u € LFO(Q).

3.2 Existence de solutions faibles

Dans cette section, nous prouvons I'existence de solutions faibles de notre probleme . Tout
d’abord, nous considérons le probleme aux limite initiale suivant :
wn + A%+ awy |ut|k(')_2 = f(z,t),dans 2 x (0,7
u(z,t) = 0,sur 02 x (0,7) (P)
u(z,0) = uo(z),u(z,0) = wy(x),dans 0
ot a > 0 est une constante, f € L2(Q x (0,T)), (uo,uy) € HI(Q) N HA(Q) x L2(Q) Vexposant

m(.) est une fonction mesurable donnée satisfaisant (3.1) et (3.2), et Q est un domaine borné
en R™ & frontiere lisse (réguliere) d€1.
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Théoreme 3.1. Dans les conditions ci-dessus, le probléeme (P) a une solution locale unique
we L= ((0,7), Hy(@) N H (), w € L= ((0,1), L*()) N L™(2 x (0,7)),
ug € L* ((0,7), H™'(2) .

Démonstration. Unicité : Supposons que (P) a deux solutions u et v. Alors, w = u — v

satisfait _
wy + A%w + auy |'ur.t|'m(')_2 — av; |11t|m('J_2 = 0,dans Q x (0, T)

w(z,t) = 0,5ur 9Q x (0,T)
w(x,0) = wi(x,0) = 0,dans

Multiplier par u; et intégrer sur {2, pour obtenir

1d ' ; 4 R,
2t [L wi+, mﬂ [ (o™ = o ™) (e = o) do = 0

Intégrez sur (0,¢), pour obtenir

! t mlx)—: mlax)—
L ('U-"rz 7= |Aur|2) —|-2a£ L (Hf |1t R Ut [vy ] < 2) (ur — v;) deds = 0

En utilisant 'inégalité
(|a|m(;1:)—2a_ | bm(-x]—Zb) '(a . b) >0

pour tous a, be R" et pp. z €, 0on a

jﬂ (u:f + |Au.-'|2) =0

ce qui implique que w = ¢ = 0, puisque w = 0 sur J€2. Par conséquent, I'unicité.
Existence. Soit {('Uj );ii} une base orthonormée pour H}(2) N H?(Q2), avec

—Av; = Ajv; dans Q, v; =0, sur 90

et définir le sous-espace Vi, = span{vy, ..., v}, de dimension finie
Par normalisation, nous avons ||v;||2 = 1. Nous recherchons des fonctions

k
ub(z,t) = > a;(t)y;
i=1
qui satisfont les problémes approximatifs suivants

L ugy(, t)vj(w)dz + /QA“k(w, t)Avj(x)dx
—H:tﬂJ "u.f(x,t)‘m(m)—? ul(z,t)v;(x)dz = L.f(xi)iﬂj(m)dm (3.5)

u*(z,0) =uk, uf(z,0)=ul vi=12......k
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ou uf = S (ug, vi) vi, uf = T8 (uy, vi) v; sont deux suites dans HL(Q) N H2(Q) et L2(Q),
respectivement, de telle sorte que uf — up in Hi (Q) N H2(Q) et uf — u; dans L?(Q).
Ceci génere le systeme de k équations différentielles ordinaires

aj(t) + Nja;(t) = g;(t) + G (a1 (1), - .., ai(t)) (3.6)
a;(0) = (uo, v5), a;(0) = (w,v;), Vi=1,2,...... k '
ou
0;(t) = [ f@.ty(a)da
ot (31')—2 k
Gj(ay(t),. .., ay(t) ] (t)vi(x) > al(t)vi(z)vj(z)dz
i=1

Ce systeme peut étre résolu par la théorie standard de ODE. Par conséquent, nous obtenons
des fonctions

a;: [0,tx) 2R, 0 <ty < T

Ensuite, nous devons montrer que t;, = 7', Va > 1. Nous multiplions (3.5) par aj(t) et somme
sur 7 pour obtenir

fl);; [/ (‘ut(-x f)‘ dx + ‘Auk(t t) ‘ )d.}:} —I—a/‘ut{.}: t) e = /Qf(:l:,t)uf(x,t}d.r

L’intégration sur (0,t) donne

Zj(ufxt dx—k‘Au"[xt )dx—ka//‘ (3:3 )d.:cd.s
1
:5] (‘uf‘ —|—‘Aug“ )dx—k] fij,s- Juf(z, s)dzds
0
< 1/ (u%—I—|Aug|2)d:}3—i—E/r[ ‘u ‘ dxds + ¢ / /f‘zd.}srls
~ 2Ja ¢ :

<C;+fsup£z‘ur(;ct de, Vte[0,t)
(0,t3)

(3.7)

Alors, on a

dxds

_supj‘ut xt‘ dr + = 511})]‘Au ;rt d$+aj j‘uk(nsm(ﬂ

2 (0,4 2 (0,t4)

<C:.+e¢ sup/ ‘uf(m, t)‘ dx
(0,t.) /2

En choisissant £ =

sup/ ‘ut xf d...":—f— sup/ ‘Auk(ajt dr—ka] /‘U»r
(0.t) (0.t:.)

, 01l ar rive a

-I—I*—'

dds<C
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Ainsi, la solution peut étre étendue a [0, T) et, de plus, on a {(uk)} est une suite bornée dans
Le=((0,T), Hy(Q) n H2(R2)), (ut) est une suite bornée dans L> ((0,7)), L3(Q)) N L™V (Q x

(0,7)). On peut done extraire une sous suite {(ut } telle que
u’ — u faible * dans L* ((0,T), Hy(Q) N H2(2))

ut — u; faible * dans L™ ((0, a7 LZ(Q)) et faiblement dans L™ (2 x (0, 7))

Nous pouvons conclure par le Lemme du Lions [?] que u € C ([0, 7], L%(9)) de sorte que

. mlz)—2
u(x. 0) a une signification, puisque (?r.f) est borné dans L”‘(')(Q. x (0,7)) alors "u{ i 'u.f

mi-) ,
est borné dans L™= () x (0, 7)), par conséquent,
‘H{‘ u( — 1) faiblement dans Lw0T 1(Q x (0,7))

! mi-)—2 . 0o =1 i . . . #
Nous devons montrer que ¥ = |uy] ) uy, in (3.5), nous utilisons u* au lieu de uf et intégrer
sur (0,t) pour obtenir

fvies= [+ [} [ dutagra [ [ " b= [ [ v <o
U V5 — Uy (VAN a 1. U, 1v; = Ui,
q Y 5 1Y b Ji J o it tVj js v.J

Quand /¢ passe a +oc, on vérifie facilement que

fuft /ult —|—//ATLAL‘ +a//wv?—]/fv Vi>1

par conséquent.

t t t .
/ Upv — / U v —l—/ / Au.Av+ a./ / Vv = f / fv, Yv € H}(Q) N H2(Q)
Q Q 0 JQ 0 JQ D JQ

Tous les termes définissent des fonctions continues absolues, nous obtenons donc, pour p.p
t €[0,T]

L (A A Sy o\ 1 9 _
a/ﬂ “ﬂ'+/Q(Au-AL+ aw) _/sz., Vo € HH(Q) N HA(Q) (3.8)

Cecl implique que
w + A’u+ 1 = f. dans D'(Q2 x (0,7)) (3.9)

|m(9:)

Pour simplifier, soit A(v) = |v 2y et définissons

= LTA] (A () = A@W)) (uf —v)dt 20, voe L0 ((0,7); Hy(2) N H(©)

Dong, en utilisant (2.13) et en remplagant u* par u',

= ./OT/Qf”f + %[2 < ul‘ -+ ‘A'HO‘ ) - %L‘“f(m"}j)‘g
: T
2 Ja ‘AU%LT)‘Z B A /sz A (ui) v _L /QA('U) (“5 = 'u)
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En prenant ¢ — oo, on obtient

; - 1 : 1|
0< hmtsupr < L ]gf-u.t + E]Q (u% + |Au.g|2) — 5]{1 lug(z, T)[?

/|Au z,T)| //w'v—/ /4(1} (up — v) (3.10)

En remplagant v par u; par dans (3.8) et en intégrant sur (0,7), on arrive a

/ /fuf— /|ur &, T zj ui + %/QMU(LTHQ (3.11)

Vol + [ [«
~5 Jy1vsol+ [ [ v
Ajout (3.10) and (3.11), implique

T , T T
0 < limsup X* < / / Yy — / / Yo — / / A(v) (up — v)
¢ JO0 00 J0 0 J0 JaJ0

/ /(u— ) (ue—v)dt >0, Wve L™0((0,7); Hy(2) N H*(2))

Clest,

Par conséquent
] /(w (up—v)dt >0, Yve L™(Qx (0,T))

par densité de H}(2) N H2(Q) in L™ (Q) (Lemme 3.2).
Soit v = Aw + ug,w € L™O(Q x (0,T)). Alors, on obtient

—,\/OT/Q(-:;r _AQwAw)w>0, YAAO Ywe L™)(Qx (0,T))
Pour A > 0, on a
/ / Y—AQw+w))w<0, YweL™(Qx 0,7))

Comme A\ — 0 et en utilisant la continuité de A par rapport a A, on obtient

] j Y —Aly))w<0, YweL™)(Qx(0,T))
De méme maniere pour A < 0, on obtient

/ ] Y —A(y))w>0, Ywe L™ (Qx(0,T))
Ceci implique que 1 = A (). Ainsi (3.8) devient

L (uttv + AuAv+ a |u|™ 2y I) dr = /2 fv, v € L™0 ((01 T) x Hy(Q) N HZ(Q))
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qui donne
Uy +A%u+a |-ut|m(w)_2 ug = f, dans D'(Q x (0,7))

Pour gérer les conditions initiales, nous notons que

u® — u faible * dans L™ ((U, T),Hy() N HE(Q))

| (3.12)
uf — w; faible  dans L* ((0,T), L*(2)) .

Ainsi, en utilisant le lemme des Lions [7], nous obtenons

u’ — u dans C([0,T], L*(Q) (3.13)
Par conséquent, u‘(z,0) a un sens et u‘(x,0) — u(x,0) dans L2(Q).

Nous avons aussi
u(2,0) = uly(x) = up(z) dans HI(Q) N H*(Q)
Ainsi
u(z,0) = up(z) (3.14)

Soit ¢ € C5°(0,T), en remplacant ('u."") par (ug), on obtient de (3.5) et pour tout j < /¢ que

- AT /Q ug(x, t)v;(2)o' (t)dwdt

—— [ [ Aut(a,pA (t)dzd

= [ [ A, )y () e)

_QI/OT/Q‘N;(Lt)‘m(x)—Q lﬂ?(mst)vj(-f)oﬁ{t)dxdt
T

+/0 Lf(m,t)y(m)m{t)dmt

(3.15)

quand ¢ — 400, on obtain que
T
N / / u(x, t)v(x)o' (t)dxdt
Jo Ja -
T
- _/o ﬂzA“(’Cv*)fﬁ'va(x)qb(t)dm
N 2
_Q.A /Q |ut(:1:1t)|m(se)— 'iét(&&f)vj(x)qi)(t)dxdt

T f L fla, t)vp(t)dzdt

(3.16)

pour tout j > 1. Cela implique

_AT/Q'e;.t(m,f)?’(m)éf(t)dmdf

Torr (3.17)
:A /ﬂ ’LAZH —a|u(z, t_)|m(a.:]—2' ug(x,t) + f(;r,t)} v(z)o(t)dzdt
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pour tout v € Hi(2) N H2(RQ). Cela signifie uy € L2([0,T). H1(Q)) et u résouder I’équation

ug + A’u+a |-'u.r|m(")_:2 yg=F (3.18)
Donc, us € L® ([0, T), LX) , ugs € L=0 ([0, T), H-1(Q)) . par conséquent.
w € C([0,7). H'(®) (3.19)
Alors, uf(z,0) a un ense (voir [26]. 11 s’ensuit que
ul(z,0) = uy(2,0) in HHQ)

Mais
u(x,0) = ui(x) — ui(xr) dans LA(Q) (3.20)

Done
ue(z,0) = uy(x)

Cela mettre fin a la preuve du théoreme 3.1.
Lemme 3.6. Pour x € Q et p(.) satisfaisante
2<p Sp(r) <pp<+o0
la fonction g(s) = b|s|P™=2 est différenciable et |¢g'(s)| = |b]|p(z) — 1| s|P@I-2,

Théoréme 3.2. Supposons que m(.) Satisfait(5.1), (5.2) et p(.) satisfait (3.2) et

2<p1‘£p(1:)§p2~::22:i, n>3 (3.21)
Supposons en outre que
(uo, u1) € (Hy (Q) N HA(Q)) x L*(Q) (3.22)

Alors le probléme (P) a une solution locale unique

ue L* ((0.7), Hy(Q) N HA(Q)) . u € L ((0,T). LAQ)) N L™O(Q x (0,T)),

uy € L* ((0, T),H‘l(Q)) (3.23)

Démonstration. Soit v € L>® ((0,T), H3(Q) N H*(Q)). Alors

Hg(vmé — |b|2/p|_v|2ptxJ—lexS |b|2 []Q |_U|2(pg—ljd1,__’_ /§3|,U|2(px—11d$} < 400

puisque
2n

2(pmp—1)<2 —-1) <
(-1 <2(p-1)=s—
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Donc, dans ce cas,

g(v) € L= ((0,T), LX) c L2 x (0,T))

Par conséquent, pour chaque v € L™ ((0,T), H(Q) N H%(Q)), il existe un unique
ue L= ((0,1), Hy(@) N H* Q) , w € L7 ((0,7), L3(©)) N L™ (2 x 0,T))
satisfaire le probleme non linéaire

Uy + A%u + au, lug (, {.)|m’('”t)_2 =g(v), dansQ x (0,7
u(z,t) =0, sur 902 x (0,7) (L)
u(z,0) = up(x),ue(z,0) = ur(x), dans

Nous définissons une application G : X7 — X7 par G(v) = u, o
Xr = {we L= ((0,7), Hy(Q) N H*(Q)) /wi € L ((0,T), L*(©)) ]
Xr est un espace de Banach par rapport a la norme

||“"||XT — ||U"”Loc-((o_;r)_gol(g)nﬂ2(g)) I ||wf||Loc-((0.T),L2(Q)]

Multipliez I'équation de (L) par u; et intégrez sur €0 x (0, ), pour obtenir

= [ updr + — / |Au| dx—i—a./ [ |14y dr = = / uy + = / | A
2 /o 2 Jn Jo Ja 2 /o 2 Ja (3.24)

.t
+b / /
0 Ja
En utilisant 'inégalité de Young, nous avons

I~
/'L-'p(‘r)_zvufd;z: 4/ d.L—f— / |U|2p(’") 2du
Q

Jt/uid;r%— [/ |v| %P2~ “d;r+/| |2 Zd'r}

< < [ uddo+ = [IVolp = + Vol ]

0| @2y, dx

| /\

Donc (3.24) devient

1 blel’
3 e+ 7 featas <o+ B mp [ e

blce - -
ke UO IVl 2t + [ V)2 ]

1
§sup/ wi k= Sup/ |Au|? < 2)

d’ol nous avons

(0,7) /9 2 (01)
|bleT 2 2ps—2 2py —2
g sup [+ T [J1ol B+ ol
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ol Ao =1 ||u1||§ +13 ||A'U[]||§ et c. est la constante d'injection.

v g b= i )
En choisissant £ tel que % = % on obtient

| Jul e, < A+T8 (| o] 3272 + [Joll32 7]
Supposons que ||v]|x, < M, pour certains M large. Alors
ul 5, < A+ TBM™72 < M?
siM2s et T<Th< mmg ~. Nous concluons que G : B — B, ou
B={we L*((0,T). Hy(Q) N H*()), w € L= ((0,T), LX) tel que [lw]x,, < M}
Ensuite, nous montrons cela, pour Ty (encore plus petit). G est une contraction.
Pour cela, soit u; = G (v1) et ug = G (vg) et posous u = uj — uy alors u satisfait
u + A%+ a [u“ |u“|m(-1—z — Ugt |u,2t|ml-J—2]
=b [|'U1|p(x)_2 vy — |vg |p(m)_2 1..'-2} dans Q x (0,7)
u(z,t) = 0,sur 9Q x (0,7)
u(x, 0) = ug(x), u(x, 0) = u (x) dans O

(3.25)

La multiplication par u; et I'intégration sur €2 x (O t) donne

1 .
i/ ulda l——/ |Au|?dz l—a/ / ul;| Ry — |u.2¢|m(x)_2u.2r} (w1 — uy) deds

—b/ / (g(vy) — ) ugdxds
d’olt nous avons

%] uldr + = j|Au;| d$<bj j v1) — g (v3)) uydzds (3.26)

Maintenant, nous évaluons

1= [ lo@) =g (@)l fud = [ gl

ou
v=m —metf =01 +(1—-a),0<a<l

5 - 2 ¢ 5
1< [ud+5 [ 1d@F P

0 242 %)
<= j u? + L] lav; + (1 — a)wy |2(p(r) 2) |v|2

==
5 © )

== / 'Uaf =+ C5 (/ |-U ?:_EE) " |(/ |Q'L‘1 + (J_ . a,)_{_‘2|n[p2_2)) n
240 8 Jo

2

i (/Q lavy 4+ (1 — cr)-v2|”(m—2j) ]
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En rappelant (3.21), on arrive a

0 [
Igiéutde

200 1| Agl| 72 + || Augl 7]

+esce||Av

3 (1A l52 + | Avy

) ;
< ,—/ uZ + desee M| A2
2 Ja
Par conséquent, (3.26) prend la forme

1 5 .
§| Jul 5, < STob| [ul 1%, + CsM>P="DTo0] [o] %,

i

En choisissant 4 assez petit, on arrive a
lullk, < 4C;M*®=DTobl|v|, = vTollvll%,

En prenant T assez petit, nous obtenons||ul|%, < d|jv|%,. for 0 <d <1
Donc G est une contraction. Le théoréme point fixe de Banach implique 'existence dun
uniqueu € B satisfaisant G(u) = w. Ainsi, u est une solution locale de (P).

Unicité. Supposons que nous ayons deux solutions u et v. Alors w = u — v satisfait
: ) )2 £)—2 -2
wy; +A%w + a [ut |ug| ™72 — gy |y ™ J =b [|-u.|p(‘lJ u— '@ -v} ;

Multiplier par wy et intégrer sur 2 x (0,t) pour obtenir

1 1 t -
é/Q'lL’Ed..’B 1= 5 L |A'1U|2d$ -+ a/o /Q (ut |ut|m[.,c)—2 — Ut

N 2 ‘ ‘
— b/ﬁ) jﬂ (u_|.u_|(m)—2 . _v|v|p(r)—2) wdzds

vt|m(m)_2) (ur — vz) dx

Cela implique

1 1 t 5
i/pw?d;c + 3 /Q |Aw|?dx < b/@ JQ (u|'u.|p('“‘)_2 — -v|-u|p(“)_2) wedz

En répétant les mémes estimations que ci-dessus, nous arrivons a

/Q (u.-'f + |Au.-'|2) dr < cj: /Q (uf(x 5)+ |Au'{x,s)|2) drds

L’inégalité de Gronwall donne

L (uf -+ |Aw|2) de =0

Done, w = 0. Cela montre I'nnicité. La preuve du théoreme 3.2 est terminée.
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3.3 Explosion en temp fini(Blow-up)

Dans cette section, nous montrons que la solution (3.23) explose en temps fini si

2n
n— 2

2<m; <m(z)<my<p <plx) <py < (3:27)

détient et E(0) < 0, ou

_ 1 2 W . |'”-||p(m) Q9
E(t) = 2]{} (u;t + |Vu| )d.:r b/ﬂ @) dz (3.28)

Nous écrivons aussi p(u) au lien de gp()(u) pour simplifier.

Lemme 3.7. Supposons que les conditions du Lemme 5.1 soient satisfaites. Alors il existe
un C' > 1 positif, dépendant uniqguement de §Q tel que

0" (u) < C (| Vull3 + e(w)) (3.29)
pour toute u € HH(Q) N H?(Q) et2 < S < p;.

Démonstration. Preuve. Si o(u) > 1, alors e (u) < p(u) < C[Vu2 + o(w)), ot C > 1.
Si o(u) < 1 alors, d’apres le lemme 3.4, [|ul|,) < 1. Alors, les lemmes 3.1 et 3.5 impliquent

2

gﬁ(u) < p*1 (u) < max (||-u||§b sl Vulf3

2
T [T -
) = lullpy <©
Par conséquent (3.29) suit.

Comme cas particulier, nous avons

Corollaire 3.3. Soit les hypothéses du Lemme 3.7 tenir. Ensuite nous avoir

lully, <€ (IIVul3 + lull,) (3.30)
pour toute u € HY(Q)NHA(Q) et 2 <5< py.

Nous fixons
et I'utilisation, tout au long de ce document C' pour désigner une constante positive générique
en fonction de 2 uniquement. Comme un conséquence de (3.28) et (3.29) on a
Corollaire 3.4. Soit les hypothéses du Lemme 3.7 tenir. Ensuite nous avons

o (u) < C(H() + [lull} + olw)), (3.31)

pour toute u € H{(Q) N H?*(Q) et2 <5< py.
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Comme cas particulier, nous avons
Corollaire 3.5. Soit les hypothéses du Lemme 5.7 alors nous avons
lully, < € (1H@]+ luell3 + llullb)
pour toute u € HY(Q) N H?(Q) et 2 < s < py.
Lemme 3.8. Soit les hypothéses du lemme 5.7 et soit u la solution de (FP). Puis.
o(u) > Cflull3. (3.32)

Démonstration. . _
o(u) :/ [P da :/ |u||m(r)d:r—i—/ |u|P* dz
Q 2 Q.
ou
Q. ={z € Qf|u(z,t)] > 1} and Q_ = {z € Q/|u(z,1)| < 1}

donc on obtient

P2
o) > [+ [ > [ o (/ |u|pl)
0+ a_ Q Q_

Cela implique que cz(g(u))% > Jo_ |ulP* and p(u) > [, |u[P* et donc

ea(0(u))% + o(u) > [Julf (3.33)

puisque
b
0<H(0)<H() < p—@('u)
1

alors (3.33) conduit a
pl_zl

o(u) [1 +c (%H(O)) ] > lul|p
Ainsi, (3.32) suit.

Lemme 3.9. Supposons que (3.27) soit vérifiée et soit u la solution de (P) Alors.

[ s < e (o) + (o)) (3.34)
Démonstration.
/|u|m(w)d;}3§ / |u|m‘d:}3—i—] |u|™ dz
0 Q_ 0,
mu‘m mz;’m
a1 |PY e Py Jm a1 g ]| M2
< C u!_m d.z,) +UQ+|U| d.L) < o (ulp +ulze)
< ¢ (o)™ +(e(w)*)

par Lemme 3.8,
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Notre résultat explosé se lit comme suit :

Théoreme 3.6. Soit les conditions du théoréme 3.2 remplics. Supposons que (3.27) soit
vérifié et
E(0) <0 (3.35)

Alors la solution du probléme (P) qui appartenant d la class (3.23) explose en temps fini.
Démonstration. Nous multiplions (P) par u;, et intégrons sur €2 pour obtenir

Ei) = —G-L gz, t) ™" da (3.36)

pour presque tout ¢ dans [0, T') puisque E(t) est absolument continue (voir [16]) : d’ont H'(#) > 0
et b
O HO) < HiE) < p—g(’u) (3.37)
1

for every ¢ in [0,7'), by virtue of (3.35). We then define
L(t) = H'™(t) + E/ uw(x, t)dx (3.38)
Q
pour € petit a choisir plus tard et

. p1—=2 pr—my e
0 <a<min{— : 3.39
- { 2p1 " py (mg — 1)} (3:49)

En prenant la dérivée de (3.38) et en utilisant Eq. (P) on obtient
L) =0-a)H*H)H —I—F‘/ [u - |/_\u| —|—Ph[ | [P —nF/ g g™ @2 (3.40)
Q )

Ajoutant +e(1 — n)p1H(t) —e(1 —n)p1H(t), pour 0 < n < 1, du c6té droit de (3.40) pour
arriver a

) = (1= ) () H'(t) + £(L— m)puH () + by [ Ju

1— 1— -
(( 5 7P + 1) I U.'.f”z +£ (7( 27}')}01 - 1) |Aul|2 — a.ELu.u.t | ™2 de

pour 7 assez petit, on voit que

(3.41)

L(t) = (1 - a)H " ()H'(t) + B [H() + [lwll3 + [|Aull3 + o(w)] — ac /Q g |ug| "2 dz
(3.42)

ou

# = min {(1 — n)p1, bn, u _2??)101 R a —2?’?)}01 — 1} >0

en utilisant I'inégalité de Young nous estimons le dernier terme de (3.42) comme suit

/ e ™ u|dz < —/ ™) gy ™) dv+ = /é_m:‘x{J T lue ™ dz, VO >0 (3.43)
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Domnc en prenant 4 pour que
mix)
5_m{:z:)—l — kH_Q(t)

pour une grande constante k a spécifier plus tard, et en remplacant dans (3.43 ) on obtient

H#H'(t) (3.44)

/ |ui|m(1‘)—l |?!.|d.’}',‘ < i/ kl—m['a‘.)|”|m(a;)Ha(m[a:)—l)(t)dm_'_ (Tn? — l)k
Q my JQ ano

La combinaison de (3.42) et (3.44) donne

() > [(1 S, - (mfm: 1) k} H(8)H'(#)
+eB [HE) + lluell3 + | Vull} + ofw)] (3.45)
kl—mLa

Hcr(mz—lj{'t)] |u|m(3:)d$
Q

my
En utilisant le lemme 3.9 et (3.37), ona

om0 [ um@ds < o (oS ™ 4 o) F ) (3.46)
On utilise alors le lemme 3.9 et (3.39) pour
s=mat+api(ma—1)<pret s=mi+api(ma—1) <p
pour trouvée de (3.46),

Hom=D) (1) L [ul"@da < ¢ (| Vull} + o(u)) (3.47)

La combinaison de (3.45) et (3.47) donne

() > [(1 o) —& <m2 - 1) A} H (8 H'(¢)
B 3.48)
) kl Mg . (
e (= 00 110) 4l + 1900 + ()]
iy
A ce point, on choisit k assez grand pour que
k_l—uu
vy=p8— g C=>0
mi
Une fois k fixé (d'ott ) on choisit £ assez petit pour que
m3a — 1 1—ex
1—a)— E( ) k>0et L(0)=H “(0)+¢ /Q up(x)ui(z)dx > 0
ma .
Douc (3.48) prend la forme
L'(t) > ve [H() + lludll3 + ] > e [HE) + [l + [lull?:] (3.49)
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Halloub Djihane 3.3 Ezxplosion en temp fini(Blow-up)

en vertu de (3.32), en conséquence nous avons
L(t) > L(0) > 0, pour tout ¢t >0
Nous voudrions ensuite montrer que
L'(t) > [Li= (1), pour tout ¢ >0 (3.50)

ou I' est une constante positive dépendant de e+ et C (la constante du corollaire 3.4 ). Une
fois que (3.50) est établie, on obtient de maniére standard 1'éxplosion en temps fini de L(t).

Pour prouver (3.50) notons d’abord que

[ wla, )da| < sl < €l el

ce qui implique

g L .
[ st e ™ < Ol el
Encore une fois, I'inégalité de Young donne
1/(1—a) _
l-a g
‘/{f&ut[m,t)d;r <C [Hu”;{( e ||ut||g(l Q)} (3.51)

pour % + 1 =1. Nous prenons § = 2(1 — a), pour obtenir u/(1 — a) = 2/(1 — 2a) < p par
(3.39) fonc (3.51) fevient

1/(1-a) ;
‘Luuf(;r,t)dx‘ < C[H'{LHZL + ||u.t||2}
ot s =2/(1 — 2a) < pi1. En utilisant le Corollaire 3.5 on obtient

uuy(z, t)dz
‘./Quut(r, )dx

Enfin, en notant que

1/(1—a) .
- [H(t] + [JulBt + ||ut||ﬂ , potout t >0 (3.52)

. . ; 1/(1-a)
Ll/i—a(t) _ [Hl_i—OJ(t) -+ g] uu,(x,t)di?}
Q

Ufl—a)]

S 21}‘(1—01 {H(t) + ‘/ wily
Q

et en le combinant avec (3.49) et (3.52), I'inégalité (3.50) est établie. Une simple intégra-

tion de (3.50) sur (0,#) donne alors

1
a/(l-a) 1y >
L (t) 2 L-2/(1-2)(0) — Tta /(1 — a)

(3.53)
Par conséquant (3.53) montre que L(t) explose en temps fini
1 —-a
S :
< FaZ O/

ot I' et o sont des constantes positives avec o < 1 et L est donné par (3.38) ci-dessus. Ceci

acheve la preuve.
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CHAPITRE 4

RESULTATS DE NON-EXISTENCE GLOBALE ET
D’EXPLOSION POUR UNE EQUATION D’EVOLUTION
QUASLLINEAIRE

4.1 Introduction

Soit 2 un domaine borné dans R, n > 1 de frontiére lisse I' = 9€2. On considére le
probleme aux limites initiales suivant :

alz,)u,—Apyu=f(u), z€Q, t>0
u(r,t)=0surT,t>0 (4.1)
u(z,0) = up(x), z € Q,

ou
- |('.I —2
Apyu = div (|Vu|m‘t) Vu)
appelé lopérateur m (.)-Laplacien. Cette opérateur peut étre étendu & un opérateur monotone

entre l'espace I-’l"’ol’m('](ﬂ] et son dual

—Apgyu : W™ (@) - W-Lm'0/(@),
< —Apu, ¢ () >mo)= fo |V'u;|m(m)_:2 VuV ¢ (x) dx,

ou2<mi <m(x) <m < oo

avec < .,. >p,() désigne peoduit de dualité entre ‘r’["’nl’m(')(Q) et W-1m0(Q), L.+

[ (u) est un terme source général dépend de p(.), les coefficients a(z,.) et les exposants
p(.) et m(.) sont donnés des fonctions mesurables sur Q telles que :

2<m <m(z)<my<p <p(z) <ps <m,(z), (4.2)
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ol
Py = ess sup (z), vy = ess infy) (z).
el zef)
et @
nmix) .
——— if n > m:
M. (.?3) _ (1?1—1??1(:!:))2 2

+oo ifn <mgy

Nous supposons également que m(.) satisfait la condition de continuité locale uniforme de

Zhikov-Fan suivante :

lm (z) —m(y)| < L, for all z, ¥ in Q with |z —y| < l M > 0. (4.3)
log = — ]| 2

Un effort considérable a été consacré a I'étude du probléeme (4.1) dans le cas de variable
constante lorsque p(z) = p =constant et m(z) = m =constant. Le probleme (4.1) avec
I'opérateur m-Laplacien usuel Apu = div (|Vu.|m_2 V'u), (m =constant > 2); (m = 2,
A u = Au), a été largement étudiée concernant 'existence, la non-existence et la dynamique
de temps long. Pour les résultats de la nature et dans le cas ou p(z) = p =constant> 2 et
m(z) = m =constant> 2, nous renvoyons le lecteur aux [19] relatifs a I'équation

a(x)u, — div (|V'u,|m_:2 Vu) =f(u), z€Q, t>0.
Lorsque m (z) = m =2, a(z,t) =1 et f(u) = v, problém (4.1) devient le suivant
w—Au=1"% e, t>0. (4.4)

Le probléme (4.4) découle de nombreux modeles mathématiques importants en ingénierie et
en sciences physiques. Par exemple, la science nucléaire, les réactions chimiques, le transfert de
chaleur, la dynamique des populations, les sciences biologiques, etc., et ont beaucoup retenu
'attention dans la recherche, voir [20] et les références qui s'y trouvent. Pour le probleme
(4.4), Hua Wang et al. [23] a établi un résultat d’explosion avec une énergie initiale positive
sous certaines hypotheses appropriées sur les parameétres p(.) et ug. Dans [20], les auteurs ont
prouvé qu'il existe des solutions non négatives avec un éclatement en temps fini si et seulement
si p2 > 1. Les auteurs dans [24] ont obtenu la solution du probleme (4.1) explose en un temps
fini lorsque I'énergie initiale est positive. Dans [22], les auteurs se basant exactement sur 'idée
de celle de [25] ont dérivé les bornes inférieures pour le temps d’explosion si les solutions
explosent. Ce travail est d'étendre les résultats établis dans les domaines bornés au probleme
général comme dans (4.1) dans le cas ou les exposants m(.) et p(.) sont donnés des fonctions
mesurables sur Q et vérifie (4.2), et f(u) est un terme source plus généralisé. Nous notons
que la présence des non-linéarités des exposants variables et du coefficient a(x,t) dans ce
probléeme rend I'analyse de I'article un peu plus difficile que celle des problemes connexes. Le
but du projet en cours est d’étudier le phénomene d’explosion des solutions du probleme (4.1)
dans le cadre des espaces de Lebesgue et de Sobolev a exposants variables, nous établirons
un résultat d’explosion et donner une estimation précise de la durée de vie 7™ de la solution
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dans ce cas. La méthode utilisée ici est la méthode de la concavité. Cependant, en raison de
la présence des non-linéarités a exposant variable dans notre probleme, notre argument est
considérablement différent et il est plus abrégé.

4.1.1 Hypotheéses mathématiques

Dans cette section, nous é¢tablissons 1'éclatement pour certaines solutions a énergie posi-
tive. Enoncer et prouver notre résultat.
Soit la fonction f € C%(R,RT), avec la primitive

F(u)= /Uf (n) dn. (4.5)

satisfait

1f ()] < Cy st p(x) F(s) <sf(s), seR, Co>0. (4.6)

Un exemple simple et typique de ces fonctions est

f(s) =|s[" 2.

Supposons que a(z, t) est une fonction positive qui appartient & 1'espace W1 (0, 0o; L™ (Q2))
et que a; (z,t) <0 p.p pour ¢ > 0.
Soient

ma

1\ 1 hFm ma .
B'[ — max (I,Bn, (CTO) ) , 1 = (m) , ap = ||VTLOHHHJ ) (—17)

1 e 1 il 1 1
Bl SR [ e 4.8
‘ (B@fng) (mz pl) (m2 PI) “ (48)

4.1.2 Existence et Unicité

et

Dans cette section, nous présentons notre principal résultat d’explosion. Nous partons
d'un résultat d’existence locale pour le probléme (4.1), qui peut étre établi en combinant les
arguments de [21], le théoréme suivant, qui confirme I'existence de une solution locale est un
résultat direct.

Théoréme 4.1. Pour tout ug € V[f"é’m(')(ﬂ)} il existe un nombre Ty € (0, T tel que le probléme
(/.1) ayant une solution forte u sur [0, Ty] satisfaisant :

u € C([0, To; Wy ™ () N € ([0, To]; LX) (Q2)) N WH4(0, To; L2(02)).
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Lemme 4.4. Soit 1y € V[f"ol’m('} (Q) tel que [yudde >0, f satisfait (}.6) et E(0) < 0. Alors

il existe un temps fini Tyax < 0o tel que
L lu (2)]? dz — o0 sit — Thax.
Preuve du lemme 77, On définit alors
() =5 [ aet) ) d
o(t) =5 | alz.t)|u ki
En différenciant ¢ par rapport a ¢, on obtient
1 .
& (1) = Ln (x,1) uupdr + 3 [2 ar(z,t) [u(#)|? dx
—f (|Vu|m(w] — -u.f(u.)) dz (by (4.1))
0
>~ [ (194"® - p(@) F () do (by (16))
—f V™™ dz + p, ] F(u)dz
0 Q

. 1 .
—L V™ d:t:—kpl/ == |V’u(;z:, )" 4z — piE (1) (by (4.9))

> (— — 1)/ |Vu| ™ dx —pE(0) (by (4.10))

z(ﬁ"d)/Wm @de = [ |Vu" do, (@ >0)
Q Q

ey

On définit les ensembles
Q={zeQ||Vul>1} et Wh={reQ||Vul <1}.
Alors

& (t) > r?o] |Vu|™ d'r—!—r‘of | V™ dx

Tiia

>0 ((L |Vu|2d:£) B + (k |Vu|2d£) ’ )

En utilisant le fait que ||[Vul|, < C||Vul| , pour tout ¢ > 2, a obtenir
(¢' (1)”
(0" (1)

(@ ()7 + (¢' @)™ >C4/|vu| dr

|,\J Z|r\3

2 > Oy g, |Vul|® da ;
P > Oy fo, |Vl dz.

=

Par addition, conduit a

"

Cs ,
B C’af lulde > —2——6(t), vt > 0.
sup a (z,t)

(4.22)
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ou alors

(¢ (1) (1+(® ()™ 71 ) > Ceop(t), Vt > 0. (4.23)

Par (4.22) et le fait que ¢(¢) > ¢(0) > 0 (¢/(t) > 0), on a, pour chaque ¢ > 0, soit

{ (¢ )™ > Go(t) > é;w
ou (¢' (1)) '22%6)( ) >

la sorciere donne, a son tour

Par conséquent

¢ (t) > a = min (07 (@(0)7 ,Cs(o (O)J%L) ,
GHine ;—EZ - plT < 0, (4.23) donne

(¢ ()™ (1+a)™a ™5 > Cag (t), ¥t > 0.
Done
¢ (t) = B (1), Vt > 0.
une intégration simple conduit alors a

-2
2T T2 v >0

(6" 7 < (6 (0)"

ce qui implique que

¢ (1) > — L
(({b (0))j_T - %,ﬁt) -2

Cela montre que ¢ explose en un temps fini T}, donné par 'estimation

2(h(0)' 7

P LN
(m1—2) 3

max =
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