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Résumé

Dans ce travail, on considere un probleme hyperbolique viscoelastique pour un opé-
rateur fortement elliptique avec une source non linéaire de type polynomiale. Sous
certaines hypotheses sur les données initiales, on démontre ’existence locale et 1'uni-
cité d’une solution du probleme considéré. Ensuite, on prouve que la solution explose
en temps fini pour énergie initiale positive et assez petite.

Mots clés : Existence locale, Explosion en temps fini, Probléme hyperbo-
lique viscoelastique, Source non linéaire .

Abstract

In this work, we consider a viscoelastic hyperbolic problem for a strongly elliptic
operator with polynomial source term. Under certain assumptions on the initial
data, we prove the local existence and uniqueness of the solution. Then, we show
that the local solution blow up in finite time for small positive initial energy.

Keywords : Blow-up in finite time, Local existence, Viscoelastic hy-
perbolic problem, No linear source
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Notations

Soit {2 un ouvert borné de R" avec n € N* | les notations qu’on a utilisé dans ce
mémoire sont les suivantes :

L’adhérence de (2.

La frontiére de 2.

L’espace des fonctions continues.
Le dual topologique de E.
L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables

& support compact contenu dans 2.

L’espace des distributions sur (2.

L’espace des distributions des fonction w : [0,7] — E.

Le produit scalaire d’un espace de Hilbert.

L’espace de Lebesgue, 1 < p < oo.

L’espace des fonctions ¢t — f(t) de ]0,T[— E qui sont mesurables
a valeur dans FE.

L’espace de Sobolev, 1 < p < o0.

La fermeture de C5°(Q2) dans W'?(Q), 1 <

p < o0.
Le dual topologique de Pespace Wy () (= + = = 1).

»Q\»—t/\

1
p
La convergence faible.

L’espace de Sobolev.

La convergence faible .

Presque partout.

La norme associée 4 'espace de Lebesgue LP(€2).
La norme associée 4 1'espace de Sobolev H}(€2).

La dérivée premiere de u par rapport aux temps notée aussi u; =

La dérivée seconde de u par rapport aux temps notée aussi uy =



Introduction

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1’étude d'un probleme hyperbolique viscoelas-
tique pour un opérateur fortement elliptique avec une source non linéaires de type
polynomiale. Plus précisément, on considere le probleme suivant

¢
uy + Au — / g(t — s)Au(z, s)ds = |ulP"%u, Vr e, Vte (0,7T),
0

ou {2 est un ouvert de R", n € N p > 2 et g est une fonction a préciser ultérieure-
ment. A est un opérateur fortement elliptique d’ordre 2 défini par

"0 ou
A = — R —— .. —_—
U Z-;l afljz <az] (1’) 8$J> ’

o les fonctions a;; € L>®(Q), V1 < 4,5 < n sont symétriques et il existe une
constante ag > 0 telle que

Z aij(xat)fiéj > Go|§’2

ij=1

pour tout z € Q et £ = (&§...&,) € R™.
Avec des conditions aux limites sur 0f2

u=0, sur 002 x (0,7,
et des conditions initiales
u(z,0) = ug(x), uz,0)=u(x), dans Q,

ou les fonctions ug, u; : 2 — R sont des données.
t
Le terme intégrale / g(t — s)Au(x, s)ds représente un amortissement naturel four-

nis par des matériaux viscoélastiques pour garder une certaines mémoires.
Une étude analogue a été donné par Berrimi et Messaoudi dans [2] dans le cas ou

4
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A = —A. Ils ont montrer 'existence locale et 'unicité de la solution et ils ont montré
la décroissance exponentielle et polynomiale sous certaines conditions sur la fonc-
tion noyau g. D’autres études dans [3, 9, 12], ils ont montrer I’existence locale et
I’explosion en temps fini pour des problemes d’ondes viscoélastiques.

Ce travail est composé de trois chapitre. Le premier chapitre est destiné a rappe-
ler quelques outils mathématiques qui seront utiles par la suite. Nous commencons
par des brefs définitions sur la topologie faible et la topologie faible *x et quelques
résultats pour les espaces réflexifs et séparables. Puis, nous donnons quelques défini-
tions et quelques propriétés élémentaire sur les espaces de Lebesgue, les espaces de
Sobolev et les espaces associés au probleme d’évolution et on termine par quelques
compléments nécessaires et les différents lemmes de Gronwall.

Le seconde chapitre sera consacré a l’existence et I'unicité locale de la solution
du probleme considéré. La preuve est basée sur certaines hypotheses sur les données
initiales, sur les approximations de Faedo-Galerkin, la méthode de compacité et le
théoreme du point fixe (voir [6]). Nous commengons par démontré que le probleme
considéré est équivalent a un probleme variationnel qu’on précisera. Puis, nous mon-
trons que le probleme suivant

t
uy + Au — / g(t —s)Au(z,s)ds = f, Ve eQ, Vte(0,1),
0

admet une solution unique réguliere. A la fin, nous énongons deux propositions
importantes qui assurent l’existence locale et 1'unicité de la solution du probléme
considéré.

Dans le dernier chapitre, on montre que la solution locale explose en temps fini
ou I’énergie initiale est assez petite et positive. L’outil principal utilisé repose sur
une construction d’'une fonctionnelle L qui est une perturbation de la fonctionnelle
d’énergie associé au probléme considéré et on montre que L satisfait une inégalité
différentielle de la forme

L'(t) > L"(t),r > 0.

Ceci, bien stir, Conduira a une explosion dans un temps fini a condition que L(0) > 0.




Chapitre 1

Rappels sur des outils
mathématiques



1.1. TOPOLOGIE FAIBLE

Le premier chapitre est destiné a rappeler quelques outils mathématiques qui
seront utiles par la suite. Nous commencgons par des brefs définitions sur la topo-
logie faible et la topologie faible % et quelques résultats pour les espaces réflexifs
et séparables. Puis, nous donnons quelques définitions et quelques propriétés élé-
mentaire sur les espaces de Lebesgue, les espaces de Sobolev et les espaces associés
au probleme d’évolution et on termine par quelques compléments nécessaires et les
différents lemmes de Gronwall.

Les principaux ouvrages utilisés dans ce chapitre sont :[11, 4, [7) [§].

1.1 Topologie faible

1.1.1 Définition et propriétés élémentaire de la topologie
faible o(E, E')

Soit E un espace de Banach et soit f € E’. On désigne par ¢; : £ — R
I'application définie par ¢¢(x) = (f,x). Lorsque f décrit E’ on obtient une famille
(pf)s € E' d’applications de E dans R.

Définition 1.1.1. la topologie faible o(E, E") sur E est la topologie la moins fine
sur E rendant continues toutes les applications (¢f)s € E'.

Théoréme 1.1.1. Soit (z,) une suite de E. On a :
i) x, = x pour o(E,E") < (f,z,) — (f,x), Vf € F.
i) Si x, — x fortement, alors x, — x faiblement pour o(E, E").
iii) Si v, — x faiblement pour o(E,E"), alors ||x,| g est bornée et ||z||p <
limInfl||z,| .
w) Si x, — x faiblement pour o(E, E') et si f, — f fortement dans E’, alors
(forzn) = ([ 7).
Théoréme 1.1.2. Lorsque E est de dimension finie, la topologie faible o(E, E') et
la topologie usuelle coincident. En particulier une suite (x,) converge faiblement si
et seulement si elle converge fortement.

1.1.2 Ensembles convexes et opérateurs linéaires

Théoreme 1.1.3. Soit C' un sous ensemble non vide convexe de E, alors C' est
faiblement fermé pour o(E, E") si et seulement s’il est fortement fermé.

Théoréme 1.1.4. Soient E et F deux espaces de Banach. Soit T un opérateur
linéaire et continu de E dans F. Alors T est continu de E faible o(E, E') dans F
faible o(F, F").

Et réciproquement.




1.1. TOPOLOGIE FAIBLE

1.1.3 La topologie faible x o(F', F)

Soit E' un espace de Banach et E’ son dual topologique (muni de la norme dual
|fller = sup |{f,x)]), et soit E” son bidual muni de la norme
f €r

lFi<1

1€l = sup [(S, f)].
f er

IIFI<t

On a une injection canonique J : £ — E” définie comme suit :
Soit x € F fixé, I'application f +—— (f,z) de E' dans R constitué une forme linéaire
continue sur F’ i.e un élément de E” noté Jx. On a donc

<Jl’,f>E//,El = <f, ZL’>E/7E ,\V/ZE cF , Vf - E.
J est une isométrie i.e ||Jz||gr = ||z||g pour tout = € E, En effet,

[Jz]| = sup [(Jz, f)| = sup |[(f, )| = |||

<1 IfF11<1

Définition 1.1.2. La topologie faible x désignée aussi par o(E', E) est la topologie
la moins fine sur E' rendant continues toutes les applications (p.)rer.

Comme E C E", la topologie o(E', E) est moins fine que la topologie o(E', E").
Autrement dit la topologie o(E', E) posséde moins d’ouverts (resp. fermés) que la
topologie o(E', E").

Théoréme 1.1.5. Soit (f,) une suite de E'. On a
i) fo = f pour o(E',E) & (f,,x) = (f,z) Vx € E.
it) St f, — f fortement, alors f, — f pour o(E', E"),
si f, = f pour o(E', E"), alors f, = f pour o(E', E).
iii) Si fo — f pour o(E',E),alors || fu||g est bornée et || f||gr < limInf]| ful e -
w) Si fn = f pour o(E', E), et si v, — x fortement dans E, alors (f,,x,) —

{f, ).

Proposition 1.1.1. Si f,, = f pour o(E', E) (ou méme si f, — f pour o(E', E")
et si x, — x pour o(E, E") on ne peut pas conclure que (fn,x,) — (f, ).

Remarque 1.1. Lorsque E est de dimension finie les trois topologie forte, o(E', E")
et o(E', E) coincident.

Théoréme 1.1.6. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) L’ensemble Bpy = {f € E'; || f| <
1} est compact pour la topologie faible x o(E', E).




1.1. TOPOLOGIE FAIBLE

1.1.4 Espaces réflexifs

Définition 1.1.3. Soit E un espace de Banach, et soit J l'injection canonique de
E dans E". On dit que E est réflexif si on identifier implicitement E et E" ,( E=E".

Proposition 1.1.2. (Kakutani) Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif
st et seulement si :
Bp ={z € E;|z| <1},

est compacte pour la topologie o(E, E').

Proposition 1.1.3. Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement
si B est réflexif.

Proposition 1.1.4. Soit E un espace de Banach réflexif. Soit K C E un sous-
ensemble convexe, fermé et borné. Alors K est compacte pour la topologie o(E, E").

1.1.5 Espaces séparable

Définition 1.1.4. On dit qu’un espace métrique est séparable, s’il existe un sous-
ensemble D C E dénombrable et dense.

Théoreme 1.1.7. Soit E un espace métrique séparable, et soit I un sous-ensemble
de E. Alors F est séparable.

Théoréme 1.1.8. Soit £ un espace de Banach tel que E’ soit séparable. Alors E
est séparable.

Proposition 1.1.5. Soit E un espace de Banach.
Alors (E réflexif et séparable) < (E' réflexif et séparable).

Théoréme 1.1.9. Soit E un espace de Banach séparable. Alors Bg: est métrisable
pour la topologie o(E', E).
Réciproquement, si Bg: est métrisable pour o(E' E), alors E est séparable.

Théoréme 1.1.10. Soit E un espace de Banach tel que E' soit séparable. Alors B
est métrisable pour la topologie o(E, E').

Théoréme 1.1.11. Soit E un espace de Banach séparable, et soit (f,) une suite
bornée dans E'. Alors il existe une sous-suite extraite (f,,) qui converge pour la
topologie o(E', E).

Théoréme 1.1.12. (Eberlein-Smulian) Soit E un espace de Banach tel que toute
suite bornée (x,) posséde une sous-suite extraite (x,,) convergente pour la topologie
o(E,E").Alors E est réflexif.




1.2. ESPACES L”

1.2 Espaces L?

Soit {2 un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue dzx.
L’application :

F={f:02 =R, fintégrable} — R,

f= = [ 15 @)lda.

est une semi-norme.
On va définir une relation d’équivalence sur F.

Vf g:€F fRg & Ve e (2: f(z)=g(x) pp.

Définition 1.2.1. L’ensemble quotient F /R muni de la norme || f|j, = / |f(z)|dz,
7

s’appelle lespace de Lebesque et sera noté par L.

1.2.1 Définition et propriétés élémentaire des espaces L?

Définition 1.2.2. Soit p € R avec 1 < p < oo , on dit que f € LP(£2) si f est
mesurable et |f|P € L'(£2).

Théoreme 1.2.1. L’application

fe il = [ 1r@ras]

est une norme sur LP.

Définition 1.2.3. On dit que f est essenticllement bornée sur {2 s’il existe une
constante C' positive telle que |f(x)] < C p.p.

La plus petite de ces constantes est appelée le sup essentiel de f.

On la note par ess.sup | f(z)|.

Définition 1.2.4. On appelle espace de Lebesque de puissance d’ordre oo ’espace,
noté L®(§2), des classes des fonctions mesurables au sens de Lebesque, définies
presque partout sur 2 a valeurs dans R ou C vérifiant :

ess.sup | f(z)| < +o0

10



1.2. ESPACES L”

Théoréme 1.2.2. L’application de L>(§2) dans R définie par
fr—|lflloo = ess.sup|f(x)]
TE

est une norme.

Notation 1.2.1. Soit 1 < p < oo, on désigne par q l’exposant conjugué de p, i.e

11
S+ =1
P g

Théoréme 1.2.3. L*(2) est un espace de Hilbert, le produit scalaire étant donné
par :

(u,v) = / u(z)v(z)de,
19
(qui s’écrit / u(z)v(z)dx pour les fonctions réelles) :
7

Proposition 1.2.1. (Inégalité de Young) Soient 1 < p < oo et a,b > 0. Alors
P
ab < @ + —.
P q
Démonstration. La fonction log est concave. Donc Va,b > 0

P log(a?)  log(b?
log <a + b) > o8(e”) + og(b") = log(ab).
p q p q

D’ou
a? b
ab < — + —.
p q

O
Remarque 1.2. Lorsque p = q = 2, on retrouve l’inégalité de Cauchy Schwarz.

Théoréme 1.2.4. (Inégalité de Holder) Soient f € LP((2) et g € Li(£2) avec
1 <p<oo. Alors f.g € L (02) et,

| 1fgldz < £l ]9l

Démonstration. 1. Si p =1 et si p = oo la conclusion est évidente.
2. 811 < p<oo:dapres ’inégalité de Young, on a :

\ﬂmw@ﬂsgﬂmw+ywmqppwma

11



1.2. ESPACES L”

Il en résulte que fg € LY(£2) et que :

[, fside < @)1 + Lol

On remplace f par Af (A > 0) il vient :

p—1

A 1
JMoldw < =171+ 5Nl (1)

p
On choisit A = || ||, *]|g/|%*, de mani¢re & minimiser le membre a droite dans (L.1]),
on obtient alors

| 1£gldz <11l ligl
[l

Théoréme 1.2.5. (Fischer-Riesz) LP({2) est un espace de Banach pour tout 1 <
p < 0.
Et sil <p < oo alors LP(§2) est un espace de Banach séparable.

Proposition 1.2.2. Soient (f,,) une suite de LP(§2) et f € LP(2), tels que ||f, —
fllp, = 0. Alors il existe une suite extraite (f,,) de (f) telle que :

i fo () = f(z) p.p sur 2.

. | fu, (@) < h(x),Vk € et p.p sur 2, avec h € LP((2).

Proposition 1.2.3.
1. L™ = (L'Y.
2. L' C (L™).
3. La boule unité fermée Br~ est compacte pour la topologie faible x o(L>, L').
4. St (fn) une suite bornée dans L on peut en extraire une sous-suite qui
converge dans L™ pour la topologie faible * o(L>, L').

Théoréme 1.2.6. (Théoréme de Reisz) Soit T une forme linéaire et continue
sur LP(£2). Alors il existe une unique fonction g € LY (2) telle que

I(f) = [ f@)gl@)de . Vf € ()

12



1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

1.3 Les espaces de Sobolev
1.3.1 Définitions et premieres propriétés
On pose

HY(Q) = {u e 20 &

o c L*(),Vi=1,2, n}

la dérivation est a comprendre au sens des distribution. En autres termes, une fonc-
tion u € L?(£2) est dans H'(2) s’il existe des fonctions vy, vy, ..., v, dans L*(§2) telle
que :

/u&p da::—/vigp de Npe D(2), Vi=1,2,...,n.
Q 0x; Q

L’espace H'(§2) est muni du produit scalaire
(u, V) (o) = (w,v) + (Vu, Vu).

La norme associée est
lull ) = [lull? + [IVull3.

Théoréme 1.3.1. L’espace H'(§2) est un espace de Hilbert séparable.

De la méme fagon, on définit les espaces de Sobolev H™({2), ou m est un entier
strictement positif par :

H™(2) = {u € L*(2) : D*u € L*(2),a € N",[a] < m}.

On le munit de la norme naturelle :

1/2
[l gm(2) = ( > / | Du(x) | dfl?) :
laf<m ¥

(ou D*u est comprise au sens des distributions ).

De fagon plus générale, pour tout 1 < p < oo et pour tout m € N ;m > 1, on peut
définir les espaces de Sobolev. Ces espaces sont construits sur l’espace de Banach
LP.

Définition 1.3.1. Pour tout m € N et 1 < p < oo, on définit [’espace de Sobolev
W™P comme suil

WmP((2) = {u € LP(2): D € LP(12),Va € N |a| < m}.

13



1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

Théoreme 1.3.2. L’application

1/p
( Z HDO‘qu) , st l<p<oo;

= HuHWm’p(g) = |e|<m

sup [|[Dulloo , sip=o0.
|| <m

est une norme sur WP ((2).
Sip=2ona: H™() = Wm%).
Théoreme 1.3.3. L’application définie par :
H™(2) x H™"(2) — C

(u,v) = (u,v)gmy = > (D, D),

laj<m

est un produit scalaire sur H™((2).
Théoréme 1.3.4. H™({2) muni du produit scalaire est un espace de Hilbert.

Définition 1.3.2. On dit que Q de R" est de frontiére réguliére de classe C* s’il

existe un nombre fini d’ouverts (w;)o<i<q tels que Wy C 2, Q C z'@o’ o0 C z@f et
pour chaque i € {1,.....,q} il existe une application bijective ¢; de classe C* de
w; dans l’ensemble

Q={y=0,yn) ER"IXR*, |y |<1,|yn|<1}, et telle que

¢i(w;NQ) =QN{y = (¥,y.) €R" xR", y, >0},

Gi(w; NON) =QN{y = (v,yn) € R xR", y, = 0}.

Définition 1.3.3. Soit Q un ouvert de R™ de classe C*. On note 7(a) la normale
extérieure a 2 en a € I' = 0Q défini par
Vh(a)
7(a) = :
[Vh(a)|

Théoréme 1.3.5. Si (2 est un ouvert borné de R™ de frontiére réguliere, alors la
norme de W™P((2) est équivalente a la norme

[ullwme = llull, + 2 I1Dullp.

|al=m

14



1.3. LES ESPACES DE SOBOLEV

Théoréme 1.3.6 (Rellich-Kondrachov). On suppose §2 borné de classe C*. On
a

Sip<mn, alors W'P(02) C L1
Sip=mn, alors WHP(02) C L1
Sip>n, alors WH(02) Cc C
avec injection compact.

(), Yge[lp| on L=1
(2), Vg€ [l,+oof;
(Q)’

1.
n?

Remarque 1.3. Le théoreme de Rellich est a peu prés optimal au sens suivant :
(i) Si 2 n'est pas borné, linjection WlP(2) C LP(§2) n’est pas compacte en
générale.
(ii) Uinjection WHP(£2) C LP"(§2) n'est jamais compacte méme si §2 est borné et
réqulier.

1.3.2 L’espace W,?”(12)

Définition 1.3.4. Soit 1 < p < oo, Wy ?(£2) désigne la fermeture de C}(£2) dans
Whe(£2).

On note : H(2) = Wy (02).

L’espace Wol’p(Q) muni de la norme induite par WP est un espace de Banach sé-
parable, il est réflexif si 1 < p < oco. H}(§2) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire de H'(£2).

Théoréme 1.3.7. C°(02) est dense dans Wy (12).
Autrement dit on peut utiliser indifféremment C°(2) au lieu de C}(2) dans la
définition de Wy (£2).

Proposition 1.3.1. Soit u € W'(2) , u € Wy?(2) < u = 0 sur la frontiére de
0.

Proposition 1.3.2. On peut définir Wg* pour m > 1, par :
WP (2) ={u e W™P(2):u=Du=..= D™ Ly =0 . sur 002}

1.3.3 L’espace dual de W, (1)

Notation : On désigne par W~19(£2) I'espace dual de W, ?(£2), 1 < p < oo et par
H=1(2) le dual de H}(02).

On identifier L?({2) et son dual, mais on n’identifie pas Hj({2) et son dual.

On a le schéma suivant

Hy(£2) € L*(2) € H™H(92),
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1.4. ESPACES FONCTIONNELS

avec injections continues et denses.
Si 2 est borné on a

2n
< p < o0,

WyP € LX) c W (), Si — <

avec injections continues et denses.

Théoréme 1.3.8. Soit F € W=Y9(82), alors il existe fo, f1, ..., fn € LI(2) telles

que
(F,v) /fo dl’—i‘Z/fz

ave | FI| = yuase i

r)dr Vv € WyP(02),

1.4 Espaces fonctionnels

Ce paragraphe est destiné a rappeler, au fur et a mesure des besoins, les princi-
paux résultats sur les fonctions définies sur un intervalle de temps et a valeurs dans
un espace de Banach réel.

Définition 1.4.1. Soit 0 < T < oo et soit (X, ||.||x) un espace de Banach réel.
Nous notons par D(0,T; X) l’ensemble des fonctions continues da support compact
dans (0,T) a valeurs dans X.

Définition 1.4.2. Une fonction f :[0,T] — X est dite fortement dérivable en
to € (0,T) s’il existe un élément % (to) € X appelé la dérivée forte de f en ty, telle
que

hmw‘ﬂm+m—f%n—#@®

i € dt =0

X

Définition 1.4.3. Une fonction f : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une
suite de fonctions (fn), n € N appartenant a D(0,T; X) telle que

gg/w; ()lly ds = 0.

Théoréme 1.4.1. (Bochner) Une fonction f : [0,T] — X mesurable est intégrable
si et seulement si t — ||f(t)||x : [0,T] — RT est intégrable, dans ce cas

< [ 17 (5)lx ds.
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1.4. ESPACES FONCTIONNELS

Soit 1 < p < oo. L'espace de Lebesque LP(0,T;X) est 'ensemble des classes de
fonctions f: (0,T) — X mesurables, telles que Uapplicationt — || f (t)||x appartient
a LP(X). On sait que LP(0,T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

T 7
1Ay = (/Wﬁﬂ%ﬁ) Si1<p<oo
0
1flleorxy = mE{C>0/]f(B)lx <C; pp. t€(0,T)} sip=oc.
Naturellement, on a :
LP(0,T;LP(02)) = LP(Q) ou Q= 2x]0,T7.
Par ailleurs, nous avons les résultats suivants :

Théoréme 1.4.2. 1. L(0,T7;X), (1 <p < o0) est un espace de Banach.

2. 8i X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x, alors L*(0,T; X)
est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(0,0 2y = [ (@ (8) 0 (0)  dt

3. L7(0,T; X) — L10,T; X) avec injection continue, 1 < g <r < oo.
4. 81 X est un espace de Hilbert, alors

1
LP(0,7;X) = LY%0,T;X) sil<pg<oo, —+-=1,
p

1
q
LY0,T;X) < L™(0,T;X),

ou LP(0,T; X)) représente le dual de l’espace L1(0,T;X), 1 <p < 0.
5. D’apres le théoréme de Danford-Pettis [’espace

L0, T; Hy () N L7 (Q)) (resp L®(0,T; L* (Q)))
est le dual de
LY, T; HH(Q) + LY () (resp de L*(0,T; L* () )) .

Et H1(Q) + L9 () muni de la structure de dual fort de H} (Q) N LP (), ou
1,1

R -

p q
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1.4. ESPACES FONCTIONNELS

Définition 1.4.4. Soit u, w € L'(0,T; X). La fonction w s’appelle la dérivée gé-
néralisée d’ordre n de u sur (0,T) si

/w) (t)u(t)dt = (-1)”/90 (H)w () dt Y € D (Q).

Nous écrivons w = @ pour n =1 et w = u™ pour n > 2.

Soit 1 < p < oo. L’espace L’espace de Sobolev WP (0,T; X) est l’espace des
fonctions u : [0,T] — X telles que uw € LP(0,T;X) et v € LP(0,T;X). L’espace
WP (0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

ltllyrsora = (1 oo + 11 ooran)” -

Définition 1.4.5. Une fonction f : [0,T] — X est dite absolument continue si
pour tout € > 0, il existe § = 6 (¢) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (a;b;)
disjoints, inclus dans [0,T], tels que Y (b; —a;) <& on a X || f (b;) — f (a;)]| <e.

J J

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument continues et les
fonctions de I'espace W (0, T; X).

Théoreme 1.4.3. Soit 1 < p < 00, X un espace de Banach réflexive et soit u €
LP(0,T;X). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. uwe W (0,T; X).

2. u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant
la dérivée forte dans LP(0,T; X).

3. Il existe ug € X et g € LP(0,T;X), telles que

u(t) = uo + / g(s)ds Vi € [0,T].

1l découle de la démonstration du théoreme précédent que, si X est un espace
réflezive, alors toute fonction u € WP (0, T; X) est fortement dérivable p.p.
sur (0,T) et u' = 2. Par ailleurs WP (0,T; X) coincide avec l'ensemble des
fonctions w : [0,T] — X absolument continues et W (0,T; X) coincide
avec 'ensemble des fonctions lipschitziennes u : [0,T] — X.

Etant donnés un entier k > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit par récurrence
[’espace

W2 (0,T; X) = {u c Wr12(0,T; X); u' € WP (0,T; X)} .

18



1.5. COMPLEMENTS DIVERS

Lespace WHP (0, T; X) est un espace de Banach muni de la norme

k
HUHW’mP(O,T;X) = HUHLP(O,T;X) - az::l Hu(a) Lr(0,T5X)

On dénote aussi par C'(0,T; X) I'espace des fonctions continues sur [0,7] & va-
leurs dans X avec la norme

= t
fulleqar) = mas. (0]

1.5 Compléments divers

P \ . af
Théoréme 1.5.1. Si f € LP(0,T;X) et 5 € LP(0,T;X), (1 <p<o0), aors f
est aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,T) continue
de [0,T] — X.

Théoréme 1.5.2 (Formule de Green). On suppose que {2 est un ouvert borné de
frontiére T, C* par morceauz. Alors, si u et v sont des fonctions de H'($2), alors
on a la formule de Green suivante :

g;vdx:—/u
0 17,

Ov dw+/uvndF Vi=1,..n.
(9a:i 2

ol 7; est la normale unité extérieure o I'.

Un résultat essentiel pour les application du prochain chapitre est I'inégalité
suivante :

Lemme 1.5.1 (Inégalité de Poincaré). On suppose que {2 est un ouvert borné.
Alors il existe une constante C' (dépendant de (2 et p) telle que :

lull, < CIVull, YueWs?(2), 1<p<oo.

En particulier 'expression || Vul|, est une norme sur W,?(§2) qui est équivalente
a la norme |lul|y1s ; sur Hg(£2) Pexpression [ VuVo est un produit scalaire qui in-
2

duite la norme ||[Vul|; équivalente a la norme ||ul| g1 (o).

Soit H un espace de Hilbert réel
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1.5. COMPLEMENTS DIVERS

Définition 1.5.1. Soit a: H x H — R une forme. On dit que :
(1) a est bilinéaire si elle est linéaire par rapport d u et v , (Yu,v € H).
(i) a est continue s’il existe une constante M > 0 telle que

la(u, v)| < Mljullalvllz Yu,v € H.

(iii) a est elliptique ou coercive (ou encore définie positif) s’il existe une constante

a > 0 telle que
Yuec H alu,u) > alul?.

Lemme 1.5.2. Soit a(.,.) une forme bilinéaire, continue et elliptique sur H. alors
il existe un isomorphisme A € L(H) tel que :

a(u,v) = (Au,v)g  Vu,v € H.

1.5.1 Lemmes de Gronwall

Dans ce paragraphe, on donne quelques lemmes de Gronwall qui nous aide a
démontrer 'existence et 'unicité de la solution de notre probleme.

Lemme 1.5.3. Soient f,g € C(0,T;R) deux fonctions positives pour tout t € [0,T]
et soit a > 0. Si ¥ € C(0,T;R) est une fonction telle que :

U(t) <a+ /Tf(s)ds + /OTg(s)\I/(s)ds vVt € [0,T].
Alors . ,
U(t) < <a+/0 f(s)ds) exp (/0 g(s)ds) , vt € [0,T].

Pour le cas particulier f = 0, ce Lemme devient :

Corollaire 1.5.1. Soit g € C(0,T;R) telle que g(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit
a>0.5VeC(0,T;R) est une fonction telle que :

U(t) <a+ /OTg(s)\I/(s)ds, vt € [0,T7.

Alors .
U(t) < aexp (/0 g(s)ds) : vVt € [0,T].
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Lemme 1.5.4. Soient f,g € C(0,T;R) deux fonctions positives pour tout t € [0,T]
et soit a > 0. Si ¥ € C(O,T;( est une fonction telle que :

1\112
2

l\D\»—l

/T s)ds + /[)Tg(s)\lf(s)ds vt € [0,T].

Alors (1) < (a - /OTf(S)ds> exp (/OT 9(8)d5> , o vee[0,7].

Dans le cas particulier f = 0, ce Lemme devient :

Corollaire 1.5.2. Soit g € C(0,T;R) telle que g(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit
a>0.5VeC(0,T;R) est une fonction telle que :

;qﬂ( £) < a +/ $)W2(s)ds,  Viel[0,T).

Alors
|W(t)| < aexp (/()Tg(s)ds> ) vVt € [0,T].
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Chapitre 2

Existence et unicité de la solution
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2.1. POSITION DU PROBLEME ET FORMULATION VARIATIONNELLE

Dans ce chapitre, nous allons considérer un probléme hyperbolique viscoelas-
tique pour l'opérateur fortement elliptique avec une source non linéaire de type
polynomiale. Sous certaines hypotheses sur les données initiales, nous démontrons
I’existence et I'unicité d’une solution faible. La preuve est basée sur les approxima-
tions de Faedo-Galerkin, la méthode de compacité et le théoreme du point fixe (la
technique est de Georgiev et Todorov [6])

2.1 Position du probleme et formulation varia-
tionnelle

2.1.1 Position du probleme

On désigne par 2 un ouvert borné de R", de point générique x = {z1,...,x,} .
Soit ' la frontiere de 2. On supposera toujours que I' est "assez réguliere".
On désigne par @) le cylindre de R} x R; :

Q = 2x]0,T], T fini,
et par X la frontiere latérale de @ :

5 =I'x]0, TT.

Pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance de
la fonction u par rapport a x ( parfois par rapport a t).

L’objet de ce chapitre est de chercher u : () — R solution du probléme de Diri-
chlet suivant :

0%u t
2 + Au — / g(t — 8)Au(s)ds =| u [P"? u, dans Q= 2x]0,T],
0
(P):4 u=0, sur X =1x]0,T],
u(z,0) = up(x), g?(x, 0) = uy(x), dans (2.

A fin d’étudier le probleme (P) et de formuler le théoreme d’existence et d’unicité
on aura besoin des hypotheses suivantes :
(Hy) A est un opérateur elliptique d’ordre deux définit par :

"0 ou
== 3 7 (o).

Qij € L™ (.Q), Q5 = Qjq, VZ,j = 1, L, n
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2.1. POSITION DU PROBLEME ET FORMULATION VARIATIONNELLE

n

Ja >0, telle que Y a;(2)&E > (& + ...+ &),

ij=1
pour tout z € et & = (&, ...,&,) € R™.
(H,) La fonction noyau g : R, — R, est de classe C' | bornée et vérifie

+o0o
g(0) >0, 1— / g(s)ds =1>0,

0

en plus il existe une constante positive £ telle que pour tout ¢ > 0, on a

—&g(t) < g'(t) <0

On le note par V l'espace :
V = Hy(02)
L’inégalité de Poincaré est valable dans V' c.a.d

2n—2 .
2<p< o= sin <3,

n—

2>p<+oo sin=1,2.

Vu(t) € V. ull, < Cl[Vullp, ot {

2.1.2 Formulation variationnelle

Dans ce paragraphe, on démontre que sous les hypotheses (H;) et (Hj) que
probleme (P) est équivalent au probléme variationnel suivant :

(), 0(0)) + ), w(0)) = ([ ot = ) Au(s)ds,v(0)) = (| =2 w,0(0),
Yv eV,
(Pv) ol
a(u,v) = Z /aw(x)aauaa;]
,j=1p) J ?

Lemme 2.1.1. L’application a : H}(£2) x HJ(2) — R est une forme bilinéaire
continue et coercive.

Démonstration. (i) Bilinéarité :
Soient uy, us € H}(£2) et soient A\, Ay € R :

24



2.1. POSITION DU PROBLEME ET FORMULATION VARIATIONNELLE

n 8 ()\1U1 + )\Q’LLQ) ov
a(Auy + Agug,v) = a;ii( dx
1]2:1/ J 8xj 8:132
L ouy Ous\ Ov
- 2:: / iy (@ ( o, A2axj)axld$
aul c%
= )\1 Clz az
z]z:l/ ’ ZJX:I / ’

= Ma(ug,v) + )\Qa(u2, U).
de la méme fagon on vérifier que :
a(u, \v1 + Aavs) = Aa(u, v1) + Aaa(u, va).
(ii) Continuité :
Vu,v € H}(£2) :
au ov

Z / aij(@ (9% 8xld

7,0=1
ou Ov

> [ loste azaxi

7,7=1

< sup|a” |Z/

3,7=1

la(u, v)| =

IN

8%

Et d’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz, on trouve :
Donc

|a(u,v)] <sup |ag (@)1l g2 o) V] 2 2
<ailull g 10]| 30
puisque a;; € L™ (£2), alors oy = supla;j(x)| < .

(iii) Coercivité :

u
D’apres (2.1.1)) pour & = —, on trouve :

3@»

2
dr = aHVuH%
(A

" | Ju
a(u,u)za/gga

et d’apres 'inégalité de Poincaré :

a(u,u) > o[ Vull3 > of| ulf g

81@ 81} "
8$] ox;

(2.1)
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2.1. POSITION DU PROBLEME ET FORMULATION VARIATIONNELLE

Théoréme 2.1.1. D’aprés (Hy) et la continuité de la forme a(.,.), on a :
ol ulldy ) < aluu) < ol uls 22)

Lemme 2.1.2. Sous les hypothéses (Hy) et (Hs) , le probléme (P) est équivalent
au probléme variationnel (Py).

Démonstration. .
(i) Soit u une solution du probleme (P), et soit v € V.
En multipliant la premiére équation par v (au terme du produit scalaire), on obtient :

(", v) + (Au,v) — (/Otg(t _ S)Au(s)ds,v) — (w2 u,v), (2.3)

Alors

ou
(Au,v) / Au vdr = / Z a@( azj)vda:.

1,j=1

En utilisant la formule de Green, on obtient :

8u ov

/Au vdx = — Z /a” vvzdI‘—i— Z / a;j(x ax o —duz,
i i

t,j=1p 4,j=1
et puisque v € H}(£2), donc v = 0 sur I'. On obtient, alors

(Au, v) / Au vdx = Z / a;;(z 3; g;} dx. (2.4)
7 i

i,7=1
De et on trouve :
(u",v) + alu,v) — (/Otg(t — s)Au(s)ds, U) =(|ulP?u,v), (2.5)

(ii) L’implication inverse.
Soit u € V une solution du probleme (Py), on a :

(u",v) + a(u,v) — </Otg(t — s)Au(s)ds, U> =(|ul"?u,v), (2.6)

ol
" ou Ov
= (@) 5 —=—d,
ofwv)= > / ()5, gy
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2.1. POSITION DU PROBLEME ET FORMULATION VARIATIONNELLE

on applique la formule de Green et puisque v € H} (),

(W' o)+ 3 [aste vvldl“ Z / < a;) vdz

4,j=11

([ ot~ s)Au(s)ds,v) = (lu P u,v),

Pour v = ¢ € D(£2) :

-5 [ (atorgt ) e ([ ate = )auts)ts. o) = (P )

3,0=1

d’ou :
(w0 + (Au ) = ([ gtt = ) Au(s)ds, o) = (| P2 )

donc : .
u" + Au — / g(t — s)Au(s)ds =|u |P"*u dans D'(£2),
0

et par conséquent :

t
u" + Au — / g(t — 8)Au(s)ds =| u [P u  presque partout dans 2.
0

Nous introduisons la notation suivante
t
(gou)(t) = /O g(t — s)au(t) — u(s),u(t) — u(s))ds (2.7)

Lemme 2.1.3. soit u solution du probléme (P),on a :

1) / /t g(t — s)AVu(s)Vu'(t)dzds =
L o0+ 0w @) + 2 @, u(0) R o(6)ts] - Lat0atute)u(o),
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2.1. POSITION DU PROBLEME ET FORMULATION VARIATIONNELLE

Démonstration.
D
Slgount)= [ ¢t~ s)atu(t) — u(s), u(t) ~ u(s))ds
+/ (t— s j —uls), ult) — u(s))ds
= [ gl = syatutt) — uls) u(t) - u(s))ds
+ /O (t — s)a(u(t) — u(s), u(t) — u(s))ds

+ (jta(u(t),u(t))) /Ot (s)ds =2 [ [ glt = ) AVu(s)Val (t)dnds

jt(g ou)(t) — 2/ / (t — s)AVu(s)Vu'(t)dzds

jzf(a(u(t),u(t))/ot (s )dS) — g(t)a(u(t), u(t)).

Cette derniere identité implique

/ / (t — s)AVu(s)Vu'(t)dzds =
I o + S0 ow)(t) + 5 & [alu(t), u®) I} 9(s)ds] — Sotalu(r), u(r),

2 dt Qdt

Et pour la deuxieme assertion il suffit d’utiliser (H>) O
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE

2.2 Existence et unicité

Pour démontrer 'existence locale de la solution du probleme considéré, il tres
outil de commencer par étudier le probleme suivant, en fixant le deuxiéme membre
de la premiere équation, suivant :

0%u t
— + Au — / g(t — s)Au(s)ds = f, dans 2x]0,T],
0

ot2
(P1):< u=0, sur  T'x]0,T7,

0

; a—?(x, 0) = uy(x), dans £2.

ouT> 0 et f est une fonction donné sur 2x]0, T'[. Le probléme variationnel associé
au probleme (P1) est le suivant :

u(z,0) = up(x)

(u(1), v(t)) + a(u(t), v(t) = (J§ g(t = ) Au(s)ds, v(t)) = (f(1), v(t)),
Yv eV,
(PV1> . . ou P
a(u,v) = Z_: /aij($)a;ia;ldx

Théoréme 2.2.1. Supposons que (Hy) et (Hy) sont vérifiées. Soit f € H*(0,T; L*(Q)),
ug € H(Q) N HQ), uwy € HJ (), alors il existeT > 0 tel que le probléme (P1)
possede une solution unique

u satisfait :

u €eL™ (0, T; H&(Q)) et Au € L*(Q)
up €L (0, T Hy(Q))
uy €L (0,T; L*(Q)) .

2.2.1 Unicité

Soient wuy, us deux solutions du probléme (P1) au sens du théoreme (2.2.1). On
pose ¥ = u; — ug, alors ¥ satisfait le systeme suivant

0% t

— + AY — / g(t — s)Av¥(s)ds =0, dans §2x]0,T],

ot? 0

v =0, sur  I'x]0,T7, (2.11)
J(z,0) =0, gf(x, 0) =0, dans S2.
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Multiplions la premiére equation du (2.11) par ¢ et par intégration par partie on
obtient :

d / ¢ /
Sl 1+ (1= [ g)ds) a(e),90)] = —g0alo(), 96)) + (5 0 0)()
(2.12)
Intégrant I’équation ci-dessus de 0 a t et utilisant le lemme de Gronwall on obtient

0 <[ 9'() [I3 +aol | VO(t) |30, (2.13)
Ensuite (2.13)) donne ¥ =0 .

2.2.2 Existence

Dans ce paragraphe et sous les hypotheses que nous avons cité précédemment
I'existence dune solution faible sera obtenue en se basant sur les approximations de
Faedo-Galarkin et la méthode de compacité.

La méthode de Faedo-Galerkin consiste a réaliser les trois étapes suivantes :
(i) On construit des solutions "approchées’;

(ii) on établit, sur ces solutions approchées, des estimations a priori;

(iii) on passe a la limite, grace a des propriétés de compacité .

i)Solutions approchées.
L’espace V est séparable, il existe une suite wy, wo, ..., w,,, ayant les propriétés

suivantes :

w; €V, Vi,
Vm, wy, wy, ..., w,, sont linéairement indépendants; (2.14)
Vm = <{w17 w2, ..., U}m}>

En particulier :

Yug € VN H*(Q) = I(uom)men+, Uom = Z QpmWE — g lorsque m — +oo (2.15)
k=1
Yuy € V = I(uim)mens, Utm = Z Bemwi, — w1 lorsque m — +00 (2.16)
k=1
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE

On cherche alors u(zx,t) = in: gim(t)w;(x) solution approchées du probleme
i=1

(Py,) suivant :

» ){ (u (), we) + a(u(t), we) — (f3 g(t = 5) Au(s)ds, wy) = (F(£),we), k= 1,..,m
" wn(0) = wom, 1, (0) = gy,
(2.17)

On obtient un systeme d’équations différentielles non linéaires du deuxieme ordre.
On considere les fonctions suivantes :

Gm = (grm(t), e s Gmm (1)) (2.18)

For = ((Fr01)s oo (f,ws)) (2.19)

Co = ((/Otg(t - S)Au(s)ds,w1> e : (/Otg(t — s)Au(s)ds, wm>> (2.20)

et les matrices

B = ((wi, wy)) 4 <i<m A = (a(wi, wj)) 4 <i<m (2.21)
1<j<m I1<j<m
Les vecteurs wy, w, ...., Wy, sont linéairement indépendants (i.e det(wy, w;) # 0),

la matrice B,, est inversible alors g, est solution de :

2 (9m(t) + B Ap(gm () + B Cr = B (fm))
(Pr) 9m(0) = (Cim)1<icm = Gom, (2.22)

/

97,(0) = (Bim)1<icm = Gim-
D’apres le théoreme de Carathéodory, il existe une solution unique locale du (P,,)
dans Uintervalle [0, ¢,,], t,, dépend de m.
L’étape qui suit montre que t,, = T pour tout m € N*.
ii)Estimations a priori.
Estimation I
On multiple I’équation (2.17)) par g;,,(t) et on somme sur k on obtient :

o 0 18 a0 (0) = ([ ot = ) Aun(9)ds, w0, 0) (g0

= (f(1), u, (1))
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on a

d i d 09 o
Sa(d(n),0() = lz/ﬁ%<@%%ﬂ

D’ou

a(W(t), ' (1)) = = —a(d(t), 9(t)). (2.24)

;jww¢wu3+;iau%uxwmﬂ>—(—ijawn%xw+{;¢oww@>
_l’_

(2.25)
Par intégration de 0 & t, en utilisant I'inégalité |ab] < $(a® 4 b?) il résulte :

I ) 13 = 1 0) 1 (1 = DaCtn (), 0 (8)) = @t (0), 1 (0) <
(2.26)
< [176) s+ [ 1 wafs) 3 ds

En utilisant la coercivité de a( - ) devient :

t t
H%ﬁw?mnw%@W§&+AHuM@M@+vAHWm@W%&@W)
avec

Cu =1, (0) I3 +alum(0), () + [ 1] 1(5) I s,

d’apres (2.15)), (2.16)et puisque f € L?(0,T;L*(Q2)) alors C; est une constante
positive
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on conclut que

5 (1 ta0) 18+ 1 (@) 12) < © 40 ([ 1(5) 13+ 1 Do) [P ds) - (229)

ou f=min(l,) et A= max(l,7).
On applique le lemme de Gronwall aux fonctions
F@) =] ul, (@) 15+ || Vun(t) ||* et g(t) = %, on obtient :

|l (8) 13 + || V(1) [3< Ce37, (2.29)
avec T indépendante de m.

Estimation II

Dérivons ([2.17)) en t et multiplions par g, on obtient, aprés sommation en k

1d , ) n d ¢ iy (5) uyy, (1)
i 1018 =3 Lot ([ ate— 9% as) 2,

1,j=1

(2.30)
+a(uy,(t), up, (1) = (f'(t), un, (1))

Puisque

jt </0tg(t - 5)8%;58)@) _ g(o)&gﬂ;i[)) +/Otg(t B S)aué;ES)dS’ (2.31)

alors, le dernier terme du premier membre dans 1’équation ([2.30) donne
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2.2. EXISTENCE ET UNICITE

Z / ij 7o (/ (t — 8)8%Z§s)ds> &gigt) dx =

i,7=1

5 o 00

+/ g(t — s)a(ul, (t),ul (t))ds
- Z / i [dt (9 au m(f )> —g'(t)au;”(t)] 9im(0) (2.32)

5 ox; Ox; Ox;
+/O gt — s)aluy, (t), uy,(t))ds
:/QAVUOm (jt (9(t) Vs, (t)) — 9’(t)VU§n(t)> dz+
—i—/g/otg(t — $) AV, (s)Vu" (t)dxds,

intégrons (2.30) de 0 & t et utilisons (2.24) on obtient :

0 13— 1 0) 13+ ga(ul(6) (1)) — i (0),  (0))

+ Z / ai; ( / (t— s)a%”;is)ds> alg’ift) da (2.33)

ij=1
= (f'(1), up (1))
Remplagons - ) dans ( -, utilisant, et |ab] < §(a® +b?), il résulte :
[l (8) 112 o || Vg, (2) 113 —2/ () AV g Vi, (t)de
—2/0 /Qg $)AVug,Vu, (s)drds < (2.34)

t t
< Cot () 1842 [ I Fs) I ds+2 [l ud(s) 113 ds

avec n oul,(0) Ou,,(0)
/ / _ . Um Um
Cy = a(um(()), um(())) - i,jz—l ij (:E) &L‘j oz; o
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est une constante positive d’apres (2.15)). Maintenant, majorant || u/ (0) ||3 : posons

t =0 dans (2.17) on trouve :
(ulr (0), wx) = (£(0) + Augp, wy,) 1<k<m,wg (2.35)

m

en multipliant par ¢, et sommant en k :

(117, (0), 17, (0)) = (f(0) + Ao, 1, (0)) (2.36)

L’opérateur A est continu, alors Auyg,, < constante,
et comme f € H'(0,T;L*(Q)), on déduit que f(0) € L*(Q) .
d’ou
| 4 (0) [3< Cs, (2.37)

avec (3 est une constante positive,
par conséquent ([2.34) devient

I @) 13 +5 1 V(@) 1 =2 | 9(6)AVuon Vet (t)da
_9 / / ) AVaugm Vil (2)dzds < (2.38)
t
<v2 [ £6) Bds+2 [l 13ds
0 0
avec Cy = Cy + Cs.

Les inégalités de Young et Holder, nous permettent de majorer le troisieme et le
dernier termes du premier membre de 'inégalité (2.38)) comme suit

Ougyy, Oul, (t)
/Qg(t)AVuOmVu dx—”zjlg / a;j 8% 8@- dx
n 1 8u0m 2
< — .
<ol > [QM [ |Gz o2 o) %l

zn: m(®) dx

Jj=1

I

1<i<n

8xz

<y ||oo 5 || Vom |13 2 || 9 lloc max (Z IFas; 115 )

<11 g [l ﬂ I Vuom (13 +21 1| g oo ax || Veur, (8) |12

pour p >0, Ihypothese a;; € L>(Q2) nous affirme que a; = 2 <Zl | ai; Hio)
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est une constante positive et
/ / $)AVug, Vu,, (s)dxds <
2 . p 2
=1 |/l Ox; Ti

<n || Vaom [} +a:€2 (/ ds) 19,65 1 ds

< | Vo [+ (L= 1) [ 1] Vi (s) I ds

Remplagant ces deux derniéres inégalités dans (2.34)) et utilisant (2.24)) on conclut

It (00 13+ [ =201 1 o o (1= [ gts)as)| 1 Vi) <
<O+ [ 1u(5) 13 +an 1= 17 | V(o) I3 ds

pour (p < (agl)/2a1 || g || ),et on appliquant I'inégalité de Gronwall aux fonctions
F@) =l a2 () 12+ || Vun(t) [|? et g(t) = B,on obtient :
[l (8) 112 + [ Vg, (2) [12< Cs (2.39)
ou
B =min (1, —2pa; || g ||leo +aol) et X = max (1,a,£2(1 —1)?).

Passage a la limite

A partir de et -, on déduit

(t,) demeure dans un ensemble borné de L>(0,T; Hi(Q)),
(u!,) demeure dans un ensemble borné de L>(0,T; H3(Q)), (2.40)
(u) demeure dans un ensemble borné de L>(0,T'; L*(2)).

On déduit de (2.40) qu'on peut extraire des sous-suites convergentes (u;), (u;)
et (u)) de (uy,), (u,)et(u!!) respectivement et telles que, lorsque [ — 400, on a

w — u dans L>(0,T;V) faible(*), (2.41)
u; — u' dans L™ (0,T;V) faible(*), (2.42)
u) — u” dans L™ (0,T; L*(Q)) faible(*), (2.43)
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Par ailleurs, il résulte, en particulier, de (2.40) que

(t,) est bornée dans L2(0,T;V),
(u! ) est bornée dans L?(0,T;V), (2.44)
(u ) est bornée dans L?(0,T; L*(2)).

D’apres le théoreme de Rellich-Kondrachoff (Lions-Magenes|11])

I'injection de H'(Q) dans L?*(Q) est compacte.

Donc

w — u dans L?(Q) fort et presque partout dans Q,
uy — o' dans L*(Q) fort et presque partout dans Q.

Pour ¢ € N* fixe quelconque et VI > ¢, on a

(W (1) wg) + atun(t) ) — ([ gtt = s)Auls)ds,wy) = (Fhw)  (245)

De la convergence faible, on déduit que

(u] (t), wg) — (u"(t),w,) dans L>(0,T;V) faible(*), (2.46)

a(u(t), wy) — a(u(t),w,) dans L> (0,7;V) faible(*), (2.47)

</Ot g(t — s)Auy(s)ds, wq) — (/Ot g(t — s)Au(s)ds, wq) dans L*™ (0,7;V) faible(*).
(2.48)

Et par conséquent par passage a la limite de ([2.45)) il devient

(W' (0), ) + a(u(t), ) — ([ ot = 9)Aus)ds,wy) = (f(O),wy) (249

comme {wy, wy, ..., wy, } est dense dans H} (), on obtient pour tout w € H ()

(" (), w) + a(ult), w) — ( /0 “olt - S)Au(s)ds,w> — (f(),w) (2.50)

Pour v € C(0,7;V) N CY0,T;L*(f)) donné, nous considérons le probleme
suivant :

2 t
(gtvj + Au — / g(t —s)Au(s)ds =| v |P"? v, dans Q = £2x]0,T],
0
(P2) 14 v=0, sur X =T1x]0,T],

ov
ot
Relativement & ce probléme on a :

v(x,0) = up(z), = (z,0) = uy(x), dans {2.
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2n — 2

Proposition 2.2.1. Soit 2 < p < et sous les hypothéses (Hy) et (Hy). Si

(ug,u1) € V x L*(Q), alors il existe T > 0 et une unique solution (u) du probléme
(Py) telle que

u€ C0,T;V), wu € C(0,T;L*Q)).

2n — 2
Théoreme 2.2.2. Soit 2 < p < n

et sous les hypothéses (Hy) et (Hy). Si

(ug,u1) € V x L*(Q), alors il existe T > 0 et une unique solution (u) du probléme
(P) telle que
ue C0,T;V), wu €C(0,T;L*(Q)).

La démonstration de ce théoréeme est basée sur le théoreme du point fixe.

Remarque 2.1. La preuve de la proposition et le théoreme se trouve
dans [3]
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Chapitre 3

Explosion de la solution en temps
fini.
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3.1. RESULTAT PRELIMINAIRE

Nous donnons dans ce chapitre une conditions suffisante d’explosion de la solution
pour une énergie initial assez petite.

3.1 Résultat préliminaire

On définit la fonctionnelle d’énergie E associé au probleme (P) par

B0 = 5 [ +5 (1= [ (s)ds) afult) u(®) + 30w~ N ulfi (3

avecu € Hy(Q).
On note par E(0) = 3 || uy |13 +35a(uo, uo) — zl) | uo [|E'énergie initiale du probleme
(P).

Proposition 3.1.1. Soit u solution du probléeme (P). La fonctionnelle d’énergie E
est strictement décroissante, de plus on a pour tout t > 0 :

d 1 1

LB() = S(d o u)(t) — sg(t)a (u(t), u(®)) < 0. (32)

Démonstration. On dérive chaque terme dans la formule (3.1

jt B | e []2 ] at [ / | 2 dl} = /Qututtdx‘ (3.3)

Remplagons v par u; dans la formulation variatinnelle on obtient :

au oul
UpUpedr = — /al dz+
/ ”zjl / 8% ox;
(3.4)
n ou du/ _
/ / (=) b= 1azj(x)375jax¢ | da
On remplacons (2.24]) dans (3.4]) on trouve :
1 d ” ou du/
/Qututtdx— —§d— +/ / (t—s) P am( )8% axzdxds—l—
(3.5)

[ | d,
Q

40



3.1. RESULTAT PRELIMINAIRE

Dérivons le deuxiéme terme :
515 (= [ a)dspatuto),u) )] = ~So(0atuts), u)

_ ;a(u(t),u(t)) /0 " g(s)ds.

Dérivons le troisieme terme :
= [Sgon] = 56 0w + Satu(e),uw) [ gls)ds—
dt 12 gou = 9 g u 2(1 u , U 0 gls)as

" ou Oul
/ / (t—s) P > aij(x )axj axzdaz:als

Dérivons le dernier terme :

d |1
I p_,i D p—1
dt[pn |] pdt[/mdx] [Tl | da.

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Et pour obtenir le résultat désiré on va sommer les équations (3.5)), (3.6)), (3.7)

et et on trouve :
2 p(oy = g o u)e) - Lot (ule) ute) < 0.

On définit la fonctionnelle ~ par :

30 = (1= [ gto)ds ) atut)u(t) + (g ou)(t).

Lemme 3.1.1. la fonctionnelle d’énergie vérifie I'inégalité suivante :

1 1 CP
E(t) > 57(?5) - EW(W@) :

(VS|

Démonstration. D’apres la définition de la fonctionnelle d’énergie E, on a :

B() > 5 (1= [ sas)atu(t). u(®) + 3gon)® ~ vl

(3.9)

]

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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1
z570 =S lels

En utilisant I'inégalité de Poincaré on trouve :

N | —

| ulp< CP || Vuly. VueWyP(£),

Donc 1
——ulp>—— || Vu |5 .

p

Et

1—/0tg(s)d521—/ooog(s)d8—l.

De la coercivité de af(.,.), (3.10) et (3.1) on obtient :

ool | V1< (1= [ g(s)ds) au(t), u(t)) < 5(0)

Par conséquent

(1 vu 1% < ()

D’ou .
| vu p< OO
(aol)>
De et (| on obtient :
1 Cr 2
- = H 15> D (an])? —(v(t)2.

Remplagons (3.19)) dans (3.12)) on obtient le résultat désiré .

On définit la fonction G par :

Par dérivation, on obtient

1<p<oo.

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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e ( est strictement croissante sur [0, Ag|.
e G est strictement décroissante sur |Ag, oo[.et G(A) — —oo lorsque A — +00
e G admet une seule valeur maximum G()\g) = (% — %) A2 = Ej en ).

Lemme 3.1.2. Supposons que les données initiales :
E(O) < Eo, H Vug H> Ao-
Alors, il existe une constante A\ > \g telle que

()2 > A et |u@) |l,> CA, V€0, T,

WARS:
avec C, =p » (> C

aol

Démonstration. comme FE(0) < Ey donc il existe A; > Ay tel que G(A;) = E(0).

On choisit Ay =|| SJug ||2 . Par (3.11)) et (3.18]) nous obtenons G(Ag) < E(0) = G(\1).
Ce qui implique que Ay > Aq.

Montrons que maintenant (v(£))z > A;.
supposons le contraire c.a.d (y(t))z < A;.
Par continuité de la fonction v on peut choisir ¢, tel que (v(£9))2 < Ay, mais on a

d’apres (3.11]) que :

NG

E(ty) > G((7(t))7) = G(\1) = E(0).

Contradiction car la fonctionnelle d’énergie est décroissante.
Montrons que || u(t) ||,> CiAi, on a E(t) > 1v(t) — % | u(t) [, ¢ est équivalent a
dire

1 1 1
~llu) [z 33 - E(0) = 53 - Glh).

Donc
Qg

1 1/c?\*
S gz 2 (2

Finalement on conclut que
[u(t) = Cidr.

On définit la fonctionnelle H par

H(t) = Ey — E(1). (3.23)
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Lemme 3.1.3. Soit u solution du probléme (P) .Alors pour toutt € [0,T[,on a

() [3< € (alult), u()+ || u() [5) (3.24)
pour tout 2 < s <p et C est une constante positive.

Démonstration. Si || u ||,< 1 alors, on déduit de I'inégalité de Poincaré et la coerci-
vité de a(.,.) que :

lalh<lullp< X | vu < C (a(u(), u(®)+ [l w ll?). (3.25)

Si |l wllp> 1, alors || u [|5<[| u || . se qui termine la démonstration. O

Corollaire 3.1.1. Soit u solution du probléme (P), alors pour tout t € [0,T[,on a

lu f3< C(HE®) + alu(t), u)+ || w (3 +(gou)t), (3.26)

pour tout 2 < s <p et C est une constante positive.
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3.2 Explosion en temps fini

Lemme 3.2.1. la fonctionnelle H est croissante et on a :
1
0<H(O)<H(t)§f||u||£, Vi € [0,T7].
p

Démonstration. on a pour tout ¢ > 0

d d
—H(t) = ——FE(t
L=~ B0 >0
alors H est croissante, de plus 0 < H(0) < H(t).
D’apres (3.13]) on a
—1 1
By = E(0) < S0+ 1 || () [} +Eo (3.27)

utilisant le lemme (3.1.2)) on obtient :

-1 1 1
Ey,— E(t) < 7A3 + ;Ag + " | u(t) || +Eo,

et puisque Ep = 3A7 — S A7 on obtient :

p

H(t) < ; (e |2 (3.25)

]

On définit la fonction auxiliaire L suivante,pour e assez petit a choisir ultérieu-
rement :

L(t) = HY=9(t) + e/Quutdx; (3.29)

-2
ou 0<a<p—.
2p

Remarque 3.1. La fonction L est une petite perturbation de [’énergie.

Lemme 3.2.2. Soit u solution du probléme (P),la fonction L est croissante
et on a: d

L) 2 ek (|| ue |3 +H (1) + alu(t), u(®)) + (g o w)(t)] (3.30)

ou k est une constante positive.
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Démonstration. Dérivons L par rapport a t :
L) =1 —o)H H +¢| u ||? +e / wunde. (3.31)
Q
Ajoutons et soustrayons peH (t) et replagons € [, uuydx par ¢a valeur on trouve :

L'(t)= (1—0)H  H +¢€| u |3 —ealut),u(t)) +¢el u P +peH (t) — peEy

” Ju(t) du(s) pe 5
e// (t —s) ,j: ()890] o, dxds+5||ut||2

2 (1= [ gls)as)atu(e),u)) + Etgew®) — el u .

2

(3.32)
Et comme 0<o <2~ alors
2p

(1—0)H °H' — peEy > 0, (3.33)

avec € est petit.

t ~ Ju(t) 0
Majorant le terme /0 /Qg(t —3) ”2::1 aij () ggﬁj) gs)dxds :

Utilisons I'inégalité de Young, la coercivité de a(.,.) et les hypotheses sur la fonction
g:

// (t —s) zn:aw 0$] ail)dxds—

i,j=1

_// (t=9) i: &l 8:5] aggl)dxds

+// (t—s) ; ()agéj)(ag(i) 85())d:cds (3.34)

<0 D)+ 3 [ ([ 5as) ars

2,7=1

;/ (foe=o (%5 ) )
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n

<(1=Da(u(t), ult)) + (1=10)(gou)(t)+

daop

+CZ (lrgzag);zn: | ai; HZO> a(u(t), u(t)) (3.35)

n
daop

pay
< 1(1-1 —
<l1-n+ “

a(u(t), u(t)) +

(1 =1D)(gou)(t).

Pour tout p > 0 et

n
a1 = max »_ | a;; [|% -
J

1<i<n
De (3.33)) et ([3.35)) il résulte :

a n
() 2 ¢ |G+ 1) w13 +pH ) + (1= 1) + B2 alu(t), u(t) + L —(1 = Dgow)®)|.
2 Qo 4a0,u
(3.36)
D’ou la conclusion :
d
—L(0) = ekfl| w I3 +H () + a(u(t), u(t)) + (g 0 w)(?)], (3.37)
ou k est le minimum de chacun des facteurs du terme a droite .
m
Lemme 3.2.3. Soit u solution du probléme (P); on a :
1
L5 () < a [|| e [ +H(E) + alut), u(t) + (g o u)()] (3.38)
avec 0<o< p2— et a est une constante positive.
14
Démonstration. Puisque L et H sont strictement positive alors;
L{t) < H"O(t) + ¢ / wude| . (3.39)
Q
On pose r = ] et exploitons I'inégalité suivante :
(a+b)" <2 Ha" +b"), (3.40)
pour tout @ > 0,0 > 0, et r > 1.
L'(t) <y (H(t) + / uudz > , (3.41)
Q

47



3.2. EXPLOSION EN TEMPS FINI

ot C; = 2" 'max {1,¢}.
Pour p > 2, en utilisant les inégalités de Holder et Young, on obtient :

‘ / uude
Q

oﬁi—i-%zl et Cy dépend de Q, u, 6. n

<[l 501 e 15 Co (w87 + 1w 1) - (3.42)

On prend 6 = 2(1—o0),on obtient alors ur = ﬁ <p carl<o< %. conséquent
2

(3.42) devient :
[wnds| < Co (JulF= + 1w 1B), (3.43)
et par le lemme (3.1.3)),(3.43]) devient :

/ uudx
Q

Finalement on conclut par le corollaire(3.1.1])

< Cs (alu,u)+ [ wllf + [ ue |13), (3.44)

L <ol w |3 +H(E) + alu(t), u(t)) + (gou)(t)] (3.45)
ou « est une constante positive.

Théoreme 3.2.1. Soit u la solution du notre probleme étudié, alors cette solution
s’explose en temps fini, c.d.d, il existe T* < oo telle que

Jm [l 13 +H () + alu(t), u) + (g0 u) (1)) = +00 (3.46)

Démonstration. Par contradiction, nous supposons que la solution est globale en
temps, alors pour chaque T > 0 fixé, il existe une constante C' telle que pour tout
t€[0,7] on a

| we |12 +H(t) + a(u(t), u(t) + (gou)(t) < C (3.47)
Combinons (3.30)) et (3.38) il résulte :
K

L'(t) > %Ll‘”(t) vt € [0, 7). (3.48)

En intégrant l'inégalité précédente de 0 a t, on obtient

1

L= (t) > — vt € [0, 7). (3.49)
L7 (0) — keat/[a(1 — 0)]
Ainsi L s’éxplose en temps fini
1—
< 21=9) (3.50)
keo LT (0)
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Comme 'estimation (3.49)) est Vérifiée sur [0,7] pour T > 0 fixé,alors on peut
choisir T' de sorte que T* < T' .

De plus, on obtient de (3.38)) que :
i [ ue |13 +H (1) + a(u(t), u(t)) + (g 0 w)(1)] = +oc, (3.51)

ce qui est en contradiction avec ([3.47)). Ainsi, la solution du notre probleme s’explose
en temps fini. N
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conclusion

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1’étude d'un probleme hyperbolique viscoelas-
tique pour un opérateur fortement elliptique avec une source non linéaires de type
polynomiale.

Nous avons démontré 'existence et 'unicité de solution de ce probleme ; nous avons
terminé par exhiber des conditions suffisantes garantissant 1’explosion en temps fini
de solution.
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