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Abstract

In this memoire, we presented the works of Roshdi Khalil and others concerning the

new definition of conformable derivatives. The resolution of the corresponding conformable

fractional differential equations was studied using Abel’s formula and the Wronskian

formula. To do so, we relied on the most commonly used fractional derivatives, namely

those of Grünwald–Letnikov, Riemann–Liouville, and Caputo.

Keywords : Fractional calculus, fractional equation, conformable fractional calculus,

Wronskian, Abel formula.

Résumé

Dans ce mémoire, on a présenté les travaux de Roshdi Khalil et les autres concernant

la nouvelle definition de conformable. Les auteurs ont été étudie la résolution des équation

différentielles fractionnaire conformable correspondantes en utilisant la formule d’abel et la

formule de Wronskien.Pour comprendre ces travaux, on a besoin de connaitre les définitions

des dérivées fractionnaires classiques les plus utilisées celles de Grünwald-Letnikov, de

Riemann–Liouville et de Caputo.

Mots clés : Calcul fractionnaire, équation fractionnaire, calcul fractionnaire conformable,

Wronskian, formule d’Abel.
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Notations

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes :
N L’ensemble des nombres naturels.

R L’ensemble des nomber rèels.

C Ensemble des nombres complexes.

C(R) Espace des fonctions continues.

Cn([a, b]) L’espace des fonctions continument différentiables sur [a, b].

ℜ(α) Partie réelle de α.

Γ Fonction Gamma.

β Fonction Bêta.

RL Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Eα Fonction Mittag-Leffler à un seul paramètre.
dα

dtα
Dérivé fractionnaire conformable d’ordre α.

I(α) Intégrale fractionnaire conformable d’ordre α.

Eα,β Fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres.

aD
α
t Dérivée fractionnaire de Riemann- Liouville(α ∈ C(ℜ(α) ≤ 0)).

G
aD

α
t Dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov (α ∈ C(ℜ(α) ≤ 0).

C
aD

α
t f Dérivées fractionnaire au sens de Caputo (α ∈ C(ℜ(α) ≤ 0)) .

(Ia) Intégrales fractionnaire de Riemann- Liouville.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une branche des mathématiques qui étudie les dérivées et les

intégrales d’ordre fractionnaire (réel ou complexe). Ce domaine a une longue histoire, et ces

origines remontent au XVIIe siècle, lorsque Newton et Leibniz ont été proposé les bases du

calcul différentiel et intégral.

Leibniz a été introduit le célèbre symbole dny
dxn = dny pour désigner la nième dérivée d’une

fonction f , et dans une lettre adressée à Guillaume de l’Hôpital datée du 30 septembre

1695, il pose implicitement l’hypothèse que n ∈ N, L’Hôpital lui a alors demandé : Que

signifie dnf
dxn si n = 1

2
? . Leibniz a répondu" Cela conduirait à un paradoxe à partir duquel un

jour, on pourra tirer des conséquences utiles"[5]. Plusieurs grands mathématiciens ont été

contribué au développement de ce domaine comme Euler (1738), Laplace (1812), Liouville

(1832 ; 1837) et Caputo (1967), ainsi que Grùnwal (1867) et Letnikov (1868).

Ces dernières décennies, le calcul fractionnaire a trouvé des applications dans plusieurs do-

maines tels que physiques, mécanique, chimie, médecine, finances, biologie voir ([2, 3, 4, 8]).

Les dérivées fractionnaires les plus connues sont la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire au sens de Caputo qui sont définies pour

n− 1 ≤ α < n par les formules suivantes respectivement :

RLD
α
a f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(x)

(t− x)α−n+1
dx. CD

α
a f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(x)

(t− x)α−n+1
dx.

Mais il faut signale qui’il existe plusieurs définitions dans le calcul fractionnaire. Sans rentre

de donner toutes les dérivées fractionnaires puisque il existe multidéfinitions.

En 2014, les auteurs [5] ont été introduit une nouvelle définition simple appelée " dérivée

fractionnaire conformable ". Cette dermiére est basée sur la limite et conserve plusieurs

propriétés similaires à celles de la dérivée usuelle. De plus, la dérivée fractionnaire confor-

mable est utilisée pour résoudre et simplifier certaines équation différentielles fractionnaires

conformables.

Notre objectif pour les dérivées fractionnaires a commencé lorsque l’auteur S. Momani a été

2
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montré comment résoudre une équation différentielle fractionnaire du type

y(
1
2) + y = x

1
2 +

2

Γ(2.5)
x

3
2 ; y(0) = 0

où y(
1
2) représente la dérivée fractionnaire d’ordre 1

2
de y. La solution exacte de cette équation

a été trés difficile d’obtenir à l’aide des définitions classiques, les auteurs ont été utilisé la

nouvelle définition de la dérivée fractionnaire, pour facilité et simplifier certains calculs .

Le reste de notre travail va developper plusieurs points qui sera organise comme suit :

Dans le chapitre 1, nous rapplons quelques notions utilisable, l’espace fonctionelle

et les fonction specifique, ainsi que les notions des intégrales et dérivées fractionnaires de

Riemann-Liouville et de Caputo.

Dans le chapitre 2, nous introduisons la définition de la dérivée fractionnaire confor-

mable, ainsi que quelques propriétés associées et l’intégrale fractionnaire conformable.

Dans la 3éme chapitre, nous présentons des applications sur les équations différen-

tielles fractionnaires conformables, en utilisant de nouveaux outils analytiques tels que le

wronskien fractionnaire et une formule d’Abel.

On termine le travail par une conclusion.

3



Chapitre 1

Rapples et notions

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques élémentaires et notions de base du calcul

fractionnaire, notamment les fonctions spécifiques utilisées pour l’intégration frac-

tionnaire. Nous commençons par présenter quelques exemples d’applications de cette théorie

du calcul fractionnaire dans certains domaines scientifiques.

1.1 Espaces fonctionnels

Dans cette partie, nous donnons quelques notions préliminaire et résultats fondamentaux

de la théorie de l’analyse fonctionnelle et pour d’autre détail on peut consulter [3], qui

constitue un outil essentiel pour le calcul fractionnaire.

1.1.1 Espaces des fonctions intégrables et fonctions définies par des

intégrales

1.1.2 fonctions définies par des intégrales

Espaces des fonctions intégrables

Nous introduisons les espaces des fonction intégrables, qui jouent un rôle fondamental

en analyse fonctionnelle et la théorie de l’intégration.

1.1.3 Espace LP (Ω)

Définition 1.1.1 [8] Soit un intervalle Ω = (a, b) borné ou non borné de R.

4



1.1. Espaces fonctionnels

1. Pour 1 ≤ p < ∞, l’espace Lp(Ω) est l’ensemble des classes de fonctions réelles

mesurables f sur Ω, vérifiant ∫ b

a

|f(x)|p dx < +∞.

De plus LP (Ω) est un espace de Banach muni de la norme suivante :

∥f∥Lp =

(∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p

.

2. Pour p = ∞, l’espace L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables f bornées presque

par tout sur Ω, c’est-à-dire

L∞(Ω) = {f : Ω −→ C; f est mesurable et ∃ M ≥ 0; |f(x)| ≤M p.p sur Ω},

l’espace L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables f bornées presque partout

sur Ω, de plus est un espace de Banach muni de la norme suivante :

∥f∥L∞ = inf{M ≥ 0 : |f(x)| ≤M p.p sur Ω}.

On va passer d’étudier l’espace L1 qui fait une reférence à l’espace fonctionnel utilisé en

mathématique, qui est composé de toutes les fonctions intégrables au sens de lebesgue sur

un certain ensemble mesurable.

1.1.4 Espace L1

Pour un ensemble mesurable Ω donnée L1(Ω) est l’ensemble des fonctions f : Ω −→ R
telles que l’intégrale de la valeur absolue de f sur Ω est finie.

En d’autres termes, si f ∈ L1(Ω), alors∫
Ω

|f(x)| dx <∞.

Après avoir introduit les espaces des fonctions intégrables, on va passer à les fonctions

définies par des intégrales.

Fonctions définies par des intégrales

Certaines fonctions sont définies par des intégrales. nous analysons leurs propriétés et

leur dérivation.

5



1.1. Espaces fonctionnels

1. Soit Ψ(x) =
∫ x

a
f(t)dt, la fonction f est intégrable sur un intervalle [a, b] dans R , a

est un nombre fixé de dommaine D. La fonction Ψ est continue et dérivable si f est

continue.

2. Soit Ψ(x) =
∫ b

a
f(x, t)dt, cette fonction est définie sur tout domaine D. Elle est

continue, dérivable et intégrable sur D,

∗ La dérivée de Ψ est donnée par la formulle :

d

dx

∫ b

a

f(x, t)dt =

∫ b

a

∂f

∂x
(x, t)dt.

∗ L’íntégrale est également définie par le théoréme de Fubini.

Théorème 1.1.1 ( Fubini) soit f ∈ L1([a, b][c, d]) une fonction mesurable. Alors∫ b

a

(∫ d

c

f(x, t)dt

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, t)dx

)
dt

3. La fonction ψ(x) =
∫ β(x)

α(x)
f(x, t)dt,

cette fonction est définie sur un domaine D. On suppose que α(x) et β(x) dérivables

sur D.

La dérivée de ψ définit comme suit :

d

dx
ψ(x) =

∫ β(x)

α(x)

∂f

∂x
(x, t)dt+ f(x, β(x))β̀(x)− f(x, α(x))ὰ(x)

1.1.5 Espaces Des Fonctions Continues

Définition 1.1.2 [3] On désigne par C(Ω) l’espace des fonctions continues dans Ω c’est à

dire :

C(Ω) = {f : Ω → C, f continue } .

L’espace C = C(Ω) est un espace vectoriel normé par :

∥f∥C = max
x∈Ω

|f(x)|.

Théorème 1.1.2 (Complétude ) L’espace C(Ω; ∥.∥C) est un espace de Banach .

6



1.2. Fonctions spécifiques

1.1.6 L’espace Cn(Ω)

Définition 1.1.3 Soit n ∈ N. On désigne par Cn(Ω) l’espace des fonctions f telles que f (n)

existe et continue sur Ω .

Théorème 1.1.3 (Complétude ) L’espace Cn(Ω) est un espace de Banach pour la

norme :

∥f∥Cn =
n∑

k=0

∥f (k)∥C =
n∑

k=0

max
x∈Ω

|f (k)(x)|, n ∈ N.

Passons maintenant à la définition de la continuité uniforme, qui représente une notion plus

forte que la continuité.

1.1.7 Continuité uniforme et bornée

Définition 1.1.4 [16] Soit f : Ω → R une fonction définie sur un sous-ensemble Ω de R,

on dit que f est uniformément continue sur Ω si :

∀ϵ > 0,∃δ > 0 tel que ∀x, y ∈ Ω, si ∥x− y∥ < δ, alors |f(x)− f(y)| < ϵ.

Définition 1.1.5 [16] Une fonction f : Ω → R est dite uniformément continue et bornée

sur Ω, si elle est uniformément continue sur Ω et qu’il existe une constante M > 0 telle

que :

∀x ∈ Ω, |f(x)| ≤M.

Remarque 1.1.1 Toute fonction uniformément continue et bornée est uniformément conti-

nue, mais la réciproque n’est pas toujours vrai en général.

Maintenant nous passons aux fonctions spécifiques.

1.2 Fonctions spécifiques

Dans cette partie, nous présentons les fonctions Gamma, Bêta et l’exponentielle de

Mittag-Leffler. Ces fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du calcul frac-

tionnaire et ses application.

7



1.2. Fonctions spécifiques

1.2.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler est une fonction de base du calcul fractionnaire qui généralise

le factoriel n !

Définition 1.2.1 [13] Pour α ∈ C la fonction Gamma d’Euler Γ(α) est définie par l’inté-

grale suivante :

Si ℜ(α) > 0

Γ(α) =

∫ +∞

0

e−ttα−1dt. (1.1)

Avec Γ(1) = 1, Γ(0+∞) = +∞, Γ(α) est une fonction strictement décroissante

pour 0 < α ≤ 1.

Remarque 1.2.1 La fonction Gamma peut être définie aussi par la limite

Γ(α) = lim
n−→+∞

n!nα

(α + 1) . . . (α + n)
, ℜ(α) > 0.

Après avoir définir la fonction Gamma, nous passons à ses propriétés de base.

Quelques propriétés de la fonction Gamma [9, 13]

Une propriété importante de la fonction Gamma Γ(α) est la relation de récurrence sui-

vante :

1.

Γ(α + 1) = αΓ(α), ℜ(α) > 0. (1.2)

Démonstration pour démontrer cette proposition, nous allons utiliser l’intégration

par parties

Γ(α + 1) =

∫ +∞

0

e−tt(α+1)−1dt

=

∫ +∞

0

e−ttαdt

= [−tαe−t]+∞
0 + α

∫ +∞

0

e−ttα+1dt

= αΓ(α)

□

8



1.2. Fonctions spécifiques

2. La fonction Gamma d’Euler généralise le factoriel, car

Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N∗

.

En effet : Γ(1) = 1, et en utilisant (1.2) nous obtenons :

Γ(2) = 1.Γ(1) = 1!

Γ(3) = 2.Γ(2) = 2.1! = 21

Γ(4) = 3.Γ(3) = 3.2! = 321

...

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)! = n!.

□

On va maintenant découvrir la fonction Bêta.

1.2.2 Fonction Bêta

La fonction Bêta, qui joue un rôle essentiel dans les applications mathématiques qui et

liée à la fonction Gamma par une relation mathématique. Elle est définie comme suit :

Définition 1.2.2 [13] La fonction Bêta d’Euler notée B(x, y) est définie par l’intégrale

suivant :

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt, ℜ(x) > 0,ℜ(y) > 0). (1.3)

Théorème 1.2.1 la fonction Bêta est raccorder avec la fonction Gamma par la relation

suivante :

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
. (1.4)

Quelques propriétés de la fonction Bêta [9, 13]

1. La fonction Bêta est symétrique : B(x, y) = B(y, x).

En effet, on a :

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt,

9



1.2. Fonctions spécifiques

Posons t=1-µ. Alors :

B(x, y) =

∫ 1

0

(1− µ)x−1(1− 1 + µ)y−1dµ

=

∫ 1

0

µy−1(1− µ)x−1dµ

= B(y, x).

□

2. B(x, y) = 2
∫ π

2

0
(sin t)2x−1(cos t)2y−1θdθ.

En effet, on a :

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt,

Posons t = sin2 θ, il vient que

B(x, y) =

∫ π
2

0

2 sin θ cos θ sin2(x−1) θ cos2(y−1) θdθ

= 2

∫ π
2

0

sin t2x−1θ cos t2y−1θdθ

= 2

∫ π
2

0

(sin t)2x−1(cos t)2y−1θdθ.

□

Après avoir étudi la fonction Bêta, on va passer à la fonction Mittag-Leffler.

1.2.3 Fonction Mittag-Leffter

Cette derniére est une généralisation de la fonction exponentielle qui joue un rôle impor-

tant dans la théorie des équations différentielles d’ordre entier, cette fonction utilisée dans

la recherche des solutions des équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Définition 1.2.3 [13] La fonction Mittag-Leffler à un seul paramètre qui généralise la fonc-

tion exponentielle a été introduite par Mittag-Leffler en 1903, et désignée par la fonction

suivante :

Eα(t) =
+∞∑
n=0

tk

Γ(αk + 1)
. (1.5)

Cette fonction a été introduite par Agarwal et Erdelyi en 1953-1954 et elle définie par un

développement en série comme suit :

Eα,β(t) =
∞∑
k=0

tk

Γ(αk + β)
, (ℜ(α) > 0,ℜ(β) > 0), x ∈ C.

10



1.3. Intégrales et dérivées fractionnaires

Cas particulier

A partir de la relation (1.5), on trouve les relations suivantes :

1. α = β = 1, on obtient

E1,1(z) =
+∞∑
k=0

tk

Γ(k + 1)
=

+∞∑
k=0

tk

k!
= et

2. pour α = 1, β = 2, on obtient

E1,2(t) =
+∞∑
k=0

tk

Γ(k + 2)
=

+∞∑
k=0

tk

(k + 1)!
=

1

t

∞∑
k=0

tk+1

(k + 1)!
=
et − 1

t

3. pour α = 1, β = 3, on obtient

E1,3(t) =
∞∑
k=0

tk

Γ(k + 3)
=

∞∑
k=0

tk

(k + 2)!
=

1

t2

∞∑
k=0

tk+2

(k + 2)!
=
et − 1− t

t2

et en général

E1,p(t) =
1

tp−1

{
et −

p−2∑
k=0

tk

k!

}
Les cosinus et les sinus hyperboliques sont aussi des cas particuliers de la fonction Mittag-

Leffler (1.5)

E2,1

(
t2
)
=

∞∑
k=0

t2k

Γ(2k + 1)
=

∞∑
k=0

t2k

(2k)!
= cosh(t).

E2,2

(
t2
)
=

∞∑
k=0

t2k

Γ(2k + 2)
=

1

t

∞∑
k=0

t2k+1

(2k + 1)!
=

sinh(t)

t
.

1.3 Intégrales et dérivées fractionnaires

Le but de cette partie est d’introduire les trois plus importantes approches du calcul

fractionnaire au sens Grünwald-Letnikov, et au sens de Riemann-Liouville, et au sens de

Caputo, elles sont les plus utilisées ainsi que la relation entre ces deux approches de Riemann-

Liouville et au sens de Caputo .

1.3.1 Dérivée et intégrale fractionnaire de Grünwald-Letnikov

L’idée de cette dérivée est de généralisation la définition classique de la dérivation entière

d’une fonction à des ordres de dérivée arbitraires.
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1.3. Intégrales et dérivées fractionnaires

Soit f la fonction continue sur [a, b], la dérivée première de la fonction f au point t est

définie par :

f ′(t) = lim
h→0

f(t)− f(t− h)

h
.

Par dérivation successive de la fonction f , on obtient une généralisation de la formule à

l’ordre n ( n est un entier positif ou nul) de la forme :

f (n)(t) = lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(t− kh),

où (
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
.

La formule représente la dérivée d’ordre entier n, si n est positif et l’intégrale répétée n fois

si n est négatif.

Grâce à la propriété fondamentale Γ(n+1) = n!, ∀n ∈ N, on peut arriver à une expression

plus générale dans le cas où n est négatif ou nul.

(−1)k
(
n

k

)
=

−n(1− n) . . . (k − n− 1)

k!
=

Γ(k − n)

Γ(k + 1)Γ(−n)
.

On définit donc la dérivée d’ordre non entier α par :

G
aD

α
t f(t) = lim

h→0

1

hα

∞∑
k=0

Γ(k − α)

Γ(k + 1)Γ(−α)
f(t− kh),

=
1

Γ(−α)

∫ t

a

(x− t)−α−1f(t)dt.

Et
G
aD

−α
t f(t) = lim

h→0

1

h−α

∞∑
k=0

Γ(k + α)

Γ(k + 1)Γ(α)
f(t− kh),

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(x− t)α−1f(t)dt.

Les formules définissent respectivement les dérivées fractionnaires d’ordre α, et d’ordre (−α)
au sens de Grünwald-Letnikov de la fonction f , où f est une fonction continue sur l’intervalle

fermé [a, b].

Si f est de classe Cn, des intégrations par parties et nous permit d’écrire :

G
aD

α
t f(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f (n)(t)dt.

Et
G
aD

−α
t f(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k+α

Γ(k − α + 1)
+

(−1)

Γ(n+ α)

∫ x

a

(x− t)n+α−1f (n)(t)dt.
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1.3. Intégrales et dérivées fractionnaires

La formule est obtenue sous l’hypothèse que les dérivées f (k)(t), (k = 1, 2, . . . ,m) sont conti-

nues sur l’intervalle fermé [a, b] et que m est un entier vérifiant la condition m > α. La plus

petite valeur possible de m est déterminée par l’inégalité suivante, m− 1 < α < m.

1.3.2 Intégrale fractionnaire au sens Riemann-Liouville

1. Intégrale d’ordre arbitraire.

Soit f : [a, b] −→ R (ou à valeurs vectorielles) une fonction continue. Une primitive

de f est donnée par l’expression

(
I1af
)
(x) =

∫ t

a

f(t)dt.

Pour une primitive seconde, on aura

(
I2af
)
(x) =

∫ t

a

(∫ s

a

f(t)dt

)
ds.

En utilisant le théorème de Fubini, on peut écrire(
I2af
)
(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt.

En itérant, on arrive à :

(Ina f) (x) =

∫ x

a

(x− t)n−1

(n− 1)!
f(t)dt.

Définition 1.3.1 [7, 13] Soient Ω = [a, b], f : [a, b] → R une fonction définie continue sur

[a, b]. On appelle intégrale fractionnaire (à droite) de Riemann-Liouville de f la fonction :

(Iαa+f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t) dt, (1.6)

où Γ(α) désigne la fonction Gamma, et α ∈ C avec ℜ(α) > 0.

On note Iαa+ par Iαa l’intégrale fractionnaire (à droite) de Riemann-Liouville.

Proposition 1.3.1 Si f est intégrable (i.e.f ∈ L1([a, b])) et Iαa f existe, alors Iαa f ∈
L1([a, b]).
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1.3. Intégrales et dérivées fractionnaires

Démonstration En introduisant la définition et le théorème de Fubini, on obtient :∫ b

a

|(Iαa f)(x)| dx ≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a

(x− t)α−1|f(t)|dtdx

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
∫ b

t

(x− t)α−1dxdt

≤ 1

Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
∫ b

t

(x− t)α−1dxdt

≤ 1

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|(b− t)αdt

≤ (b− t)α

Γ(α + 1)

∫ b

a

|f(t)|dt.

Puisque f ∈ L1([a, b]), la dernière quantité est finie, ce qui établit le résultat désiré. □

Exemple 1.3.1 L’intégrale de f(t) = tβ au sens de Riemann-Liouville. Soient α > 0,

β > 1, alors on a :

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ) dτ. (1.7)

En effectuant le changement de variable τ = ts, où s = 0 quand τ = 0 et s = 1 quand τ = t,

et dτ = t ds, alors (1.7) devient :

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(t− ts)α−1f(ts)tds

=
1

Γ(α)

∫ 1

0

[t(1− s)]α−1tβsβds

=
tα+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1sβds

=
tα+β

Γ(α)

∫ 1

0

(1− s)α−1s(β+1)−1ds.

En utilisant la définition de la fonction Bêta (1.3) puis la relation (1.4), on obtient :

Iαf(t) =
tα+β

Γ(α)
B(α, β + 1)

=
tα+β

Γ(α)
· Γ(α)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
tα+β.

Donc, l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction f(t) = tβ est

donnée par :

Iαt
β =

Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
tα+β. (1.8)
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1.3. Intégrales et dérivées fractionnaires

En particulier, la relation (1.8) montre que l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville d’ordre α d’une constante C est donnée par :

IαC =
C

Γ(α + 1)
tα.

Proposition 1.3.2 [2] Soient α, β ∈ C tels que ℜ(α) > 0, ℜ(β) > 0, pour toute fonction

f ∈ L1([a, b]), on a :

Iαa
(
Iβa f(x)

)
= Iβa (Iαa f(x)) = Iα+β

a f(x) (1.9)

pour presque tout x ∈ [a, b].

Démonstration Supposons d’abord que f ∈ L1([a, b]), on a :[
Iαa
(
Iβa f
)]

(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1
(
Iβa f
)
(s)ds

=
1

Γ(α)

1

Γ(β)

∫ x

a

(x− s)α−1

[∫ s

a

(s− t)β−1f(t)dt

]
ds.

En vertu de la proposition (1.3.1), les intégrales figurant dans l’égalité précédente existent

pour presque tout x ∈ [a, b]. Le théorème de Fubini permet donc d’écrire :[
Iαa
(
Iβa f
)]

(x) =
1

Γ(α)

1

Γ(β)

∫ x

a

f(t)

[∫ s

a

(x− s)α−1(s− t)β−1ds

]
dt.

En effectuant le changement de variable s = t+ (x− t)y (0 ≤ y ≤ 1), on obtient[
Iαa
(
Iβa f
)]

(x) =
1

Γ(α)

1

Γ(β)

∫ x

a

f(t)(x− t)α+β−1

∫ 1

0

(1− y)α−1yβ−1dydt

=
1

Γ(α)

1

Γ(β)

∫ x

a

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
(x− t)α+β−1f(t)dt

=
1

Γ(α + β)

∫ x

a

(x− t)α+β−1f(t)dt

=
[
Iα+β
a f

]
(x).

□

Maintenant, on va parler sur les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville.

1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville

Définition 1.3.2 Soit α ∈ C, on appelle dérivée d’ordre α au sens de Riemann-Liouville à

gauche de la fonction f définie sur [a, b] par :

Dα
a+f(x) = Dα

a f(x) =

(
d

dx

)n (
In−α
a f

)
(x) (1.10)

=
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt. (1.11)
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1.3. Intégrales et dérivées fractionnaires

Où n = [α] + 1, x ∈ [a, b].

On note Dα
a+ par Dα

a dérivée fractionnaire (à droite) de Riemann-Liouville.

Remarque 1.3.1 Pour α = n ∈ N :

Dn
af(x) = f (n)(x), (1.12)

où f (n) désigne la dérivée usuelle d’ordre n de f .

Si 0 < α < 1, alors :

Dα
a f(x) =

1

Γ(1− α)

d

dx

∫ x

a

(x− t)−αf(t)dt. (1.13)

Appliquons maintenant cette définition sur la fonction f(x) = (x − a)β pour illustrer son

effet :

Exemple 1.3.2 Soit f(x) = (x− a)β, x ∈ [a, b], avec β > −1. Par définition :

Dα
a f(x) = DnIn−αf(x)

=

(
d

dx

)n [(
In−α(x− a)β

)]
=

(
d

dx

)n [
Γ(β + 1)

Γ(n+ β − α + 1)
(x− a)n−(α−β)

]
=

Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(x− a)β−α.

(1.14)

Cas particulier β = 0

Dα
a 1 =

1

Γ(1− α)
(x− a)−α.

La derivee fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une fonction constante f(t) = C

n’est pas nulle.

Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’opérateur de dérivation au sens de Riemann-Liouville possède les propriétés résumées

dans les propositions suivantes :

Proposition 1.3.3 1. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de

R-L existent, pour c1 et c2 ∈ R, alors : Dα
a (c1f + c2g) existe, et on a :

Dα
a (c1f + c2g)(x) = c1D

α
a f(x) + c2D

α
a g(x).
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1.3. Intégrales et dérivées fractionnaires

2. En général

Dα(Dβf(t)) ̸= Dα+βf(t).

Démonstration Par définition de la dérivée fractionnaire au sens de R-L, on a :

1.

Dα
a (c1f + c2g)(x) =

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1(c1f + c2g)(t)dt

=
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1(c1f(t) + c2g(t))dt

=
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n [∫ x

a

(x− t)n−α−1c1f(t)dt+

∫ x

a

(x− t)n−α−1c2g(t)dt

]
= c1

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt

+ c2
1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

(x− t)n−α−1g(t)dt

= c1D
α
a f(x) + c2D

α
a g(x).

2. On a :

Dα(Dβf(t)) = Dα+βf(t)−
n−1∑
k=0

Dβ+kf(0) t−α−k

Γ(1− α− k)
,

et

Dβ(Dαf(t)) = Dα+βf(t)−
n−1∑
k=0

Dα+kf(0) t−β−k

Γ(1− β − k)
.

Par suite, les deux opérateurs de dérivations fractionnaires ne commutent que si

α = β et Dβ+kf(0) = 0 pour tout k = 1, 2, . . . ,m, et Dα+kf(0) = 0 pour tout

k = 1, 2, . . . ,m.

□

Proposition 1.3.4 Soient α, β > 0 et n−1 < α < n, et m−1 < β < m tels que n,m ∈ N∗.

Alors :

1. Si α > β > 0, alors pour f ∈ L1([a, b]) l’égalité :

Dβ
a (I

α
a f)(x) = Iα−β

a f(x), (1.15)

est presque partout sur [a, b].

2. S’il existe une fonction φ ∈ L1([a, b]) telle que f = Iαa φ, alors :

IαaD
α
a f(x) = f(x) (1.16)

presque pour tout x ∈ [a, b].
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1.3. Intégrales et dérivées fractionnaires

3. Pour α > 0, k ∈ N∗. Si les dérivées fractionnaires Dα
a f et Dk+α

a f existent, alors :

Dk
a(D

α
a f(x)) = Dk+α

a f(x). (1.17)

Démonstration voir [13]

1.3.4 Dérivée fractionnaire de Caputo

Malgré l’importance du rôle joué par la dérivation fractionnaire selon Riemann-Liouville,

la dérivée fractionnaire de Caputo constitue une alternative à celle de Riemann-Liouville,

en particulier dans les applications physiques et ingénierique, telles que les modéles liés à la

visco-élasticité et autres, qui nécessitent les conditions initiales .

Définition 1.3.3 [13] Soit α > 0 et f ∈ Cn([a, b]). On appelle dérivée de f au sens de

Caputo à gauche la fonction définie par :

cDα
a+f(x) =

cDα
a f(x) = In−α

a+ f (n)(x) =
1

Γ(n− α)

∫ x

a

(x− t)n−α−1f (n)(t) dt. (1.18)

Avec n ∈ N et n = [α] + 1 où [α] désigne la partie entière de α.

Cette définition, nous permet d’introduire la remarque suivante, qui précise une propriété

importante de la derivée fractionnaire.

Remarque 1.3.2 Selon la définition, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre

α ∈]n − 1, n[ est obtenue en appliquant de In−α
a suivi d’une dérivation classique d’ordre n,

c’est-à-dire
((

d
dx

)n
In−α
a

)
.

Alors que la dérivée fractionnaire de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux

opérations, c’est-à-dire,
(
In−α
a

(
d
dx

)n).
Théorème 1.3.1 Pour n − 1 ≤ α ≤ n, si f(x) ∈ Cn([a, b]) la dérivée (cDα

a+f)(x) existe

presque partout sur [a, b].

1. Si α /∈ N, (cDα
a+f)(x) et (cDα

b−f)(x) sont représentés par

(cDα
a+f)(x) =

1

Γ(n− α)

∫ x

a

f (n)(t)dt

(x− t)α−n+1
= (In−α

a+ Dnf)(x) (1.19)

et

(cDα
b−f)(x) =

(−1)n

Γ(n− α)

∫ b

x

f (n)(t)dt

(t− x)α−n+1
= (−1)n(In−α

b− Dnf)(x) (1.20)

respectivement, où D = d
dx

et n = [ℜ(α)] + 1
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1.3. Intégrales et dérivées fractionnaires

2. Pour α = n, où n ∈ N, alors la dérivée fractionnaire de Caputo cDn
a+f(x) est donnée

par :
cDn

a+f(x) = f (n)(x).

Démonstration voir [13]

Maintenant, on va étudier quelques propriétés fondamentales de la dérivation fractionnaire

au sens de caputo.

Quelques propriétés de dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Propriétés 1.3.1 [4]

1.
R
aD

α
t f =

1

Γ(1− α)

(
f(a)

(x− a)α
+

∫ x

a

(x− t)−αf ′(t)dt

)
,

=
1

Γ(1− α)

f(a)

(x− a)α
+ C

aD
α
t f(x).

2.
C
aD

α
t f(t) =

R
aD

α
t (f(t)− f(a)) .

3. Si f est continue sur [a, b], alors

C
aD

α
t I

α
a f(t) = f(t).

4. Si f ∈ Cn[a, b], alors

IαaD
α
t f = f(x)−

n−1∑
k=0

fk(a)

k!
(x− a)k.

Alors, l’opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur

d’intégration fractionnaire de Caputo du même ordre, mais il n’est pas un inverse droit.

Aprés avoir introduit les définitions des dérivées fractionnaires, maintrnant on va éxaminer

le lien entre les approches de Riemann-Liouville et de caputo.

1.3.5 Relation entre l’approche de Riemann-Liouville et celle de

Caputo

Le théoréme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et

celle au sens de Riemann-Liouville
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1.3. Intégrales et dérivées fractionnaires

Théorème 1.3.2 [10] Soit ℜ(α) > 0 avec n−1 < ℜ(α) < n (n ∈ N), et soit f une fonction

telle que les dérivées fractionnaires cDαf(t) et Dαf(t) existent. Alors :

cDα
a f(x) =

RL Dα
a

(
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

)
. (1.21)

On à passer le corollaire suivant qui permet d’établir une propriété essentielle.

Corollaire 1.3.1 Soient α ≥ 0 et n = [α] + 1, si cDα
a f et Dα

a f existent, on suppose que

Dkf(a) = 0 pour tout k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, alors :

cDα
a f = Dα

a f.

Dans la suite, nous allons comparer les dérivés fractionnaires de Riemann-liouville et de

caputo afin de mieux comprendre leurs différences et leur propriétés respectives.

1.3.6 Comparaison avec l’opérateur de Riemann-Liouville

Dans cette section, on va donner une comparaison entre les dérivées fractionnaires de

Riemann-Liouville et de Caputo.

Lemme 1.3.1 Soit f(x) une fonction telle que les deux opérateurs Dα
a+f(x), D

α
b−f(x),

cDα
a+f(x) et cDα

b−f(x) existent, avec n− 1 < α < n, n ∈ N, alors on a :

Dα
a+f(x) ̸= cDα

a+f(x),

et

Dα
b−f(x) ̸= cDα

b−f(x).

Remarque 1.3.3 La dérivée de Riemann-Liouville ne satisfait pas Dα
a (1) = 0 (contraire-

ment à Dα
a (1) = 0 pour la dérivée de Caputo), si α n’est pas un nombre naturel.

Aprés avoir définir la dérivée de Caputo, on présentons quelques propriétés fondamentales

des dérivées fractionnaire.

Propriétés des dérivées fractionnaires [8]

1. Linéarité Soient f1 et f2 deux fonctions définies sur [a, b], telles que cDα
a f1 et cDα

a f2

existent presque partout. Soient c1 et c2 ∈ R. Alors, cDα
a (c1f1 + c2f2) existe presque

partout sur [a, b], et on a :

cDα
a (c1f1 + c2f2)(x) = c1

cDα
a f1(x) + c2

cDα
a f2(x). (1.22)
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1.4. Équations différentielles ordinaires

Démonstration voir [13]

Passons maintenant à la régle de Leibniz, qui est une règle fondamentale et une

technique utilisée pour dériver le produit de fonction.

2. Règle de Leibniz :

La règle de Leibniz permet de calculer la derivés n-iéme du produit de deux fonctions

f(t), g(t). On a pour tout entier n :

dn

dtn
(f(x).g(x)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
fk(t)g(n−k)(t).

où
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)!
est le coefficient binomial.

La formule générale donné par :

Dp(f(t) · g(t)) =
n∑

k=0

(
p

k

)
fk(t)gp−k(t) +Rn

p (t)

où n ≥ p+ 1 et

Rp
n(t) =

1

n!
Γ(−p)

∫ x

a

(x− t)−p−1g(t)dt

∫ x

a

fn+1(ξ)(x− ξ)dξ.

Avec lim
n→+∞

Rn
p (t) = 0 si f et g sont continues sur [a, b] ainsi que toutes leurs dérivées,

la formule devient :

Dp (f(t)g(t)) =
n∑

k=0

(
p

k

)
fk(t)Dp−kg(t).

Dp désigne la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov ou au sens de

Riemann-Liouville.

Cette règle est une généralisation de la régle usuelle de dérivation d’un produit :

(fg)′ = f ′g + fg′

1.4 Équations différentielles ordinaires

1.4.1 Équations différentielles ordinaires du premier ordre

Définition 1.4.1 On appelle une équation différentielle linéaire une équation de la forme

y′ + a(t)y = b(t), (1.23)

où a(t), b(t) sont des fonctions continues sur I.
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1.4. Équations différentielles ordinaires

Solution d’équations différentielles homogènes :

Une équation différentielle homogène est une équation de la forme

y′ + a(t)y = 0,

où a (t) est continue sur I. On a

y′ = −a(t)y =⇒ dy

y
= −a(t)dt

=⇒
∫
dy

y
=

∫
−a(t)dt

=⇒ ln |y| = −
∫
a(t)dt+ c1

=⇒ y (t) = ce−
∫
a(t)dt, c ∈ R.

d’où la solution d’équation différentielle homogène est donnée par :

yh (t) = ce−
∫
a(t)dt, c ∈ R.

Solution d’équations différentielles particulière

Méthode de la variation de la constante : On a yh = kf où f(t) = e−
∫
a(t)dt = F.

La méthode consiste à faire trouvé la constante c de la solution d’équation différentielle

homogène yh (t) = ce−
∫
a(t)dt, c’est à dire la constante c devient la fonction à trouver c(t)

avec yP (t) = c (t) e−
∫
a(t)dt, on remplaçant dans (1.23) .

Alors

y′p = c′(t)e−
∫
a(t)dt − c(t)a(t)e−

∫
a(t)dt,

donc

c′(t)e−
∫
a(t)dt − c(t)a(t)e−

∫
a(t)dt + a(t)c(t)e−

∫
a(t)dt = b(t) =⇒ c′(t)e−

∫
a(t)dt = b(t)

=⇒ c′(t) = b(t)e
∫
a(t)dt.

On retrouve c(t) et

yp (t) = c (t) e−
∫
a(t)dt.

La solution générale de l’équation (1.23) est

y (t) = yh (t) + yp (t) = ce−
∫
a(t)dt + c (t) e−

∫
a(t)dt, c ∈ R.
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1.4. Équations différentielles ordinaires

1.4.2 Équations différentielles ordinaires du deuxième ordre

L’équations différentielles ordinaires du deuxième ordre écrit sous la forme

a(t)y′′(t) + b(t)y′(t) + c(t)y(t) = f(t) (1.24)

où a(t), b(t) et c(t) sont des fonctions connues et t ∈ I 7−→ R.

Équation homogène à coefficients constantes

Une équation différentielle linéaire de seconde ordre à coefficient constantes est du type

ay′′(t) + by′(t) + cy(t) = 0. (1.25)

Équation caractéristique est

ar2 + br + c = 0. (1.26)

Soit ∆ = b2 − 4ab, discriminant de l’équation caractéristique (1.26).

La solution homogène de l’équation (1.25) est

1. Si ∆ > 0, l’équation caractéristique admet deux solution r1 et r2 réelles.

La solution générale s’écrit

y(t) = C1e
r1t + C2e

r2t , C1, C2 ∈ R.

2. Si ∆ = 0, l’équation caractéristique admet une racine double r réelle.

y(t) = (C1 + C2t) e
rt , C1, C2 ∈ R.

3. Si ∆ < 0, l’équation caractéristique admet une racine complexe r1et r2.

y(t) = eαt(C1 cos(βt) + C2 sin(βt)) , C1, C2 ∈ R.

Équation particulière à coefficients constantes

• Si le second membre est de la forme f(x) = α cos(x)+β sin(x) alors on peut chercher

une solution sous la forme : y(t) = c1 cos(t) + c2 sin(t)

• Si le second membre est de la forme f(t) = eλtPn(t) avec Pn polynôme de degré n :
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1.5. Concepts d’Abel et Wronskien dans les équations différentielles

— 1er cas : si aλ2 + bλ + c ̸= 0 (i.e. λ ̸= r1 et λ ̸= r2), on cherche une solution

particulière sous la forme :

y(t) = eλxQn(t)

où Qn est un polynôme de degré n.

— 2ème cas : si aλ2 + bλ + c = 0 et 2aλ + b ̸= 0 (i.e. si λ = r1 ou λ = r2 avec

r1 ̸= r2), on cherche une solution particulière sous la forme :

y(t) = eλttQn(t)

où Qn est un polynôme de degré n.

— 3ème cas : si λ = r1 = r2 (racine double), on cherche une solution particulière

sous la forme :

y(t) = eλtt2Qn(t)

où Qn est un polynôme de degré n.

Dans cette section, on va présenter la forme du formule de Wronskian pour les équations

différentielles fractionnaires, de plus la formule d’Able.

1.5 Concepts d’Abel et Wronskien dans les équations dif-

férentielles

Définition 1.5.1 Le Wronskien de deux solutions indépendantes d’une équation différen-

tielle linéaire est défini comme suit. Considérons l’équation différentielle

y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = 0.

Le Wronskien des solutions y1 et y2 est donné par le déterminant :

W (y1, y2) =

∣∣∣∣∣y1 y2

y′1 y′2

∣∣∣∣∣ .
Théorème 1.5.1 (Le théoréme d’Abel) établit une relation fondamentale pour le Wrons-

kien des solutions d’une équation différentielle linéaire du second ordre, alors la formule

d’Abel permet de trouver la deuxième solution y2 en fonction de la première.

Solution y1 :

y2 = y1

∫
e−

∫
P (x) dx

y21
dx
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Chapitre 2

Calcul fractionnaire Conformable de

Roshdi Khalil

Dans cette partie, on présentons la définition et quelques propriétés de la dérivée frac-

tionnaire conformable qui a développé de cette nouvelle définition fractionnaire simple

et intéressant.

2.1 Dérivée fractionnaire conformable

Définition 2.1.1 [1, 6] Soit f : [0,+∞[→ R une fonction, la dérivée fractionnaire confor-

mable d’ordre α est définie par :

Tαf(t) = lim
ε→0

f(t+ ϵt1−α)− f(t)

ε
, ∀t > 0, α ∈ ]0, 1]. (2.1)

Si Tα existe, f est dite α−différentiable.

(1) Pour α ∈ ]0, 1] et f : [a,+∞[→ R, la dérivée fractionnaire conformable à gauche

d’ordre α est donnée par :

Tαf(t) = lim
ε→0

f(t+ ε(t− a)1−α)− f(t)

ε
. (2.2)

Si Tα existe sur ]a,+∞[, alors Tαf(a) = lim
t→a+

Tα(f)(t).

(2) Pour α ∈ ]0, 1] et f : ] − ∞, b] → R, la dérivée fractionnaire conformable à droite

d’ordre α est donnée par :

Tαf(t) = − lim
ε→0

f(t+ ε(b− t)1−α)− f(t)

ε
. (2.3)

Si Tαf(t) existe sur ]−∞, b[, alors Tαf(b) = lim
t→b−

Tα(f)(t).

La dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre α en t = 0 est définie par :

f (α)(0) = lim
t→0

Tα(f)(t).
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2.1. Dérivée fractionnaire conformable

Aprés avoir définir la dérivée fractionnaire conforme, on présentons un théoréme fondamental

qui établit la relation entre cette dérivée et les valeurs de la fonction.

Théorème 2.1.1 [6] Soient f : [0,+∞[→ R, α ∈ ]0, 1]. Si f est α−différentiable en t > 0,

alors on a :

f (α)(t) = Tαf(t) = t(1−α)f ′(t).

Démostration on a :

f (α)(t) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
,

= lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

εt1−α
t1−α,

on pose h = εt1−α, il vient

lim
h→0

f(t+ h)− f(t)

h
t1−α = f ′(t)t1−α.

Par conséquent

f (α)(t) = t(1−α)f ′(t).

Théorème 2.1.2 [7] Soit f, g : [0,+∞[→ R sont α−différentiables en t > 0 et 0 < α ≤ 1,

on a les propriétés suivantes :

1. Si f est α−différentiable en t0 et α ∈ ]0, 1], alors f est continue en t0.

2. Tα(af + bg) = aTαf + bTαg, ∀a, b ∈ R.

3. Tαtk =


Γ(k + 1)

Γ(k − n)
tk−α si k ∈ N et k > α,

0 si k ∈ N et k < α.

4. Tα(c) = 0 où c est une fonction constante.

5. Tα (fg) = fTαg + gTαf.

6. Tαf(t)
(
f

g

)
=
gTαf − fTαg

g2
.

7. Si f est n fois différentiable sur ]a,+∞[ alors on a :

Tα(f)(t) = (t− a)(n+1−α)f (n+1)(t), n < α ≤ n+ 1.

8. Soit h(t) = (f ◦ g)(t) telle que f et g sont des fonctions α−différentiables, alors

Tα(h)(t) = Tαf(g(t)) · Tαg(t)g(α−1)(t).
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2.1. Dérivée fractionnaire conformable

Démostration

1. Nous avons f(t0 + εt1−α
0 )− f(t0) =

(f(t0 + εt1−α
0 )− f(t0))ε

ε
,

par passage à la limite quand ε→ 0,

lim
ε→0

f(t0 + εt1−α
0 )− f(t0) =

f(t0 + εt1−α
0 )− f(t0)

ε
lim
ε→0

ε,

posons h = εt1−α, alors

lim
h→0

f(t0 + h)− f(t0) = f (α)(t0).0,

donc f est continue en t0.

2. La preuve de cette propriété découle directement du définition (2.1). En effet,

on a :

Tα (af + bg) (t) = t(1−α)(af + bg)′(t),

= t(1−α)(af ′(t) + bg′(t)),

= at(1−α)f ′(t) + bt(1−α)g′(t),

= aTαf(t) + bTαg(t),

= (Tαf + bTαg) (t),

or Tα (af + bg) = aTαf + bTαg, donc Tα est linéaire.

3.

Tαt
k = t1−α(tk)′,

= t1−αktk−1 = ktk−α,

= k(k − 1)(k − 2) · · · (k − n+ 1)tk−n

=
k(k − 1)(k − 2) · · · (k − n+ 1)(k − n)1

(k − n)(k − n− 1) · · · 1
tk−n,

=
Γ(k + 1)

Γ(k − n)
tk−n,

=


Γ(k + 1)

Γ(k − n)
tk−α si k ∈ N et k > α,

0 si k ∈ N et k < α.

4. Tα(c) = t(1−α)(c)′ = t(1−α) · 0 = 0.
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2.1. Dérivée fractionnaire conformable

5. D’après la définition (2.1), on a

Tα(fg) = lim
ε→0

f(t+ εt1−α)g(t+ εt1−α)− f(t)g(t)

ε
,

= lim
ε→0

f(t+ εt1−α)g(t+ εt1−α)− f(t)g(t+ εt1−α)

ε

+ lim
ε→0

f(t)g(t+ εt1−α)− f(t)g(t)

ε
,

= lim
ε→0

[
f(t+ εt1−α)− f(t))

ε
.g(t+ εt1−α)

]
+ f(t) lim

ε→0

g(t+ εt1−α)− g(t)

ε
,

= f (α)(t) lim
ε→0

g(t+ εt1−α) + f(t)g(α),

= Tαf(t)g(t) + f(t)Tαg(t).

Puisque g est continue en t, alors lim
ε→0

g(t+ εt1−α) = g(t).

6.

Tα

(
f

g

)
(t) = t(1−α)

(
f

g

)′

(t),

= t(1−α)f
′g(t)− f(t)g′(t)

g2
,

=
g(t)f (α)(t)− f(t)g(α)(t)

g2
.

7. D’aprés la définition (2.1.2) :

Tαf(t) = lim
ε→0

f (n)(t+ ε(t− a)([α]−1))− f (n)(t)

ε
.

On pose :

h = ϵ(t− α)1−α+n ⇒ ϵ = h
(t−α)1−α+n ,

on remplace dans la définition :

Tαf(t) = lim
h→0

f (n)(t+ h)− f (n)(t)

h
· (t− α)1−α+n

= f (n+1)(t)(t− α)1−α+n,

donc : Tαf(t) = (t− α)1−α+n · f (n+1)(t).

8. Supposons que f, g ∈ ]a,+∞[→ R ont deux dérivées fractionnaires conformables à

gauche d’ordre α avec α ∈ ]0, 1], soit h(t) = f(g(t)) i.e h = f ◦g alors h a une dérivée
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2.1. Dérivée fractionnaire conformable

fractionnaire conformable à gauche pour tout t avec t ̸= a et g(t) ̸= 0. En effet :

T (α)
α (h)(t) = lim

ε→0

h(t+ ε(t− α)1−α)− h(t)

ε

= lim
ε→0

f(g(t+ ε(t− α)1−α)− f(g(t))

ε
,

= lim
ε→0

(
f(g(t+ ε(t− α)1−α)− f(g(t))

g(t+ ε(t− α)1−α)− g(t)
· g(t+ ε(t− α)1−α)− g(t)

ε

)
,

= T (α)
α (f)(g(t)) · T (α)

α g(t) · g(t)(α−1).

□

Théorème 2.1.3 Soit f : ]0,+∞[→ R une fonction, alors les propriétés sont équivalentes :

a) f est différentiable.

b) f est α−différentiable.

Démostration a) ⇒ b) Soit f une fonction différentiable au sens classique, c-à-d

lim
ε→0

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
existe.

Posons h = εt1−α, il vient

f(t+ εt1−α)− f(t)

ε
(
t1−α

t1−α
) =

f(t+ h)− f(t)

h
t1−α,

par passage à la limite :

lim
h→0

f(t+ h)− f(t)

h
t1−α = t1−αf

′
(t),

f (α)(t) = Tαf(t) = t1−αf
′
(t).

Par conséquence f est α−différentiable.

b) ⇒ a)

Inversement, si f est α différentiable, alors f ′
(t) = Tαf(t)

t1−α = fα(t)
t1−α .

Donc f est α− différentiable. □

D’après le cas le plus important, α ∈ ]0, 1], mais R.Khalil [6] à introduit la derivée

fractionnaire dans le cas α ∈ ]n, n+ 1] avec n entiére naturale est donnée comme suite :

Définition 2.1.2 Soient α ∈ ]n, n + 1] et f : R+ → R une fonction n−différentiable en

t > 0. La dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre α est définie par :

Tαf(t) = lim
ε→0

f ([α]−1)(t+ ε(t− a)([α]−1))− f ([α]−1)(t)

ε
. (2.4)

Où [α] : est la partie entière de α.
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2.1. Dérivée fractionnaire conformable

A partir de cette définition, on peut déduire une propriété importante concernant les dérivées

d’ordre non entier comme suit.

Remarque 2.1.1 En conséquence de la définition (2.1.2), on peut facilement montrer que :

Tαf(t) = t([α]−α)f [α](t).

Où, α ∈ ]n, n+ 1] et f est (n+ 1)− différentiable en t > 0.

Passons maintenant à la proposition des propriétés fondamentales.

Proposition 2.1.1 [7]

1. Si f : ]0,+∞[→ R, α ∈ ]0, 1] et f est α−différentiable, alors

Tαf(t) = t1−α d

dt
f(t).

2. Si α ∈ ]n, n+ 1], n ∈ N, alors

Tαf(t) = tn−α d
n

dtn
f(t).

Démostration

1. Cas α ∈ ]0, 1], d’après théorème (2.1.1), on sait que :

f (α)(t) = t(1−α)f
′
(t),

2. Cas α ∈ ]n, n+ 1], d’aprés la définition généralisée, on obtient :

f (α)(t) = lim
ε→0

f (n−1)(t+ εtn−α)− f (n−1)(t)

ε
,

= lim
ε→0

f (n−1)(t+ εtn−α)− f (n−1)(t)

ε
tn−α,

= tn−αfn(t).

car [α] = n.

□

Remarque 2.1.2 Les définitions de la dérivée fractionnaire selon Riemann-Liouville et

Caputo ne permettent pas d’étudier l’analyse des fonctions α-différentiables. Cependant, la

dérivée fractionnaire conforme nous permettons de prouver des théorémes d’analyse comme

le théoréme de Rolle et le théoréme de la valeur moyenne.
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2.2. Quelques théorèmes sur la dérivée conformable

2.2 Quelques théorèmes sur la dérivée conformable

Dans la suite, on présentons quelques théorèmes qui sont très importants pour la dérivée

conformable d’ordre 0 < α ≤ 1.

Théorème 2.2.1 (Théorème de Rolle pour la dérivée conformable) [1] [6]

Soit α et f : [a, b] → R une fonction donnée vérifiant les conditions suivantes :

1. f est continue sur [a, b].

2. f est α-différentiable sur ]a, b[, pour un certain α ∈ ]0, 1[.

3. f(a) = f(b).

Alors, il existe c ∈ ]a, b[ tel que : f (α)(c) = 0.

Démostration Puisque f est continue sur [a, b], et différentiable pour certains α ∈ (0, 1),

alors f est différentiable sur ]a, b[, selon le théorème (2.2.1), il existe c ∈ ]a, b[ tel que
df
dt

= f
′
(c) = 0. Maintenant, en utilisant le théorème (2.1.1)

Tαf(t) = f (α)(t) = t1−α d

dt
f(t),

on obtient que

Tαf(t) = f (α)(t) = 0.

□

Passons maintenant à le théoréme de la valeur moyenne pour la dérivée fractionnaire

conforme, qui constitue une généralisation du théoréme classique.

Théorème 2.2.2 (Théorème de la valeur moyenne) [1] Soit 0 < α ≤ 1, f : [a, b] → R
une fonction donnée telle que :

1. f est continue dans l’intervalle [a, b].

2. f est α−différentiable pour α ∈ ]0, 1[.

Alors il existe une constante c ∈ ]a, b[, tel que :

T (α)
c f(t) =

f(b)− f(a)
bα

α
− aα

α

. (2.5)

Démostration considérons la fonction :

g(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)
bα

α
− aα

α

(
xα

α
− aα

α

)
,
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2.2. Quelques théorèmes sur la dérivée conformable

alors la fonction g satisfait la condition du Théorème de Rolle, ainsi il existe une constante

c ∈ ]a, b[, tel que Tαg(c) = 0.

Où

Tαg(c) = Tαf(c)− f(b)− f(a)
bα

α
− aα

α

· Tα

(
xα

α
− aα

α

)
,

mais, on sait que Tα
(
xα

α

)
= 1, donc :

Tαg(c) = Tαf(c)− f(b)− f(a)
bα

α
− aα

α

= 0,

d’où le résultat. □

Corollaire 2.2.1 Soient f, g deux fonction définies sur un intervelle ]a,+∞[, avec a > 0

supposons sont tout les deux α-differentiable pour un α ∈ ]0, 1] si pour tout t ∈ ]a, b], on a

Tαf(t) = Tαg(t), alors il existe une constante c ∈ R telle que :

f(t) = g(t) + c.

Avec la même procédure, on peut utiliser le théorème de la valeur moyenne pour prouver la

proposition suivante.

Proposition 2.2.1 [1] Soit f : [a, b] → R, une fonction α-différentiable pour α ∈ ]0, 1[.

1. Si Tαf(t) est bornée sur [a, b], où a > 0. Alors f est uniformément continue sur [a, b]

et par conséquence, f est bornée.

2. Si Tαf(t) est bornée sur [a, b] et continue au point a. Alors f est uniformément

continue sur [a, b], et donc f est bornée.

Nous présentons ci-dessous la dérivée fractionnaire conformable de certaines fonctions

2.2.1 Dérivée fractionnaire conformable de certaines fonctions

Soit t > 0, on a les dérivées fractionnaires conformable de certains fonctions suivantes :

1. (tp)(α) = t(1−α)(tp)
′
= t(1−α)p(tp−1) = ptp−α, ∀p ∈ R.

2. (λ)(α) = t(1−α)(λ)
′
= t(1−α) · 0 = 0 ∀λ ∈ R.

3. (ept)α = t(1−α)(ept)
′
= t(1−α)pept, ∀p ∈ R.

4. (e
p
α
tα)α = t(1−α)pt(α)−1(e

p
α tα) = pe

p
α
tαtα, ∀p ∈ R.

5. (sin(bt))(α) = t(1−α)(sin(bt))
′
= t(1−α)b cos(bt), ∀b ∈ R.
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2.3. Intégration fractionnaire conformable

6. (cos(bt))(α) = t(1−α)(cos(bt))
′
= −t(1−α)b sin(bt), ∀b ∈ R.

7. yα + y = 0, 0 < α < 1

l’équation caractéristique est : αr + 1 = 0, donc la solution est donnée par :

y(x) = e−
1
α
xα

.

2.3 Intégration fractionnaire conformable

En matiere d’integration, la classe de fonctions la plus importante pour définir l’intégrale

est l’espace des fonctions continues. Ainsi, en utilisant le théorème de Weierstrass, il suffit

de definir l’integrale fractionnaire sur les polynômes. Pour ceci, Soit α ∈ ]0, 1[. On définit :

Jα(t
p) =

tp+α

p+ α
, pour tout p ∈ R, et α ̸= −p.

Si f(t) =
∑n

k=0 bkt
k, alors on :

Jα(f) =
n∑

k=0

bkJα(t
k) =

n∑
k=0

bk
tk+α

k + α
.

Si f(t) =
∑∞

k=0 bkt
k, où la série est uniformément convergente, alors :

Jα(f) =
∞∑
k=0

bk
tk+α

k + α
.

Clairement, Jα est linéaire sur son domaine. De plus, si α = 1, alors Jα est l’intégrale

usuelle.

On présentons ici la définition de l’intégrale fractionnaire conformable, qui généralise l’inté-

gration classique.

Définition 2.3.1 [6]

1. Soient f : [a,+∞[→ R est une fonction donnée et α ∈ ]0, 1], alors l’intégrale frac-

tionnaire conformable à gauche d’ordre α est définie par :

I(α)a f(t) =

∫ t

a

(x− a)α−1f(x)dx. (2.6)

2. Soient f : ] −∞, b[→ R est une fonction donnée et α∈ ]0, 1], alors l’intégrale frac-

tionnaire conformable à droit d’ordre α est définie par :

bI
(α)f(t) =

∫ b

t

(b− x)α−1f(x)dx. (2.7)
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2.3. Intégration fractionnaire conformable

Le théorème suivant donne l’intégrale conformable des fonctions puissances et polynômiales.

Théorème 2.3.1 [7] Soit t > 0 et p ∈ R, α ∈ ]0, 1[.

• Si f(t) = tp, alors :

Iαf(t) =
tα+p

Γ(α + p+ 1)
pour tout p ∈ R et α ̸= −p.

• Si f(t) =
∑n

k=0 bkt
k, alors :

Iαf(t) =
n∑

k=0

bkI
α(tk) =

n∑
k=0

bk
tk+α

Γ(k + α + 1)
.

• Si f(t) =
∑∞

k=0 bkt
k est une série uniformément convergente, alors :

Iαf(t) =
∞∑
k=0

bkI
α(tk) =

∞∑
k=0

bk
tk+α

Γ(k + α + 1)
.

Démostration

• Soit f(t) = tp pour t > 0 tel que p ∈ R, α ∈ ]0, 1], alors :

Iα(f(t)) =

∫ t

0

f(s)

(t− s)1−α
ds =

∫ t

0

sp

(t− s)1−α
ds

par changement de variable s = ut, oú u ∈ ]0, 1]. Alors on a :

Iα(f(t)) =

∫ 1

0

tpup

t1−α(1− u)1−α
· tdu

= tp+α

∫ 1

0

up(1− u)α−1du,

l’intégrale obtenue est une forme connue de l’intégrale Bêta :∫ 1

0

up(1− u)α−1du =
1

p+ α
.

Ainsi, Iα(f(t)) =
tα+p

α + p
pour tout p ∈ R et α ̸= −p.

• Soit f(t) =
∑n

k=0 bkt
k, on a :

Iα(f(t)) =

∫ t

0

1

s1−α

n∑
k=0

bks
kds

=
n∑

k=0

bk

∫ t

0

1

s1−α
skds

=
n∑

k=0

bkIα(t
k)

=
n∑

k=0

bk
tk+α

k + α
.
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2.3. Intégration fractionnaire conformable

• Soit f(t) =
∑∞

k=0 bkt
k une série uniformément convergente. Alors :

Iα(f(t)) =

∫ t

0

1

s1−α

∞∑
k=0

bks
kds

=
∞∑
k=0

bk

∫ t

0

1

s1−α
skds

=
∞∑
k=0

bkI
α(tk)

=
∞∑
k=0

bk
tk+α

k + α
.

□

Maintenant, on présentons une proposition importante, qui joue un role essentiel dans son

analyse.

Proposition 2.3.1 [7] Soit 0 < a < b on suppose que f ∈ L1(]a, b[,R), alors∣∣I(α)a f(b)
∣∣ ≤ I(α)a |f(b)|. (2.8)

Démostration Soit f ∈ L1(]a, b[,R), alors

∣∣I(α)a f(b)
∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

f(t)(t− a)α−1dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

∣∣f(t)(t− a)α−1
∣∣ dt = ∫ b

a

(t− a)α−1|f(t)|dt.

d’où le résultat. □

On va passe à le lemme suivant qui donne des propriétés essentielles.

Lemme 2.3.1 [6] Soient f : [a,+∞[→ R est une fonction donnée et α ∈ ]0, 1], pour tout

t > a, on a :

1. Si f est continue, alors T (α)
α I

(α)
a f(t) = f(t).

2. Si f est différentiable, alors I(α)a T
(α)
α f(t) = f(t)− f(a).

Démostration

1. Si f est continue, alors I(α)a f(t) est α−différentiable, donc, on applique le théorème

(2.1.1), on obtient :

T (α)
α I(α)a (f)(t) = (t− a)1−α d

dt
I(α)a f(t),

= (t− a)1−α d

dt

∫ t

a

(x− a)α−1f(x)dx,

= (t− a)1−α(t− a)α−1f(t) = f(t).

35



2.4. Application

2. Si f est α−différentiable alors, nous obtient :

I(α)a T (α)
α f(t) =

∫ t

a

(x− a)α−1D(α)
a f(x)dx,

=

∫ t

a

(x− a)1−α(x− a)α−1f
′
(x)dx,

=

∫ t

a

f
′
(x)dx = f(t)− f(a).

□

Nous allons maintenant résoudre des équations différentielles fractionnaires en utilisant la

nouvelle définition de Roshdi khalil et les autres.

2.4 Application

Exemple 2.4.1 y(
1
2
) + y = x2 + 2x

3
2 ,

y(0) = 0.
(2.9)

On commence par résoudre l’équation homogène associée :

y(
1
2
) + y = 0, (2.10)

on supposons que la solution est de la forme yh = er
√
x

On va calculer la dérivée fractionnaire d’ordre 1
2

de yh = er
√
x, utilisons la régle de la châine :

y′ =
r

2
√
x
er

√
x,

d’aprés la dérivée fractionnaire conformable, on a :

T 1
2
f(er

√
x) = x

1
2
r

2
x−

1
2 er

√
x

=
r

2
er

√
x,

en remplaçant dans l’équation (2.10)

y(
1
2
) + y = 0 ⇒ r

2
er

√
x + er

√
x = 0

⇒ er
√
x
(r
2
+ 1
)
= 0,

comme er
√
x = 0, on a :

r

2
+ 1 = 0 ⇒ r = −2,
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2.4. Application

Donc, la solution générale de l’équation homogène est :

yh = e
− 2√

x ,

ainsi, la solution générale est :

yh = Ae−2
√
x.

On cherche une solution particulière, nous supposons une solution de la forme yp = x2.

D’aprés la dérivée fractionnaire conformable, on a :

T 1
2
(x2) = 2x

3
2 ,

ainsi :

y(
1
2
) + y = 2x

3
2 + x2,

donc yp = x2. La solution générale est la somme de la solution homogène et de la solution

particulière :

yh(x) + yp(x) = Ae−2
√
x + x2,

en utilisant la condition initiale y(0) = 0, on obtient :

y(0) = Ae0 + 0 = A⇒ A = 0.

La solution finale de l’équation est : y(x) = x2.

Exemple 2.4.2 Considérons l’équation différentielle fractionnaire suivante :

yα + y = 0, avec 0 < α < 1. (2.11)

On cherchons une solution sous la forme exponentielle : y(x) = erx
α
, on va calculer la

dérivée fractionnaire d’ordre α de y(x) = erx
α, on utilisons la régle de la châine :

y′(x) = rαxα−1erx
α

,

d’aprés la dérivée fractionnaire conformable, on a :

Tαf(e
rxα

) = x1−α
(
rαxα−1erx

α)
= rαerx

α

,

en remplaçant dans l’équation (2.11)

rαxα−1erx
α

+ erx
α

= 0 ⇒ erx
α

(1 + rα) = 0

erx
α

= 0 ⇒ 1 + rα = 0

⇒ r = − 1

α
,
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2.4. Application

donc, la solution générale de l’équation homogène est :

y(x) = e−
1
α
xα

.

Exemple 2.4.3 Soit l’équation différentielle fractionnaire conformable suivante :y(
1
2
)(x) +

√
xy(x) = xe−x, x ≥ 0,

y(0) = 1.
(2.12)

D’aprés la dérivée fractionnaire conformable, on a :

T 1
2
(y)(x) =

√
x
dy

dx
,

on substituons dans l’équation (2.12)

√
xy(

1
2
)(x) +

√
xy(x) = xe−x

y(
1
2
)(x) + y(x) =

√
xe−x

on utilise un facteur d’integration de la forme :

µ(x) = eI
1
2 (p(x)),

on calcule de I
1
2 (
√
x) d’aprés la définition d’intégrale conformable :

I
1
2 (
√
x)(t) =

∫ t

0

x
1
2

x
1
2

dx = t,

donc I
1
2 (
√
x) = x, on multiplie l’equation (2.12) par ex, on trouve :

y(
1
2
)(x) +

√
xy(x) = xe−x

(exy)
1
2 = x

par intégration, on a :

exy(x) =
2

3
x

3
2 + c⇒ y(x) =

2

3
x

3
2 e−x + ce−x,

la condition initiale implique que c = 1. Donc,

y(x) =
2

3
x

3
2 e−x + e−x.
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Exemple 2.4.4 Considérons l’équation defférentielle fractionnaire suivante :

y
1
2 =

x
3
2 + y

√
x

2x+ 3y
, (2.13)

on supposons que y est une fonction defférentiable.D’aprés le théoreme (2.1.1), on a :

y
1
2 =

√
x
dy

dx
,

en remplaçant cette expression dans cette l’équation (2.13), on obtient :

√
x
dy

dx
=
x

3
2 + y

√
x

2x+ 3y
,

En divisant par
√
x donc

dy

dx
=

x+ y

2x+ 3y
.

Il s’agit d’une équation différentiel homogéne du premier ordre qui facile à résoudre.
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Chapitre 3

Applications des Équations

Différentielles Fractionnaire

Conformable

Dans ce chapiter, on discutons et présentons la forme du Wronskien pour les équations

différentielles linéaires fractionnaires conformables à coefficients variables. De plus,

on prouvons qu’il existe une formule d’Abel pour les équations différentielles fractionnaires

à coefficients variables.

3.1 Équation Différentielle Fractionnaire Conforme

Définition 3.1.1 [5] Pour 0 < α ≤ 1, soit Dαy la dérivée fractionnaire conformable de y

sous la forme générale :

DαDαy + P (x)Dαy +Q(x)y = 0. (3.1)

Cette équation constitue une extension fractionnaire des équations différentielles classiques

et joue un rôle dans la modélisation de systèmes dynamiques complexes.

Maintenant, nous établit la formule du Wronskien fractionnaire associée à ces équations.

3.2 Formule Wronskien Fractionnaire conformable

Dans cette section, on discutons du Wronskien fractionnaire est une extension du

Wronskien classique aux équations différentielles fractionnaires conformesde deux fonctions.
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3.2. Formule Wronskien Fractionnaire conformable

Comme dans [11], on posons

Iα(f) =

∫
f(x)

x1−α
dx.

Il faut remarquer (voir [6]) que

DαIα(f) = f.

Définition 3.2.1 Pour deux fonctions y1 et y2 satisfaisant (3.1) et 0 < α ≤ 1, on définit

Wα[y1, y2] =

∣∣∣∣∣ y1 y2

Dαy1 Dαy2 =

∣∣∣∣∣ = y1D
αy2 − y2D

αy1

Maintenant, on passons d’étudier l’indépendance fractionnaire de Wronskien.

Remarque 3.2.1 Pour vérifier les fonctions sont linéirement indépendantes, on peut uti-

liser le déterminant de Wronskien, la régle suivante doneé un critére simple

• Si Wα[y1, y2] ̸= 0, alors y1 et y2 sont linéairement indépendantes.

• Si Wα[y1, y2] = 0, alors y1 et y2 sont linéairement dépendantes.

Aprés avoir établir le critére d’indépendance linéaire, passons au théoréme suivant.

Théorème 3.2.1 Soient y1 et y2 deux solution d’une équation différentielle fractionnaire.

Le Wronskien fractionnaire associé à ces solutions est donné par :

Dα(Wα[y1, y2]) = −P (x)Wα[y1, y2].

Sa solution est :

Wα[y1, y2] = e−Iα(P ),

où Iα(P ) =
∫
P (x)x1−α dx est l’intégrale fractionnaire de P (x).

Démostration On appliquons l’opérateur différentiel fractionnaire Dα sur Wα[y1, y2]

Dα(Wα[y1, y2]) = Dα(y1D
αy2 − y2D

αy1),

En utilisant la régle de Leibniz pour la dérivation fractionnaires :

Dαy1D
αy2 + y1D

αDαy2 −Dαy2D
αy1 − y2D

αDαy1,

Or, y1 et y2 satisfont l’équation différentielle fractionnaire donnée (3.1) :

DαDαy1 = −P (x)Dαy1 −Q(x)y1,

DαDαy2 = −P (x)Dαy2 −Q(x)y2.
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3.3. Formule d’Abel Fractionnaire

En remplaçant ces expressions dans notre équation initiale :

Dα(Wα[y1, y2] = y1 (−p(x)Dαy2 −Q(x)y2 + y2(p(x)D
αy1 +Q(x)y1)

= −y1p(x)Dαy2 − y1y2Q(x) + y2p(x)D
αy1 + y1y2Q(x)

= p(x) (y2D
αy1 − y1D

αy2)

= −P (x)(y1Dαy2 − y2D
αy1)

Dα(Wα[y1, y2]) = −P (x)Wα[y1, y2],

ce qui nous donne l’équation différentielle fractionnaire suivante :

Dα(Wα[y1, y2]

Wα[y1, y2]
= −P (x),

en intégrant des deux côtés en utilisant l’intégrale fractionnaire :

Wα[y1, y2] = Iα(−P (x)) (3.2)

où

Iα(P ) =

∫
P (x)x1−α.

□

Passons maintenant à l’étude de la formule d’Abel pour les équations différentielles frac-

tionnaires de la manière suivante.

3.3 Formule d’Abel Fractionnaire

La formule d’Abel classique permet d’exprimer une seconde solution d’une équation

différentielle linéaire lorsqu’une première solution est connue.

Définition 3.3.1 [5] Considérons l’équation différentielle fractionnaire :

Dαy + a(x)y = b(x), (3.3)

où 0 < α ≤ 1. Multiplions l’équation (3.3) par eI(a) pour obtenir :

eIα(a)Dαy + eIα(a)a(x)y − eIα(a)b(x) = 0

Dα(eIα(a)y) = eIα(a)b(x),

en considérant la dérivée fractionnaire conforme, il existe une propriété importante de dé-

rivation :

Dα(fg) = fDαg + gDαf,
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3.3. Formule d’Abel Fractionnaire

on choisiss

f(x) = eI
α

g(x) = y(x),

en appliquant la propriété de dérivation :

Dα
(
eIα(a)y

)
= eIα(a)Dαy + yDα(eIα(a)), (3.4)

on calcule Dα(eIα(a)) on utilisons la régle de dérivation classique

Dα(eIα(a)) = eIα(a).Dα(I(a)),

supposons que :

Dα(I(a)) = a(x),

on obtenons :

Dα(eI
α
α ) = eI

α
α .a(x), (3.5)

on utilise l’équation (3.4) et d’aprés (3.5) en remplaçons dans l’équation (3.4)

Dα(eI
α
α )y = eI

α
αDαy + y.eI

α
αa(x),

donc, nous obtenons

Dα
(
eIα(a)y

)
= eIα(a)b(x). (3.6)

Notre objectif est de trouver une solution pour y résoudre cette équation (3.6), nous utilisons

l’opérateur d’intégration fractionnaire Iα, qui est l’opération inverse de la dérivée fraction-

naire Dα.

En appliquant Iα des deux cotés de l’équation :

IαDα
(
eIα(a)y

)
= IαeIα(a)b(x),

puisque IαDα est l’identité, nous avons

eIα(a)y = Iα(eIα(a)b(x)),

en divisant par eI(a), nous obtenons :

y = e−Iα(a)Iα
(
eI(a)b(x)

)
. (3.7)
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3.3. Formule d’Abel Fractionnaire

Aprés avoir déterminé une premiére solution mais cette solution n’est pas unique, notre

prochaine étape consiste à chercher une deuxiéme. Pour cela, nous allons exploiter une

propriété clé des équations différentielles fractionnaire.

Pour ce faire, nous avons à partir de (3.3) le détrminant de wronskien fractionnaire, défini

par :

Wα[y1, y2] = Iα(−P (x)),

ce qui nous donne l’équation

y1D
αy2 − y2D

αy1 = Iα(−P (x)),

nous divisons par y1 dans l’équation

Dαy2 − y2
Dαy1
y1

=
Iα(−P (x))

y1
. (3.8)

C’est une équation différentielle linéaire de la forme (3.4) et (3.8)

avec

a(x) = −D
αy1
y1

b(x) = −I
α(−P (x))

y1
,

d’aprés le calcul du facteur intégrant sachant que :

Iαa(x) = Iα(−D
αy1
y1

),

et nous savons que :

Iα
(
−D

αy1
y1

)
= −lny1,

eI
αa(x) = e−lny1

=
1

y1
,

on multiple l’équation (3.8) par 1
y1

1

y1
Dαy2 −

y1
y2

Dαy1
y1

= −I
α(−P (x))

y21
,

remarquons que le coté gauche est une dérivée fractionnaire d’une seul terme :

Dα

(
y2
y1

)
= −I

α(−P (x))
y21

,

en intégrant d’aprés (3.7), nous obtenons :

y2 = y1I
α

(
e−Iα(P )

y21

)
. (3.9)

Aprés avoir présenté les aspects théoriques, on passons maintenant à quelques applications

pratiques.
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3.4. Application à une équation différentielle

3.4 Application à une équation différentielle

Dans cette section, nous présentons quelques applications de la nouvelle définition de

la dérivation fractionnaire développée par Roshdi Khalil et Abu Hammad. Nous montrons

comment ce concept peut être utilisé dans l’étude des équations différentielles.

Exemple 3.4.1 Considérons l’équation différentielle

D
1
2D

1
2y +

√
xD

1
2y = 0. (3.10)

Oú D
1
2 est la dérivée fractionnaire d’ordre 1

2
, selon la définition de Roshdi khalil.

On récriture l’équation, on utilise la propriété suivante :

D
1
2D

1
2y = D1y =

dy

dx
,

l’équation devient alors :

D1y +
√
xD

1
2y = 0, (3.11)

on va vérifier y1(x) = 1 est une solution. On va calculez la dérivée ordinaire.

La fonction y(x) = 1 est une constante, donc sa dérivée normale est : dy
dx

= 0, on calcule la

dérivée fractionnaire de l’ordre 1
2

en utilisant la définition de Roshdi Khalil.

Dαf(t) = lim
ε→0

f(t+ ϵt1−α)− f(t)

ε

= D
1
2 (1) = lim

ε→0

1− 1

ε

= 0.

On remplace dans l’équation (3.11) et cela devient :

D1y +
√
xD

1
2y = 0 +

√
x.0 = 0.

Donc la solution y1 = 1 satisfait bien l’equation différentielle.

Pour trouver y2, on appliquons la formule d’abel fractionnaire :

y2 = y1I 1
2

(
e
−I 1

2
(P )

y21

)

= 1I 1
2

(
e
I 1
2
(
√
x)

12

)
= I 1

2

(
e
I 1
2
(
√
x)
)
,
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3.4. Application à une équation différentielle

On a l’intégrale conformable Iαf(t) =
∫ x

0
f(x)
xα−1dx, alors :

I 1
2
(
√
x) =

∫ x

0

√
x

x1−
1
2

dx

=

∫ x

0

√
x√
x
dx

= x,

alors

y2 = I 1
2

(
e−x
)
.

On va vérifier :

y2 = I 1
2

(
e−x
)

D
1
2y2 = e−x

D
1
2D

1
2y2 = −

√
xe−x

D
1
2D

1
2y +

√
xD

1
2y = −

√
xe−x +

√
xe−x

= 0.

y2 satisfait l’équation.

Exemple 3.4.2 Considérons l’équation différentielle

D1/2D1/2y +
1

2
tan

√
xD1/2y = 0. (3.12)

on peut vérifier que y1 = 1 est une solution de l’équation, on utilisoms la définition de la

dérivés conformable, si la fonction f est dérivable, alors la dérivée conformable est donnée

par :

Dα(f)(x) = x1−αf ′(x)

On a :

y1(x) = 1 ⇒ y′1(x) = 0,

donc :

D1/2(y1)(x) = x1−
1
2 .y′1(x) = x

1
2 .0 = 0,

et ensuite :

D1/2
(
D1/2(y1)

)
(x) = D

1
2 = 0,

on remplace dans l’équation (3.12), et cela devient :

D1/2D1/2y +
1

2
tan

√
xD1/2y = 0 +

1

2
tan(

√
x).0 = 0.
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3.4. Application à une équation différentielle

Donc la solution y1 = 1 satisfait bien l’équation différentielle.

Pour trouver y2, on appliquons la formule d’Abel fractionnaire :

y2 = y1I 1
2

(
e
−I 1

2
(P )

y21

)
= I 1

2

(
e
−I 1

2
( 1
2
tan(

√
x))
)

on calcule I 1
2
(1
2
tan(

√
x)), en utilisant la définition de l’intégrale fractionnaire conformable

d’ordre α = 1
2
,

Iαf(t) =

∫ x

0

f(x)

xα−1
dx,

alors :

I 1
2

(
1

2
tan(

√
x)

)
=

1

2

∫ x

0

tan(
√
t)

x1−
1
2

dt

=
1

2

∫ x

0

tan
√
t√

t
dt,

par changement de variable

u =
√
t⇒ t = u2 ⇒ dt = 2udu

t = 0 ⇒ u = 0 et t = x⇒ u =
√
x

1

2

∫ x

0

tan(
√
t)√

t
dt =

1

2

∫ √
x

0

tan(u)

u
2udu

=
1

2

∫ √
x

0

2 tan(u)du

=

∫ √
x

0

tan(u)du,

par intégration ∫ √
x

0

tan(u) = (− ln | cosu|+ c)

= − ln | cosu|
∣∣∣√x

0
,

alors

e
−I 1

2
(p)

= eln | cos
√
x| = cos

√
x,

donc

y2 = I 1
2

(
cos

√
x
)
.
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3.4. Application à une équation différentielle

On va vérifier que :

D
1
2y2 = cos

√
x

D
1
2D

1
2y2 = − sin

√
x.

1

2
√
x

D
1
2D

1
2y2 =

√
x

(
− sin

√
x

2
√
x

)
= −1

2
sin

√
x

Substitution dans l’équation (3.12)

D1/2D1/2y +
1

2
tan

√
xD1/2y = −1

2
sin

√
x+

1

2
tan

√
x. cos

√
x

tan
√
x. cos

√
x = sin

√
x

D1/2D1/2y +
1

2
tan

√
xD1/2y = −1

2
sin

√
x+

1

2
sin

√
x = 0.

y2 satisfait l’équation.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté les travaux de Roshdi Khalil [6] concernant la

nouvelle définition de la dérivée fractionnaire. Cette derniére rassemble la dérivée ordinaire

et divisé quelques propriétés comme la linéarité et règle de chaîne, ce qui la rend plus facile

à utiliser dans certaines applications. Cependant, cette définition a été critiquée par des

quelques chercheurs qui estiment que la véritable dérivée fractionnaire doit être différente

de la dérivée ordinaire. Parmi eux, Riemann a fourni une définition basée sur des intégrales

non ordinaires, qui offre une plus grande flexibilité dans diverses applications. D’autre part,

Caputo, a également fourni une définition basée sur la théorie de l’intégration, qui est

adaptée à la résolution des équations différentielles. Par ailleurs, le chercheur Tarasov [15]

a souligné que toute définition conservant la règle de Leibniz dans sa forme classique ne

devrait pas être considérée comme une dérivée fractionnaire, dans la mesure où elle ne se

distingue pas fondamentalement de la dérivée classique.

En raison des nombreuses définitions des dérivées et intégrales fractionnaires, les dérivées

de Riemann-Liouville et de Caputo ont conduit à des généralisations telles que les dérivées Ψ

qui permettent d’étendre la classe des dérivées fractionnaires. Sur la base de ces définitions,

Hilfer, puis Sousa et Oliveira [14], ont introduit une nouvelle dérivée fractionnaire appelée

Ψ-Hilfer.

Malgré ces développements, mais les chercheurs n’arrive pas à une définition unifiée

et universelle de la dérivée fractionnaire. Alors, on concclut que le probléme reste jusqu’à

maintenant ouvert... ?.
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