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Introduction :

Ce mémoire est consacré a ’étude des théorémes de Riesz est ces application dans un
espace de Hilbert.

Notre travail & été effectué selon le plan suivant :

Au premiére chapitre, on représenté rappel d’algébre linéaire, et aprés est consacré a
I’étude la définition d’un espace de Hilbert, on donné quelques théorémes d’un espace de
Hilbert.

Au deuxieme chapitre, on donné quelques propriétés des opérateurs linéaires.

Au troisieme chapitre, est consacré & I’étude les théorémes de Riesz, En particulier
les deux théorémes de Riesz :

—Théoréme de la projection orthogonale.

—Théoréme de Riesz fischier.

On donne quelques applications des Théoréme de Riesz.



CHAPITRE 1

Espace de Hilbert:

1.1  Rappels

Ce chapiter est constitué d’un rappel de quelques notations d’algéber linéaire en relation

avec ce travail , aprés on définie l’espace de hilbert et ses propriétés.

1.1.1  Produit Scalaire

Soit E un espace vectoriel sur le corps k, un produit scalaire sur E est un application
v: B x E—k tell que pour tout z,x',y € £ et A € C, on a:
1- @(z,2) >0 et ¢(z,x) =0 si el seulement si x = 0.
2 ¢(z,y) = ¢ (y,2).
Bo(@+ay)=v@y +e,y).
4o (Az,y) = Ap (z,)

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien .

1.1.2 FEspase Normé

Soit £ un espace vectoriel sur le corps k, E  est dit espace vectoriel normé , s’il est

muni d’un norme ,c’est & dire d’'un fonction || . || définie sur E & valeurs dans R,



tell que:
-|z]|=0& 2 =0.
2|2z |=| Al = ||, Vz € E,VX € k.
Hlz+yl<lz |+ 1yl voyeE.

1.1.3 Espace Complet

Un espace vectoriel normé (E,| . ||) est dit complet, si tout suite de cauchy dans E est

une suite convergente. un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.

1.1.4 Espace Fuclidien

On appelle espace euclidien tout espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un produit

scalaire.

1.2 Espace de H:zilbert

Définition 1
Un espace de Hilbert est un espace complet par rapport & la norme induite par un
produit scalaire. En d’autres mots, un espace de Hilbert est un espace de Banach dont

la norme est induite par un produit scalaire.

Théoréme 2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit E un espace préhilbertien. Alors pour tout x,y € E,

| (@y) 1< (@.2)2 (y.g)2 (1)

Démonstration :
Pour la démonstration de cette inégalité il suffit de considérer ’expression
(x+ Ay, x4+ y) >0 Vr,ye E;NeR.
(x 4+ My, o+ dy) = (x,2) +2Ma, )+ | A2 (y,9) >0 Va,y€ E,\NCR.

Posons A = =% on a:
(v,9)
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_ Kyl [ewl? [(z.y) |2
<x, > {v,y) (y,y) + v,y) =0

(z, ) (g, 0)— | (z,y) *=0
@y <z |lyl Va,yeE.

Théoréme 3
Dans un espace préhilbertien E, lapplication ||.||: E — R, donnée par
1
|2 ||= (2, 2)2......(2)

pour tout x € E est une norme pour &

Démonstration :

Nous avons ||z|| > 0 et ||z|| = 0 si et seulement si z = 0.

De plus
Izl = Az M)z = (A, @)z = (AP, 2))2 = [Al(w,2)2 = ]A]l2]).
Enfin
lz+yll* = (z+y.2+y) = (z.2) + (z.9) + (v.2) + (y.9)
= [l1* + (=, ) + (2,9) + Iyl
= |lzll* + 2Re{z, y) + [|y|I*
< =l + 21z, )] + llylI?
< ) + 2]zl + vl
= (=]l + [y 1)
Dot
-+ 9l < 2l + gl
La norme ||.|| ainsi définie s’appelle la norme induite par le produit scalaire.

Remarques 4
En utilisant la norme induite par le produit scalaire, les inégalités (1) et (2) deviennent
respectivement

Kz, )| < [lzllyll
et

[z, )| < 51l + lyl?) -



Théoréme 5 ( Loi du parallélogramme)
La norme induite par le produit scalaire satisfait [’égalité

(e +ol* + [l = ol®) = 20z + [yl*)-......(3)

Démonstration :
En effet
lz+yll? +llz—yl* = (@ +y,e+y) + (@ -y, —y)
=2(]lz]I* + [[y]*)-

Les éqalités

o +yl? = llz — ylI* = 2((2,y) + (y, 7)) = 4Re(z, y)

lz +iy|? = llo — iyl = 4Im(z, y)
Nous aménent &

Aw,y) = o+ yl? = llz = yl2 + il + iyl = 2 = iyll2).oe (1)
Celte équation nous montre que deux produils scalaires différents sur E entrainent

deux normes induites différentes.

Théoréme 6 :

Un produit scalaire est une fonction continuée sur E x E, par rapport a la norme

induite.

Démonstration :
Soient xg,yp € E et les suites {z,;n € N} C E et {y,;n € N} C E telles que
(2, A, To) et (Yn LN Yo) , Alors :
(s ) — (0, )| = [{n — 20, o) + (o0, 9 — 20l
< [(@n = 20, yn) | + (20, Yn — ¥0)]
< lzn = ol lynll + [[zollln — woll
D’ou

lim <$nayn> = <I0’y0>’

n— 400



Théoréme 7
Soit E un espace de Banach . E est un espace de Hilbert (i.e. sa norme est induite
par un produil scalaire) si et seulement si pour tout x,y € I, on a:
o+ yll? + [l = yl2 = 2([2ll? + [y]2).. (5)
Le produit scalaire est unique, et on a :

(o) = Sle + 9l = o = yl2 + illa + igll? = illz = i][2).cc.(6)

Démonstration :
La condition nécessaire est montrée dans le théoréme (3) par les égalités (3) et (4).
Supposons donc qu’on ait (5) et soit (x,y) donné par (6).
a) Montrons d’abord que |z| = (z,z)z.
En posons x =y dans (6), alors pour tout x € F,
(w,x) = z(l122[* = [0]* + 4[| (1 + d)a||® — | (1 = §)2?)
— L + i1+ D)l — 11— i)l]?)
~ il
b) Montrons maintenant que l'application ¢ = (.,.):E x EE — K. donnée par (6)
vérifie les conditions du produit scalaire.
1) Evidemment (r,z) =0 si et seulement si x = 0.
2) (@) = 1z +y? = llz = yI? + ille + dyl* — ill — iy[|?)
= L(ly+ 5l = ly — ol — illy + izl + illy — izl

= q(ly + 22 = lly — 2l +dlly + il — illy — izl?)

e
Puisque d’apres (6)
Im(z,y) = Re(x,iy)
il suffit de montrer la linéarité de la premiére variable de ¢(z,y) = (x,y) pour
la partie réell
3) Soient xy,x9 et y € E et posons u; = (11—;12) et uy = (@123

el nous avons, en utilisant (5),

Re(x1,y) + Re(xe,y) = Re(uy + us,y) + Re(uy — us, y)

8



= lllur a2+ y|? = [l +uz =y + s —wz + y|* = [Jur — w2 — y*}
= qlllu +uz +yl? + o —u_2+ 97} = Gl + w2 =yl + [lug — w2 — 1%}
= gl + 7 + lu2ll?} = 5{llws — w17 + lu_21°}
= {llua +yl* = flur = yl*}
= 2Re(uq,y)
= 2Re<@%x2),y>.
D’autre part, en posant u; = uy nous obtenons
Re(2uq,y) = 2Re(uq, y)
ce qui entraine ['additivité de ¢ par rapport & la premiére variable
4) De ladditivité, nous obtenons pour tout n € N
(na,y) = n(z,y) et (£,y) =&

ce qui entratne pour \ € Z—;, ny,ny € N que

Az, y) = NMa,y) .o (7)
D’autre part puisque d’aprés (6)
(—z,y) = —(2,y)
(7) reste vrai pour X\ € Q et en utilisant la continuité de ¢ (respectivement
des normes) aussi pour \ € R.
1l nous reste a montrer (7) pour A € C. Il suffit de le montrer pour X\ =i
puisque nous avons monlré que A = o+ fBi,«, 5 € R,
(o + Bi)z,y) = afz,y) + Bliz,y).
D’aprés (6)
(i) = Yliz -+ yl12 — lliw — gl + illiz + iyl — illiz — iy]?)
= g(le +iyl* = llo —iyll* + ille + yl* — il — yl*)
=i(z,y)

et le théoréme est établi.



Définition 8
Soient un espace de Hilbert sur Ret x,y € H ,l’angle 0 entre les deux vecteurs x et y

est donné par :

(Z.y) o
— [TaTur 0 @70 et y#£0
cos f {0 si 2=0 ou yzO}
D’aprés (inégalité de cauchy schwarz ) on a bien
—1<cosf <1

si(x,y) =0,z Ly etcos =0 dou 6=73.

Théoréme 9
Dans un espace de Hilbert H sur R, la loi du cosinus est vérifiée
oz —yP=llz >+ yll> =21 =]yl coso.

o 0 est l'angle entre les deux vecteurs x et y.

Démonstration :
D’aprés définition on a (x,y) =cosO || = ||| v ||
et on & ausst
lz = yll* = {x—y,z —y) = (z,2) + {y,9) — 2{z,v)
done

lz = yll* = l=I* + lyll* — 2lll[lyll cos .

1.2.1 Base H:ilbertienne:

Définition 10

Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle base orthonormale de H tout sous-
ensemble fini ou dénombrable {e,},, qui vérifie :

1— | en ||=1 €t (en,em) =0 sin #m.

2—le sous-espace vectoriel engendré par {e,},, (par combinaisons linéaires finies) est

dense dans H.

10



Exemple 11
Soit Q un ouvert de k",et p € [1, +00[
Rappelons que l'on définit
LP(QY) = { f Lebesgue mesurable sur 0 : | f |P est Lebesque intégrable sur Q},
Pour p =2, L*(Q) muni de ’application
(f,9) = Jo f () g ()dt
est un produit scalaire. et on a

1 flley = (o | £ 1P dx)z%

est un espace de Hilbert.

Exemple 12

Soit E/ l'ensemble des fonctions continues et bornées sur R.

. T —
(fr9) = Mim 57 [ [(0)g(t)dt
est un produit scalaire sur E .

l’espace préhilbert n’est pas un espace de Hilbert.
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CHAPITRE 2

Opérateurs linéaires sur un espace

de Hzilbert :

Nous introduisons dans ce chapiter les opérateurs dans un espace de Hilbert.

2.1 Opérateurs Linéaires:

Définition 13

Soient IV et F' deux espaces vectoriels sur le corps K ,on dit que Uapplication U définie
sur E dans I est une application linéaire ou un opérateur linéaire si :

Ve,y € E,Va,5 €k, on aUlax + By) = aU(x) + SU(y).

On note L(E,F') Uensemble de tous les opérateurs linéaires de E vers .

2.2 Opérateurs Continues :

Définition 14
Soient E et F' deux espaces normés , un opérateur U défini sur un sous ensemble
A C FE dans F est dit continue au point xo de A, si pour toule suite x, de A converge

vers xo, on a la suite U(x,) converge vers U(xy).

12



Liopérateurs U est dite continue sur A , s’il est continue en chaque point de A.

Théoréme 15
Soient B et F deuzx espaces normés , U un opérateur linéaire défini sur un sous
ensemble A C E dans I, continu en xq de A , alors U est continu on chaque point de

A

Démonstration :
Soit x,, une suite convergente vers z, alors :
Xp = [xo + (X, — )] + (2 — x9)
= Yo+ (@ — 29) ,
avec nhj& [xo + (2, — )] = nlglgo Yn = Tg
D’ou
Ulx,) =Ulxg + (x, — 2)] + U(z — 0)
=U(yn) + U(x — x)
Ce qui implique:
lim U(wn) = T U(yn) + Uz — o)
= Ulx).

2.3 Opérateurs Bornés :

Définition 16
un opérateur linéaire U défini sur E dans F est dit borné s’il exviste une constante

positive M, telle que :
| U@) |r< M ||z ||g, Ve € E....... (1)

Proposition 17
La plus petite des constantes M est appelée norme de U et que l'on noté || U || est

donnée par :

13



_ WU r
U ll= sup T
= sup [|U(z) [lr
[l||=
— swp | U@) [l
[l <1240
Démonstration :

En effet , de la relation (1), les constantes M s’écrivent:

l@le < pr Vo e B, 2 40,

[

D’ow , la plus petite des constantes M notée || U || s’éerit comme suit

IU@)r
1V = suplfial=
De plus, on a aussi
| U ||= Supl\U(x)HF

[EP
buP | HJLHL Uz) ||r
20
Sip | U(HrHF) |r
= sup || U(z) |[r-

lzll=1
D’ou la deurieme égalité
U ||= sup || U(z) [r.
lzll=1

Possons sur la boule fermée B(0,1) des deux membres, on obtient

sup || U(z) [[p< sup || U(z) [|r -

_ |zl <127#0 =1 _ ‘
Des deux inégalités précédentes, on tire la relation suivante

sup || U(z) [[p= sup || U(z) |[r

[|l=]|=1 2| <1,m0
D’ot la troisiéme égalité
U= sup [JU)|F.
[J2||<1,2#0

Remarques 18

Un opérateur linéaire U est continue si et seulement si il est borné .

Théoréme 19
Soient I/ et F deux espaces normés , Uensemble L(E, F') de tout les opérateurs
linéaires continues de E dans F' est un sous espace vectoriel de L(E, F) de plus L(E, F)

muni de la norme || U || est un espace normé.

14



Démonstration :
En effet ,si || U |[|=0, avec U € L(E, F) alors , de la relation

I U@) 1< Ul = |,
On aura

Ux) =0,V e E, dou U =0
Soit Uy, Us € L(E, F),alors U =U; + Uy € L(E, F), avec|| U(x) [|<|| U ||| = ||
De plus ,on a:

U @) <[] Uylz) [| + | Uylz) |
<o,

<(lU,

Izl + 11U,
UL

Iz |

D’ou
| U

<[ UL+ 1] Ul
Car | U || est un borné supérieur
Soit U € L(E,F), alors VA€ K, ona AU € L(E,F) ,avec
[ AU@) <[ ATl = |,
ce qui implique:
[AU) = A U) [I<IA U = |
D’on
| AU

<AHET

d’autres parts ,on a :

il AU@) = U@) 1<) U2 <5l ATl )
D’ou

UM< w AU II=I AT I<] AU -

Remarques 20
soit B un espace normé et F un espace de Banach, alors L(E, F) est un espace de

Banach .

15



Proposition 21
Soit H un espace de Hilbert de U : H — H wune application linéaire ,alors
les assertions suivantes sont équivalentes :
1-U est continue .
2-U est continue en 0.
3-11 existe x € H tel que U est continue en x .

4-11 existe un constante C' > 0 telle que || Uh ||< C'|| k|| powr tout h € H.

Définition 22
On appelle opérateur sur H une application linéaire continue de H dans H ,on note
L(H) lensemble des opérateurs sur H si U € L(H),on définit sa norme opérateur

par :

U |I= sap{|| Uh [|: h e H, || h|<1}.

Proposition 23 les propriétés de la norme opérateur:
1-| U ||= 0 si et seulement si U =0, U € L(H).
2N\ U+WI<IU |+ | W ||, UW e L(H).
3| U I a||U |, U € L(H) et a € k.

4 UWAI[FU I WL, U W e L(H).

2.4 Opérateur adjoint :

Définition 24
Soit H un espace de Hilbert de U € L(H),alors il existe un unique opérateur
U* € L(H) appelé adjoint de H qui vérifie la relation suivante :
Pour tout z,y € H, <Uzx,y >=<z,U*y >. deplus, on a :
1T llop=ll U oy -

16



Proposition 25
Soit UUW € L(H) et €k Alors:
1 (U 4+ W) =aU* + W+,
2. (UW)* = W*U*.
3. (U** =U.

4. Si U est inversible d’inverse U™, alors U est inversible et (U*)™! = (U~1)* .

2.5 FEspace Dual :

Définition 26
On appelle dual topologique d’un espace vectoriel normé E sur K est Uespace vectoriel
sur I des formes linéaires continues de F dans K, normé par la norme d’opérateur,

appelée dans ce cas la norme duale :

| €]]= sup | £(x)].
lzll<1
Cet espace vectoriel normé est noté El, et c’est un espace de Banach
(car Bt = L(E,K) et K est complet). Le dual topologique du dual topologique de E

est appelé le bidual topologique de E, et noté Er.

2.6 Espace Réflexif :

Soit X un espace vectoriel normé, sur R ou C. On note X! son dual topologique, c’est-
a-dire l’espace de Banach des formes linéaires continues de X dans le corps de base. On
peut alors former le bidual topologique X1, qui est le dual topologique de X1. Il y a une
application linéaire continue naturelle
J: X — Xn
définie par
J(z)(p) = @(x) pour tout x dans X et ¢ dans X/.

Donc, J envoie x vers la forme linéaire continue sur X! donnée par I’évaluation

17



en z. Comme conséquence du théoréme de Hahn-Banach, J préserve la norme (soit
encore|| J(z) ||=|| « ||) et est donc injective. L’espace X est alors dit réflexif si J est

bijective.

Remarques 27
Cette définition implique que tout espace normé réflexif est de Banach, puisque X est

isomorphe a X1I.

Propriété :
e Toul espace de Hilbert est réflexif, de méme que les espaces LP pour
1< p<oo.
051 Y est un sous espace vectoriel fermé d’un espace réflexif X alors Y et X/Y
sont réflexifs.
Pour un espace normé X, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1-X est réflexive.
2-X est complét et son dual est réflexif.
3-X est compléte et toute forme linéaire continue sur X atteint sa norme en un
point de la boule unité de X.
4-X est complet et tout convexe fermé non vide C' de X est “proximinal  c’est
a dire que pour tout = dans X il existe dans C' au moins un C' (non unique en général)

tel que || # — ¢ ||soit égal a la distance de x & c.

Exemple 28
Dans Uespace L*(Q2, A, P), la série formelle Y,y ;3" définit un opérateur si et seule-
ment si la série des coefficients est absolument sommable :

Sy < 0.
ieN

18



CHAPITRE 3

Théorémes de Riesz dans un espace

de Hzilbert:

3.1 Base de Riesz:

Définition 29

Une base {0, }nen est dite base de Riesz de H, si elle est équivalente & une base
orthonormée de H, c’est o dire que:

0n = Gey, pour tout n € N,

avec {ey, fnens est une base orthonormée de H et G est un opérateur borné et inversible

sur H.

3.2 Théoréme de Riesz de la projection orthogonale:

Théoréme 30

Soit H un espace de Hilbert et C' une partie conveze fermé non vide, pour tout v € H
il existe un unique y € C tel que: d(z,C)=[z—y]

on a Yy = xo est appelé projeté orthogonal de v sur C.et Uapplication associée notée

Pc(x).

19



Démonstration :
Pour tout z € C on a || x — z ||= d(z,C) (qui existe, puisque c’est l’inf d’une partie
non vide ).
Par définition, il existe (,)nen € C™ tel que :
d(z,C)<||lz—=, [|<d (x.C)+ L ,VneN
Montrons que(z,) est de suite Cauchy ,
ainsi, H étant hilbertien c’est un espace complet, donc on pourra conclure quant & la
convergence de la suite(x,,):
Soit p,q € N, et notons § = d(z,C).
H étant un espace de Hilbert, l'identité du parallélogramme est vérifiée, donc
2 o=y P+ 12— IP) =] (&= 2) = (@ =) P + || (2 = ) + (2 = 2,) |
=l zg — @ 1> + || 22 — m — 2 |12
g =y I+ 2 = 2
C est conveze, donc
ot e Cona | @ — 25 |2< 6
donc on a
|2 =y P< 2(| @ = 2y [P =07+ [| @ — 2, ||* =07)
Or il apparait par comparaison que:
li r—ux,||=46
Jim | @ = ||=9,
donc
li T —x, |[?= 6%
Jim | @ =y |
D’ou pour tout € > 0 il existe ny € N tel que pour tout p > ny on a
gy P 6| 2,
D’ow pour p,q > ng on a
| 2q — 2 [ e,
donc () est bien une suite de Cauchy, donc elle converge vers y € C car H est

complet . Mais C' est fermé donc C =C et y € C

20



on a
lim ||lz—a,||= ||z—v|
n—-+0oo

par continuité de ’application norme, donc par unicité de la limite,
2=y l=6=d(C)
on prend y,z € C vérifiant
o=y l=lla—=l=d ()
on construit une suite (c,)nen telle que ¢, =y si n est pair ,c,, = z si n est impair .
pour tout n € N on a
|z —cnll=0
donc avec le méme raisonnement que ci-dessus, cela implique la convergence de la
suite(Cy,), et donc y = .

1l y a donc unicité du projeté orthogonal.

Applications du théoréme de projection:

Proposition 31

Pour toute partie A de H, A" est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Démonstration :

Soit A+ un sous-espace, Montrons qu’il est fermé :

Si on prend y € AL 4l existe une suite (yn) d’éléments de At qui converge vers y.
La fonction (x,y) — (z,y) est continue d’aprés linégalité de Cauchy-Schwarz ,
or Yo € A,¥Yn € N on a:

(x,9,) =0 donc avec n — +oc on a (z,y) = 0 par continuité, donc y € A+ :

AL est bien un fermé.

Proposition 32
Soit H un espace hilbertien et ' un sous-espace fermé de H.
1- F et F+ sont des sous-espaces fermés supplémentaires.

2-Pour tout x € H, on a xp = Pp(x) projection orthogonale sur F.
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3-F oF = H.
J-(FHY = F
5-F dense dans H < F- = {0}.

3.3 Théoréme de représentation de Riesxz:

Rappels:
Un isomorphisme est un application linéaire bijectif.

Un endomorphisme est un application linéaire continue.

Théoréme 33
Soit H' le dual topologique de H ,soit a € H ,on note ¢, :x € H — {(a,x) € k alors

w:a€ H — @, € HI est bien définie, et c¢’est un isomorphisme de H sur H/ .

Démonstration :
@ est bien définie est bien linéaire
@ est injective :
si a =0 alors en particulier, p,(a) = {a,a) =|| a ||>= 0 donc a =0 et
ker ¢ = {0}.
@ est surjective:
Soit L € Hr, Si L =0,L = p(0) et c’est bon , sinon notons E = ker L, E est
un hyperplan de H.
Ayant E = LV({0)) et L continue, E est un fermé de H.
D’aprés la proposition,
E@® E+- = H. Ayant L différente de Uapplication nulle, il existe u € E~+ tel que
L(u) # 0.
On aen fait E=Vecta :

si on prend x € E* et si on note w = x —

Ona: L(w) = L(z) — £9L(a)
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par linéarité, donc L(w) = L(z) — L(z) =0 :w € E. Or w € E* par construction,

Donc
w € ENEY = {0} dou z = %a :x € Vect a et par double inclusion (I’autre
inclusion étant évidente) on a bien E+ = Vect a.

On a donc pour tout v € H © = %a +rp,xp € E.

Notons maintenant b = ﬁéﬁ%n

On a pour tout x € H

(2,b) = (73 a + 2B,1H) =828 (a, a) = L(x)

car xp € E el a € E+.
D’oul'on a L = @, et ¢ est bien surjective.
En conclusion, est bien un isomorphisme, il y a donc isomorphisme entre H et son

dual topologique.

Proposition 34 ( L’existence d’'un opérateur adjoint)
Soit U € L(H) endomorphisme continu de H.
11 existe un unique U* € L(H) tel que pour tout (x,y) € H? on a.

<Ux,y>=<z,Uy>.

Démonstration :
D’apres Uinégalité de Cauchy Schwarz et la définition de la norme opérateur, on a
linégalité:
| (Uz.y) |<IFT [l 2y Il
Ainsi, Uapplication Cy : x — (Ux,y) est une forme linéaire continue sur H, et
par le théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique élément dans H
notons-le A*(y) tel que:
< Uz,y >=<z, Uy >
On vérie facilement que pour tous y,z € H et A € k, U*(y)+A\U*(z) vérie la propriété
qui définit U*(y + A\z). Par unicité,
U(y) + AU*(z) = U*(y + Az),
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ce qui prouve que U*  est linéaire.

On calcule la norme opérateur de U*.

U = sup |< Uy >
=l <L]ly[l<1
= sup |<y,Ux>|
[=lI<L]lyll<1
= sup |[<Uy,z>|
=lI<L]lyll<1
=0 lop -

3.4 Théoréeme de Riesz-Fischer:

Théoréme 35

Qp, Qg e iy ... telles que la série Y o | oy,

soit {p,} un systéme orthonormé dans un espace de hilbert H, et soient les valeurs

2s0it convergente, alors on peut trouver

un vecteur f € H,telque:

a, = {(f,p;) Vi=1,2,......

et de plus ,on a :

S e P=X e P=I F1*-
i=1 i=1
Démonstration :

soit {fn} la suite des sommes partielles donnée par :
n
fo= EakSOk
k=1
de la convergence de la série > o | a; |*,on déduit que la suite {f,} est de cauchy,

bien entendu pour des valeurs entiers p et q assez grandes, telles que p < q, on a:
q

1= Joll= X Jai*<e
i=p+1
L’espace H étantde Hilbert, alors la suite {f,} est une suite convergente vers un
élément [ de H .d’ou de larelation [ = f, + (f — [n), et de la composition du systéme

{pr} avec les deux membres ;on obtient:
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(fr00) = (fnr00) +{f = far )
le second terme (f — f,., ;) de la somme figurant au second member tend vers 0 quand
n — oo et cela due & la continuité du produit scalaire, car
{F = fuod 11 = fullll
tandis que le premier terme (f,, @;) de la somme figurant au second member coincide
avec la valeur o;, Vi < n d’ou la relation (f, ;) = (fu, ;) =c; pour tout i <n , ce qui
entraine :
n n n
(f - k;%sok,f - k;%sm =[l f1I* - %;1' a |?

passant a la limite quand n— oo, on obtient |'égalité de parseval

n
If IIZZI;J o 2
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Les espaces de Hilbert sont donc espace réflexif, le théoreme de Riesz
est utiliser pour monter I'existence d’un opérateur adjoint d’'une part,
et d’autre part une fonctionnelle linéaire x': H—(¢ s’écrit sous la

forme d’un produit scalaire x'=<x, y>.
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