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Résumé

ans ce mémoire, nous avons étudie un probléme inverse non linéaire pour ['identification numérique d'un
Q) paramétre dans un probléme elliptique en dimension un avec conditions aux limites de Dirichlet-Neumann.
Ce probléme inverse est fortement mal posé et la régularisation est nécessaire pour la stabilité de sa solution. Le
probléme inverse est étudié dans un cadre d’un probléme d optimisation avec contraintes o1l les contraintes est
un ensemble convexe et fermé, et la fonction objective est donnée par la fonction de moindre carrés. Ce probléme
d’optimisation admet au mois une solution. La régularisation est nécessaire pour ['unicité de la solution. La
résolution numérique de ce probléme est équivalent a la résolution d’inéquation d *Euler. Enfin, nous avons utilisé
la méthode du gradient projeté pour résoudre le probléme d optimisation régularisé.

Mots-Clés : Eléments finis, Méthode du gradient projeté, Moindre carrés, Méthode de CholesKy, régularisation.
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Introduction générale

Un probléme inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains parametres d'un
modele doivent étre identifiées a partir d’observations du phénomene. En mathématiques, un
probleme inverse a la forme d'une équation

Ax=y (1)

Ol u représente les mesures effectuées, A représente les valeurs des parametres du phénomene
et A est un opérateur linéaire ou non linéaire.

Les problemes inverses généralement sont des problemes mal posés car si 'on cherche a
résoudre 1'équation (I) ; cela nécessite I'inversion de 'opérateur A. Cette opération n’est pas
forcément évidente d'un point de vue numérique et d’apres Hadamard [6] un probléme est bien
posé s'il vérifie les trois conditions suivantes :

iz [a solution existe;
1= Elle est unique;
1= Elle dépend continument des données.

Donc, sil’'une des trois conditions n’est pas satisfaite, on dit que le probleme est mal posé.

La résolution du probléme inverse passe en général par une étape initiale de modélisation
du phénomene, dite probléme direct qui décrit comment les parametres du modeéle se tra-
duisent en effets observables expérimentalement. Ensuite, a partir des mesures obtenues sur
le phénomene réel, la démarche va consister a approximer au mieux les parametres qui per-
mettent de rendre compte de ces mesures. Cette résolution peut se faire par simulation numé-
rique ou de fagon analytique.

Dans ce mémoire, nous avons centré notre travail sur le probleme elliptique en dimension
un suivant :

— (a0 () = fx), (2a)
u(0) =0, (2b)
au'(1) = A. (2¢)

ou est la condition de Dirichlet homogene et est la condition de Neumann.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniere suivante :

Dans le premier chapitre, nous allons commencer par donner un rappel sur les espaces
de Hilbert et leurs propriétés, ainsi que quelques résultats indispensables sur les opérateurs
linéaires continus et les propriétés les plus importantes dans les espaces de Hilbert.

Dans le second chapitre, nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour résoudre un
probléme direct qui consiste a trouver u avec a, f et A sont connues. cette méthode est basée
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sur trois étapes principales. D’abord, nous obtenons la formulation variationnelle du probleme
direct. Ensuite, nous discrétisons la formulation variationnelle par éléments finis °; nous dé-
rivons un systeme d’équations linéaires a matrice symétrique, définie positive et tridiagonale.
La méthode de Cholesky nous permet de proposé un algorithme pour résoudre le systeme li-
néaire associé. Finalement, nous programmons cet algorithme par Matlab et nous testons cet
algorithme par quelques exemples numériques.

Dans le dernier chapitre, on s’'intéresse a I’étude un probléme inverse pour identifier le pa-
rametre a avec f et A données et z une mesure de la solution u.

On remarque que le probleme inverse ne peut pas étre résolu directement en manipulant
le probleme aux limites (2a)-(2c¢). Nous avons montré que ce probléeme inverse est mal posé
de sorte que n’est pas stable. D’autre part, on considéere un opérateur implicite .% qui associé le
parametre a, la solution .# (a) = u du probleme direct. Cet opérateur est deux fois différentiable.

Une approche étudiée pour résoudre le probleme inverse est de poser un probleme d’op-
timisation dont la solution est une approximation du parametre a. L'idée est de minimiser la
différence entre la solution calculée et la solution mesurée, en utilisant une certaine norme ap-
propriée. Autrement dit, étant donné une mesure z de la solution u, donc le parametre a est la
solution du probleme de moindre carrés :

min J (a) 3)
acsf

ou J est une fonction définie par

2

](a)'—lllF(a)—ZIlz—lfla(x) i(F(a(X))—Z) dx
) T2 dx '

0

Nous montrons que la fonction J est deux différentiable et convexe. Donc, le probleme d’opti-
misation (3) admet au moins une solution. Pour I'unicité de la solution, en utilisant la technique
de régularisation, et on considere le probleme régularisé :

min J, (a) 4)
acsd

Je (@) ::](a)+§||a||2, €>0.

La fonction J; est fortement convexe, donc le probleme (4) admet une unique solution.
Pour résoudre numériquement le probleme (4) il faut et il suffit de résoudre une inéquation
variationnelle suivante : trouver a* € < telle que

(Je(a"),a—a")=0, pourtoutac . (5)

ou J, est la dérivée de J.. Nous employons la méthode du gradient projeté pour résoudre I'in-
équation variationnelle (5).

H. Abdelouahab Probléme inverse non linéaire en dimension 1



CHAPITRE 1

RAPPELS SUR DES OUTILS MATHEMATIQUES

Q) ans ce chapitre, nous allons donner un rappel sur les espaces vectoriels normés et de Hilbert et leurs pro-
priétés, ainsi que quelques résultats indispensables sur les opérateurs linéaires continus dans les espaces de
Hilbert et en termine par les propriétés les plus importantes dans ['analyse convexe et ['optimisation.



1.1. ESPACES NORMES 2

1.1 Espaces normés

Définition 1.1. (Semi norme). Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle semi norme pour E
une application P: E — R, telleque Vx,yc Eet L€ Ron a

1. P(x)=0,
2. P(Ax)= AP (x),

3. P(x+y)<P)+P(y).

Lespace vectoriel E muni d’'une semi norme s’appelle espace semi normé, noté (E, P).

Remarque 1.1. Pour une semi norme, on a P (0) = 0.
En effet.

P0)=P(0.x)=0.P(x)=0.
A noter qu'il est possible que P (x) =0 et x # 0.

Définition 1.2. (Norme). Soit E un espace vectoriel sur le corps K (K = R ou C). On appelle
norme sur E, une application p: E — R, telle que P est une semi norme pour E et de plus

Px)=0= x=0.
Remarque 1.2. L'espace vectoriel E muni d’'une norme s’appelle espace vectoriel normé.

Exemple 1.1. Soit x € R", les applications suivantes sont des normes usuelles sur R :

[ Xlloo = max |x;],
1<i<n

n
Ixly =) lxil,
i=0

1
P

n
lxll, = (Z Ixilp) pour p = 1.
i=0

Exemple 1.2. Soit Q un ouvert de R”. L'espace vectoriel des fonctions de carré intégrable sur Q
est:

L*(Q) = {f:Q—»[R&,f |f(x)\2dx<oo}.
Q
Lapplication || - || : I? (Q) — R donnée par :

1= ([ reofas]

est une norme pour L2,

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1



1.2. ESPACES DE BANACH 3

1.2 Espaces de Banach

Définition 1.3. (Suite de Cauchy). Soit (E, P) un espace vectoriel semi normé. Une suite (x;) ,en
de E est de Cauchy si et seulement si,

Ve>0,IN>0telque P (x;, —x) <€,Yn,m= N.

Définition 1.4. (Espace complet). Soit (E, P) un espace vectoriel semi normé. On dit que (E, P)
est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente dans E.

Définition 1.5. (Espace de Banach). Un espace de Banach est un espace normé complet.

Définition 1.6. (Espace dual). Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle dual de E, et on
notera E* (ou E’), I'espace vectoriel £ (E,K) des formes linéaires de E dans K.

Remarque 1.3. On appelle bidual de E, et on notera (E*)*, dual de E*.

1.3 Espaces de Hilbert

Définition 1.7. (Produit scalaire). Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Un produit scalaire
sur E est une application (:,-) : E x E — K telle que pour touts x, y, x1, X2 € E et pour tout A € K
ona:

. (xx)y=0et{x,x)=0=x=0,
Axyy={(yx),

. <x1+x27y>:<x1’y>+<x27y>)
A Ax, Yy =A{x, y).

Définition 1.8. (Espace préhilbertien). Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni
d’'un produit scalaire.

=W N

Remarque 1.4. Un produit scalaire sur E définit une norme sur E donnée par :
VxeE:|xl = (x,x)%.
Exemple 1.3. L'espace R” muni du produit scalaire :

n
VxeR": (x,y) =) xiyi.
i=0

est un produit scalaire usuel.

Exemple 1.4. 1?(Q) est un espace préhilbertien si on le muni d’un produit scalaire

f. 8 =fgf(x)g(x)dx.

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1
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Lemme 1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soit E un espace préhilbertien sur le corps K. Pour
toutx,yeEona:

|(x,y)| < (x,02 (1Y) (1.1)

Démonstration. Linégalité (1.I) est trivialement satisfaite si (x,y) = 0. Supposons donc que
(x,) # 0. Alors on pose z = x — Ay telle que (z,y) =0

(x,7)=(z+1y,y) ={2,y) + (0, ¥),

(x,y)

:/1<J/,)’>='ﬂzm-

par conséquenton a:

(x,x) =(z+Ay,z+Ay),
=(z,2) +IA*(y,y),
=AMy y),
_ el

1y

(x5, 1)1 < (5,02 (1,1)7.

%y

De plus on al’égalité si (z, z) = 0. O

Lemme 1.2. (Inégalité de Minkowski) Soit E un espace préhilbertien et x, y € E, alors

V(x+yx+y) < V0 /(1 y).

Démonstration. On a

(x+y,x+y)=(x,x)+2Re{x,y)+ {1, ),
<(x,x)+2|(x )| +{(3y),

On applique I'inégalité (I.I)on obtient :

(x+y,x+y)< (er M)

2
)

D’ou
V{x+y,x+y) <V x)+1/{(py)
O

Lemme 1.3. (Regle du parallélogramme). La norme induite par un produit scalaire satisfait
légalité

lx+ ylI2+ lx—ylI? = 201xl1 + 1 yI1%).

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1



1.3. ESPACES DE HILBERT 5

Démonstration. Nous avons

Ix+yI>+llx—ylI* = x+px+p) +(x—y,x-),
=)+ xXN+Px)+0, N+ (xx) =, -=-Wx)+ ),
=2(IxI? + ylII%).

O

Définition 1.9. (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur K
complet pour la norme induite par le produit scalaire.

Définition 1.10. (Orthogonalité). Soit H un espace de Hilbert deux vecteurs x, y € H sont or-
thogonaux si {x, y) = 0 on note par : xLy. Lorthogonal d'un sous espace vectoriel A est :

At={xeH (x,y)=0 VyeA}.
A s’appelle le complément orthogonal de A.

Remarque 1.5. La relation d’orthogonalité posseéde les propriétés suivantes :
l. Vx,ye H: x1ly<—=ylx,
2. Vxe H,0Lx,
3. xlx=>x=0,
4. Soitx€ H.Pourtoutx; € H,i=1,...,n,si xLx; = xL (X1, 1;x;), VA; € K.

Théoreme 1.1. Soit A un ensemble non vide d'un espace de Hilbert et soit A la fermeture de A.
Alors, s'il existe x € A tel que x L A alors x = 0.

Démonstration. Soit xe A= A(xn)nen € A tel que xj, L x.Donc (x,,,x) =0 VneN.

alors : lim,,—.oo (X, X) = | X2 =0= x = 0. O
Théoreme 1.2. Si A un ensemble non vide de H alors :

At ={xe H/xLA}.
est un sous espace vectoriel fermé de H.

Démonstration. Ona AL # @ car0e A+. Vxy,x, € AL, VA, € K,Vye Aona:

(Alxl + /12X2,y> = /11 <X1,y> + /12 <X2,y> =0.

alors 1;x; + Ay x> € AL. Donc AL est un sous espace de H.

D’autre part on a Vxg € Al=3 (Xn) pen € AL tel que x;, (N Xo. Alors

(x0,y) = lim (xp,y)=0 Vye€A.

Donc xp € At est un sous espace fermé. O

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1



1.3. ESPACES DE HILBERT 6

Corollaire 1.1. Soit H) espace fermé de H et soit x € H alors il existe un élément y, € H; telle que :
(x—yo) LHretlx—yoll llx—yl Yye H.
On appelle cet élément la projection orthogonale de x sur Hy et l'on note par : yo = P, (x).

Définition 1.11. (Ensemble convexe). Un ensemble S est dit convexe si pour tout points x et y
de Sle segment [x, y| estinclus dans Si.e:

Vx,yeSViel0,1]:1-)x+tyeS.

Exemple 1.5. * Les sous ensembles convexes de 'espace R sont les intervalles de R,
* Dans un espace vectoriel normé réel toute boule (ouverte ou fermé) est convexe.

Théoreme 1.3. (Décomposition orthogonale). Si H) est un sous espace fermé de H, alors tout
x € H se décompose d’'une maniére unique :

x=y+zolze Hf,ye H,.
Démonstration. Lexistence d'une telle décomposition vient du fait que
x=px+{I-p)x.

ol p est la projection orthogonal de H sur H; supposons :
X=y+2zY)E€ Hl,zeHlL alors:

px=py+tpz=y,
(I-plx=U-py+U-plz==z.

cette décomposition est donc unique. O
Corollaire 1.2. Soit Hy un sous espace fermé de H, alors

H, N Hi = {0} de plus H= H, ® Hy".
c'est a dire H admet une décomposition orthogonal.

Démonstration. Six=px+(I-p)xe Hin HlL alors
(x, px) = (x,(I— p) x) = 0 ce qui entraine que

(x, px+ (I - p)x) = (x,% = llxI> =0 donc x = 0

D’apres Théorémeon aH=H @& HlL. O

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1



1.4. OPERATEURS LINEAIRES DANS UN ESPACE DE HILBERT 7

1.4 Opérateurs linéaires dans un espace de Hilbert

Définition 1.12. (Opérateur linéaire continu). Soit H; et H, deux espaces de Hilbert réels. On
appel opérateur linéaire continu de H; dans H», toute application T : H — H> telle que :

Linéarité: Vx,ye H;,Va,feR: T (ax+py)=aTx+pTy.
Continuité: 3K >0,Vxe Hy : | Txll g, < Kllxll -

On définit la norme de 'opérateur T par :

I Tx|l
I Tl = sup )
xeH; ||x||H1

Définition 1.13. (Noyau et image de T').
— Le noyau de I'opérateur T est un sous espace de H; défini par:

Ker (T)={x€ Hy/Tx =0};
— Limage de T est le sous espace de H, définie par :
Im(T)={Tx/ x€ Hy}.

Théoreme 1.4. (Théoreme de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert et soit L une
forme linéaire continue sur H alors3\a € H tel que:

Vxe H:L(x)=(x,a) et ||Llg =llallg-.

Démonstration. 1. SiL=0= {(x,a) =0= a=0.(le cas triviale)
2. Si L#0:soit F=Ker(L) (c'est un sous espace fermé car L est continue) ona: H=F & F+.
Soit yp #0, yp € F+ alors L(yo) #0,Vxe H.
On pose u = x — LL((yf)))yg = L(u) =0 c'est a dire u € F et comme yp € F- ona: (u,y9)=0
cela s’écrit en remplacant u par son expression

(% y0 = y0]l)* L)/ Liyo) =0.
On en déduit que :

L(yo)

Vx€E.
lyoll”

Lx) ={(x,¥0)

Et il suffit alors de poser a = || Yo || 2 L(0) yo-

a est unique car si a; # ap vérifiant L(x) = (x,a;) = (x,a2) Yx € H = (x,a; — az) = 0 donc
a) =dap.

ILII=llallona:

|[L(x)| Kx,a)l
LIl g = sup = .
xeH Xl [l xll

Donc || Ll g = llall g.
O

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1



1.4. OPERATEURS LINEAIRES DANS UN ESPACE DE HILBERT 8

Définition 1.14. (Fonction sesquilinéaire). Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe) on
dit qu'une fonction f: H x H — K est sesquilinéaire si :

1. Yaj, a2 €K, Vx1,x2,yE H:

flarxi+azxo,y) = a1 f (x1,y) + azf (x2,¥);

2. V,BI;,BZ € [K.,Vx,yl,yz eH:

f(x,ﬁlJ’1+ﬁzJ/2) =Ef(x’J’1)+Ef(x»y2);

|f (x,y)]
f = sup f X, y)|=sup ————.
I71 ||x||sl,||y||sl| (.2 xy#o x|

Théoreme 1.5. Soit f une fonction sesquilinéaire de H x H dans K. Alors il existe un opérateur
unique Be L(H) :

Vx,ye H: f(x,y)=(x,By).
De plus, ||f|| =||B].

Démonstration. Soit y fixé dans H. Alors I'application @ : x — f (x, y) est une fonction linéaire
de H dans K. Donc d’apres le Théoréme de Riesz[1.4): 3z € H: @ (x) = f (x,¥) = (x, 2), O

posons z =By, alorsona:

f(xy)=(x,By).

Lopérateur B est linéaire car, Va;,a2 € K,Vy;, o€ Hona:

(x,B(a1y1 + @z2y2)) = f (x, a131 + @2y2)
=a1f (x,y1) +azf (x, y2)
=a1 (x, By1) +az(x, Bys)
= (x,a1By1 + a2By»).

Montrons que B est borné et que || B]| = || f||, nous avons :

X,
1£] = sup LY
xyzo Ixl || ||

By,B
= sup (B, BY)

v#o [ Byl [y]
By

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1
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Donc B est borné et | B|| < || f||.
D’autre part :

|f (x,¥)| =1(x.By)| = IxIl | By| = Ix 1Bl || y]|-

Dou | f|| = IIBI.
Pour I'unicité, soit By, By tels que :

f(%y)=(xB1-B)y)=0.
Donc By = Bs.

Définition 1.15. (Opérateur adjoint). Soit A € L(H), alors (Ax, y) est une fonction sesquilinéaire
de H x H dans K Le théoréme[l1.5/montre qu'il existe un opérateur unique noté A* € L(H) pour
lequel

Vx,ye H:(Ax,y)=(x,A"y).

De plus

IAI=[|A™].
Lopérateur A* est appelé 'opérateur adjoint de A.

Proposition 1.1. Soient H, et H, deux espaces de Hilbert. Soit T,S € £ (H,, H»), ona:
1. (TH* =T,

(TS)*=8*T",

(T+8)*=T"+S8",

(aD)*=aT*,

5. (kerT)* = (ImT¥).

B N

Démonstration. 1. Vxe H},Yye Hoona:

(Tx,y)=(x,T"y)=(T*y,x) = {3 (T x) =((T") " x,¥),
VX, yeH:{((TS) x,¥)=(x,TS(y)) =({T*(x),S(3)) =(S*T*(x),y),
A(T+8)(0),y)=(Tx,y)+(Sx,y) ={x,(T* + ") y),
AaT),y)y=a({Tx,y)=al{x, T*y)=(x,aT*y),
. Soit ye KerT* alors,ona:

G~ W N

T"y=0&(x,T"y)=0,VxeH
< (Tx,y)=0
o yeImT)*

donc Ker (T*) = (ImT)*.
O

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1
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Définition 1.16. Soit a: H x H — R une forme bilinéaire. On dit que
e aestcontinue sur H s'il existe M > 0 si

Yw,ve H,|la(w, V)| < Mllwllgllvlg.
 a est coercive (ou elliptique) si
Jda>0,Yue Htelque a(u,u) =« IIuII%.

Théoreme 1.6. (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert réel. On considere L (-) est une forme
linéaire continue sur H et a(-,-) une forme bilinéaire continue et coercive sur H. Alors la formu-
lation variationnelle suivante :

Trouver u € H telle que
(1.2)

Yve H, a(u,v)=L(v).
admet une unique solution. De plus cette solution dépend continument de la forme linéaire L.

Démonstration. On a a(.,.) est une forme bilinéaire continue sur H d’apres le théoréme de
Ries71.4]: JA(w) € H tel que :

a(w,v) =(A(w),v)Vv e H.

la bilinéarité de a(w, v) implique la linéarité de w — A(w) car pour touts w;, ws € H,Va, B € R,
ona:

(Alaw, + Pwy), v) = alaw + Pw,, V),
=aa(wy, v)+ Ba(w,,v),
=a(Aw;,v) + B{Aw,, V),
=(aAw + BAw,, v).
donc w — A(w) est linéaire.
On pose v = A(w). D’apreés la continuité de a(w, v), nous avons :

IAw) I = a(w, A(w)) < M|l wl |Aw) | = |Aw)ll < M |w].

donc A — A(w) est continue.
Une autre application de Théoréme[1.4} ona:

Af e Htelque | f| ;=L et L(v) =(f,v)Yve H.

Donc le probléme variationnelle (1.2) est équivalent a trouver u € H tel que A(u) = f. On va
montrer que A est bijectif (ce qui implique I'existence et I'unicité de u).

Aestinjectif: D’apres la coercivité de a(-,-) ona:
allwl? < a(w, w) = (Aw), w) < | Aw|l |w]
ce qui donne
allwl <l Awll, w e H. (1.3)

Soit wy, wy € H tel que A(w,) = A(wy) alors A(w; — w») = 0 (car A estlinéaire ). En utilisant

(1.3), on obtient :

allwy —wzll < [|A(wy — wo)l = 0= wy = wy.

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1
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Aest surjectif : 11 suffit de montrer que ImA+* = {0}. Soit v € ImA*,ona:

VA(w) € ImA,(A(w),v) =0= a(w,u) =0
On pose w = v et d’apres la coercivité de a(-,-) ona:
alvi*<av,v)=0=>v=0
donc ImA* = {0}. D’autre part, ona:
H=ImAeImA" et ImA* = {0} = ImA=H.

Alors, A est surjectif.

A~1 est continue: En remplacant dans (1.3), on trouve que A1 est continue sur H. Alors, la
solution u dépend continument de f.

O

1.5 Analyse convexe et optimisation

Définition 1.17. (Fonction convexe). On dit qu'une fonction f définie sur un ensemble convexe
nonvide S € H et a valeur dans R est :

1. Convexe sur S si est seulement si
f(A-Q)u+0v)<1-0)f(w)+6f(v) Yu,veS,voe|0,1].
2. Strictement convexe sur S si est seulement si
f(A-0u+0v)<(1-0)f(u)+0f(v)lorsque u#v,etfe]0,1].

3. On dit qu'une fonction f définie sur un ensemble convexe S est fortement convexe si est
seulement si il existe a > 0 tel que

2
lu—vl~.

u+v)sf(u)+f(v)_g

f(2 2 8

On dit aussi dans ce cas que f est @ convexe.

Définition 1.18. (Minimum local). On dit que u« est un minimum local de f sur S si est seule-
ment si :

ueSetid>0/VvVveS lv-ul<é= f(u < f(v).
On dit que u est un minimum global de f sur S si est seulement si :

ueSet f(u)<f(v) Vves.

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1



1.5. ANALYSE CONVEXE ET OPTIMISATION 12

Proposition 1.2. (voir [1, p.294]). Si f est une fonction convexe sur un ensemble convexe S, tout
point de minimum local de f sur S est un minimum global, si de plus [ est strictement convexe,
alors il existe au plus un minimum.

Si S un convexe ferméet f est une fonction a convexe sur S. Alors, il existe un unique minimum
global u de f surS, eton:

4
||u—vllzsa[f(v)—f(u)], VveS.

Définition 1.19. (Différentiabilité au sens de Fréchet). On dit que la fonction f définie sur un
voisinage de u € H a valeur dans R est différentiable au sens de Fréchet en u s'il existe une forme
linéaire L € H' continue sur H telle que

lo(w)|

flu+w) = f(u)+L(w) +o(w), avec ||Ll¢}ﬁr—1»0 Tl =0. (1.4)

On appel L la différentielle de f en u et on note L = F'(u).

On peut préciser la relation (I.3) en identifiant H et son dual H’' grace au théoréme de re-
présentation de Riesz En effet, il existe un unique p € H tel que {p, w) = L(w), donc (L.3)
devient

. llow)l
flu+v)=f(w+(p,w)+o(w), avec lim ——— =0
lwi—0 [lwll
Définition 1.20. (Différentiabilité au sens faible). On dit que f définie sur un voisinage de u € H
a valeur dans R est différentiable au sens de Gateaux en u s'il existe L € H' tel que

VYwe H, lim flurdw) - f(w)

Jm, 5 = L(w). (1.5)

Proposition 1.3. (voir [I, 2p.305]) Soit f une fonction différentiable de H dans R, les assertions
suivantes sont équivalentes :

f est convexe sur H.
f = fw+{f'(w),v-—u) VYu,veH. (1.6)

(ff(w-f'(w,u-v)y=0 YuveH.
Et pour a > 0 les assertions suivantes sont équivalentes :

f est a convexe sur H.
a
f(v)2f(u)+(f’(u),v—u>+§||v—u||2 Yu,ve H.

(flw-f'w,u-vyzalu-vl* YuveH.

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1
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Définition 1.21. (Dérivée seconde). Soit f une fonction de H dans R. On dit que f est deux fois
différentiable en u € H si f est différentiable dans un voisinage de u et sa différentielle f’ est
différentiable en u. On note f” la différentielle de f’ en u qui vérifie

fllu+w) = f (w+ f"(wv+o(w), avec lim lotw| _
lwi—o0 |wll

Définition 1.22. (Probléme de minimisation). Soient H un espace de Hilbert réel, S un sous en-
semble de H et f : H— R une fonction. Un probleme de minimisation du type suivant :"Trou-
ver u € H ou S, un minimum de la fonction f". Ce probleme est formulé de la facon suivante :

Probleme de minimisation sans contrainte :
min f(x).
veH f

Probleme de minimisation avec contrainte :

min f (x).

1.5.1 Condition d’optimalité

Théoreme 1.7. (Inéquation d’Euler, cas convexe, voir [1, 2p.307]). Soient H un espace de Hilbert
réel et S un ensemble convexe de H. On considere f : S — R une fonction différentiable en u € S.
Alors,

1. Siu est un point de minimum local de f surSona:

(fw,v—u)=0, Yves. (1.7)

2. De plus si f est convexe, alors u est un minimum global de f surS.

Démonstration. On suppose que u € S est un minimum local de f. Alors, pour tout v € S et
hel0,1lonau+h(v—-u)e€S, donc

fu+h(w—-uw)-f(w -

0.
h
On en déduit(1.7) en faisant tendre h vers 0.
La deuxieme assertion du Théorémel[l.7]découle immédiatement de (1.6) et (1.7) . O

Remarque 1.6. L'inéquation d’Euler(1.7) il s’agit d'une condition nécessaire d’optimalité qui
devient nécessaire et suffisante si f est convexe. Dans deux cas importants, (1.7) se réduit sim-
plement a I’équation d’Euler f’'(u) = 0.

1. Si S= H alors v — u décrit tout H lorsque v décrit H et donc (I.7) entraine f’(u) = 0.

2. Si u estintérieur a S, la méme conclusion s'impose.

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1
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Proposition 1.4. (voir [1, 2p.310]). On suppose que S = H et que f est deux fois différentiable en
u. Si u est un point de minimum local de f, alors

flwy=0etf"(u)(w,w)=0 YweH.
Réciproquement, si pour tout v dans un voisinage de u

flaw=0erf"(w)(w,w)=0 Ywe H.
alors u est un minimum local de f .

Théoréme 1.8. (Projection sur un ensemble convexe fermé). Soit S € H un convexe fermé non
vide, alorsV f € H,3\u € S tel que

|f—u|=min|f-v|. (1.8)
vesS
De plus u est caractérisé par la propriété :
ueS (f—-u,v-u)<0 VvesS. (1.9

on note u = Psf la projection de f surS.

Démonstration. 1. Existence:
soit v, € Set dp = |f - vy| — d = infyes | f — v|, montrons que v, est de Chauchy. Appli-
quant l'inégalité du parallélogramme avec a = f —v,, b= f — v, il vient

Un+Um|2 |(Un=—Um2 1, 5,
|- . |+ - ‘:E(dn+dm).
Or 22 e Setdonc | f — 23522 | = d.

par conséquent :

Un+vm2 1
‘%( = S+ i) -

etlimyy, ,—co|Vn — V| =0Donc v, — ue Setl'onad = |f—u|

2. Equivalence de(1.8)et(L.9) :
soit u € S vérifiant(L.8)et soit w e S.ona:v=(1—-fu+ tw e S pour t €]0,1] et donc

If-ul<|f-1Q-Du+twl|=|(f-w-tw-w)|.
par suite
lf—ul’ < |f-ulf’ -2t(f —uw—w + 2 |lw—ul.
ie:
2(f —u, w—u) < t|w—ul* quand ¢ — 0 on obtient(L.9).
Inversement, soit u vérifiant(L.9), alors on a

|f-ul’=|v-f?=2(f~uv-w—-lu-vP<0 YveSdou(ls).

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1
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3. Unicité:
soient u; et up vérifiant(1.9), alors on
(f—u,v—w)<0 YveS. (1.10)
(f—u2,v—up) <0 VvEeS. (1.11)
Reportant v = uy dans(1.10)et v = u; dans (1.11) on obtient apres addition |u; — uy]? < 0.
O
Lemme 1.4. Lopérateur de projection sur un ensemble convexe satisfait les propriétés suivants :
1. ||P5x—P5y|| < ||x—y|| Vx,y€H.
2. (x—Psx,Psx—y)=0 Vxe HVye€S.
2 2
3. ||x—y|| > IIx—Psxll2 + ||y—P5x|| Vxe H,y€S.

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1



CHAPITRE 2

PROBLEME DIRECT : PROBLEME ELLIPTIQUE
EN DIMENSION UN

ans ce chapitre, nous avons utilisé [a méthode des éléments finis pour résoudre le probléme direct avec condi-
Q) tions aux limites de Dirichlet-Neumann. La méthode des éléments finis est basé sur trois idées principales.
D'abord, nous obtenons la formulation variationnelle du probléme direct. Ensuite, nous discrétisons la formula-
tion variationnelle par éléments finis Py et nous dérivons un systéme d équations linéaires d matrice symétrique,
définie positive et tridiagonale. Avec la méthode de CholesKy nous avons proposé une algorithme pour résoudre

ce systéme. Finalement, nous avons programmé cette algorithme par Matlab et nous testons cette algorithme par
quelques exemples numériques.

16




2.1. POSITION DU PROBLEME 17

2.1 Position du probléme

On considere le probleme elliptique en dimension un avec conditions mixtes suivant :
Trouver u:10,1[ — R tel que

~ (a0 (0) = fx), (2.1a)
u(0) =0, (2.1b)
a)u' (1) = A (2.1¢)

oufe [%2(0,1), A eRet ae L*®(0,1) vérifiant la condition suivante :
da;,a; >0, a1 < a(x) < ap, pour tout x € [0,1]. (2.2)

Remarque 2.1. L'équation (2.1a) correspond a une solution a I'état stable de I’équation de la
chaleur suivante :

ou 3 N
T (au') + f. (2.3)

ol u est la température, f est un terme source, a est la conductivité thermique et A est le flux de
chaleur (entrant ou sortant). On peut utiliser la méme équation pour modéliser un écoulement
monophasique (comme du pétrole) : u est la pression, f représente les puits de pompage, a est
la perméabilité du milieu et A = 0 pour un milieu fermé. Une discussion détaillée de I'équation
peut étre trouvée dans [?].

2.2 Formulation variationnelle
On définit I'espace de Sobolev H Lo, 1 par:
H'(0,1):={veL?(0,1) tel que v' € L*(0,1)}.
Nous avons le lemme suivant :
Lemme 2.1. On a l'inclusion H* (0,1) c € ([0,1]) et
el oo,y < el 20,y + || “,”L2(0,1)- (2.4)

Démonstration. Soient u e H'(0,1). Alors,ona:

y
vx,yel0,1],u(y) = u(x)+f u'(ndt

X

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

Ju) - u ()| =\ 1x= 3 1] 20 @9

donc u est continue sur [0, 1]. De (2.5), nous avons :

lu )l < |u(y)|+[|w] 2, Ppourtoutx,yel0,1].

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1



2.2. FORMULATION VARIATIONNELLE 18

En intégrant en y sur [0, 1], on obtient :

1
lu (x)| Sfo \u(y)|dy+ ' ;20,1 < Nl 200 + | @]| 20,1y POUr tout x € [0,1].

on en déduit I’estimation (2.5). O

On munit H' (0,1) de la norme suivante :

1/2
,_ 2 1|2
el 0,0 = (1221 + 12 220 1)

et du produit scalaire associé

1
(u, U)Hl(o,l)::fo (ux)vx)+u' (x)v'(x)dx.

Lemme 2.2. H'(0,1) est un espace de Hilbert.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que H' (0, 1) est complet. Soit (u,,) une suite de Cauchy dans
H'(0,1).

Les deux suites (u,,) et (uﬁl) sont des suites de Cauchy dans I%2(0,1) qui est complet. Dong, il
existe u, v € L (0,1) tels que

u et u,
n—+oo n—+oo

Un v.
De (2.4), on déduit que la suite (u;) converge uniformément sur [0, 1] et par passage a la limite
dans I'égalité
y
Up (X) = uy (y)+f u, (ndt
X

on obtient y

u(x):u(y)+f v(n)dt.

X
Donc, u€ H' (0,1). O
On introduit I'espace V défini par :

Vi={ve H'(0,1) / v(0) =0}.

Lemme 2.3. Lespace V est un sous espace fermé de Uespace de Hilbert H' (0,1). De plus, Uappli-
cation suivante :
!/
u— |u ||L2(0,1)

est une norme sur 'V équivalente a la norme || ull g g 1y-

Démonstration. On considere I'application linéaire ¢ : H' (0,1) — H' (0,1) définie par

@) =v(0).

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1



2.2. FORMULATION VARIATIONNELLE 19

De (2.4), I'application ¢ est continue sur H 1(0,1), donc ker ((p) = V est un sous espace fermé de
H! (0,1). De plus, siue€ V et pour tout x€ ]0,1[,ona:

X
lu(x)| sf AGILT
0
Il en résulte

lullz20,1) = ” u,”LZ(O,l)'
Ainsi, nous avons :

i2(o,1) +| u/”;(o,n <2| u/”iz(o,l) :

[l
Alors,ona:
[ u,”LZ(O,l) < lull g = \/5” u’”LZ(O,l)
d’ou1 I'équivalence des normes. O

Lemme 2.4. Le sous ensemble &« défini par :
o :={aecL®0,1) / a1 <a(x) <ay, a,a, >0}
est convexe fermé.

En multipliant I'’équation (2.1a) par une fonction arbitraire v € V et en intégrant sur [0, 1], on
obtient :

1 1
- f (a0 v/ () v(x)dx= f f@vx)dx (2.6)
0 0

Par intégration par parties, le membre gauche de (2.6) devient :

1

1
—f (a(x) u’(x))'v(x) dx=—a(x) u'(x)v(x)|(1)+f ax)u (x)v (x)dx
0 0
1
= —/lv(1)+f ax)u x)v (x)dx
0

Par conséquent, la formulation variationnelle du probléeme (2.1a)-(2.1c) est donnée par :

Trouver u € V tel que 2.7
T (a,u,v)=¥¢(v) pourtoutveV. .
OuT:« xV xV — Rune forme trilinéaire donnée par :
1
T (a,u,v) :f a(x)u' (x)v' (x)dx pourtout u,veV (2.8)
0
et £: V — R une forme linéaire donnée par :
1
?(v) :f fXv(x)dx+Av(l) pourtoutveV. (2.9)
0

Pour I'existence et I'unicité de la solution du probléme (2.7), nous avons le théoréme suivant :

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1



2.3. APPROXIMATION PAR ELEMENTS FINIS 20

Théoréme 2.1. Pourtoutac o/ et f € I%2(0,1), le probleme variationnel (2.7) admet une solution
uniqueuc'vV.

Démonstration. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et Lemme[2.3|nous avons :

1
YveV, |l ()] sfo |f @ |lv@ldx+IAllv (D)

1/2

1 1/2 1
5(]0 |f(x)|2dx) (fo Iv(x)lzdx) +]A

<Mlvlly ouM = ||f||L2(0,1)+M|'

1 1/2
f Iv(x)lzdx) (2.10)
0

Alors, la forme linéaire ¢ est continue sur V.
Pur la continuité de T,on a:

1
Yu,veV, |T(auv) < sup la)| | |u' @||v' @x)|dx
x€[0,1] 0

1 12 , 4 1/2
< sup Ia(x)|(f0 (u')z(x)dx) (fo (V')Z(x)dx) 2.11)

x€[0,1]
< llallzoo,n lullv vly.
Dongc, la forme trilinéaire T est continue sur V x V.
Pour la coercivité de T,on a :
1

YveV, T(a,v,v):f

1
ax) (v ) dx= inf Ia(x)lf (v ()’ dx=allvl?. (2.12)
0 x€[0,1] 0

ot a = infyeo 1) |a (%) / V2.
Enfin, les hypothéses de théoreme de Lax-Milgram sont vérifies, donc le probleme (2.7) ad-
met une solution unique u € V. O

Remarque 2.2. Pour tout a € &/, 'application définie par :

v— /T (a,vv)

est une norme sur V.

2.3 Approximation par éléments finis

Nous construisons un sous espace V;, de V de dimension finie constitué de fonctions li-
néaires par morceaux. On se donne un entier naturel N et on pose h =1/ (N +1), x; = i h pour
i=0,...,N+1 (avec xo =0et xy+1 =1) et I; := [x;, X;+1] pour i =0,..., N.

On définit 'espace vectoriel V), par :

Vh;:{yhecg([o,l]): vy, €P1, vh(O):o}. 2.13)

ol P, désigne I'espace des polynomes de degré inférieur ou égale a 1.
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On définit, pour j =1,...,N +1, les fonctions ¢; par :

TR §ioxe [xj-1, %],

¢j(x):= x”;l_x si x€[xj,xj41], pourtout j=1,...,N (2.14)

0si x<xj_jousix=uxj;.

¢On+1 (X): (2.15)

X—X .
{ N o x e [xn, Xnel,

0 six<xpn.
Les fonctions ¢4, j =1,..., N + 1, sont des fonctions "chapeau" (voir figure 2.1), elles vérifient

;e Vet ¢ =6y =4 1=

JEE TR T  osiq #
Proposition 2.1. Lespace vectoriel V}, défini par (2.13) est un sous espace de V de dimension N +1
et la famille {¢1,...,dn+1} est une base de Vy,. En particulier, pour tout ve Vy ona:

N+1
vxel0,1], v(x) =) v(x;)¢;x). (2.16)
j=1

Démonstration. On montre d’abord que V}, est un sous-espacede V.Sive Vjalorsv e 6 (0,1) c
L?(0,1), il suffit donc de montrer que v’ € L? (0, 1).
Soitp € €°(0,1),0ona:

1 xj+1
(V) =- fo vp'dx = ]ZO , al? 'dx.
Or y [xjx/01] € P, <€ (0,1). Donc, d’apres intégration par parties, on obtient
, N x]'+1 , N
(v'9) = ZO Vg PO ZO [v(x7) @ (x7) = v (xj41) @ (xj41)]
J=04j Jj=

D’autre part,on a:

ﬁ [0 ()~ v () 0 (5701)] = 3 0 ()0 () = 3 v (xgn) 0 (3701

i=0

~.
o

N+1

% vls)ol)- lv(xj)go(xj)

=v(x0) @ (xX0) —v(XNn+1) @ (XN41) =
car ¢ (1) = ¢ (0) = 0. On en déduit
Xj+1

<V (P> Z x],xjﬂ](l)dx

j=0%j
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donc,ona:
N
r_ I
o ]Zo Vg g1 ) X111 45

Ou y estla fonction caractéristique de [xj,xj+1]. D'ot v/ € I2(0,1).

Il reste 2 montrer que {¢1,...,dn+1} est une base de Vj, et I'égalité (2.16). Soit j =1,..., N+1,
alors supp (¢;) N supp (pj1) = [xj, xj+1]. Deplus, {¢,¢p+1} estune base de Py sur [xj,xj+1].

En effet, P; est de dimension 2 et si a, § € R vérifient a¢; (x) + ;1 (x) = 0 pour tout x €
[x;,X;+1], en prenant x = x; on obtient a = 0 et avec x = x4 on obtient § = 0.

Soit v € V}, alors pour tout j = 1,...,N +1, Ullxj,x741] € P;. Donc, Vilxj,xje1] = ag;j(x) +
P j+1 (x). En prenant x = x; puis x = x;,1 on obtient v, .} = v (x;)pj () +v(xj41) Pjer1 ().

D’autre part, pour x € [xj, Xj41], ¢; (x) sii# jeti# j+1,donc

N+1

Vxe[xj,xjn], Y v ¢i (0 =v(x;)d; 0 +v(xj41) P (0 = V[0,
i=1

d’ou1 le résultat. O

L'approximation par éléments finis de la formulation variationnelle (2.7) est donnée par :

Trouver uy, € Vj, telle que
{ e VRiEEeq 2.17)

T (a,up, vy) = ¢ (vy) pour tout vy, € Vj,.
D’apres (2.10)-(2.12) et avec Théoreme[1.5|de Lax-Milgram, le probleme @2.17) admet une solu-
tion unique uy, € Vj,.
La solution uj, du probléme variationnel (2.17) s’écrit

N+1
up= Y ujp; ouu;=up(x;).
=1

Et par la substitution v, = ¢; pour 1 <i < N + 1, le probléeme (2.17) est équivalent le systeme
linéaire suivant :

(2.18)
KU=R

{ Déterminer U = (uy, ..., un+1) ! solution de
Ou K = (k; j) est une matrice symétrique appelée matrice de rigidité donnée par :
kij=T(a,¢j,¢pi) V1<i,j<N+1,
et R = (r;) le vecteur de charge donné par :

ri=l(¢;) V1<i<N+1.

2.3.1 Implémentation numérique

Pour calculer les composantes du vecteur de charge et les éléments de matrice de rigidité,
nous utilisons la régle de Simpson suivante :

b—a

b
dx~ ——
fag(x) X 5

a+b
g(a)+4g(—‘2 )+g(b)].
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Vecteur de charge

Pouri=1,...,Nnousavons:

X

1 i 1 Xi+1
(pi) = 7 (x—xi-1) f (%) dx_ﬁf (x—xi+1) f(x)dx
Xi-1 Xi

~

ry =

W=~

(xi_l + X;

g [(xi_l—xi—l)f(xi—l)+4 (M)

_xi—l)f
Xi+ Xj+1
2

+ (= xi) £ ()|

g [(xi—xi+1)f(xi)+4(w_x”l)f(

[ F(EEE)+ p+ £ ().

)+ (Xi+1 — Xi+1) [ (xi41)

et

XN+ XN+1

+ A.
2

I'N+1 = g((PNH) = g [zf( )+f(xN+1)

Matrice de rigidité

Si|i—j|>1, supp(¢:)nsupp(¢i) = @, donc k;; = 0 alors la matrice K est creuse.
Pour les éléments de diagonale principale, nous avons pouri =1,...,N:

Xi+1 N2 1 Xj 1 Xi+1
bi:Ki,i:f a(x) (¢}) dx:—zf a(x)dx+ —zf a(x)dx
Xi-1 h Xi-1 h Xi

1 Xi-1+X; Xi+ Xjs1
== [a(xl_l) +4a(T) +2a(x;) +4a(T) +a(xii)

et

XN+1 , 2 1 XN+1
bn+1 = Kn+1,N+1 =f a(x) (¢, (0) dx= —f a(x)dx

XN h2 XN

a(xy)+4a +a(xn+1)

(XN+XN+1)

[
6h
Pour touti=1,..., N, nous avons :

Xi+1 1 Xi+1
¢i =Ki1,i =Kiin =fx_ ax) ¢, ()¢ (2 dx:_ﬁfx_ a(x)dx

_ 1 ' Xi+Xit1 .
== [a(xl) +4“(T) +a(xie1)

Enfin, la matrice K est tridiagonale.

Proposition 2.2. Le systeme linéaire (2.18) admet une solution unique U € RN*!,

Démonstration. Pour tout vecteur U € RN*! et d’apres (2.12),ona:

N+1 N+1
KU-U= Z T(a,c/)i,cpj)uiuj: Z T(a,ui(,bi,uj(pj):T(a,uh,uh)zallluh||2>0
i,j=1 i,j=1
donc, K est définie positive. d’ot le résultat. O
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2.3.2 Convergence de la méthode

Nous allons étudier 'erreur ||u— uylly, ou u est la solution de (2.7) et uy, est la solution du
probleme approché (2.17).

Théoréme 2.2. Si u et uy, sont les solutions respectives de 2.7) et 2.17), on a l'estimation sui-
vante:

a .
lu—uplly < — inf [lu—vylly. (2.19)
ajy vpeVy

Démonstration. Puisque Vj < V, on déduit par soustraction des formulations variationnelles

2. et 2.17), que
T(a,u—up,wy) =0 Ywye V.
En choisissant wy, = vj, — uy, et avec et (2.12), on obtient :
arllu—uplly, < T(a,u—up,u—up) =T (@ u—upu—vy) < azllu—upllyllu—vyly
pour tout vy, € Vj,. Lestimation s’en déduit immédiatement. O

Définition 2.1. Lopérateur d’interpolation P; est 'application rj,: V — V}, définie par :

N+1
YveV, rpu(x):= )Y v(xj)¢;(x).
j=1

ot les fonctions ¢; sont données par (2.14) et (2.15).

Lemme2.5. 1. Pour tout v € H?(0,1), il existe une constante c > 0 indépendante de h telle

que
lv=rnvlinen < ch||v"|| 20,1 - (2.20)
2. Pourtoutve H (0,1), ona
%i_r}r(l) lv—rpvllge) =0. (2.21)

Démonstration. 1. On montre pour v € €2 ([0,1]) et par densité on en déduit
pour v € H*(0,1). Il faut estimer || v — rp,vll 29 1y et ||V = (74 0)'| ;29 1, €0 fonction de h.
Soit x € [x},Xj4+1]. Comme rpv € Vy, on a rpv (x) = ax + f. De plus, rpv(x;) = v(x;) et
rpv(xj+1) = v(xj41) donc

rv () =v(x;)+ U(xjH)h_ v(x) (x—x;).

On obtient

v - v () - = (xj“)h_ ) (- )

x X—Xx; fre
f v(dt- f v (t)dt.
Xi h Xj

J

v(x)—rpv(x)
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D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe y € ] x;, x[ et z€ [ xj, x;41 [ tels que

y
v(x)—rpv(x) = (x—x;) v (y) - (x—x;) V' (2) = (x—xj)f v (r)dr.

Alors, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

y 2 Xj+ 2
Iv(x)—rhv(x)lzshz(f v”(t)dt) shz(f] 1y”(r)dt)
V4 x]'

Xji1 1/2 Xja1 1/2
shz[(f dt) (f |v"(t)|2dt) ]

] ]

<h3f |v" (0| d.

Xj

2

On intégre par rapport a x sur [x;, X;+1], on obtient :

Xj+1
f v (x) = rpv (0] dx<h4f [v" (0] dt.
X

J Xj

En sommantsur j =0,..., N, on obtient
2 "
lv=rpvllp < b |v ”LZ(O,I)'

Il reste a obtenir une estimation sur les dérivées. Pour x € [x X j+1], ona:

v(xj1) - v(x))
h

1 Xj+1
:U’(x)——f] V(1) dt
hJx

J

(V' ()= (0)dt
x]+1
f y)dydt.

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

, , 2 1 Xj+1 X " Xj+1 x]+1 2
|V () = (rpv) ()] <53 v (y)dydt <— y)dydr
Xj t

Shf |v"(y)| dy.
Xj

v (x) = (rpv) (x) = V' (x) -

1 r*i+1

:E

En intégrant par rapport a x sur [x;, xj+1], ona:

Xiy o
[ - mofase [ b
! J
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On en déduit

|v' = (rn U)’”Lz(o,l) <hl| U"||L2(0,1)’

2
H'(0,1)

= ” V—rTp V”iZ(O,l) + || U, - (rh U,) ||i2(0,1)

<n' |v" ||i2(0,1) + h? [ V””iZ(

<21 0"

lv—rpvl

0,1)
(0,1)

pour h < 1, ce qui donne (2.20).

2. On montre (2.21) pour v € %1 ([0,1]). On montre tout d’abord que [lv—rpvll2q0,1
converge vers 0. Soit x € [xj,xj+1], ona:

X X=Xxj %+
v(x)—rhv(x):f vV ()dt— f V(0 dt,
. noJy

Xj

Xis Xis Xis
|v(x)—rhv(x)|sf : 1|v'(t)|dt+f : 1|v’(t)|dt:2f "W @) de.

Xj Xj Xj

D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'intégrale par rapport a x sur [x i X j+1], on ob-
tient :

Xj+1 5 Xj+1 2
f lv(x)—rpv () dxszhf |v' ()| dt.
X Xj

j
donc,ona:

lv=ravlizen < V2h| U/”LZ(OrU ey 0

11 reste a2 montrer que |v'— (rp v)’||L2(0 H T 0. Soit € > 0. Puisque %62 ([0,1]) est dense

dans €' ([0, 1)), il existe be €2 ([0,1]) telle que
” v _('b,”LZ(O,l) sE€.

Pour u€ €' ([0,1]),ona:

Xj+1 1
f] |rpw) | dx = — (u(xj41) — u(x;))*
x]' h
1 Xj+1 2
n\Jx,
Xj+
sf " ar,

J
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donc || (rpw)'|| L% (0,1) < || &/ || ;2 ,- Alors, on en déduit

©,1
[rnoy = () | g, = [ (0 (0= 0))

En appliquant I'inégalité a ¢, on obtient :
|- (ragp)

pour h suffisamment petit, d’ou
v = ne) | 2o,y = 10" = ¢l 20y + ”‘b/ ~(rng)

<ce —0,
e—0

LZ(O,I) = || U,_(?b,” SE€E.

L2(0,1) =ch ||(/)" ||L2(0,1) =6

H(WIJ)'— (rpv)’

+
12(0,1) 12(0,1)

ce qui donne le résultat.

O
Théoréme 2.3. Soient u €V la solution de (2.7) et uy, € Vy, la solution de (2.17). Alors, on a
}Zln(l) ” u—up ”Hl 1) = 0. (222)

Autrement dit, la méthode des éléments finis P, converge. De plus, si u € H?(0,1) alors il existe
une constante ¢ > 0 telle que

” u-— uh||H1(0y1) < Ch ||f||L2(0,1) . (223)

On dit que la convergence est linéaire.

2.3.3 Méthode de Cholesky

Lalgorithme de Cholesky peut étre utilisé pour obtenir la solution d'un systéme linéaire a
matrice symétrique, définie positive et tridiagonale comme suit :

Initiation : Soient a et f deux fonctions données, Ne N*et AeR, h=1/(N+1) et x; = ih.
Factorisation :

dy=vb

Pourtouti=2,...,N

Ci=ci-1ldi,
d; = \/bi—ﬂlz..
Résolution :
1= r1/d1 et

Ly=r—= .
yi=(ri—¢iyi-1)/d;, pourtouti=2,...,N+1.

UN+1 = YN+1/dns et

LTu=y= .
u; = (yi—is1ui+1)/d;, pourtouti=N,...,1.

2.3.4 Exemples numériques
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Exemple 2.1.
a(x)=4x+1
fx)=16x-2

A=-5
h=1073

u(x):x—x2

Exemple 2.2.
a(x) = o5 (%)’
f)=10(6x*-6x+1)
A=0
h=10"2
u(x)= eS(X_XZ)2 -1

025

Exacte
———- Apprachée

0z2r

01rF

0051

08 1

FIGURE 2.1 — Exemple 1 :Probleme direct

035

Euxacte M
———-Approchée

03r

0251

0z2r

01F

0051

FIGURE 2.2 — Exemple 2 :Probléme direct
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Exemple 2.3.

a(x)=cos2nx)+1

f (%) = 87%sin(27x) (1 + 2cos (27 x))
A=8xm
h=10"3

u(x) =2sin2nx)

Exemple 2.4.

ax)=In(1+x)
f)=(12x*-9x+1)In(1 + x)
4x3—%x2+x
1+x
/l——lln(Z)
T2

h=10"?

u(x) =x*(x-1/2)(1-x)

Exacte
———-Approchée ||

FIGURE 2.3 - Exemple 3 :Probléeme direct

0.04 T T T

Exacte
———-Approchée

0.2 04 06 08 1

FIGURE 2.4 — Exemple 4 :Probleme direct
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CHAPITRE 3

PROBLEME INVERSE NON LINEAIRE

ans ce chapitre, nous avons étudie un probléme inverse pour ['identification numérique d'un parameétre
Q) dans un probléme elliptique en dimension un avec des conditions aux limites de Dirichlet-Neumann. Nous
démontrons que ce probléme inverse n'est pas continu par rapport aux données. Notre probléme inverse se raméne
a une équation F (a) = u ou u est ['unique solution du probléme direct et F est une application implicite non
linéaire bornée, continue et deux fois différentiable. Donc, nous avons étudié notre probléme dans un cadre d'un
probléme d’optimisation avec contraintes ou les contraintes est un ensemble convexe et fermé, et la fonction
objective est donnée par la fonction de moindre carrés. Ce probléme d optimisation admet au mois une solution.
La régularisation est nécessaire pour ['unicité de la solution. La résolution numérique par éléments finis de ce
probléme est équivalent a la résolution d'inéquation d'Euler. Enfin, nous avons utilisé la méthode du gradient
projeté pour résoudre le probléme d optimisation régularisé.

30
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3.1 Position du probléme

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probléme qui consiste a trouver le parametre a € o :

— (a0 () = f), (3.1a)
u(0) =0, (3.1b)
au'(1) = A. (3.1¢)

Ou f € I?(0,1), A € R sont connues et u € V une solution mesurée du probléme direct (2.1a)-
(2.1c).

Lemme 3.1. Le probleme (3.1a)-(3.1c) est mal posé c’est a dire la solution a n'est pas continue par
rapport la donnée u.

Démonstration. Pour montrer que le probleme (3.1a)-(3.1c) n'est pas continu, nous considé-
rons I’exemple suivant :

a(x)=1,

u(x) = x2,
fx)=-1,
A=1.

Soient (a,) et (u,) deux suites définies par :

1 5, Xxsin(nmx) cos(nmx)
ap(X) = —— et u,(x)=x"+ PRI
2+ cos(nmx) nm nem

On remarque que

~(an 0 u),(0) =-1 et a,(Hu,(1)=1

Nous avons :
. . xsin(nwx) cos(nmx)
lim (u,(x)—u(x)= lm + =0.
n—-+oo n—+oo ni n2mg2
D’autre part,ona:
lan (0~ a ()] = ————— 2 %0
sup la, (x)—a(x)|= — - - #0.
x€[0,1] . 2+ (=" 2

donc

lim sup |a,(x)—a(x)|#0.
N+ xe[0,1]

Alors, le probleme (3.1a)- (3.1¢) n’est pas continu par rapport au données, donc mal posé. O
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3.2 Application de la solution
On définit 'application F : «f — V par:
Yaed, Fla)=u
est 'unique solution du probléeme variationnel 2.7).
Lemme 3.2. Lapplication F est bornée c’est a dire

M
lully =IF(a)lly < - pour tout a€ <f.

Démonstration. En remplacant dans (2.7) v = u et avec (2.10) et (2.12), on obtient :

allul? < T(a,u,u) <0 <Mluly

d’ou
M
lully = —.
a
O
3.2.1 Continuité
Pour la continuité de I'application F, nous avons la proposition suivante :
Proposition 3.1. Lapplication F est continue et satisfaite les inégalités suivantes :
1
IF(a) - Fb)llv < p IEMD)lIv la—bllr=,1), (3.2)
1
|F(a)—Fb)lly < P IF(@lvlla-Dblroo,), 3.3)
M
|F(a)— Fb)lly < ? la—bllroo,1 - (3.4)

Démonstration. Pour I'inégalité (3.2), on pose dans le probléme variationnel (2.7), u = F(a) et
puis w = F(b), on obtient :

T(a,u,v)=¥¢()=T(b,w,v), pourtout veV. (3.5)
On pose dans (3.5), v = u— w, on obtient :
Tauu-w=Tbwu-w=Tbhb-aw,u—w)+T(a w,u—w).

donc
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Tau-—wu—-w)=Tb-aw,u—w)=-Ta-b,w,u—w).

D’apres les conditions (2.11) et (2.12), nous avons :
1

allu—-wlly < lla-bley lwlyllu-wly < |1F@-F®ly < p IF(D)llv la—bllr,1)-

Pour I'inégalité (3.3), on pose dans (3.5) v = w — u, on trouve:
Thww-u)=T@u,w—-—u)=Ta-bu,w—u)+T (b, u,w-—u).
donc
Thw-—u,w—u)=T@-buu—w).
En utilisant (2.11) et (2.12), nous obtenons :
1
alw-ull}y <lla-blen lulyllu-wly < lw-uly < P IF(@llylla—Dblreoqo,)-

Pour I'inégalité (3.4), on applique le lemme3.2]et (3.2), on obtient :

1 M
lu—-viv= p IFD)llvla—Dbllrep,) < ) lla— Dbl L0,y -

3.2.2 Différentiabilité
Soit a un élément de I'intérieur de <f et pour tout da € «f tel que a+da € <f, on pose :
ow=F(a+da)—F(a).
De avec u=F(a),ona:
T(a,F(a),v)=¢(v) YveV. (3.6)
Donc, nous avons :

fWwy=T@a+déa,Fla+da),v)=T(a+6a,u+F(a+da)—F(a),v)

3.7
=T@a+déa,u+o6w,v), YveV. (5-7)

De et (3.7), on obtient :
0=T(a+d6a,u+déw,v)—T(a,u,v)
=T@a+déa,u,v)+T(a+da,dw,v)—T (a,u,v)
=T(au,v)+TOa uv)+T(a+da,dw,v)—T(a,u,v)
=TWa,u,v)+T(a+da,dw,v).

Ce qui implique que

Ta+da,dw,v)=-T0a,u,v). (3.8)

Pour la différentiabilité de 'application F, nous avons le théoréme suivant :
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Théoréme 3.1. (voir [4, p. 262 ]). Pour tout a€ <, F est différentiable en a, et 6u = DF(a)da est
l'unique solution de l'équation variationnelle

T(a,0u,v)=-TOa,u,v) YveV. (3.9
ot u = F(a). De plus
M
||DF(6l)66l||V < E ||56l||L00(0y1). (310)
Démonstration. De (2.10), (2.11) et (2.12) et avec Théoréme [1.5{1'équation variationnelle(3.9)

admet une unique solution.
En utilisant (3.8) et (3.9), on obtient :

0=T(a+d6a,06w,v)—T(aodu,v)=T@adw,v)+Tbadw,v)—T(a,du,v)
=T@adw-ou,v)+Tbadw,v).

Alors,ona:
T(a,6w—-0o6u,v)=-T(ba,édw,v) pourtout veV. (3.11)

On pose dans (3.11) v = 6w — d u, nous obtenons :

T(a,0w—-0u,dw-0u)=-TOadw,dw-0ou).

En utilisant (2.11) et (2.12), nous obtenons :

alldw—oul? < l8al = I6wly 16w —Sully.

Avec (3.4), on obtient :

M
2
||6w—5u”V = ? ||6a”L00(0,1) .

Nous avons :
IFla+éa)—F(a)-duly l6w-dbully M
= = — l6ale,)-
||5(1||L00(0,1) ||6a||L°°(O,1) a
Donc,
|F(a+d6a)—F(a)—odully
6all 0,1 I5al—0

D’ou F est différentiable en a.

Il reste @ montrer I'inégalité (3.10). On pose v = 6 u dans (3.9), et en utilisant (2.11) et (2.12),
nous obtenons

alldul? < T(a,6u,6u)=-TBa,F(a),du) < 5all i~ IF (@lly 18uly

H. Abdelouahab Probleme inverse non linéaire en dimension 1



3.2. APPLICATION DE LA SOLUTION 35

En appliquant Lemme[3.2} on obtient :

M
IDF(a)bally < — lldallroq,1)-
o2

O

Pour étudier la dérivée seconde de F, on procede de la méme maniere que la dérivée pre-
miere. Donc, pour a un élément de l'intérieur de <f et soient da;,0a; € </ tels que a+ da, et
a+ dap restent dans I'intérieur de <. En utilisant (3.9), on obtient :

Ta+6a;,DF(a+6a;)0ax,v)=—-T (O a»,Fla+d6a;),v), YveV.
Dongc, pourtoutve Vona:

T(a+d6a;,DF(a+d6a1)0a, — DF(a)da»,v) =-T (0ay, Fla+day),v)
—T(a+6a;,DF(a)day,v)
=-T@ar,F(a+da))—F(a)— DF(a)da;,v)
—T(as, F(a)+ DF(a)day, v)
—T(a+6a;,DF(a)day,v)
=-T@ay,Fl(a+da))—F(a)— DF(a)da;,v)
—Tas F(a),v)— T ay, DF(a)da;, V)
—T(a,DF(@)bay,v)—T (d0a;,DF(a)day,v).

Grace (3.9), nous avons :
T (a,DF(a)6ay,v)=—-T (0as,F(a),v). (3.12)
On remplace (3.12) dans I'égalité précédente, on obtient :

T(a+6a;,DF(a+6a;)0a, — DF(a)da,v)=—-T (0ay,Fla+da,)— F(a)— DF(a)da;, V)
—Ta,DF(@)da;,v)—T (ba;, DF(a)das, v).
(3.13)

Pour la dérivée seconde de F, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 3.2. Pour tout a dans l'intérieur de o/, F est deux fois différentiable au point a. Donc,
D*u(day,8az) = D*F (a) 6ay,0az)
est l'unique solution de l'équation variationnelle
T(a,D*uday,6a),v) = -T(8ay, DF(@day, v) - T(Say, DF(@)day, v) Yve V. (3.14)

De plus, ona:

M
”DZF(a) (6@1,5@2) ”V = 5 (Haal”%oo(oyl) + ”6a2 ”%00(0,1)) .
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Démonstration. Avec les conditions (2.10)-([2.12) et d’apres Théoreme[1.5, I'équation variation-
nelle (3.14) admet une unique solution. Donc, la quantité D?F (a) (Jay, 8 ay) est bien définie. De
(3.13) et (3.14), nous obtenons pour tout ve V
T(a+8ay, DF(a+8a)0a; — DF(a)daz, v)— T (a,D*F(a) (6a1,8az), v)
=-T(@ay, Fla+da;)—F(a)—DF(a)da;, V).

donc,ona:
T(a,DF (a+6a;)§a— DF(a)§ax — D*F(a)(a1,6ay), v)
=-T@ay,F(a+day)— F(a)— DF(a)day, v) (3.15)
—T@a;,DF(a+6a;)da, — DF(a)das, V).

On pose

5°u=DF(a+d8a))6a, — DF(a)day,
et choisissons
v=06°u—D*u(bay,bay),
donc, devient

T(a,6*°u-D*u(dar,0a2),6°u—D*uday,6ay)) = —T (8ay,6*u,6*u— D*u(da;,6ay))
~T(6az, F(a+ba;) - F(a)— DF(@da1,6°u— D*u(day,8az)).

En utilisant 2.11), (2:12) et théoréeme[3.1} on obtient I'inégalité suivante :
M 1
[6°u=-D*uar,6ar||y = 7 10azlix0n 10@1 Iimgy + — 8arll o [0°ul . (3.16)

D’autre part, en remplacant dans v=6%u, on obtient :
T(a+5a1,62u,62u) = —T(éaz,DF(a)éal,(Szu) - T(6a1,DF(a)6a2,52u)
~T(8ay, F(a+day) - F(a)— DF(@)day,6%u).
En utilisant et (2.12), on trouve :

M 1
|6%ul, < P 2118 a1l o0,y 16 @2l oo 0,1y + p 18 azll oo,y 16a1 1000 1y | - (3.17)

De (3.16) et (3.17), on obtient :

|6%u-D*ubar,6a)|, M 2
=s— (3 ||5a1||L°°(0,1) +6ay ”L°°(0,1))
I0aillzoo ) I0a2l 0,1y @

(I6arl,ll6az)—0

Alors, F est deux fois différentiable au point a. On pose dans (3.14) v = D?F(a) (6ay,0a,) et en
utilisant (2.11), (2.12) et (3.10) on obtient :

1

||D2u(6a1,6a2)||v = (||DF((1)501 (% ||5611||L00(0,1) +IDF(a)bazlly ||5az||L00(0,1))

B

2 2
= 3 (”601 ”L°°(0,1) + ”602||L00(0,1))-

Q

O
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3.3 Méthode de moindres carrés

Etant donné z € V (mesure de 1), nous cherchons a € «f solution de
F(a) = z. (3.18)

ou l'application F est définie implicitement. Elle est non linéaire. Nous cherchons une autre
formulation du probléme (3.18), nous proposons une formulation comme un probleme de
moindres carrés, nous remplacons (3.18) par le probleme d’optimisation avec contrainte sui-
vant:

{mm](a) (3.19)
acod
ou J: o/ — R une fonctionnelle donnée par :
1 1
J(@ =S IF@ -2zl = 5T (a Fl@) -z F(@) - 2). (3.20)

Pour I'existence de la solution du probléme de minimisation avec contrainte (3.19), nous avons
la proposition suivante :

Proposition 3.2. Le probleme de minimisation avec contrainte (3.19) admet au moins une solu-
tion.

Démonstration. La fonctionnelle J est deux fois différentiable. Soit a un élément de 'intérieur
de «f, donc pour tout a € </, nous avons :

1
DJj(@a)da= zT(éa,F(a) —z,F(a)—2)+ T (a,DF(a)0a,F(a)—z).
D’apres (3.9), on a

T(a,DF(a)ba,F(a)—2z)=-T (0a,F(a),F(a)-z),

donc

1
DJj(a)ba = ET((%Z,F(a)—z,F(a)—z)— T(a,F(a),F(a)-2z),

1
= —ET(5a,F(a) +z,F(a)—2z).
La dérivée seconde de F est donnée par :

1 1
D?*J(a)(ba,6a) = —ET(éa,DF(a)c‘)‘a,F(a) —-z)— iT(é‘a,F(a) +z,DF(a)0a)
=-T(6a,F(a),DF(a)da) en utilisant
=T (a,DF(a)6a, DF(a)6a) en utilisant
> a|DF(a)dal? =0.

Alors, F est convexe. D’apres Proposition le probleme (3.19) admet au moins une solution.
O

Pour étudier I'unicité de la solution du probléme (3.19), on va étudier un probleme régula-
risé.
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3.4 Régularisation

On considere le probleme régularisé suivant :

{mm]e (a) (3.21)
acod
ou J. est une fonctionnelle donnée par :
€
Je@=](@+laly, €>0. (3.22)

Proposition 3.3. Le probleme régularisé (3.21) admet une solution unique.

Démonstration. Soit a € o/, il suffit de montrer que F est strictement convexe c’est a dire :
D?*Jc(a)(6a,6a) > 0.
On pose R (a) = % I all%/ = %T (a,a,a). La dérivée seconde de J. est donnée par :
D?J.(a)(Sa,8a) = D*J (a) (5a,5a) + D*Re. (a) §a,6a) pour tout Sac <.
Nous avons :
DR.(a)ba= gT(é‘a, a,a)+e€T (a,6a,a) pourtoutdac .
De (3.9), on obtient :

DR.(a)6a= _76 T(6a,a,a)

Alors,ona:
D?R. (a)8a,b6a) = _?6 (T(0a,0a,a)+Ta,a,da),
=—cT(ba,a,da)
=eT(a,0a,0a).
Donc

D?J(a)(8a,8a) = T (a, DF(a)5a, DF(a)8a) +¢T (a,6a,8a),
En utilisant (2.12), on obtient
D?*J(a)(6a,6a) = a[|DF (a)dal? +eldal?] = acldall? .

D’ot, F est fortement convexe donc strictement convexe. Alors, le probléme régularisé (3.21)
admet une solution unique. O
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3.5 Discrétisation par élément fini
Soit &7, une discrétisation de < telle que
oy = NV,
Le probléeme discret est défini par :

{min](a) =3T(@,F(a)-zF(a)-z) YF(a),z€Vj (3.23)

CZE&ﬂh
Ou F: o, — Vj, telle que
F(a)=uy Vace o).

Soit (¢i) < ;<. Une base telle que (¢;),_; -y, est données par (2.14) et 2.15) et ¢y (x) est défi-
nie par:

h—x

si x € [xg, x1],
o (x) = { "
0 sinon.
Pour discrétiser le probleme (3.23), on pose :
N+1 N+1 N+1

Ux)= ) Ujpj, Z(x)=) Zrpr et ax)= ) Aip;.
j=1 k=1 i=0
Alors,ona:

](a):%T(a,U—Z,U—Z). (3.24)

Par la substitution U (x) et Z (x) dans (3.23), on obtient :

N+1 N+1 N+1 N+1

1
J(a) = ET(a, Z1 Uii= ) Zii, ), Ujpj — Zl Zjbj
= = = J=

i=1 j=1

)

)

1 N+1 N+1
= ET(a, > Wi=Z i, ) (Uj-Zj) ¢,
i=1

j=1
1 N+1N+1
=3 Zl Zl Ui - Z) (Uj - Zj) T (a,di,¢;),
j=1i=

qui est la forme matricielle suivant :

1
](a)=§(U—Z)TK(a)(U—Z)-

Oou
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U—-Z=U,~2Z1,Us~ Zp, .., Uns1— Zns1) T

et

1

K(A)ij=T(a,</Ji,¢j)=fO a(x) ; (x) s (x).

La formule discrete de la régularisation R, (a) est la suivante :

€ N+2 N+2 €N+1N+l € 7~
Re(@=ZT\a ) Aipi, ), Ajbj| =53 ) AiAjT(a¢i¢j) =S A KA.
2 i=1 =1 2 j0 i=0 2

A n’est pas nulle 2 la frontiere, donc A € RV*2, ce qui implique que K est une matrice carré
tridiagonale d’ordre N + 2.

3.6 Calcul du gradient

Pour calculer le gradient de la fonctionnelle /, nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.3. Pour tout py, € Vy,, la dérivée de ] est donné par

) 1 1
J (@) pn = _ET(PhyF(a)»F(a))"‘ET(Ph,ZyZ)-

Démonstration. On a

](a)z%T(a,F(a)—z,F(a)—Z),

alors

/ _ 1 _ _ / —
J@pn=3 [T (pn,F(a@)—z,F(a)—z)+T(a,F (@) py, F(a) —z)
+T(a,F(a) -z F (@) pp)],

1
= ET(ph,F(a)—z,F(a)—z)+ T(a,F'(a)py F(a)-z),

par I'équation (3.9), on a

T(a,F' (@) pn, F(@)—z)=—T (pn, F(a),F(a)-z),

donc
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1
J' (@ ppn= ET(Ph,F(a) -z, F(@)-z)-T(pnF(a),F(a)-z),
1
==3T(pnF(@+2F(@-2),
1
= =5 [T(pwF(@,F(@)=T(pnF(@),2) + T (pwz F@) =T (pnz2)],
1
= _E [T(ph)F(a)rF(a)) - T(ph)zyz)] .
O
Delamém facon, on peut calculer le gradient de la partie régularisé R, par le lemme suivant :
Lemme 3.4. Pour tout py, € Vy,, la dérivée de R, est donné par
, €
R.(a)pp = ET(a, a,pn)-
Démonstration. on a
Re(a) = %T(a,a,a),
alors

€
R.(a)pp = 5 [T (pn a,a)+ T (a pna)+T(aa pn),

par 'équation(3.9), on a
T(a,pp,a)=-T (pn a, a).
Donc

€
Re@pn=3[T(pna,a)=T(pnaa)+T(aaps)],
€

=-Tla,a, .
5 (a,a,pp)
O
Puisque a € <, donc on peut écrire
N+1
a= >y aip;,
i=0
alors
0],
— =] (a)pi + R.(a) p;. (3.25)
aai
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et donc obtenir le gradient V J (a) pour tout a € «/;,. De 'équation(3.20) on a

o

da; J (@ i+ R (a)d;,

En utilisant les deux lemme[3.3] et on obtient

0Je _ 1. 106, € .
e~ ST (60 F @), F@)+ 5T (pi,22) +5T (aia),

1 N+1 N+1 N+1 N+1
= ——T(% Y Ui, Z sz,bl) + - T((Pu Y Zidr Z Zi$i

I=

€ N+1
+=T a;d)j; Z ai(,bi )
2 i=0
N+1 N+1 N+1

1
=== 2 UcUiT (i, propr) + 5 Z T (i, pr </n)+— Z a: T (a,d;,¢i),
2K 2=
:—lUTKiU+lzTK,-Z+ ( A);.
2 2
avec

K)k1 =T (pi,dr, ¢1) pourk,l=1,.,N+1,
(Ki) g, = T (¢i,pr¢1) pourk,1=0,..,N+1.

et

0Jc(@) 0Jc(a)\T
dag '~ dans

Ve(a) =

3.7 Méthode du gradient projeté

La méthode de gradient projeté consiste a résoudre le probleme d’optimisation en dimen-
sion finie suivant :

(3.26)

min J, (a)
ae .sth

Ot J. est donnée par :
1 T € T &
Je (@) :E(U_Z) K(a)(U—Z)+EA KA.

Pour étudier le probleme (3.26), on a la proposition suivante :
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Proposition 3.4. Soitp > 0. a* € o), est une solution de (3.26) si est seulement si
a" = P, (a” - pJi(a")).
ou P la projection orthogonale sur <fj,.

Démonstration. Du fait que J, est fortement convexe, I'inéquation d’Euler constitue une condi-
tion nécessaire et suffisante d’optimalité. Ainsi pour a* € «/;, et p>0,0na:

a* estminimum < (J.(a*),a-a*)=0 Vac s,
—(-J.(a"),a—a")<0 Vac o,

qui est équivalente pour tout p > 0 al'inégalité

(-pJi(a*),a-a*)<0 Yae o,

Ceci donne

([a*-pJi(a”)]-a",a—a")<0 Vac o).

En utilisant Théoreme|[1.8|de projection, cette inégalité est équivalente a I'égalité

a*=Py(a*-pJ.(a")).
O

La résolution du probléme de minimisation (3.26) se ramene a un probléeme de point fixe de
I'application ¢ : of}, — R définie par :

@ (a) =Py, (a-pJ; (@).
Pour calculer numériquement ce point fixe, en utilisant la méthode du gradient projeté avec pas

fixe, qui consiste a construire une suite a® € o, donnée par:

a® donné € 7},
(3.27)

a*V=p, (a®-pJ.(a®)) VkeN.
Pour démontrer la convergence de la suite (3.27), nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.5. Le fonctionnelle J, : o/, — R est fortement convexe, tel que le J, soit lipschit-
zienne:

{JL(@)-J.(b),a-b) =1lla-b|?, (3.28)
et

V(@) - J. )| <Lla-bl. (3.29)
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Démonstration. Pour montrer que J, est fortement convexe en utilisant le théoreme des ac-
croissements finis :

Je(@)-J.(b)=(a—Db)J (c), c€la,bl
Donc,ona:
(Je(@)=J.(b),a-b)={(a-Db)J, (c),a—Db) = aclla- bl (3.30)

D’ou (3:28). Il reste a montrer que J}, est lipschitzienne, donc il suffit de montrer que J' et R, sont
Lipschitzienne.

J' estlipschitzienne : De 1'équation(3.30) on a
(Je(@—J.(b),a-—b)={(a-b) ] (c),a—D),
etona
J"(¢)(6a,6a) =T (c,DF (c)8a,DF (c)§a),

on pose da = a— b, donc

(Ji(@)—J.(b),a-=b)=]"(c)(a-b,a-b),
=T (c,DF(c)(a—-b),DF(c)(a—-Db)),

en utilisant (2.11) et (3.10) , on obtient :

|(Ji(@) = J..(b),a—b)| = lcllieo,1) IDF (c) (a— D)II?,
- M? ¢l 0,1y

2
= v la—bl*,
on devise par ||a— b||, on obtient
"(@-J.(b),a-b M?||c|ljo
[Ue (@)~ T (b) ) <Lla-bl, 1= Mlelxon (3.31)
la— Dl at

Dongc, J' est lipschitzienne.

R/ estlipschitzienne : En appliquant le théoréeme des accroissements finis sur R. dans [a, b],
on obtient :

R.(a)=R.(b)+(a—Db)R!(a+0(b- a)),
< (R.(@)-R.(b),a—b)={(a—b)R. (a),a-D),

ona

R!(a)(6a,6a)=€T (a,6a,6a),
< (R.(@)-R.(b),a-b)=€T (a,6a,6a),
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on pose da = a— b, on obtient

(R.(a)—R.(b),a-b)=€T(a,a—b,a—b),
< aella-Dbl?,
(R.(a)-R.(b),a-Db)|
la— bl

ol

< azella-Dbl,

donc

|R: (@) — R, || < azella—bll. (3.32)

on ajoute I’équation(3.28) al'équation(3.27), on obtient

| Je (@) = Je () || < (azk + aze) la— bl

On pose ayk + aze = L. Donc J| est lipschitzienne.
O

Théoreme 3.3. Sous les hypotheses (3.28)et(3.29) et si p € |0, i—é [. Alors la suite a'® est conver-
gente vers a* c'est a dire:

Hak+l —at

s,u”ak—a*“ pour u<1.

Démonstration. Pour prouver la convergence de la méthode de projection en utilisant les pro-
priétés de 'opérateur de projection le lemme(1.4} on pose

a:ak+1_p]é(ak+l),
b=a"-pJ.(a"),
ona
| Peg, (@) = Pey, (D) | < lla— bl Va,be oty
Donc
"= 1Py (@ - I @) - Py (a” —p I (@),
< |a* - psi(a*) - (a" - o1 (d*))Hz»
2—2p<]é(ak)—]é(a*),ak—a*>+p2

en utilisant les hypothéses sur J. on déduit

Hak+l —-at

2

)

= ”ak—a*

JALSEIACS
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On a par hypothese

“< (1-2pl+p*L?) Hak—a*

2

pu=1-2pl+p*l*<1,

= —2pl+p°I* <0,
=p(-21+pL?) <0,
= (-21+pL?) <0,

21

=>p< .

Donc

“ ak+l —a

LZ

2 k *
S,uHa —-a H pour p<1.

D’ot1 la convergence de la méthode(3.27). O
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudie un probleme inverse non linéaire pour I'identification
numérique d'un parametre dans un probléme elliptique en dimension un avec conditions aux
limites de Dirichlet-Neumann suivant : Trouver u:]0,1] — R tel que

—(a(x)u'(x))’ = f(x),
u(0) =0,
au' () = A.

Ce travail se déroule en deux étapes :
v/ Probléme direct : nous avons utilisé la méthode des éléments finis et en termine par la

méthode de Cholesky pour quelques exemples numériques avec programme sous Matlab.
v/ Probléme inverse non linéaire : nous avons utilisé la méthode de moindres carrés et la
méthode du gradient projeté.
Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :
1= [dentification numérique le parametre a pour un probleme parabolique suivant :
ou 0 0
E(x,t)—a(a(x)au(x,t)) =f(x1),0<x<1,t>0.
u@,0=0, t>0

ou
—(1,H=0, t>0
0x

ux,0)=uy(x),0<x=<l.
1 [dentification numérique le parametre a pour un probléme hyperbolique suivant :

azu( f) 6( 02w t)) fD,0<x<1,t>0

—(x,)——|ax)—ulx,|=f(1), x<1, .

0t 0x 0x
u0,t)=0, t>0

ou

0x
ulx,0)=uy(x),0<x<1

ou

alt(x,O):uo(x),0<xsl.
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