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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons étudie un problème inverse non linéaire pour l’identification numérique d’un
paramètre dans un problème elliptique en dimension un avec conditions aux limites de Dirichlet-Neumann.

Ce problème inverse est fortement mal posé et la régularisation est nécessaire pour la stabilité de sa solution. Le
problème inverse est étudié dans un cadre d’un problème d’optimisation avec contraintes où les contraintes est
un ensemble convexe et fermé, et la fonction objective est donnée par la fonction de moindre carrés. Ce problème
d’optimisation admet au mois une solution. La régularisation est nécessaire pour l’unicité de la solution. La
résolution numérique de ce problème est équivalent à la résolution d’inéquation d’Euler. Enfin, nous avons utilisé
la méthode du gradient projeté pour résoudre le problème d’optimisation régularisé.

Mots-Clés : Éléments finis, Méthode du gradient projeté, Moindre carrés, Méthode de Cholesky, régularisation.
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Introduction générale

Un problème inverse est une situation dans laquelle les valeurs de certains paramètres d’un
modèle doivent être identifiées à partir d’observations du phénomène. En mathématiques, un
problème inverse a la forme d’une équation

Ax = y (1)

Où u représente les mesures effectuées, A représente les valeurs des paramètres du phénomène
et A est un opérateur linéaire ou non linéaire.

Les problèmes inverses généralement sont des problèmes mal posés car si l’on cherche à
résoudre l’équation (1) ; cela nécessite l’inversion de l’opérateur A. Cette opération n’est pas
forcément évidente d’un point de vue numérique et d’après Hadamard [6] un problème est bien
posé s’il vérifie les trois conditions suivantes :

+ La solution existe ;

+ Elle est unique ;

+ Elle dépend continument des données.

Donc, si l’une des trois conditions n’est pas satisfaite, on dit que le problème est mal posé.
La résolution du problème inverse passe en général par une étape initiale de modélisation

du phénomène, dite problème direct qui décrit comment les paramètres du modèle se tra-
duisent en effets observables expérimentalement. Ensuite, à partir des mesures obtenues sur
le phénomène réel, la démarche va consister à approximer au mieux les paramètres qui per-
mettent de rendre compte de ces mesures. Cette résolution peut se faire par simulation numé-
rique ou de façon analytique.

Dans ce mémoire, nous avons centré notre travail sur le problème elliptique en dimension
un suivant :

−(
a(x)u′(x)

)′ = f (x), (2a)

u(0) = 0, (2b)

a(1)u′(1) =λ. (2c)

où (2b) est la condition de Dirichlet homogène et (2c) est la condition de Neumann.
Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante :
Dans le premier chapitre, nous allons commencer par donner un rappel sur les espaces

de Hilbert et leurs propriétés, ainsi que quelques résultats indispensables sur les opérateurs
linéaires continus et les propriétés les plus importantes dans les espaces de Hilbert.

Dans le second chapitre, nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour résoudre un
problème direct qui consiste à trouver u avec a, f et λ sont connues. cette méthode est basée
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sur trois étapes principales. D’abord, nous obtenons la formulation variationnelle du problème
direct. Ensuite, nous discrétisons la formulation variationnelle par éléments finis P1 nous dé-
rivons un système d’équations linéaires à matrice symétrique, définie positive et tridiagonale.
La méthode de Cholesky nous permet de proposé un algorithme pour résoudre le système li-
néaire associé. Finalement, nous programmons cet algorithme par Matlab et nous testons cet
algorithme par quelques exemples numériques.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse à l’étude un problème inverse pour identifier le pa-
ramètre a avec f et λ données et z une mesure de la solution u.

On remarque que le problème inverse ne peut pas être résolu directement en manipulant
le problème aux limites (2a)-(2c). Nous avons montré que ce problème inverse est mal posé
de sorte que n’est pas stable. D’autre part, on considère un opérateur implicite F qui associé le
paramètre a, la solution F (a) = u du problème direct. Cet opérateur est deux fois différentiable.

Une approche étudiée pour résoudre le problème inverse est de poser un problème d’op-
timisation dont la solution est une approximation du paramètre a. L’idée est de minimiser la
différence entre la solution calculée et la solution mesurée, en utilisant une certaine norme ap-
propriée. Autrement dit, étant donné une mesure z de la solution u, donc le paramètre a est la
solution du problème de moindre carrés :

min
a∈A

J (a) (3)

où J est une fonction définie par

J (a) := 1

2
‖F (a)− z‖2 = 1

2

∫ 1

0
a (x)

[
d

d x
(F (a (x))− z)

]2

d x.

Nous montrons que la fonction J est deux différentiable et convexe. Donc, le problème d’opti-
misation (3) admet au moins une solution. Pour l’unicité de la solution, en utilisant la technique
de régularisation, et on considère le problème régularisé :

min
a∈A

Jε (a) (4)

où

Jε (a) := J (a)+ ε

2
‖a‖2 , ε> 0.

La fonction Jε est fortement convexe, donc le problème (4) admet une unique solution.
Pour résoudre numériquement le problème (4) il faut et il suffit de résoudre une inéquation

variationnelle suivante : trouver a∗ ∈A telle que〈
J ′ε

(
a∗)

, a −a∗〉≥ 0, pour tout a ∈A . (5)

où J ′ε est la dérivée de Jε. Nous employons la méthode du gradient projeté pour résoudre l’in-
équation variationnelle (5).

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1



CHAPITRE 1

RAPPELS SUR DES OUTILS MATHÉMATIQUES

D ans ce chapitre, nous allons donner un rappel sur les espaces vectoriels normés et de Hilbert et leurs pro-
priétés, ainsi que quelques résultats indispensables sur les opérateurs linéaires continus dans les espaces de

Hilbert et en termine par les propriétés les plus importantes dans l’analyse convexe et l’optimisation.
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1.1. ESPACES NORMÉS 2

1.1 Espaces normés

Définition 1.1. (Semi norme). Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle semi norme pour E
une application P : E −→R, telle que ∀x, y ∈ E et λ ∈R on a

1. P (x) ≥ 0,

2. P (λx) =λP (x),

3. P
(
x + y

)≤ P (x)+P
(
y
)
.

L’espace vectoriel E muni d’une semi norme s’appelle espace semi normé, noté (E ,P ).

Remarque 1.1. Pour une semi norme, on a P (0) = 0.
En effet.

P (0) = P (0.x) = 0.P (x) = 0.

A noter qu’il est possible que P (x) = 0 et x 6= 0.

Définition 1.2. (Norme). Soit E un espace vectoriel sur le corps K (K = R ou C). On appelle
norme sur E , une application p : E →R, telle que P est une semi norme pour E et de plus

P (x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

Remarque 1.2. L’espace vectoriel E muni d’une norme s’appelle espace vectoriel normé.

Exemple 1.1. Soit x ∈Rn , les applications suivantes sont des normes usuelles sur Rn :

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi | ,

‖x‖1 =
n∑

i=0
|xi | ,

‖x‖p =
(

n∑
i=0

|xi |p
) 1

p

pour p Ê 1.

Exemple 1.2. SoitΩ un ouvert de Rn . L’espace vectoriel des fonctions de carré intégrable surΩ
est :

L2 (Ω) =
{

f :Ω→R,
∫
Ω

∣∣ f (x)
∣∣2 dx <∞

}
.

L’application ‖ ·‖ : L2 (Ω) →R donnée par :

∥∥ f
∥∥=

(∫
Ω

∣∣ f (x)
∣∣2 dx

) 1
2

est une norme pour L2.

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1



1.2. ESPACES DE BANACH 3

1.2 Espaces de Banach

Définition 1.3. (Suite de Cauchy). Soit (E ,P ) un espace vectoriel semi normé. Une suite (xn)n∈N
de E est de Cauchy si et seulement si,

∀ε> 0,∃N > 0 tel que P (xn −xm) < ε,∀n,m ≥ N .

Définition 1.4. (Espace complet). Soit (E ,P ) un espace vectoriel semi normé. On dit que (E ,P )
est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente dans E .

Définition 1.5. (Espace de Banach). Un espace de Banach est un espace normé complet.

Définition 1.6. (Espace dual). Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle dual de E , et on
notera E∗ (ou E ′), l’espace vectoriel L (E ,K) des formes linéaires de E dans K.

Remarque 1.3. On appelle bidual de E , et on notera (E∗)∗, dual de E∗.

1.3 Espaces de Hilbert

Définition 1.7. (Produit scalaire). Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Un produit scalaire
sur E est une application 〈·, ·〉 : E ×E →K telle que pour touts x, y, x1, x2 ∈ E et pour tout λ ∈K
on a :

1. 〈x, x〉 ≥ 0 et 〈x, x〉 = 0 ⇐⇒ x = 0,

2.
〈

x, y
〉= 〈

y, x
〉

,

3.
〈

x1 +x2, y
〉= 〈

x1, y
〉+〈

x2, y
〉

,

4.
〈
λx, y

〉=λ〈
x, y

〉
.

Définition 1.8. (Espace préhilbertien). Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni
d’un produit scalaire.

Remarque 1.4. Un produit scalaire sur E définit une norme sur E donnée par :

∀x ∈ E : ‖x‖ = 〈x, x〉 1
2 .

Exemple 1.3. L’espace Rn muni du produit scalaire :

∀x ∈Rn : (x, y) =
n∑

i=0
xi yi .

est un produit scalaire usuel.

Exemple 1.4. L2(Ω) est un espace préhilbertien si on le muni d’un produit scalaire

( f , g ) =
∫
Ω

f (x)g (x)d x.

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1



1.3. ESPACES DE HILBERT 4

Lemme 1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soit E un espace préhilbertien sur le corps K. Pour
tout x, y ∈ E on a : ∣∣〈x, y

〉∣∣É 〈x, x〉 1
2
〈

y, y
〉 1

2 . (1.1)

Démonstration. L’inégalité (1.1) est trivialement satisfaite si (x, y) = 0. Supposons donc que
(x, y) 6= 0. Alors on pose z = x −λy telle que

〈
z, y

〉= 0〈
x, y

〉= 〈
z +λy, y

〉= 〈
z, y

〉+λ〈
y, y

〉
,

=λ〈
y, y

〉⇒λ=
〈

x, y
〉〈

y, y
〉 .

par conséquent on a :

〈x, x〉 = 〈
z +λy, z +λy

〉
,

= 〈z, z〉+ |λ|2 〈
y, y

〉
,

Ê |λ|2 〈
y, y

〉
,

= |〈x, y
〉 |2〈

y, y
〉2

〈
y, y

〉
,

|〈x, y
〉 | É 〈x, x〉 1

2
〈

y, y
〉 1

2 .

De plus on a l’égalité si 〈z, z〉 = 0.

Lemme 1.2. (Inégalité de Minkowski) Soit E un espace préhilbertien et x, y ∈ E, alors√〈
x + y, x + y

〉É√
〈x, x〉+

√〈
y, y

〉
.

Démonstration. On a 〈
x + y, x + y

〉= 〈x, x〉+2Re
〈

x, y
〉+〈

y, y
〉

,

≤ 〈x, x〉+2
∣∣〈x, y

〉∣∣+〈
y, y

〉
,

On applique l’inégalité (1.1)on obtient :

〈
x + y, x + y

〉≤ (√
〈x, x〉+

√〈
y, y

〉)2

,

D’ou √〈
x + y, x + y

〉≤√
〈x, x〉+

√〈
y, y

〉
.

Lemme 1.3. (Règle du parallélogramme). La norme induite par un produit scalaire satisfait
l’égalité

‖x + y‖2 +‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 +‖y‖2).

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1



1.3. ESPACES DE HILBERT 5

Démonstration. Nous avons

‖x + y‖2 +‖x − y‖2 = (x + y, x + y)+ (x − y, x − y),

= (x, x)+ (x, y)+ (y, x)+ (y, y)+ (x, x)− (x, y)− (y, x)+ (y, y),

= 2(‖x‖2 +‖y‖2).

Définition 1.9. (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur K
complet pour la norme induite par le produit scalaire.

Définition 1.10. (Orthogonalité). Soit H un espace de Hilbert deux vecteurs x, y ∈ H sont or-
thogonaux si

〈
x, y

〉= 0 on note par : x⊥y . L’orthogonal d’un sous espace vectoriel A est :

A⊥ = {
x ∈ H ,

〈
x, y

〉= 0 ∀y ∈ A
}

.

A⊥ s’appelle le complément orthogonal de A.

Remarque 1.5. La relation d’orthogonalité possède les propriétés suivantes :

1. ∀x, y ∈ H : x⊥y ⇐⇒ y⊥x,

2. ∀x ∈ H , 0⊥x,

3. x⊥x ⇒ x = 0,

4. Soit x ∈ H . Pour tout xi ∈ H , i = 1, . . . ,n, si x⊥xi =⇒ x⊥(∑n
i=1λi xi

)
, ∀λi ∈K.

Théorème 1.1. Soit A un ensemble non vide d’un espace de Hilbert et soit A la fermeture de A.
Alors, s’il existe x ∈ A tel que x⊥A alors x = 0.

Démonstration. Soit x ∈ A ⇒∃(xn)n∈N ∈ A tel que xn
‖ · ‖−→ x. Donc 〈xn , x〉 = 0 ∀n ∈N.

alors : limn→∞ 〈xn , x〉 = ‖x‖2 = 0 ⇒ x = 0.

Théorème 1.2. Si A un ensemble non vide de H alors :

A⊥ = {x ∈ H / x⊥A} .

est un sous espace vectoriel fermé de H.

Démonstration. On a A⊥ 6= ; car 0 ∈ A⊥. ∀x1, x2 ∈ A⊥,∀λ1,λ2 ∈K,∀y ∈ A on a :〈
λ1x1 +λ2x2, y

〉=λ1
〈

x1, y
〉+λ2

〈
x2, y

〉= 0.

alors λ1x1 +λ2x2 ∈ A⊥. Donc A⊥ est un sous espace de H .

D’autre part on a ∀x0 ∈ A⊥ ⇒∃ (xn)n∈N ∈ A⊥ tel que xn
‖ · ‖−→ x0. Alors〈

x0, y
〉= lim

n→∞
〈

xn , y
〉= 0 ∀y ∈ A.

Donc x0 ∈ A⊥ est un sous espace fermé.

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1



1.3. ESPACES DE HILBERT 6

Corollaire 1.1. Soit H1 espace fermé de H et soit x ∈ H alors il existe un élément y0 ∈ H1 telle que :(
x − y0

)⊥H1et ‖x − y0‖ ≤ ‖x − y‖ ∀y ∈ H1.

On appelle cet élément la projection orthogonale de x sur H1 et l’on note par : y0 = PH1 (x).

Définition 1.11. (Ensemble convexe). Un ensemble S est dit convexe si pour tout points x et y
de S le segment

[
x, y

]
est inclus dans S i.e :

∀x, y ∈ S,∀t ∈ [0,1] : (1− t ) x + t y ∈ S.

Exemple 1.5. • Les sous ensembles convexes de l’espace R sont les intervalles de R,
• Dans un espace vectoriel normé réel toute boule (ouverte ou fermé) est convexe.

Théorème 1.3. (Décomposition orthogonale). Si H1 est un sous espace fermé de H, alors tout
x ∈ H se décompose d’une manière unique :

x = y + z où z ∈ H⊥
1 , y ∈ H1.

Démonstration. L’existence d’une telle décomposition vient du fait que

x = px + (I −p)x.

où p est la projection orthogonal de H sur H1 supposons :
x = y + z, y ∈ H1, z ∈ H⊥

1 alors :

px = py +pz = y,

(I −p)x = (I −p)y + (I −p)z = z.

cette décomposition est donc unique.

Corollaire 1.2. Soit H1 un sous espace fermé de H, alors

H1 ∩H⊥
1 = {0} de plus H = H1 ⊕H⊥

1 .

c’est à dire H admet une décomposition orthogonal.

Démonstration. Si x = px + (
I −p

)
x ∈ H1 ∩H⊥

1 alors(
x, px

)= (
x,

(
I −p

)
x
)= 0 ce qui entraine que(

x, px + (
I −p

)
x
)= (x, x) = ‖x‖2 = 0 donc x = 0

D’après Théorème 1.3 on a H = H1 ⊕H⊥
1 .

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1



1.4. OPÉRATEURS LINÉAIRES DANS UN ESPACE DE HILBERT 7

1.4 Opérateurs linéaires dans un espace de Hilbert

Définition 1.12. (Opérateur linéaire continu). Soit H1 et H2 deux espaces de Hilbert réels. On
appel opérateur linéaire continu de H1 dans H2, toute application T : H1 −→ H2 telle que :

Linéarité : ∀x, y ∈ H1,∀α,β ∈R : T
(
αx +βy

)=αT x +βT y .

Continuité : ∃K > 0,∀x ∈ H1 : ‖T x‖H2 ≤ K ‖x‖H1 .

On définit la norme de l’opérateur T par :

‖T ‖ = sup
x∈H1

‖T x‖H2

‖x‖H1

, x 6= 0.

Définition 1.13. (Noyau et image de T ).
– Le noyau de l’opérateur T est un sous espace de H1 défini par :

K er (T ) = {x ∈ H1/T x = 0} ;

– L’image de T est le sous espace de H2 définie par :

Im (T ) = {T x / x ∈ H1} .

Théorème 1.4. (Théorème de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert et soit L une
forme linéaire continue sur H alors ∃!a ∈ H tel que :

∀x ∈ H : L(x) = 〈x, a〉 et ‖L‖H ′ = ‖a‖H .

Démonstration. 1. Si L = 0 ⇒〈x, a〉 = 0 ⇒ a = 0.(le cas triviale)

2. Si L 6= 0 : soit F = K er (L) (c’est un sous espace fermé car L est continue) on a : H = F ⊕F⊥.

Soit y0 6= 0, y0 ∈ F⊥ alors L(y0) 6= 0 , ∀x ∈ H .

On pose u = x − L(x)
L(y0) y0 ⇒ L(u) = 0 c’est à dire u ∈ F et comme y0 ∈ F⊥ on a :

〈
u, y0

〉 = 0
cela s’écrit en remplaçant u par son expression〈

x, y0 −
∥∥y0

∥∥〉2 L(x)/L(y0) = 0.

On en déduit que :

L(x) = 〈
x, y0

〉 L(y0)∥∥y0
∥∥2 ∀x ∈ E .

Et il suffit alors de poser a = ∥∥y0
∥∥−2 L(y0)y0.

a est unique car si a1 6= a2 vérifiant L(x) = 〈x, a1〉 = 〈x, a2〉∀x ∈ H ⇒ 〈x, a1 −a2〉 = 0 donc
a1 = a2.
‖L‖ = ‖a‖ on a :

‖L‖H ′ = sup
x∈H

|L(x)|
‖x‖H

= |〈x, a〉|
‖x‖ .

Donc ‖L‖H ′ = ‖a‖H .

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1
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Définition 1.14. (Fonction sesquilinéaire). Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe) on
dit qu’une fonction f : H ×H −→K est sesquilinéaire si :

1. ∀α1,α2 ∈K,∀x1, x2, y ∈ H :

f
(
α1x1 +α2x2, y

)=α1 f
(
x1, y

)+α2 f
(
x2, y

)
;

2. ∀β1,β2 ∈K,∀x, y1, y2 ∈ H :

f
(
x,β1 y1 +β2 y2

)=β1 f
(
x, y1

)+β2 f
(
x, y2

)
;

3. ∥∥ f
∥∥= sup

‖x‖≤1,‖y‖≤1

∣∣ f
(
x, y

)∣∣= sup
x,y 6=0

∣∣ f
(
x, y

)∣∣
‖x‖∥∥y

∥∥ .

Théorème 1.5. Soit f une fonction sesquilinéaire de H × H dans K. Alors il existe un opérateur
unique B ∈ L (H) :

∀x, y ∈ H : f
(
x, y

)= (
x,B y

)
.

De plus,
∥∥ f

∥∥= ‖B‖.

Démonstration. Soit y fixé dans H . Alors l’applicationΦ : x −→ f
(
x, y

)
est une fonction linéaire

de H dans K. Donc d’après le Théorème de Riesz 1.4 : ∃z ∈ H :Φ (x) = f
(
x, y

)= (x, z),

posons z = B y , alors on a :

f
(
x, y

)= (
x,B y

)
.

L’opérateur B est linéaire car, ∀α1,α2 ∈K,∀y1, y2 ∈ H on a :(
x,B

(
α1 y1 +α2 y2

))= f
(
x,α1 y1 +α2 y2

)
=α1 f

(
x, y1

)+α2 f
(
x, y2

)
=α1

(
x,B y1

)+α2
(
x,B y2

)
= (

x,α1B y1 +α2B y2
)

.

Montrons que B est borné et que ‖B‖ = ∥∥ f
∥∥, nous avons :

∥∥ f
∥∥= sup

x,y 6=0

f
(
x, y

)
‖x‖∥∥y

∥∥
≥ sup

y 6=0

(
B y,B y

)∥∥B y
∥∥∥∥y

∥∥
= sup

y 6=0

B y

y
.

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1
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Donc B est borné et ‖B‖ ≤ ∥∥ f
∥∥.

D’autre part : ∣∣ f
(
x, y

)∣∣= ∣∣(x,B y
)∣∣≤ ‖x‖∥∥B y

∥∥≤ ‖x‖‖B‖∥∥y
∥∥ .

D’où
∥∥ f

∥∥≤ ‖B‖.
Pour l’unicité, soit B1,B2 tels que :

f
(
x, y

)= (
x, (B1 −B2) y

)= 0.

Donc B1 = B2.

Définition 1.15. (Opérateur adjoint). Soit A ∈ L (H), alors
(

Ax, y
)

est une fonction sesquilinéaire
de H ×H dans K Le théorème 1.5 montre qu’il existe un opérateur unique noté A∗ ∈ L (H) pour
lequel

∀x, y ∈ H :
(

Ax, y
)= (

x, A∗y
)

.

De plus

‖A‖ = ∥∥A∗∥∥ .

L’opérateur A∗ est appelé l’opérateur adjoint de A.

Proposition 1.1. Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert. Soit T,S ∈L (H1, H2), on a :

1. (T ∗)∗ = T ,

2. (T S)∗ = S∗T ∗,

3. (T +S)∗ = T ∗+S∗,

4. (αT )∗ =αT ∗,

5. (ker T )⊥ = (ImT ∗).

Démonstration. 1. ∀x ∈ H1,∀y ∈ H2 on a :〈
T x, y

〉= 〈
x,T ∗y

〉= 〈
T ∗y, x

〉= 〈
y, (T ∗)∗ x

〉= 〈(
T ∗)∗ x, y

〉
,

2. ∀x, y ∈ H :
〈

(T S)∗ x, y
〉= 〈

x,T S(y)
〉= 〈

T ∗(x),S(y)
〉= 〈

S∗T ∗(x), y
〉

,

3.
〈

(T +S) (x), y
〉= 〈

T x, y
〉+〈

Sx, y
〉= 〈

x, (T ∗+S∗) y
〉

,

4.
〈
αT (x), y

〉=α〈
T x, y

〉=α〈
x,T ∗y

〉= 〈
x,αT ∗y

〉
,

5. Soit y ∈ K er T ∗ alors, on a :

T ∗y = 0 ⇔ 〈
x,T ∗y

〉= 0, ∀x ∈ H

⇔ 〈
T x, y

〉= 0

⇔ y ∈ (ImT )⊥

donc K er (T ∗) = (ImT )⊥.

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1
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Définition 1.16. Soit a : H ×H −→R une forme bilinéaire. On dit que
• a est continue sur H s’il existe M > 0 si

∀w, v ∈ H , |a(w, v)| ≤ M ‖w‖H ‖v‖H .

• a est coercive (ou elliptique) si

∃α> 0,∀u ∈ H tel que a (u,u) ≥α‖u‖2
H .

Théorème 1.6. (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert réel. On considère L (·) est une forme
linéaire continue sur H et a (·, ·) une forme bilinéaire continue et coercive sur H. Alors la formu-
lation variationnelle suivante : {

Trouver u ∈ H telle que

∀v ∈ H , a (u, v) = L (v) .
(1.2)

admet une unique solution. De plus cette solution dépend continument de la forme linéaire L.

Démonstration. On a a(., .) est une forme bilinéaire continue sur H d’après le théorème de
Riesz1.4 : ∃A(w) ∈ H tel que :

a(w, v) = 〈A(w), v〉∀v ∈ H .

la bilinéarité de a(w, v) implique la linéarité de w → A(w) car pour touts w1, w2 ∈ H ,∀α,β ∈ R,
on a : 〈

A(αw1 +βw2), v
〉= a(αw1 +βw2, v),

=αa(w1, v)+βa(w2, v),

=α〈Aw1, v〉 +β〈Aw2, v〉 ,

= 〈
αAw1 +βAw2, v

〉
.

donc w → A(w) est linéaire.
On pose v = A(w). D’après la continuité de a(w, v), nous avons :

‖A(w)‖2 = a(w, A(w)) ≤ M ‖w‖‖A(w)‖⇒‖A(w)‖ ≤ M ‖w‖ .

donc A −→ A(w) est continue.
Une autre application de Théorème 1.4, on a :

∃ f ∈ H tel que
∥∥ f

∥∥
H = ‖L‖H ′ et L(v) = 〈

f , v
〉∀v ∈ H .

Donc le problème variationnelle (1.2) est équivalent à trouver u ∈ H tel que A(u) = f . On va
montrer que A est bijectif (ce qui implique l’existence et l’unicité de u).

A est injectif : D’après la coercivité de a (·, ·) on a :

α‖w‖2 ≤ a(w, w) = 〈A(w), w〉 ≤ ‖Aw‖‖w‖
ce qui donne

α‖w‖ ≤ ‖Aw‖ , w ∈ H . (1.3)

Soit w1, w2 ∈ H tel que A(w1) = A(w2) alors A(w1−w2) = 0 (car A est linéaire ). En utilisant
(1.3), on obtient :

α‖w1 −w2‖ ≤ ‖A(w1 −w2)‖ = 0 ⇒ w1 = w2.

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1
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A est surjectif : Il suffit de montrer que Im A⊥ = {0}. Soit v ∈ Im A⊥, on a :

∀A(w) ∈ Im A,〈A(w), v〉 = 0 ⇒ a(w,u) = 0

On pose w = v et d’après la coercivité de a (·, ·) on a :

α‖v‖2 ≤ a(v, v) = 0 ⇒ v = 0

donc Im A⊥ = {0}. D’autre part, on a :

H = Im A⊕ Im A⊥ et Im A⊥ = {0} =⇒ Im A = H .

Alors, A est surjectif.

A−1 est continue : En remplaçant dans (1.3), on trouve que A−1 est continue sur H . Alors, la
solution u dépend continument de f .

1.5 Analyse convexe et optimisation

Définition 1.17. (Fonction convexe). On dit qu’une fonction f définie sur un ensemble convexe
non vide S ∈ H et à valeur dans R est :

1. Convexe sur S si est seulement si

f ((1−θ)u +θv) ≤ (1−θ) f (u)+θ f (v) ∀u, v ∈ S,∀θ ∈ [0,1] .

2. Strictement convexe sur S si est seulement si

f ((1−θ)u +θv) < (1−θ) f (u)+θ f (v) lorsque u 6= v, et θ ∈ ]0,1[ .

3. On dit qu’une fonction f définie sur un ensemble convexe S est fortement convexe si est
seulement si il existe α> 0 tel que

f
(u + v

2

)
≤ f (u)+ f (v)

2
− α

8
‖u − v‖2 .

On dit aussi dans ce cas que f est α convexe.

Définition 1.18. (Minimum local). On dit que u est un minimum local de f sur S si est seule-
ment si :

u ∈ S et ∃δ> 0 / ∀v ∈ S,‖v −u‖ < δ⇒ f (u) ≤ f (v).

On dit que u est un minimum global de f sur S si est seulement si :

u ∈ S et f (u) ≤ f (v) ∀v ∈ S.

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1
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Proposition 1.2. (voir [1, p.294]). Si f est une fonction convexe sur un ensemble convexe S, tout
point de minimum local de f sur S est un minimum global, si de plus f est strictement convexe,
alors il existe au plus un minimum.

Si S un convexe fermé et f est une fonctionα convexe sur S. Alors, il existe un unique minimum
global u de f sur S, et on :

‖u − v‖2 ≤ 4

α

[
f (v)− f (u)

]
, ∀v ∈ S.

Définition 1.19. (Différentiabilité au sens de Fréchet). On dit que la fonction f définie sur un
voisinage de u ∈ H à valeur dansR est différentiable au sens de Fréchet en u s’il existe une forme
linéaire L ∈ H ′ continue sur H telle que

f (u +w) = f (u)+L(w)+o(w), avec lim
‖w‖→0

|o(w)|
‖w‖ = 0. (1.4)

On appel L la différentielle de f en u et on note L = F ′(u).
On peut préciser la relation (1.3) en identifiant H et son dual H ′ grâce au théorème de re-

présentation de Riesz 1.4.En effet, il existe un unique p ∈ H tel que
〈

p, w
〉 = L(w), donc (1.3)

devient

f (u + v) = f (u)+〈
p, w

〉+o(w), avec lim
‖w‖→0

‖o(w)‖
‖w‖ = 0.

Définition 1.20. (Différentiabilité au sens faible). On dit que f définie sur un voisinage de u ∈ H
à valeur dans R est différentiable au sens de Gâteaux en u s’il existe L ∈ H ′ tel que

∀w ∈ H , lim
δ→0+

f (u +δw)− f (w))

δ
= L(w). (1.5)

Proposition 1.3. (voir [1, 2p.305]) Soit f une fonction différentiable de H dans R, les assertions
suivantes sont équivalentes :

f est convexe sur H .

f (v) ≥ f (u)+〈
f ′(u), v −u

〉 ∀u, v ∈ H . (1.6)

〈
f ′(u)− f ′(v),u − v

〉≥ 0 ∀u, v ∈ H .

Et pour α> 0 les assertions suivantes sont équivalentes :

f est α convexe sur H .

f (v) ≥ f (u)+〈
f ′(u), v −u

〉+ α

2
‖v −u‖2 ∀u, v ∈ H .

〈
f ′(u)− f ′(v),u − v

〉≥α‖u − v‖2 ∀u, v ∈ H .

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1
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Définition 1.21. (Dérivée seconde). Soit f une fonction de H dans R. On dit que f est deux fois
différentiable en u ∈ H si f est différentiable dans un voisinage de u et sa différentielle f ′ est
différentiable en u. On note f ′′ la différentielle de f ′ en u qui vérifie

f ′(u +w) = f ′ (u)+ f ′′(u)v +o(w), avec lim
‖w‖→0

|o(w)|
‖w‖ = 0.

Définition 1.22. (Problème de minimisation). Soient H un espace de Hilbert réel, S un sous en-
semble de H et f : H −→R une fonction. Un problème de minimisation du type suivant :"Trou-
ver u ∈ H ou S, un minimum de la fonction f ". Ce problème est formulé de la façon suivante :

Problème de minimisation sans contrainte :

min
v∈H

f (x).

Problème de minimisation avec contrainte :

min
v∈S

f (x).

1.5.1 Condition d’optimalité

Théorème 1.7. (Inéquation d’Euler, cas convexe, voir [1, 2p.307]). Soient H un espace de Hilbert
réel et S un ensemble convexe de H. On considère f : S −→ R une fonction différentiable en u ∈ S.
Alors,

1. Si u est un point de minimum local de f sur S on a :〈
f ′(u), v −u

〉≥ 0, ∀v ∈ S. (1.7)

2. De plus si f est convexe, alors u est un minimum global de f sur S.

Démonstration. On suppose que u ∈ S est un minimum local de f . Alors, pour tout v ∈ S et
h ∈]0,1] on a u +h (v −u) ∈ S, donc

f (u +h (v −u))− f (u)

h
≥ 0.

On en déduit(1.7) en faisant tendre h vers 0.
La deuxième assertion du Théorème 1.7 découle immédiatement de (1.6) et (1.7) .

Remarque 1.6. L’inéquation d’Euler(1.7) il s’agit d’une condition nécessaire d’optimalité qui
devient nécessaire et suffisante si f est convexe. Dans deux cas importants, (1.7) se réduit sim-
plement à l’équation d’Euler f ′(u) = 0.

1. Si S = H alors v −u décrit tout H lorsque v décrit H et donc (1.7) entraine f ′(u) = 0.

2. Si u est intérieur à S, la même conclusion s’impose.

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1
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Proposition 1.4. (voir [1, 2p.310]). On suppose que S = H et que f est deux fois différentiable en
u. Si u est un point de minimum local de f , alors

f ′(u) = 0 et f ′′(u) (w, w) ≥ 0 ∀w ∈ H .

Réciproquement, si pour tout v dans un voisinage de u

f ′(u) = 0 et f ′′(v)(w, w) ≥ 0 ∀w ∈ H .

alors u est un minimum local de f .

Théorème 1.8. (Projection sur un ensemble convexe fermé). Soit S ⊂ H un convexe fermé non
vide, alors ∀ f ∈ H ,∃!u ∈ S tel que ∣∣ f −u

∣∣= min
v∈S

∣∣ f − v
∣∣ . (1.8)

De plus u est caractérisé par la propriété :

u ∈ S ( f −u, v −u) ≤ 0 ∀v ∈ S. (1.9)

on note u = PS f la projection de f sur S.

Démonstration. 1. Existence :
soit vn ∈ S et dn = ∣∣ f − vn

∣∣ → d = infv∈S
∣∣ f − v

∣∣, montrons que vn est de Chauchy. Appli-
quant l’inégalité du parallélogramme avec a = f − vn ,b = f − vm il vient∣∣∣ f − vn + vm

2

∣∣∣2
+

∣∣∣vn − vm

2

∣∣∣2
= 1

2

(
d 2

n +d 2
m

)
.

Or vn+vm
2 ∈ S et donc

∣∣ f − vn+vm
2

∣∣≥ d .
par conséquent : ∣∣∣vn + vm

2

∣∣∣2
≤ 1

2
(d 2

n +d 2
m)−d 2.

et limm,n→∞ |vn − vm | = 0 Donc vn → u ∈ S et l’on a d = ∣∣ f −u
∣∣.

2. Equivalence de(1.8)et(1.9) :
soit u ∈ S vérifiant(1.8)et soit w ∈ S.on a :v = (1− t )u + t w ∈ S pour t ∈]0,1] et donc∣∣ f −u

∣∣≤ ∣∣ f − [(1− t )u + t w]
∣∣= ∣∣( f −u)− t (w −u)

∣∣ .

par suite ∣∣ f −u
∣∣2 ≤ ∣∣ f −u

∣∣2 −2t ( f −u, w −u)+ t 2 |w −u|2 .

i.e :

2( f −u, w −u) ≤ t |w −u|2 quand t → 0 on obtient(1.9).

Inversement, soit u vérifiant(1.9), alors on a∣∣ f −u
∣∣2 − ∣∣v − f

∣∣2 = 2( f −u, v −u)−|u − v |2 ≤ 0 ∀v ∈ S d’où(1.8).

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1
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3. Unicité :
soient u1 et u2 vérifiant(1.9), alors on(

f −u1, v −u1
)≤ 0 ∀v ∈ S. (1.10)(

f −u2, v −u2
)≤ 0 ∀v ∈ S. (1.11)

Reportant v = u2 dans(1.10)et v = u1 dans (1.11) on obtient après addition |u1 −u2|2 < 0.

Lemme 1.4. L’opérateur de projection sur un ensemble convexe satisfait les propriétés suivants :

1.
∥∥PS x −PS y

∥∥≤ ∥∥x − y
∥∥ ∀x, y ∈ H.

2.
〈

x −PS x,PS x − y
〉≥ 0 ∀x ∈ H ,∀y ∈ S.

3.
∥∥x − y

∥∥2 ≥ ‖x −PS x‖2 +∥∥y −PS x
∥∥2 ∀x ∈ H , y ∈ S.

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1



CHAPITRE 2

PROBLÈME DIRECT : PROBLÈME ELLIPTIQUE

EN DIMENSION UN

D ans ce chapitre, nous avons utilisé la méthode des éléments finis pour résoudre le problème direct avec condi-
tions aux limites de Dirichlet-Neumann. La méthode des éléments finis est basé sur trois idées principales.

D’abord, nous obtenons la formulation variationnelle du problème direct. Ensuite, nous discrétisons la formula-
tion variationnelle par éléments finis P1 et nous dérivons un système d’équations linéaires à matrice symétrique,
définie positive et tridiagonale. Avec la méthode de Cholesky nous avons proposé une algorithme pour résoudre
ce système. Finalement, nous avons programmé cette algorithme par Matlab et nous testons cette algorithme par
quelques exemples numériques.
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2.1 Position du problème

On considère le problème elliptique en dimension un avec conditions mixtes suivant :
Trouver u : ]0,1[ −→R tel que

−(
a(x)u′(x)

)′ = f (x), (2.1a)

u(0) = 0, (2.1b)

a(1)u′(1) =λ. (2.1c)

où f ∈ L2 (0,1), λ ∈R et a ∈ L∞ (0,1) vérifiant la condition suivante :

∃a1, a2 > 0, a1 ≤ a(x) ≤ a2, pour tout x ∈ [0,1] . (2.2)

Remarque 2.1. L’équation (2.1a) correspond à une solution à l’état stable de l’équation de la
chaleur suivante :

∂u

∂t
= (

au′)′+ f . (2.3)

où u est la température, f est un terme source, a est la conductivité thermique et λ est le flux de
chaleur (entrant ou sortant). On peut utiliser la même équation pour modéliser un écoulement
monophasique (comme du pétrole) : u est la pression, f représente les puits de pompage, a est
la perméabilité du milieu et λ= 0 pour un milieu fermé. Une discussion détaillée de l’équation
(2.3) peut être trouvée dans [?].

2.2 Formulation variationnelle

On définit l’espace de Sobolev H 1 (0,1) par :

H 1 (0,1) := {
v ∈ L2 (0,1) tel que v ′ ∈ L2 (0,1)

}
.

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.1. On a l’inclusion H 1 (0,1) ⊂C ([0,1]) et

‖u‖L∞(0,1) ≤ ‖u‖L2(0,1) +
∥∥u′∥∥

L2(0,1) . (2.4)

Démonstration. Soient u ∈ H 1 (0,1). Alors, on a :

∀x, y ∈ [0,1] ,u
(
y
)= u (x)+

∫ y

x
u′ (t )d t

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :∣∣u (x)−u
(
y
)∣∣≤√∣∣x − y

∣∣∥∥u′∥∥
L2(0,1) (2.5)

donc u est continue sur [0,1]. De (2.5), nous avons :

|u (x)| ≤ ∣∣u (
y
)∣∣+∥∥u′∥∥

L2(0,1) pour tout x, y ∈ [0,1] .
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En intégrant en y sur [0,1], on obtient :

|u (x)| ≤
∫ 1

0

∣∣u (
y
)∣∣d y +∥∥u′∥∥

L2(0,1) ≤ ‖u‖L2(0,1) +
∥∥u′∥∥

L2(0,1) pour tout x ∈ [0,1] .

on en déduit l’estimation (2.5).

On munit H 1 (0,1) de la norme suivante :

‖u‖H 1(0,1) :=
(
‖u‖2

L2(0,1) +
∥∥u′∥∥2

L2(0,1)

)1/2

et du produit scalaire associé

〈u, v〉H 1(0,1) :=
∫ 1

0

(
u (x) v (x)+u′ (x) v ′ (x)

)
d x.

Lemme 2.2. H 1 (0,1) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Il suffit de vérifier que H 1 (0,1) est complet. Soit (un) une suite de Cauchy dans
H 1 (0,1).

Les deux suites (un) et
(
u′

n

)
sont des suites de Cauchy dans L2 (0,1) qui est complet. Donc, il

existe u, v ∈ L2 (0,1) tels que

un −−−−−→
n→+∞ u et u′

n −−−−−→
n→+∞ v.

De (2.4), on déduit que la suite (un) converge uniformément sur [0,1] et par passage à la limite
dans l’égalité

un (x) = un
(
y
)+∫ y

x
u′

n (t )d t

on obtient

u (x) = u
(
y
)+∫ y

x
v (t )d t .

Donc, u ∈ H 1 (0,1).

On introduit l’espace V défini par :

V := {
v ∈ H 1 (0,1) / v(0) = 0

}
.

Lemme 2.3. L’espace V est un sous espace fermé de l’espace de Hilbert H 1 (0,1). De plus, l’appli-
cation suivante :

u 7−→ ∥∥u′∥∥
L2(0,1)

est une norme sur V équivalente à la norme ‖u‖H 1(0,1).

Démonstration. On considère l’application linéaire ϕ : H 1 (0,1) → H 1 (0,1) définie par

ϕ (v) = v (0) .
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De (2.4), l’applicationϕ est continue sur H 1 (0,1), donc ker
(
ϕ

)=V est un sous espace fermé de
H 1 (0,1). De plus, si u ∈V et pour tout x ∈ ]0,1[ , on a :

|u(x)| ≤
∫ x

0

∣∣u′(t )
∣∣dt .

Il en résulte

‖u‖L2(0,1) ≤
∥∥u′∥∥

L2(0,1) .

Ainsi, nous avons :

‖u‖2
L2(0,1) +

∥∥u′∥∥2
L2(0,1) ≤ 2

∥∥u′∥∥2
L2(0,1) .

Alors, on a : ∥∥u′∥∥
L2(0,1) ≤ ‖u‖H 1(0,1) ≤

p
2
∥∥u′∥∥

L2(0,1)

d’où l’équivalence des normes.

Lemme 2.4. Le sous ensemble A défini par :

A := {
a ∈ L∞ (0,1) / a1 ≤ a (x) ≤ a2, a1, a2 > 0

}
est convexe fermé.

En multipliant l’équation (2.1a) par une fonction arbitraire v ∈V et en intégrant sur [0,1], on
obtient :

−
∫ 1

0

(
a (x)u′ (x)

)′ v (x)d x =
∫ 1

0
f (x) v (x)d x (2.6)

Par intégration par parties, le membre gauche de (2.6) devient :

−
∫ 1

0

(
a (x)u′ (x)

)′ v (x)d x = −a (x)u′ (x) v (x)
∣∣1
0 +

∫ 1

0
a (x)u′ (x) v ′ (x)d x

=−λv (1)+
∫ 1

0
a (x)u′ (x) v ′ (x)d x

Par conséquent, la formulation variationnelle du problème (2.1a)-(2.1c) est donnée par :{
Trouver u ∈V tel que

T (a,u, v) = ` (v) pour tout v ∈V.
(2.7)

Où T : A ×V ×V −→R une forme trilinéaire donnée par :

T (a,u, v) =
∫ 1

0
a (x)u′ (x) v ′ (x)d x pour tout u, v ∈V (2.8)

et ` : V −→R une forme linéaire donnée par :

` (v) =
∫ 1

0
f (x) v (x)d x +λv (1) pour tout v ∈V. (2.9)

Pour l’existence et l’unicité de la solution du problème (2.7), nous avons le théorème suivant :
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Théorème 2.1. Pour tout a ∈A et f ∈ L2 (0,1), le problème variationnel (2.7) admet une solution
unique u ∈V .

Démonstration. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et Lemme 2.3 nous avons :

∀v ∈V , |` (v)| ≤
∫ 1

0

∣∣ f (x)
∣∣ |v (x)|d x +|λ| |v (1)|

≤
(∫ 1

0

∣∣ f (x)
∣∣2 d x

)1/2 (∫ 1

0
|v (x)|2 d x

)1/2

+|λ|
(∫ 1

0
|v (x)|2 d x

)1/2

≤ M ‖v‖V où M = ∥∥ f
∥∥

L2(0,1) +|λ| .

(2.10)

Alors, la forme linéaire ` est continue sur V .
Pur la continuité de T , on a :

∀u, v ∈V , |T (a,u, v)| ≤ sup
x∈[0,1]

|a (x)|
∫ 1

0

∣∣u′ (x)
∣∣ ∣∣v ′ (x)

∣∣d x

≤ sup
x∈[0,1]

|a (x)|
(∫ 1

0

(
u′)2

(x)d x

)1/2 (∫ 1

0

(
v ′)2

(x)d x

)1/2

≤ ‖a‖L∞(0,1) ‖u‖V ‖v‖V .

(2.11)

Donc, la forme trilinéaire T est continue sur V ×V .
Pour la coercivité de T , on a :

∀v ∈V , T (a, v, v) =
∫ 1

0
a (x)

(
v ′ (x)

)2 d x ≥ inf
x∈[0,1]

|a (x)|
∫ 1

0

(
v ′ (x)

)2 d x ≥α‖v‖2
V . (2.12)

où α= infx∈[0,1] |a (x)|/p2.
Enfin, les hypothèses de théorème de Lax-Milgram sont vérifies, donc le problème (2.7) ad-

met une solution unique u ∈V .

Remarque 2.2. Pour tout a ∈A , l’application définie par :

v 7−→
√

T (a, v, v)

est une norme sur V .

2.3 Approximation par éléments finis

Nous construisons un sous espace Vh de V de dimension finie constitué de fonctions li-
néaires par morceaux. On se donne un entier naturel N et on pose h = 1/(N +1), xi = i h pour
i = 0, . . . , N +1 (avec x0 = 0 et xN+1 = 1) et Ii := [xi , xi+1] pour i = 0, . . . , N .

On définit l’espace vectoriel Vh par :

Vh :=
{

vh ∈C ([0,1]) : vh |Ii
∈P1, vh (0) = 0

}
. (2.13)

où P1 désigne l’espace des polynômes de degré inférieur ou égale à 1.
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On définit, pour j = 1, . . . , N +1, les fonctions φ j par :

φ j (x) :=


x−x j−1

h si x ∈ [
x j−1, x j

]
,

x j+1−x
h si x ∈ [

x j , x j+1
]

,

0 si x ≤ x j−1 ou si x ≥ x j+1.

pour tout j = 1, . . . , N (2.14)

φN+1 (x) :=
{

x−xN
h si x ∈ [xN , xN+1] ,

0 si x ≤ xN .
(2.15)

Les fonctions φ j , j = 1, . . . , N +1, sont des fonctions "chapeau" (voir figure 2.1), elles vérifient

φ j ∈Vh et φ j (xi ) = δi j =
{

1 si i = j ,

0 si i 6= j .

Proposition 2.1. L’espace vectoriel Vh défini par (2.13) est un sous espace de V de dimension N+1
et la famille

{
φ1, . . . ,φN+1

}
est une base de Vh . En particulier, pour tout v ∈Vh on a :

∀x ∈ [0,1] , v (x) =
N+1∑
j=1

v
(
x j

)
φ j (x) . (2.16)

Démonstration. On montre d’abord que Vh est un sous-espace de V . Si v ∈Vh alors v ∈C (0,1) ⊂
L2 (0,1), il suffit donc de montrer que v ′ ∈ L2 (0,1).

Soit ϕ ∈C ∞
c (0,1), on a :

〈
v ′,ϕ

〉=−
∫ 1

0
vϕ′d x =−

N∑
j=0

∫ x j+1

x j

v|[x j ,x j+1]ϕ
′d x.

Or v|[x j ,x j+1] ∈P1 ⊂C (0,1). Donc, d’après intégration par parties, on obtient

〈
v ′,ϕ

〉= N∑
j=0

∫ x j+1

x j

v ′
|[x j ,x j+1]ϕd x +

N∑
j=0

[
v

(
x j

)
ϕ

(
x j

)− v
(
x j+1

)
ϕ

(
x j+1

)]
.

D’autre part, on a :

N∑
j=0

[
v

(
x j

)
ϕ

(
x j

)− v
(
x j+1

)
ϕ

(
x j+1

)]= N∑
j=0

v
(
x j

)
ϕ

(
x j

)− N∑
j=0

v
(
x j+1

)
ϕ

(
x j+1

)
=

N∑
j=0

v
(
x j

)
ϕ

(
x j

)−N+1∑
j=1

v
(
x j

)
ϕ

(
x j

)
= v (x0)ϕ (x0)− v (xN+1)ϕ (xN+1) = 0.

car ϕ (1) =ϕ (0) = 0. On en déduit

〈
v ′,ϕ

〉= N∑
j=0

∫ x j+1

x j

v ′
|[x j ,x j+1]ϕd x
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donc, on a :

v ′ =
N∑

j=0
v ′
|[x j ,x j+1]χ|[x j ,x j+1]d x.

Où χ est la fonction caractéristique de
[
x j , x j+1

]
. D’où v ′ ∈ L2 (0,1).

Il reste à montrer que
{
φ1, . . . ,φN+1

}
est une base de Vh et l’égalité (2.16). Soit j = 1, . . . , N +1,

alors supp
(
φ j

)∩ supp
(
φ j+1

)= [
x j , x j+1

]
. De plus,

{
φ j ,φ j+1

}
est une base de P1 sur

[
x j , x j+1

]
.

En effet, P1 est de dimension 2 et si α,β ∈ R vérifient αφ j (x)+βφ j+1 (x) = 0 pour tout x ∈[
x j , x j+1

]
, en prenant x = x j on obtient α= 0 et avec x = x j+1 on obtient β= 0.

Soit v ∈ Vh , alors pour tout j = 1, . . . , N + 1, v|[x j ,x j+1] ∈ P1. Donc, v|[x j ,x j+1] = αφ j (x) +
βφ j+1 (x). En prenant x = x j puis x = x j+1 on obtient v|[x j ,x j+1] = v

(
x j

)
φ j (x)+ v

(
x j+1

)
φ j+1 (x).

D’autre part, pour x ∈ [
x j , x j+1

]
, φi (x) si i 6= j et i 6= j +1, donc

∀x ∈ [
x j , x j+1

]
,

N+1∑
i=1

v (xi )φi (x) = v
(
x j

)
φ j (x)+ v

(
x j+1

)
φ j+1 (x) = v|[x j ,x j+1],

d’où le résultat.

L’approximation par éléments finis de la formulation variationnelle (2.7) est donnée par :{
Trouver uh ∈Vh telle que

T (a,uh , vh) = ` (vh) pour tout vh ∈Vh .
(2.17)

D’après (2.10)-(2.12) et avec Théorème 1.5 de Lax-Milgram, le problème (2.17) admet une solu-
tion unique uh ∈Vh .

La solution uh du problème variationnel (2.17) s’écrit

uh =
N+1∑
j=1

u jφ j où u j = uh
(
x j

)
.

Et par la substitution vh = φi pour 1 ≤ i ≤ N + 1, le problème (2.17) est équivalent le système
linéaire suivant : {

Déterminer U = (u1, . . . ,uN+1)T solution de

KU = R
(2.18)

Où K = (
ki j

)
est une matrice symétrique appelée matrice de rigidité donnée par :

ki j = T
(
a,φ j ,φi

) ∀1 ≤ i , j ≤ N +1,

et R = (ri ) le vecteur de charge donné par :

ri = `
(
φi

) ∀1 ≤ i ≤ N +1.

2.3.1 Implémentation numérique

Pour calculer les composantes du vecteur de charge et les éléments de matrice de rigidité,
nous utilisons la règle de Simpson suivante :∫ b

a
g (x)d x ≈ b −a

6

[
g (a)+4g

(
a +b

2

)
+ g (b)

]
.
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Vecteur de charge

Pour i = 1, . . . , N nous avons :

ri = `
(
ϕi

)= 1

h

∫ xi

xi−1

(x −xi−1) f (x)d x − 1

h

∫ xi+1

xi

(x −xi+1) f (x)d x

= 1

h
· h

6

[
(xi−1 −xi−1) f (xi−1)+4

(xi−1 +xi

2
−xi−1

)
f
(xi−1 +xi

2

)
+ (xi −xi−1) f (xi )

]
− 1

h
· h

6

[
(xi −xi+1) f (xi )+4

(xi +xi+1

2
−xi+1

)
f
(xi +xi+1

2

)
+ (xi+1 −xi+1) f (xi+1)

]
= h

3

[
f
(xi−1 +xi

2

)
+ f (xi )+ f

(xi +xi+1

2

)]
.

et

rN+1 = `
(
ϕN+1

)= h

6

[
2 f

(xN +xN+1

2

)
+ f (xN+1)

]
+λ.

Matrice de rigidité

Si
∣∣i − j

∣∣> 1, supp
(
φi

)∩ supp
(
φi

)=;, donc ki j = 0 alors la matrice K est creuse.
Pour les éléments de diagonale principale, nous avons pour i = 1, . . . , N :

bi = Ki ,i =
∫ xi+1

xi−1

a (x)
(
ϕ′

i

)2 d x = 1

h2

∫ x j

xi−1

a (x)d x + 1

h2

∫ xi+1

xi

a (x)d x

= 1

6h

[
a (xi−1)+4a

(xi−1 +xi

2

)
+2a (xi )+4a

(xi +xi+1

2

)
+a (xi+1)

]
.

et

bN+1 = KN+1,N+1 =
∫ xN+1

xN

a (x)
(
ϕ′

N+1 (x)
)2 d x = 1

h2

∫ xN+1

xN

a (x)d x

= 1

6h

[
a (xN )+4a

(xN +xN+1

2

)
+a (xN+1)

]
.

Pour tout i = 1, . . . , N , nous avons :

ci = Ki+1,i = Ki ,i+1 =
∫ xi+1

xi

a (x)ϕ′
i+1 (x)ϕ′

i (x)d x =− 1

h2

∫ xi+1

xi

a (x)d x

=− 1

6h

[
a (xi )+4a

(xi +xi+1

2

)
+a (xi+1)

]
.

Enfin, la matrice K est tridiagonale.

Proposition 2.2. Le système linéaire (2.18) admet une solution unique U ∈RN+1.

Démonstration. Pour tout vecteur U ∈RN+1 et d’après (2.12), on a :

KU ·U =
N+1∑
i , j=1

T
(
a,φi ,φ j

)
ui u j =

N+1∑
i , j=1

T
(
a,uiφi ,u jφ j

)= T (a,uh ,uh) ≥ a1 ‖uh‖2 > 0

donc, K est définie positive. d’où le résultat.
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2.3.2 Convergence de la méthode

Nous allons étudier l’erreur ‖u −uh‖V , où u est la solution de (2.7) et uh est la solution du
problème approché (2.17).

Théorème 2.2. Si u et uh sont les solutions respectives de (2.7) et (2.17), on a l’estimation sui-
vante :

‖u −uh‖V ≤ a2

a1
inf

vh∈Vh

‖u − vh‖V . (2.19)

Démonstration. Puisque Vh ⊂ V , on déduit par soustraction des formulations variationnelles
(2.7)et (2.17), que

T (a,u −uh , wh) = 0 ∀wh ∈Vh .

En choisissant wh = vh −uh et avec (2.11) et (2.12), on obtient :

a1 ‖u −uh‖2
V ≤ T (a,u −uh ,u −uh) = T (a,u −uh ,u − vh) ≤ a2 ‖u −uh‖V ‖u − vh‖V

pour tout vh ∈Vh . L’estimation (2.19) s’en déduit immédiatement.

Définition 2.1. L’opérateur d’interpolation P1 est l’application rh : V −→Vh définie par :

∀v ∈V , rh v (x) :=
N+1∑
j=1

v
(
x j

)
φ j (x) .

où les fonctions φ j sont données par (2.14) et (2.15).

Lemme 2.5. 1. Pour tout v ∈ H 2 (0,1), il existe une constante c > 0 indépendante de h telle
que

‖v − rh v‖H 1(0,1) ≤ ch
∥∥v ′′∥∥

L2(0,1) . (2.20)

2. Pour tout v ∈ H 1 (0,1), on a

lim
h→0

‖v − rh v‖H 1(0,1) = 0. (2.21)

Démonstration. 1. On montre (2.20) pour v ∈ C 2 ([0,1]) et par densité on en déduit (2.21)
pour v ∈ H 2 (0,1). Il faut estimer ‖v − rh v‖L2(0,1) et

∥∥v ′− (rh v)′
∥∥

L2(0,1) en fonction de h.

Soit x ∈ [
x j , x j+1

]
. Comme rh v ∈ Vh , on a rh v (x) = αx +β. De plus, rh v

(
x j

) = v
(
x j

)
et

rh v
(
x j+1

)= v
(
x j+1

)
donc

rh v (x) = v
(
x j

)+ v
(
x j+1

)− v
(
x j

)
h

(
x −x j

)
.

On obtient

v (x)− rh v (x) = v (x)− v
(
x j

)− v
(
x j+1

)− v
(
x j

)
h

(
x −x j

)
=

∫ x

x j

v ′ (t )d t − x −x j

h

∫ x j+1

x j

v ′ (t )d t .
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D’après le théorème des accroissements finis, il existe y ∈ ] x j , x [ et z ∈ ] x j , x j+1 [ tels que

v (x)− rh v (x) = (
x −x j

)
v ′ (y

)− (
x −x j

)
v ′ (z) = (

x −x j
)∫ y

z
v ′′ (t )d t .

Alors, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|v (x)− rh v (x)|2 ≤ h2
(∫ y

z
v ′′ (t )d t

)2

≤ h2

(∫ x j+1

x j

v ′′ (t )d t

)2

≤ h2

[(∫ x j+1

x j

d t

)1/2 (∫ x j+1

x j

∣∣v ′′ (t )
∣∣2 d t

)1/2]2

≤ h3
∫ x j+1

x j

∣∣v ′′ (t )
∣∣2 d t .

On intègre par rapport à x sur
[
x j , x j+1

]
, on obtient :∫ x j+1

x j

|v (x)− rh v (x)|2 d x ≤ h4
∫ x j+1

x j

∣∣v ′′ (t )
∣∣2 d t .

En sommant sur j = 0, . . . , N , on obtient

‖v − rh v‖L2(0,1) ≤ h2
∥∥v ′′∥∥

L2(0,1) .

Il reste à obtenir une estimation sur les dérivées. Pour x ∈ [
x j , x j+1

]
, on a :

v ′ (x)− (rh v)′ (x) = v ′ (x)− v
(
x j+1

)− v
(
x j

)
h

= v ′ (x)− 1

h

∫ x j+1

x j

v ′ (t )d t

= 1

h

∫ x j+1

x j

(
v ′ (x)− v ′ (t )

)
d t

= 1

h

∫ x j+1

x j

∫ x

t
v ′′ (y

)
d yd t .

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

∣∣v ′ (x)− (rh v)′ (x)
∣∣2 ≤ 1

h2

[∫ x j+1

x j

∫ x

t
v ′′ (y

)
d yd t

]2

≤ 1

h2

[∫ x j+1

x j

∫ x j+1

x j

v ′′ (y
)

d yd t

]2

≤ h
∫ x j+1

x j

∣∣v ′′ (y
)∣∣2 d y.

En intégrant par rapport à x sur
[
x j , x j+1

]
, on a :∫ x j+1

x j

∣∣v ′ (x)− (rh v)′ (x)
∣∣2 d x ≤ h2

∫ x j+1

x j

∣∣v ′′ (y
)∣∣2 d y.
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On en déduit ∥∥v ′− (rh v)′
∥∥

L2(0,1) ≤ h
∥∥v ′′∥∥

L2(0,1) ,

d’où

‖v − rh v‖2
H 1(0,1) = ‖v − rh v‖2

L2(0,1) +
∥∥v ′− (

rh v ′)∥∥2
L2(0,1)

≤ h4
∥∥v ′′∥∥2

L2(0,1) +h2
∥∥v ′′∥∥2

L2(0,1)

≤ 2h2
∥∥v ′′∥∥2

L2(0,1)

pour h < 1, ce qui donne (2.20).

2. On montre (2.21) pour v ∈ C 1 ([0,1]). On montre tout d’abord que ‖v − rh v‖L2([0,1])
converge vers 0. Soit x ∈ [

x j , x j+1
]
, on a :

v (x)− rh v (x) =
∫ x

x j

v ′ (t )d t − x −x j

h

∫ x j+1

x j

v ′ (t )d t ,

d’où

|v (x)− rh v (x)| ≤
∫ x j+1

x j

∣∣v ′ (t )
∣∣d t +

∫ x j+1

x j

∣∣v ′ (t )
∣∣d t = 2

∫ x j+1

x j

∣∣v ′ (t )
∣∣d t .

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’intégrale par rapport à x sur
[
x j , x j+1

]
, on ob-

tient : ∫ x j+1

x j

|v (x)− rh v (x)|2 d x ≤ 2h
∫ x j+1

x j

∣∣v ′ (t )
∣∣2 d t .

donc, on a :

‖v − rh v‖L2(0,1) ≤
p

2h
∥∥v ′∥∥

L2(0,1) −−−→h→0
0.

Il reste à montrer que
∥∥v ′− (rh v)′

∥∥
L2(0,1) −−−→h→0

0. Soit ε > 0. Puisque C 2 ([0,1]) est dense

dans C 1 ([0,1]), il existe φ ∈C 2 ([0,1]) telle que∥∥v ′−φ′∥∥
L2(0,1) ≤ ε.

Pour u ∈C 1 ([0,1]), on a :∫ x j+1

x j

∣∣(rhu)′ (x)
∣∣2 d x = 1

h

(
u

(
x j+1

)−u
(
x j

))2

= 1

h

(∫ x j+1

x j

u′ (t )d t

)2

≤
∫ x j+1

x j

∣∣u′ (t )
∣∣2 d t ,
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donc
∥∥(rhu)′

∥∥L2 (0,1) ≤ ∥∥u′∥∥
L2(0,1). Alors, on en déduit∥∥∥(rh v)′− (

rhφ
)′∥∥∥

L2(0,1)
=

∥∥∥(
rh

(
v −φ))′∥∥∥

L2(0,1)
≤ ∥∥v ′−φ′∥∥≤ ε.

En appliquant l’inégalité (2.20) à φ, on obtient :∥∥∥φ′− (
rhφ

)′∥∥∥
L2(0,1)

≤ ch
∥∥φ′′∥∥

L2(0,1) ≤ ε,

pour h suffisamment petit, d’où∥∥v ′− (rh v)′
∥∥

L2(0,1) ≤
∥∥v ′−φ′∥∥

L2(0,1) +
∥∥∥φ′− (

rhφ
)′∥∥∥

L2(0,1)
+

∥∥∥(
rhφ

)′− (rh v)′
∥∥∥

L2(0,1)

≤ cε−−−→
ε→0

0,

ce qui donne le résultat.

Théorème 2.3. Soient u ∈V la solution de (2.7) et uh ∈Vh la solution de (2.17). Alors, on a

lim
h→0

‖u −uh‖H 1(0,1) = 0. (2.22)

Autrement dit, la méthode des éléments finis P1 converge. De plus, si u ∈ H 2 (0,1) alors il existe
une constante c > 0 telle que

‖u −uh‖H 1(0,1) ≤ ch
∥∥ f

∥∥
L2(0,1) . (2.23)

On dit que la convergence est linéaire.

2.3.3 Méthode de Cholesky

L’algorithme de Cholesky peut être utilisé pour obtenir la solution d’un système linéaire à
matrice symétrique, définie positive et tridiagonale comme suit :

Initiation : Soient a et f deux fonctions données, N ∈N∗et λ ∈R, h = 1/(N +1) et xi = i h.

Factorisation :

d1 =
√

b1

Pour tout i = 2, . . . , N {
`i = ci−1/di−1,

di =
√

bi −`2
i .

Résolution :

Ly = r ⇐⇒
{

y1 = r1/d1 et

yi =
(
ri −`i yi−1

)
/di , pour tout i = 2, . . . , N +1.

LT u = y ⇐⇒
{

uN+1 = yN+1/dN+1 et

ui =
(
yi −`i+1ui+1

)
/di , pour tout i = N , . . . ,1.

2.3.4 Exemples numériques
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Exemple 2.1.

a (x) = 4x +1

f (x) = 16x −2

λ=−5

h = 10−3

u (x) = x −x2

FIGURE 2.1 – Exemple 1 :Problème direct

Exemple 2.2.

a (x) = e−5(x−x2)2

f (x) = 10
(
6x2 −6x +1

)
λ= 0

h = 10−2

u (x) = e5(x−x2)2 −1

FIGURE 2.2 – Exemple 2 :Problème direct

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1



2.3. APPROXIMATION PAR ÉLÉMENTS FINIS 29

Exemple 2.3.

a (x) = cos(2πx)+1

f (x) = 8π2 sin(2πx)(1+2cos(2πx))

λ= 8π

h = 10−3

u (x) = 2sin(2πx)

FIGURE 2.3 – Exemple 3 :Problème direct

Exemple 2.4.

a (x) = ln(1+x)

f (x) = (
12x2 −9x +1

)
ln(1+x)

+ 4x3 − 9
2 x2 +x

1+x

λ=−1

2
ln(2)

h = 10−2

u (x) = x2 (x −1/2)(1−x)

FIGURE 2.4 – Exemple 4 :Problème direct
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CHAPITRE 3

PROBLÈME INVERSE NON LINÉAIRE

D ans ce chapitre, nous avons étudie un problème inverse pour l’identification numérique d’un paramètre
dans un problème elliptique en dimension un avec des conditions aux limites de Dirichlet-Neumann. Nous

démontrons que ce problème inverse n’est pas continu par rapport aux données. Notre problème inverse se ramène
à une équation F (a) = u où u est l’unique solution du problème direct et F est une application implicite non
linéaire bornée, continue et deux fois différentiable. Donc, nous avons étudié notre problème dans un cadre d’un
problème d’optimisation avec contraintes où les contraintes est un ensemble convexe et fermé, et la fonction
objective est donnée par la fonction de moindre carrés. Ce problème d’optimisation admet au mois une solution.
La régularisation est nécessaire pour l’unicité de la solution. La résolution numérique par éléments finis de ce
problème est équivalent à la résolution d’inéquation d’Euler. Enfin, nous avons utilisé la méthode du gradient
projeté pour résoudre le problème d’optimisation régularisé.

30
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3.1 Position du problème

Dans ce chapitre, on s’intéresse au problème qui consiste à trouver le paramètre a ∈A :

−(
a(x)u′(x)

)′ = f (x), (3.1a)

u(0) = 0, (3.1b)

a(1)u′(1) =λ. (3.1c)

Où f ∈ L2 (0,1), λ ∈ R sont connues et u ∈ V une solution mesurée du problème direct (2.1a)-
(2.1c).

Lemme 3.1. Le problème (3.1a)-(3.1c) est mal posé c’est à dire la solution a n’est pas continue par
rapport la donnée u.

Démonstration. Pour montrer que le problème (3.1a)-(3.1c) n’est pas continu, nous considé-
rons l’exemple suivant : 

a (x) = 1
2 ,

u (x) = x2,

f (x) =−1,

λ= 1.

Soient (an) et (un) deux suites définies par :

an (x) = 1

2+cos(nπx)
et un (x) = x2 + x sin(nπx)

nπ
+ cos(nπx)

n2π2
.

On remarque que

−(
an (x)u′

n (x)
)′ =−1 et an (1)u′

n (1) = 1

Nous avons :

lim
n−→+∞ (un (x)−u (x)) = lim

n−→+∞

(
x sin(nπx)

nπ
+ cos(nπx)

n2π2

)
= 0.

D’autre part, on a :

sup
x∈[0,1]

|an (x)−a (x)| = 1

2+ (−1)n − 1

2
6= 0.

donc

lim
n−→+∞ sup

x∈[0,1]
|an (x)−a (x)| 6= 0.

Alors, le problème (3.1a)- (3.1c) n’est pas continu par rapport au données, donc mal posé.
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3.2 Application de la solution

On définit l’application F : A →V par :

∀a ∈A , F (a) = u

est l’unique solution du problème variationnel (2.7).

Lemme 3.2. L’application F est bornée c’est à dire

‖u‖V = ‖F (a)‖V ≤ M

α
, pour tout a ∈A .

Démonstration. En remplaçant dans (2.7) v = u et avec (2.10) et (2.12), on obtient :

α‖u‖2
V ≤ T (a,u,u) ≤ |` (u)| ≤ M ‖u‖V

d’où

‖u‖V ≤ M

α
.

3.2.1 Continuité

Pour la continuité de l’application F , nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.1. L’application F est continue et satisfaite les inégalités suivantes :

‖F (a)−F (b)‖V ≤ 1

α
‖F (b)‖V ‖a −b‖L∞(0,1) , (3.2)

‖F (a)−F (b)‖V ≤ 1

α
‖F (a)‖V ‖a −b‖L∞(0,1) , (3.3)

‖F (a)−F (b)‖V ≤ M

α2
‖a −b‖L∞(0,1) . (3.4)

Démonstration. Pour l’inégalité (3.2), on pose dans le problème variationnel (2.7), u = F (a) et
puis w = F (b), on obtient :

T (a,u, v) = ` (v) = T (b, w, v) , pour tout v ∈V. (3.5)

On pose dans (3.5), v = u −w , on obtient :

T (a,u,u −w) = T (b, w,u −w) = T (b −a, w,u −w)+T (a, w,u −w) .

donc
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T (a,u −w,u −w) = T (b −a, w,u −w) =−T (a −b, w,u −w) .

D’après les conditions (2.11) et (2.12), nous avons :

α‖u −w‖2
V ≤ ‖a −b‖L∞(0,1) ‖w‖V ‖u −w‖V ⇔‖F (a)−F (b)‖V ≤ 1

α
‖F (b)‖V ‖a −b‖L∞(0,1) .

Pour l’inégalité (3.3), on pose dans (3.5) v = w −u, on trouve :

T (b, w, w −u) = T (a,u, w −u) = T (a −b,u, w −u)+T (b,u, w −u) .

donc

T (b, w −u, w −u) = T (a −b,u,u −w) .

En utilisant (2.11) et (2.12), nous obtenons :

α‖w −u‖2
V ≤ ‖a −b‖L∞(0,1) ‖u‖V ‖u −w‖V ⇔‖w −u‖V ≤ 1

α
‖F (a)‖V ‖a −b‖L∞(0,1) .

Pour l’inégalité (3.4), on applique le lemme 3.2 et (3.2), on obtient :

‖u − v‖V ≤ 1

α
‖F (b)‖V ‖a −b‖L∞(0,1) ≤

M

α2
‖a −b‖L∞(0,1) .

3.2.2 Différentiabilité

Soit a un élément de l’intérieur de A et pour tout δa ∈A tel que a +δa ∈A , on pose :

δw = F (a +δa)−F (a) .

De (2.7) avec u = F (a), on a :

T (a,F (a) , v) = ` (v) ∀v ∈V. (3.6)

Donc, nous avons :

` (v) = T (a +δa,F (a +δa) , v) = T (a +δa,u +F (a +δa)−F (a) , v)

= T (a +δa,u +δw, v) , ∀v ∈V.
(3.7)

De (3.6) et (3.7), on obtient :

0 = T (a +δa,u +δw, v)−T (a,u, v)

= T (a +δa,u, v)+T (a +δa,δw, v)−T (a,u, v)

= T (a,u, v)+T (δa,u, v)+T (a +δa,δw, v)−T (a,u, v)

= T (δa,u, v)+T (a +δa,δw, v) .

Ce qui implique que

T (a +δa,δw, v) =−T (δa,u, v) . (3.8)

Pour la différentiabilité de l’application F , nous avons le théorème suivant :
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Théorème 3.1. (voir [4, p. 262 ]). Pour tout a ∈A , F est différentiable en a, et δu = DF (a)δa est
l’unique solution de l’équation variationnelle

T (a,δu, v) =−T (δa,u, v) ∀v ∈V. (3.9)

où u = F (a). De plus

‖DF (a)δa‖V ≤ M

α2
‖δa‖L∞(0,1) . (3.10)

Démonstration. De (2.10), (2.11) et (2.12) et avec Théorème 1.5 l’équation variationnelle(3.9)
admet une unique solution.

En utilisant (3.8) et (3.9), on obtient :

0 = T (a +δa,δw, v)−T (a,δu, v) = T (a,δw, v)+T (δa,δw, v)−T (a,δu, v)

= T (a,δw −δu, v)+T (δa,δw, v) .

Alors, on a :

T (a,δw −δu, v) =−T (δa,δw, v) pour tout v ∈V. (3.11)

On pose dans (3.11) v = δw −δu, nous obtenons :

T (a,δw −δu,δw −δu) =−T (δa,δw,δw −δu) .

En utilisant (2.11) et (2.12), nous obtenons :

α‖δw −δu‖2
V ≤ ‖δa‖L∞(0,1) ‖δw‖V ‖δw −δu‖V .

Avec (3.4), on obtient :

‖δw −δu‖V ≤ M

α3
‖δa‖2

L∞(0,1) .

Nous avons :

‖F (a +δa)−F (a)−δu‖V

‖δa‖L∞(0,1)
= ‖δw −δu‖V

‖δa‖L∞(0,1)
≤ M

α3
‖δa‖L∞(0,1) .

Donc,

‖F (a +δa)−F (a)−δu‖V

‖δa‖L∞(0,1)
−−−−−→
‖δa‖→0

0.

D’où F est différentiable en a.
Il reste à montrer l’inégalité (3.10). On pose v = δu dans (3.9), et en utilisant (2.11) et (2.12),

nous obtenons

α‖δu‖2
V ≤ T (a,δu,δu) =−T (δa,F (a),δu) ≤ ‖δa‖L∞(0,1) ‖F (a)‖V ‖δu‖V
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En appliquant Lemme 3.2, on obtient :

‖DF (a)δa‖V ≤ M

α2
‖δa‖L∞(0,1) .

Pour étudier la dérivée seconde de F , on procède de la même manière que la dérivée pre-
mière. Donc, pour a un élément de l’intérieur de A et soient δa1,δa2 ∈ A tels que a +δa1 et
a +δa2 restent dans l’intérieur de A . En utilisant (3.9), on obtient :

T (a +δa1,DF (a +δa1)δa2, v) =−T (δa2,F (a +δa1), v) , ∀v ∈V.

Donc, pour tout v ∈V on a :

T (a +δa1,DF (a +δa1)δa2 −DF (a)δa2, v) =−T (δa2,F (a +δa1), v)

−T (a +δa1,DF (a)δa2, v)

=−T (δa2,F (a +δa1)−F (a)−DF (a)δa1, v)

−T (δa2,F (a)+DF (a)δa1, v)

−T (a +δa1,DF (a)δa2, v)

=−T (δa2,F (a +δa1)−F (a)−DF (a)δa1, v)

−T (δa2,F (a), v)−T (δa2,DF (a)δa1, v)

−T (a,DF (a)δa2, v)−T (δa1,DF (a)δa2, v) .

Grâce (3.9), nous avons :

T (a,DF (a)δa2, v) =−T (δa2,F (a), v) . (3.12)

On remplace (3.12) dans l’égalité précédente, on obtient :

T (a +δa1,DF (a +δa1)δa2 −DF (a)δa2, v) =−T (δa2,F (a +δa1)−F (a)−DF (a)δa1, v)

−T (δa2,DF (a)δa1, v)−T (δa1,DF (a)δa2, v) .
(3.13)

Pour la dérivée seconde de F , nous avons le théorème suivant :

Théorème 3.2. Pour tout a dans l’intérieur de A , F est deux fois différentiable au point a. Donc,

D2u (δa1,δa2) = D2F (a) (δa1,δa2)

est l’unique solution de l’équation variationnelle

T
(
a,D2u (δa1,δa2) , v

)=−T (δa2,DF (a)δa1, v)−T (δa1,DF (a)δa2, v) ∀v ∈V. (3.14)

De plus, on a : ∥∥D2F (a) (δa1,δa2)
∥∥

V ≤ M

α3

(‖δa1‖2
L∞(0,1) +‖δa2‖2

L∞(0,1)

)
.
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Démonstration. Avec les conditions (2.10)-(2.12) et d’après Théorème 1.5, l’équation variation-
nelle (3.14) admet une unique solution. Donc, la quantité D2F (a) (δa1,δa2) est bien définie. De
(3.13) et (3.14), nous obtenons pour tout v ∈V

T (a +δa1,DF (a +δa1)δa2 −DF (a)δa2, v)−T
(
a,D2F (a) (δa1,δa2) , v

)
=−T (δa2,F (a +δa1)−F (a)−DF (a)δa1, v) .

donc, on a :

T
(
a,DF (a +δa1)δa2 −DF (a)δa2 −D2F (a)(δa1,δa2), v

)
=−T (δa2,F (a +δa1)−F (a)−DF (a)δa1, v)

−T (δa1,DF (a +δa1)δa2 −DF (a)δa2, v) .

(3.15)

On pose

δ2u = DF (a +δa1)δa2 −DF (a)δa2,

et choisissons

v = δ2u −D2u (δa1,δa2) ,

donc, (3.15) devient

T
(
a,δ2u −D2u (δa1,δa2) ,δ2u −D2u (δa1,δa2)

)=−T
(
δa1,δ2u,δ2u −D2u(δa1,δa2)

)
−T

(
δa2,F (a +δa1)−F (a)−DF (a)δa1,δ2u −D2u(δa1,δa2)

)
.

En utilisant (2.11), (2.12) et théorème 3.1, on obtient l’inégalité suivante :∥∥δ2u −D2u (δa1,δa2)
∥∥

V ≤ M

α4
‖δa2‖L∞(0,1) ‖δa1‖2

L∞(0,1) +
1

α
‖δa1‖L∞(0,1)

∥∥δ2u
∥∥

V . (3.16)

D’autre part, en remplaçant dans (3.13) v = δ2u , on obtient :

T
(
a +δa1,δ2u,δ2u

)=−T
(
δa2,DF (a)δa1,δ2u

)−T
(
δa1,DF (a)δa2,δ2u

)
−T

(
δa2,F (a +δa1)−F (a)−DF (a)δa1,δ2u

)
.

En utilisant (2.11) et (2.12), on trouve :∥∥δ2u
∥∥

V ≤ M

α3

(
2‖δa1‖L∞(0,1) ‖δa2‖L∞(0,1) +

1

α
‖δa2‖L∞(0,1) ‖δa1‖2

L∞(0,1)

)
. (3.17)

De (3.16) et (3.17), on obtient :∥∥δ2u −D2u (δa1,δa2)
∥∥

V

‖δa1‖L∞(0,1) ‖δa2‖L∞(0,1)
≤ M

α4

(
3‖δa1‖L∞(0,1) +‖δa1‖2

L∞(0,1)

)−−−−−−−−−−−→
(‖δa1‖,‖δa2‖)→0

0

Alors, F est deux fois différentiable au point a. On pose dans (3.14) v = D2F (a) (δa1,δa2) et en
utilisant (2.11), (2.12) et (3.10) on obtient :∥∥D2u (δa1,δa2)

∥∥
V ≤ 1

α

(‖DF (a)δa1‖V ‖δa1‖L∞(0,1) +‖DF (a)δa2‖V ‖δa2‖L∞(0,1)
)

≤ M

α3

(‖δa1‖2
L∞(0,1) +‖δa2‖2

L∞(0,1)

)
.
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3.3 Méthode de moindres carrés

Étant donné z ∈V (mesure de u), nous cherchons a ∈A solution de

F (a) = z. (3.18)

où l’application F est définie implicitement. Elle est non linéaire. Nous cherchons une autre
formulation du problème (3.18), nous proposons une formulation comme un problème de
moindres carrés, nous remplaçons (3.18) par le problème d’optimisation avec contrainte sui-
vant : {

min J (a)

a ∈A
(3.19)

où J : A −→R une fonctionnelle donnée par :

J (a) = 1

2
‖F (a)− z‖2

V = 1

2
T (a,F (a)− z,F (a)− z) . (3.20)

Pour l’existence de la solution du problème de minimisation avec contrainte (3.19), nous avons
la proposition suivante :

Proposition 3.2. Le problème de minimisation avec contrainte (3.19) admet au moins une solu-
tion.

Démonstration. La fonctionnelle J est deux fois différentiable. Soit a un élément de l’intérieur
de A , donc pour tout δa ∈A , nous avons :

D J (a)δa = 1

2
T (δa,F (a)− z,F (a)− z)+T (a,DF (a)δa,F (a)− z) .

D’après (3.9), on a

T (a,DF (a)δa,F (a)− z) =−T (δa,F (a),F (a)− z) ,

donc

D J (a)δa = 1

2
T (δa,F (a)− z,F (a)− z)−T (δa,F (a),F (a)− z) ,

=−1

2
T (δa,F (a)+ z,F (a)− z) .

La dérivée seconde de F est donnée par :

D2 J (a) (δa,δa) =−1

2
T (δa,DF (a)δa,F (a)− z)− 1

2
T (δa,F (a)+ z,DF (a)δa)

=−T (δa,F (a),DF (a)δa) en utilisant (3.9)

= T (a,DF (a)δa,DF (a)δa) en utilisant (2.12)

≥α‖DF (a)δa‖2
V ≥ 0.

Alors, F est convexe. D’après Proposition 1.4, le problème (3.19) admet au moins une solution.

Pour étudier l’unicité de la solution du problème (3.19), on va étudier un problème régula-
risé.
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3.4 Régularisation

On considère le problème régularisé suivant :{
min Jε (a)

a ∈A
(3.21)

où Jε est une fonctionnelle donnée par :

Jε (a) = J (a)+ ε

2
‖a‖2

V , ε> 0. (3.22)

Proposition 3.3. Le problème régularisé (3.21) admet une solution unique.

Démonstration. Soit a ∈A , il suffit de montrer que F est strictement convexe c’est à dire :

D2 Jε (a) (δa,δa) > 0.

On pose Rε (a) = ε
2 ‖a‖2

V = ε
2 T (a, a, a). La dérivée seconde de Jε est donnée par :

D2 Jε (a) (δa,δa) = D2 J (a) (δa,δa)+D2Rε (a) (δa,δa) pour tout δa ∈A .

Nous avons :

DRε (a)δa = ε

2
T (δa, a, a)+εT (a,δa, a) pour tout δa ∈A .

De (3.9), on obtient :

DRε (a)δa = −ε
2

T (δa, a, a)

Alors, on a :

D2Rε (a) (δa,δa) = −ε
2

(T (δa,δa, a)+T (δa, a,δa)) ,

=−εT (δa, a,δa)

= εT (a,δa,δa) .

Donc

D2 J (a) (δa,δa) = T (a,DF (a)δa,DF (a)δa)+εT (a,δa,δa) ,

En utilisant (2.12), on obtient

D2 J (a) (δa,δa) ≥α[‖DF (a)δa‖2
V +ε‖δa‖2

V

]≥αε‖δa‖2
V .

D’où, F est fortement convexe donc strictement convexe. Alors, le problème régularisé (3.21)
admet une solution unique.
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3.5 Discrétisation par élément fini

Soit Ah une discrétisation de A telle que

Ah =A ∩Vh .

Le problème discret est défini par :{
min J (a) = 1

2 T (a,F (a)− z,F (a)− z) ∀F (a) , z ∈Vh

a ∈Ah
(3.23)

Où F : Ah −→Vh telle que

F (a) = uh ∀a ∈Ah .

Soit
(
φi

)
0≤i≤N+1 une base telle que

(
φi

)
1≤i≤N+1 est données par (2.14) et (2.15) et φ0 (x) est défi-

nie par :

φ0 (x) =
{

h−x
h si x ∈ [x0, x1] ,

0 sinon.

Pour discrétiser le problème (3.23), on pose :

U (x) =
N+1∑
j=1

U jφ j , Z (x) =
N+1∑
k=1

Zkφk et a (x) =
N+1∑
i=0

Aiφi .

Alors, on a :

J (a) = 1

2
T (a,U −Z ,U −Z ) . (3.24)

Par la substitution U (x) et Z (x) dans (3.23), on obtient :

J (a) = 1

2
T

(
a,

N+1∑
i=1

Uiφi −
N+1∑
i=1

Ziφi ,
N+1∑
j=1

U jφ j −
N+1∑
j=1

Z jφ j

)
,

= 1

2
T

(
a,

N+1∑
i=1

(Ui −Zi )φi ,
N+1∑
j=1

(
U j −Z j

)
φ j

)
,

= 1

2

N+1∑
j=1

N+1∑
i=1

(Ui −Zi )
(
U j −Z j

)
T

(
a,φi ,φ j

)
,

qui est la forme matricielle suivant :

J (a) = 1

2
(U −Z )T K (a) (U −Z ) .

Où
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U −Z = (U1 −Z1,U2 −Z2, ...,UN+1 −ZN+1)T ,

et

K (A)i j = T
(
a,φi ,φ j

)= ∫ 1

0
a (x)φ′

i (x)φ′
j (x) .

La formule discrète de la régularisation Rε (a) est la suivante :

Rε (a) = ε

2
T

(
a,

N+2∑
i=1

Aiφi ,
N+2∑
j=1

A jφ j

)
= ε

2

N+1∑
j=0

N+1∑
i=0

Ai A j T
(
a,φi ,φ j

)= ε

2
AT K̃ A.

A n’est pas nulle à la frontière, donc A ∈ RN+2, ce qui implique que K̃ est une matrice carré
tridiagonale d’ordre N +2.

3.6 Calcul du gradient

Pour calculer le gradient de la fonctionnelle J , nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.3. Pour tout ph ∈Vh , la dérivée de J est donné par

J ′ (a) ph =−1

2
T

(
ph ,F (a) ,F (a)

)+ 1

2
T

(
ph , z, z

)
.

Démonstration. On a

J (a) = 1

2
T (a,F (a)− z,F (a)− z) ,

alors

J ′ (a) ph = 1

2

[
T

(
ph ,F (a)− z,F (a)− z

)+T
(
a,F ′ (a) ph ,F (a)− z

)
+T

(
a,F (a)− z,F ′ (a) ph

)]
,

= 1

2
T

(
ph ,F (a)− z,F (a)− z

)+T
(
a,F ′ (a) ph ,F (a)− z

)
,

par l’équation (3.9), on a

T
(
a,F ′ (a) ph ,F (a)− z

)=−T
(
ph ,F (a) ,F (a)− z

)
,

donc
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J ′ (a) ph = 1

2
T

(
ph ,F (a)− z,F (a)− z

)−T
(
ph ,F (a) ,F (a)− z

)
,

=−1

2
T

(
ph ,F (a)+ z,F (a)− z

)
,

=−1

2

[
T

(
ph ,F (a) ,F (a)

)−T
(
ph ,F (a) , z

)+T
(
ph , z,F (a)

)−T
(
ph , z, z

)]
,

=−1

2

[
T

(
ph ,F (a) ,F (a)

)−T
(
ph , z, z

)]
.

De la mêm façon, on peut calculer le gradient de la partie régularisé Rε par le lemme suivant :

Lemme 3.4. Pour tout ph ∈Vh , la dérivée de Rε est donné par

R ′
ε (a) ph = ε

2
T

(
a, a, ph

)
.

Démonstration. on a

Rε (a) = ε

2
T (a, a, a) ,

alors

R ′
ε (a) ph = ε

2

[
T

(
ph , a, a

)+T
(
a, ph , a

)+T
(
a, a, ph

)]
,

par l’équation(3.9), on a

T
(
a, ph , a

)=−T
(
ph , a, a

)
.

Donc

R ′
ε (a) ph = ε

2

[
T

(
ph , a, a

)−T
(
ph , a, a

)+T
(
a, a, ph

)]
,

= ε

2
T

(
a, a, ph

)
.

Puisque a ∈Ah , donc on peut écrire

a =
N+1∑
i=0

aiφi ,

alors

∂Jε
∂ai

= J ′ (a)φi +R ′
ε (a)φi . (3.25)

H. Abdelouahab Problème inverse non linéaire en dimension 1



3.7. MÉTHODE DU GRADIENT PROJETÉ 42

et donc obtenir le gradient ∇Jε (a) pour tout a ∈Ah . De l’équation(3.20) on a

∂Jε
∂ai

= J ′ (a)φi +R ′
ε (a)φi ,

En utilisant les deux lemme 3.3 et 3.4, on obtient

∂Jε
∂ai

=−1

2
T

(
φi ,F (a) ,F (a)

)+ 1

2
T

(
φi , z, z

)+ ε

2
T

(
a,φi , a

)
,

=−1

2
T

(
φi ,

N+1∑
k=1

Ukφk ,
N+1∑
l=1

Ulφl

)
+ 1

2
T

(
φi ,

N+1∑
k=1

Zkφk ,
N+1∑
l=1

Zlφl

)

+ ε

2
T

(
a,φ j ,

N+1∑
i=0

aiφi

)
,

=−1

2

N+1∑
k,l=1

UkUl T
(
φi ,φk ,φl

)+ 1

2

N+1∑
k,l=1

T
(
φi ,φk ,φl

)+ ε

2

N+1∑
i=0

ai T
(
a,φ j ,φi

)
,

=−1

2
U T KiU + 1

2
Z T Ki Z + ε

2

(
K̃ A

)
i .

avec

(Ki )k,l = T
(
φi ,φk ,φl

)
pour k, l = 1, ..., N +1,(

K̃i
)

k,l = T
(
φi ,φk ,φl

)
pour k, l = 0, ..., N +1.

et

∇Jε (a) =
(
∂Jε (a)

∂a0
, ...,

∂Jε (a)

∂aN+1

)T

3.7 Méthode du gradient projeté

La méthode de gradient projeté consiste à résoudre le problème d’optimisation en dimen-
sion finie suivant : {

min Jε (a)

a ∈Ah
(3.26)

Où Jε est donnée par :

Jε (a) = 1

2
(U −Z )T K (a) (U −Z )+ ε

2
AT K̃ A.

Pour étudier le problème (3.26), on a la proposition suivante :
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Proposition 3.4. Soit ρ > 0. a∗ ∈Ah est une solution de (3.26) si est seulement si

a∗ = PAh

(
a∗−ρ J ′ε

(
a∗))

.

où P la projection orthogonale sur Ah .

Démonstration. Du fait que Jε est fortement convexe, l’inéquation d’Euler constitue une condi-
tion nécessaire et suffisante d’optimalité. Ainsi pour a∗ ∈Ah et ρ > 0, on a :

a∗ est minimum ⇐⇒〈
J ′ε

(
a∗)

, a −a∗〉≥ 0 ∀a ∈Ah

⇐⇒〈−J ′ε
(
a∗)

, a −a∗〉≤ 0 ∀a ∈Ah ,

qui est équivalente pour tout ρ > 0 à l’inégalité

〈−ρ J ′ε
(
a∗)

, a −a∗〉≤ 0 ∀a ∈Ah ,

Ceci donne

〈[
a∗−ρ J ′ε

(
a∗)]−a∗, a −a∗〉≤ 0 ∀a ∈Ah .

En utilisant Théorème 1.8 de projection, cette inégalité est équivalente à l’égalité

a∗ = PA

(
a∗−ρ J ′ε

(
a∗))

.

La résolution du problème de minimisation (3.26) se ramène à un problème de point fixe de
l’application ϕ : Ah −→R définie par :

ϕ (a) = PAh

(
a −ρ J ′ε (a)

)
.

Pour calculer numériquement ce point fixe, en utilisant la méthode du gradient projeté avec pas
fixe, qui consiste à construire une suite a(k) ∈Ah donnée par :{

a(0) donné ∈Ah ,

a(k+1) = PAh

(
a(k) −ρ J ′ε

(
a(k)

)) ∀k ∈N.
(3.27)

Pour démontrer la convergence de la suite (3.27), nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.5. Le fonctionnelle Jε : Ah −→ R est fortement convexe, tel que le J ′ε soit lipschit-
zienne : 〈

J ′ε (a)− J ′ε (b) , a −b
〉≥ l ‖a −b‖2 , (3.28)

et ∥∥J ′ε (a)− J ′ε (b)
∥∥≤ L ‖a −b‖ . (3.29)
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Démonstration. Pour montrer que J ′ε est fortement convexe en utilisant le théorème des ac-
croissements finis :

J ′ε (a)− J ′ε (b) = (a −b) J ′′ε (c) , c ∈ ] a,b [

Donc, on a : 〈
J ′ε (a)− J ′ε (b) , a −b

〉= 〈
(a −b) J ′′ε (c) , a −b

〉≥αε‖a −b‖2 . (3.30)

D’où (3.28). Il reste a montrer que J ′ε est lipschitzienne, donc il suffit de montrer que J ′ et R ′
ε sont

Lipschitzienne.

J ′ est lipschitzienne : De l’équation(3.30) on a〈
J ′ε (a)− J ′ε (b) , a −b

〉= 〈
(a −b) J ′′ε (c) , a −b

〉
,

et on a

J ′′ (c) (δa,δa) = T (c,DF (c)δa,DF (c)δa) ,

on pose δa = a −b, donc

〈
J ′ε (a)− J ′ε (b) , a −b

〉= J ′′ (c) (a −b, a −b) ,

= T (c,DF (c) (a −b) ,DF (c) (a −b)) ,

en utilisant (2.11) et (3.10) , on obtient :

∣∣〈J ′ε (a)− J ′ε (b) , a −b
〉∣∣≤ ‖c‖L∞(0,1) ‖DF (c) (a −b)‖2 ,

≤ M 2 ‖c‖L∞(0,1)

α4
‖a −b‖2 ,

on devise par ‖a −b‖, on obtient∣∣〈J ′ε (a)− J ′ε (b) , a −b
〉∣∣

‖a −b‖ ≤ L ‖a −b‖ , L = M 2 ‖c‖L∞(0,1)

α4
(3.31)

Donc, J ′ est lipschitzienne.

R ′
ε est lipschitzienne : En appliquant le théorème des accroissements finis sur R ′

ε dans [a,b],
on obtient :

R ′
ε (a) = R ′

ε (b)+ (a −b)R ′′
ε (a +θ(b −a)) ,

⇔ 〈
R ′
ε (a)−R ′

ε (b) , a −b
〉= 〈

(a −b)R ′′
ε (a) , a −b

〉
,

on a

R ′′
ε (a) (δa,δa) = εT (a,δa,δa) ,

⇔ 〈
R ′
ε (a)−R ′

ε (b) , a −b
〉= εT (a,δa,δa) ,
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on pose δa = a −b, on obtient

〈
R ′
ε (a)−R ′

ε (b) , a −b
〉= εT (a, a −b, a −b) ,

≤ a2ε‖a −b‖2 ,

⇔
∣∣〈R ′

ε (a)−R ′
ε (b) , a −b

〉∣∣
‖a −b‖ ≤ a2ε‖a −b‖ ,

donc

∥∥R ′
ε (a)−R ′

b

∥∥≤ a2ε‖a −b‖ . (3.32)

on ajoute l’équation(3.28) à l’équation(3.27), on obtient

∥∥J ′ε (a)− J ′ε (b)
∥∥≤ (a2k +a2ε)‖a −b‖ .

On pose a2k +a2ε= L. Donc J ′ε est lipschitzienne.

Théorème 3.3. Sous les hypothèses (3.28)et(3.29) et si ρ ∈ ]0, 2l
L2 [ . Alors la suite a(k) est conver-

gente vers a∗ c’est à dire : ∥∥∥ak+1 −a∗
∥∥∥≤µ

∥∥∥ak −a∗
∥∥∥ pour µ< 1.

Démonstration. Pour prouver la convergence de la méthode de projection en utilisant les pro-
priétés de l’opérateur de projection le lemme 1.4, on pose

a = ak+1 −ρ J ′ε
(
ak+1

)
,

b = a∗−ρ J ′ε
(
a∗)

,

on a ∥∥PAh (a)−PAh (b)
∥∥≤ ‖a −b‖ ∀a,b ∈Ah .

Donc ∥∥∥ak+1 −a∗
∥∥∥2 = ∥∥PAh

(
a∗−ρ J ′ε (a)

)−PAh

(
a∗−ρ J ′ε

(
a∗))∥∥2 ,

≤
∥∥∥ak −ρ J ′ε

(
ak

)
− (

a∗−ρ J ′ε
(
a∗))∥∥∥2

,

=
∥∥∥ak −a∗

∥∥∥2 −2ρ
〈

J ′ε
(
ak

)
− J ′ε

(
a∗)

, ak −a∗
〉
+ρ2

∥∥∥J ′ε
(
ak

)
− J ′ε

(
a∗)∥∥∥2

,

en utilisant les hypothèses sur Jε on déduit
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∥∥∥ak+1 −a∗
∥∥∥2 ≤ (

1−2ρl +ρ2L2)∥∥∥ak −a∗
∥∥∥2

.

On a par hypothèse

µ= 1−2ρl +ρ2L2 < 1,

⇒−2ρl +ρ2L2 < 0,

⇒ρ
(−2l +ρL2)< 0,

⇒(−2l +ρL2)< 0,

⇒ρ < 2l

L2
.

Donc ∥∥∥ak+1 −a∗
∥∥∥2 ≤µ

∥∥∥ak −a∗
∥∥∥ pour µ< 1.

D’où la convergence de la méthode(3.27).
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudie un problème inverse non linéaire pour l’identification
numérique d’un paramètre dans un problème elliptique en dimension un avec conditions aux
limites de Dirichlet-Neumann suivant : Trouver u : ]0,1 ] −→R tel que

−(
a(x)u′(x)

)′ = f (x),

u(0) = 0,

a(1)u′(1) =λ.

Ce travail se déroule en deux étapes :

3 Problème direct : nous avons utilisé la méthode des éléments finis et en termine par la
méthode de Cholesky pour quelques exemples numériques avec programme sous Matlab.

3 Problème inverse non linéaire : nous avons utilisé la méthode de moindres carrés et la
méthode du gradient projeté.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

+ Identification numérique le paramètre a pour un problème parabolique suivant :

∂u

∂t
(x, t )− ∂

∂x

(
a (x)

∂

∂x
u (x, t )

)
= f (x, t ) , 0 < x ≤ 1, t > 0.

u (0, t ) = 0, t > 0

∂u

∂x
(1, t ) = 0, t > 0

u (x,0) = u0 (x) , 0 < x ≤ 1.

+ Identification numérique le paramètre a pour un problème hyperbolique suivant :

∂2u

∂t 2 (x, t )− ∂

∂x

(
a (x)

∂

∂x
u (x, t )

)
= f (x, t ) , 0 < x ≤ 1, t > 0.

u (0, t ) = 0, t > 0

∂u

∂x
(1, t ) = 0, t > 0

u (x,0) = u0 (x) , 0 < x ≤ 1

∂u

∂t
(x,0) = u0 (x) , 0 < x ≤ 1.
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