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 مقدمة

 :وبعد والمرسلٌن الأنبٌاء خاتم على والسلام الصلاة و الرحٌم الرحمن الله بسم

 هً مخصصة لطلابووفك مفردات عرض التكوٌن  1ممرر رٌاضٌات ممٌاسا لدروستتضمن هذه المطبوعة 

طرق برٌن محلولة على دروس وعدة امثلة وتماوهً عبارة  جذع مشترن علوم وتكنولوجٌا السنة الاولى 

كما ٌجد الطالب الجامعً تلخٌصا لاهم التعارٌف والنظرٌات ، وبراهٌن جدٌدة ومختلفة لحل العدٌد من المسائل 

و تركت للطالب ذي المستوى الجٌد حل بعض  الواجب معرفتها حتى ٌتسنى له فهم واستٌعاب هذه المادة.

 حلول المعروضة و بعدة طرق فً بعض الاحٌان.التمارٌن ، و لتتاح له الفرصة لممارنة نتائجه مع ال

 العمل تطوٌر فً تسهم أن أملنا وكل الهفوات ، و النوالص من تخلو لا علمً نتاج أيك و المطبوعة ذهه إن

 .و إثراء معلومات طلبتنا الاعزاء العلمً والبحث البٌداغوجً

 

 .الموفك الله و                                                                                                        

 مصـبــاح لـــدور.: لـدكـتورا
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 ثٌفظً ثلأٚي

  .ٚ ّٔجىػ ِٓ ؽٌق ثٌذٌ٘جْ ث٠ٌٌجػٟ ث٠ٌٌجػٟ ثٌّٕطك فٟ ِذجها -

  :ك انرٚاضٙـانًُط -1 

  : انمضٛح - 1.1 

 ّْٟٔ لؼ١ز ِج وً ؽٍّز ٠ّىٓ ثٌقىُ ػٍٝ طقضٙج أٚ مطتٙج. ٌَِٚٔ ٌٙج دأفو ثٌٌٍِٛ ثٌضج١ٌز:            

           R , T , ...... P , Q , ٔف١ٙج دجٌٌٍِٛ ثٌضج١ٌز ٚ .: ,  Q  , R  , T ,  ....   P . 

  : أيثهح - 2.1 

        - 0 4 1  : . صشىً لؼ١ز ٌىٕٙج مجؽتز 

       - 1 2 2  :  .صشىً لؼ١ز ٌىٕٙج طق١قز 

       - 3 0x    :ٌ١ٌْش لؼ١ز لأٔٗ لا ٠ّىٓ ثٌقىُ ػٍٝ طقضٙج أٚ مطتٙج. ٚ ىٌه ثٌّضغ١x ٌٝلا ٠ٕضّٝ إ 

   ِؾّٛػز ِقوٚهر .                          

                                           

  :انرٔاتظ انًُطمٛح - 3.1 

 لؼ١ض١ٓ.   P , Qٌضىٓ    :ثٌٛطً  -( 1       

P  :ثٌمؼ١ز  P , Qّْٟٔ ٚطً ثٌمؼ١ض١ٓ           Q  P et Q  ٓثٌضٟ لا صىْٛ طق١قز إلا إىث وجٔش ثٌمؼ١ض١ ٚP , Q  

  : وجدول الحمٌمة التالً ٌبٌن ذلن طق١قض١ٓ ِؼج ٚمجؽتز فٟ ثٌقجلاس ثلأمٌٜ.         
    P Q    Q    P 

        1      1        1    

        0     1      0  

        0     0     1 

        0     0     0  

         

 لؼ١ض١ٓ.  P , Qٌضىٓ    :ثٌفظً  -( 2      

P  :ثٌمؼ١ز  P , Qّْٟٔ فـظً ثٌمؼ١ض١ٓ                Q  P ou Q ٛمجؽتز إىث وجٔش ٚ ثٌضٟ صى ْ 

  : وجدول الحمٌمة التالً ٌبٌن ذلن مجؽتض١ٓ ِؼج ٚ طق١قز فٟ ثٌقجلاس ثلأمٌٜ. P , Qثٌمؼ١ض١ٓ              
    P Q    Q    P 

        1      1        1    

        1     1      0  

        1     0     1 

        0     0     0  

                                

 لؼ١ض١ٓ.  P , Qٌضىٓ    :ثلاّضٍَثَ  -( 3           

  :ّْٟٔ ثٌمؼ١ز                    P Q ثٌمؼ١ز : P  ٍََصْضQ  P Q  ثٌضٟ صىْٛ مجؽتز إىث وجٔش ٚP  طق١قز 

                  ٚQ وجدول الحمٌمة التالً ٌبٌن ذلنجؽتز ٚ طق١قز فٟ ثٌقجلاس ثلأمٌٜ. م :                   

  P Q    Q    P 
        1      1        1    

        1     1      0  

        0     0     1 

        1     0     0  

 لؼ١ض١ٓ.  P , Qٌضىٓ    :ػـىـِ ثلاّضٍَثَ  -( 1                   

  :ّْٟٔ ثٌمؼ١ز                            Q P  ػـىـِ ثلاّضٍَثَ ٌٍمؼ١ز:  P Q  . 
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 لؼ١ض١ٓ. P , Qٌضىٓ    :ٔم١غ ثلاّضٍَثَ  - (2                    

 :ّْٟٔ ثٌمؼ١ز                             P Q  َثٌٕم١غ ثلاّضٍَث:  P Q  . 

                               

 لؼ١ض١ٓ.    P , Qٌضىٓ    :ثٌؼـىـِ ثٌٕم١غ ٌلاّضٍَثَ  -( 3                    

  :ّْٟٔ ثٌمؼ١ز                             Q P  َثٌؼـىـِ ثٌٕم١غ ٌلاّضٍَث:  P Q . 

                                   

 لؼ١ض١ٓ.   P , Qٌضىٓ   :ثٌضىجفـؤ ثٌّٕطمٟ  -(4                    

 طق١قض١ٓ ِؼج أٚ          P  ٚQأّٔٙج ِضىجفتضجْ إىث وجٔش ثٌمؼ١ض١ٓ  P  ٚQٔمٛي ػٓ ثٌمؼ١ض١ٓ                         

 :ٌٙج دجٌٌَِ  مجؽتض١ٓ ِؼج ٚ ٌَِٔ                         P Q   أٞ ثٌمؼ١ز:     P Q Q P   . 

                   : وجدول الحمٌمة التالً ٌبٌن ذلن                         
  P Q    Q    P 

        1      1        1    

        0     1      0  

        0     0     1 

        1     0     0  

      

   - )1    : َـرـائـح - 4.1       P Q Q P  . 

                           2( -      P Q P Q    . 

                           3( -       P Q P Q     . 

                         

 :  أيثهح - 5.1    

 لجةُ ثٌَث٠ٚز" ٟ٘ "ثٌّغٍظ  ِضْجٚٞ ثٌْجل١ٓ" ٚ وجٔش ثٌمؼ١ز  ٌّغٍظ ٟ٘ "ث إىث وجٔش ثٌمؼ١ز  . 1     

 ،"’ِضْجٚٞ ثٌْجل١ٓ ٚ لجةُ  ٟ٘ "ثٌّغٍظ  فئْ ثٌمؼ١ز             

  .ز مجؽتز" لؼ١ .  " 3" لؼ١ز طق١قز،  "  .  2     

  لائم الزاوٌة" هً "المثلث  متساوي السالٌن" و كانت المضٌة  هً "المثلث  إذا كانت المضٌة .  3     

 متساوي السالٌن أو لائم الزاوٌة" . هً "المثلث  فإن المضٌة          

  " لضٌة صحٌحة. "   . 4     

 لجةُ ثٌَث٠ٚز"  ٟ٘ "ثٌّغٍظ  ِضْجٚٞ ثٌْجل١ٓ" ٚ وجٔش ثٌمؼ١ز  ٟ٘ "ثٌّغٍظ  إىث وجٔش ثٌمؼ١ز .  5     

 .ثٌْجل١ٓ أٚ لجةُ ثٌَث٠ٚز"ِضْجٚٞ ١ٌِ  ٟ٘ "ثٌّغٍظ  ثٌمؼ١ز   فئْ          

 ." لؼ١ز طق١قز " .  6     

 . " لؼ١ز طق١قز "  .  7     

 . " لؼ١ز مجؽتز "  .  8     
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 (ّضٍَثَثلا)٠ٛػـ  :. ِغجي 9     

 إفٌع أْ ًة١ِ لُْ ثٌؼٍَٛ ثٌضم١ٕز ٠مٛي ٌٍطجٌخ محمد إىث صقظٍش ػٍٝ ثٌّؼوي فٟ ِجهر ث٠ٌٌجػ١جس           

 فْٛف أػط١ه ٘و٠ز ) ٌضىٓ ١ّجًر(، ٕ٘جن أًدؼز إفضّجلاس:           

 أ. ٠قظً محمد ػٍٝ ثٌّؼوي فٟ ِجهر ث٠ٌٌجػ١جس ٚ ٠قظً ػٍٝ ثٌٙو٠ز،           

 ٠قظً محمد ػٍٝ ثٌّؼوي فٟ ِجهر ث٠ٌٌجػ١جس ٚ لا ٠قظً ػٍٝ ثٌٙو٠ز،ح.           

 ػ. لا ٠قظً محمد ػٍٝ ثٌّؼوي فٟ ِجهر ث٠ٌٌجػ١جس ٚ ٠قظً ًغُ ىٌه ػٍٝ ثٌٙو٠ز،          

 ه. لا ٠قظً محمد ػٍٝ ثٌّؼوي فٟ ِجهر ث٠ٌٌجػ١جس ٚ لا ٠قظً ػٍٝ ثٌٙو٠ز.           

 ٟ٘ ثٌقجٌز ثٌغج١ٔز. فمؾ ٍٚٝ ثٌطجٌخ إلا فٟ فجٌز ٚثفور ٠ىْٛ ًة١ِ ثٌمُْ لو ويح ػ           

  "ث٠ٌٌجػ١جسٌٍمؼ١ز " ٠قظً ثٌطجٌخ ػٍٝ ثٌّؼوي فٟ ِجهر  ٌَِٔ ح:            

  ومنه نحصل على الجدول التالً:   .ّجهر ثٌٙو٠ز ٌٍطجٌخ محمد "" ٠ّٕـ ًة١ِ لُْ ػٍَٛ ثٌ ٚ ٌٍمؼ١ز           

 

  

 

 

 :أيثهح . 10    

 لؼ١ز طق١قز، " (  1        

 " لؼ١ز مجؽتز،"  (  2        

  " لؼ١ز مجؽتز."  ( 3        

      

, ٌضىٓ   :ٕاصـخ  6.1   ,p q r  ٌو٠ٕج:علاط لؼج٠ج  

   1 . ، 

 ) مجط١ز ثٌؾّٛه(،   ٚ   . 2   

 طق١قز أٚ مجؽتز  )ِذوأ ػوَ ثٌضٕجلغ(، لؼ١ز مجؽتز ّٛثء وجٔش  . 3   

 طق١قز أٚ مجؽتز،  لؼ١ز طق١قز ّٛثء وجٔش   . 4   

 طق١قز أٚ مجؽتز،  لؼ١ضجْ طق١قضجْ ّٛثء وجٔش  . 5   

  ) مجط١ز ثٌضذو٠ً(،  . 6   
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P 
 

p  

1 1 1 
1 0 1 

0 1 1 
0 0 1 



  ) ثٌمجْٔٛ ثلأٚي ٌوٞ ًِٛغجْ(،  . 7   

  ) ثٌمجْٔٛ ثٌغجٟٔ ٌوٞ ًِٛغجْ(،  . 8   

   9 .،  

   10 .   

 ) مجط١ز ثٌضؾ١ّغ (، .  11   

 ) مجط١ز ثٌض٠ٍٛغ (،  .  12   

  . ثٌمؼ١ضجْ ثٌضج١ٌضجْ طق١قضجْ:13   

 ) مجط١ز ثٌضؼوٞ(.             

  :انًكًًاخ - 7.1 

   :ِفضٛفز ثٌؾٍّزصؼ٠ٌف .1        

ّْٟٔ ؽٍّز ِفضٛفز              P x ػٍٝ ِؾّٛػز  ِؼٌفزX  ْثٌضٟ صظذـ لؼ١ز إلا إىث وج ٚx  ٌثٌّضغ١ 

 .٠Xأمي ػٕجطٌ ِٓ ثٌّؾّٛػز             

ٌضىٓ   :صؼ٠ٌف . 2          P x  ؽٍّز ِؼٌفز ػٍٝ ِؾّٛػزX  . 

ّْٟٔ ثٌمؼ١ز ( 1             P x   ًطق١قز ِٓ ثؽً وx ِٓXٔىضخ ٚ .:    

طق١قز                    :x X P x  .  

دق١ظ صىْٛ   x  ِٓXإىث ٚؽو ػٍٝ ثلألً ػٕظٌ ( 2              P x طق١قز . ٚ ٔىضخ:  

طق١قز                     :x X P x   . 

  :ِلافظجس.  3         

  :ثٌؾًّ ِٓ ثٌشىً   - 1             :x X P x   ٚأ :x X P x   ِٓ لؼج٠ج . ٠ّىٓ ثٌضأوو 

 طقضٙج أٚ مطتٙج .                    

,ثٌضٌص١خ  - 2              ٌز ثٌؼجِز ػٓ  ٠نضٍف فٟ ثٌقج, . 

  :ٔفٟ ثٌمؼ١ز  - 3             :x X P x   ثٌمؼ١ز ٟ٘:   :x X P x  ٕٝدّؼ .:  

                               : :x X P x x X P x      . 
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  :أًَاط انثرْاٌ - 8.1    

                  

  :ثلاّضٕضجػ  -1            

لؼ١ز طق١قز ٚ وجْ  Pإىث وجٔش                     P Q  ْلؼ١ز طق١قز فج: Q ق١قز.لؼ١ز ط 

                                              

 :ثٌذٌ٘جْ دجٌنٍف  -2            

  :طق١قز ٚ ٔذ١ٓ أْ ٘يث ثٌفٌع ٠ؤهٞ إٌٝ صٕجلغ . إىْ  Pٔفٌع أْ ثٌمؼ١ز    : Pٌٍذٌ٘جْ ػٓ طقز ثٌمؼ١ز                 

                     P  ِٕٗ ٚ لؼ١ز مجؽتز:  P  . لؼ١ز طق١قز 

                  

  :ثٌذٌ٘جْ دجّضؼّجي ثٌؼـىـِ ثٌٕم١غ ٌلاّضٍَثَ  -3            

  :ِٓ ثؽً ثٌذٌ٘جْ ػٍٝ طقز ثٌمؼ١ز                    P Q  ٠ىفٟ ثٌذٌ٘جْ ػٍٝ طقز ثٌمؼ١ز:  Q P. 

                   

  :ثٌذٌ٘جْ دجّضؼّجي ِغجي ِؼجه  -4            

 :طقز ثٌمؼ١ز  ٌىٟ ٔغذش ػوَ                   :x X P x  ْ٠ىفٟ أ .:  0 0:x X P x .  

                 

 ٠ؼضّو ٘يث ثٌٕٛع ِٓ ثلإّضولاي ػٍٝ ثٌمجػور ثٌذٌ٘جْ دفظً ثٌقجلاس: -5            

 طق١قز.   :فئْ  طق١قز (  ٚ                               

                                                              

  :ثٌذٌ٘جْ دجٌضٌثؽغ  -6            

   :ٌٍذٌ٘جْ ػٓ طقز ثٌمؼ١ز                   0 :n n P n   ٔضذغ ثٌنطٛثس ثٌضج١ٌز .: 

  :ٔذٌ٘ٓ ػٍٝ طقز ثٌنجط١ز  -ث                     0P n   ٓ0ِّٙج ٠ىn  . 

ٔفٌع أْ ثٌنجط١ز   -ح                     P n ًطق١قز ِٓ ثؽn  .  

ٔذٌ٘ٓ طقز ثٌنجط١ز  - ؽـ                    P n ً1ِٓ ثؽn   ٞأ .:   1P n   . طق١قز 

 

 أِغٍز: - 6        

   ثٌمؼ١ز مجؽتز، . 1             

 ثٌمؼ١ز طق١قز. . 2             

 ثٌمؼ١ز طق١قز،  . 3            

 ثٌمؼ١ز مجؽتز.  .  4            

                                

  ػوه أطُ ) ػوه غ١ٌ ٔجؽك( د١ٓ أْ  :1يثال.  5            

 ١ؼ١جْ أ١ٌٚجْ ف١ّجػوهثْ ؽذ ٚ  ف١ظ  ٠ّىٕٕج وضجدضٗ ػٍٝ ثٌشىً    ػوه ٔجؽك إىْ ٔفٌع أْ  : ثٌقً               

 .   ِٕٚٗ :   (  د١ّٕٙج )               
  ِٕٚٗ ْٔضنٍض أْ  2ػوه ٍٚؽٟ فئٔٗ لجدً ثٌمّْز ػٍٝ  ػوهثْ ٍٚؽ١جْ، إىْ دّج أْ  ٚ  إىْ ْٔضٕضؼ أْ               
  ٚ  ٚ ٘يث صٕجلغ وْٛ  2لجد١ٍٓ ٌٍمّْز ػٍٝ  ٚ  ٚ ٘يث ٠ؤهٞ ثٌٝ أْ  ػوهثْ ٍٚؽ١جْ ويٌه ٚ               

               ػوه أطُ . ػوهثْ ؽذ١ؼ١جْ أ١ٌٚجْ ف١ّج د١ّٕٙج ٚ دجٌضجٌٟ                 

  د١ٓ دئّضؼّجي ثٌذٌ٘جْ دجٌنٍف أْ: :2يثال. 6             

                        . 

 ٚ ِٕٗ فئْ: لا ٠ٕضّٟ ثٌٝ  ٔفٌع أْ:   :ثٌقً                           

                           
 . جلغ وْٛ ٚ ٘يث صٕ                         
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 .عدد زوجً عدد طبٌعً بٌن الإستلزام التالً:   لٌكن   ِغجي:. 7           

 .عدد فردي بالعكس النمٌض أي نبرهن الإستلزام:  البرهان نستعمل :ثٌقً                        

 عدد طبٌعً حٌث  إذن  نفرض أن  عدد طبٌعً، لٌكن                               

 .عدد فردي  و منه   حٌث  و منه                        

 .عدد زوجً(    بٌعً فإن :عدد ط و بالتالً  مهما ٌكن                        

                                                                  

 .مجؽتز "  أعذش أْ ثٌمؼ١ز "  ِغجي:. 8     

 .غ١ٌ طق١قز ز دق١ظ صىْٛ ثٌّضٌثؽق  ِٓ ثٌّؾّٛػز ٕ٘ج ٠ىفٟ أمي ل١ّز ٌٍؼوه :ثٌقً          

                         ثٌمؼ١ز " ٚ ِٕٗ   ِضٌثؽقز غ١ٌ طق١قز، ف١ىْٛ ٌو٠ٕج:  ٔأمي ِغلا  -              

 " غ١ٌ طق١قز.                    

  :ٍٚؽٟ '' . ثٞ ؽذ١ؼٟ ٘ٛ ػوه ١ٓ ِضضج١ٓ١١ٌ'' ؽوثء ػوه٠ٓ ؽذ١ؼ أعذش أْ: ِغجي:.  9       

 . ِٓ ثٌّؾّٛػز  ػوه ؽذ١ؼٟ ٍٚؽٟ ِّٙج ٠ىٓ                     

 .ػوه ٍٚؽٟ ٠ىْٛ  : طقز ثٌمؼ١ز ثٞ فٟ وٍضج ثٌقجٌض١ٓٔذ١ٓ فجٌض١ٓ: ١َّٔٚ ٕ٘ج  : ثٌقً            

 . ػوه ٍٚؽٟ   :ػوه فٌهٞ ِٕٚٗ  ٠ىْٛ ٌّج (1           

  .ػوه ٍٚؽٟ  : ػوه ٍٚؽٟ ِٕٚٗ  ٠ىْٛ ٌّج( 2           

 أعذش طقز ثٌمؼ١ز ِغجي:.  10        P n :  
 

 

 

?
*

1

2

. 1
: 1 2 3 ...

2

n n
n n


       . 

طقز ثٌنجط١ز ثٌضأوو ِٓ  -( 1ك              P n  ً0ِٓ أؽ 1n  :  

                         
 

        
 

 

?

1
2

1 . 1 1 1 . 2
1 1 1

2 2
n


    .  ثٌمؼ١ز ِٕٗ ٚ 1P  طق١قز . 

 ٔفٌع أْ ثٌنجط١ز -( 2ك                P nًطق١قز ِٓ ثؽ nْأٞ ث .:   

                          
 

 

 

?
*

1

2

. 1
: : 1 2 3 ...

2

n n
P n n n


        . طق١قز 

ٔذٌ٘ٓ طقز ثٌنجط١ز -( 3ك                P n ًثؽ ِٓ  1n  ٞأ .:  1P n  طق١قز . 

                        
 

 
    

 

?
*

1

2

1 . 1 1
1 : : 1 2 3 ... 1

2

n n
P n n n n

  
          . 

  :ٌو٠ٕج ثْ                   
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 
 

 
 

 
   

 

        

*

1

2

. 1 . 1 2 1
1 : : 1 2 3 ... 1 1

2 2

1 . 1 11 . 2

2 2

n n n n n
P n n n n n

n nn n

   
            

   
 

 . 

إىْ                   1P n  دجٌضجٌٟ ِقممز ٚٚ ِٕٗ مطٛثس ثٌذٌ٘جْ دجٌضٌثؽغ  .طق١قز:  

 ثٌنجط١ز                  P nًػوه ؽذ١ؼٟ وً طق١قز ِٓ ثؽn  ِٓ* . 
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انرطثٛماخ 

 

 

 

                  

                          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-11- 



   -انًدًٕػاخ  -
  انًدًٕػاخ:َظرٚح . 2 

  :ػايحيفاْٛى  1.2 

 انًدًٕػح:ذؼرٚف        

 .ثٌّؾّٛػز ش١جء صٌدطُٙ مجط١ز ِشضٌوز ٚ صوػٝ ٘يٖ ثلأش١جء دؼٕجطٌّْٟٔ ِؾّٛػز وً ؽّغ لأ        

            

 صىْٛ ِؾّٛػز ِؼ١ٕز صّجِج إىث صقمك أفو ثٌشٌٚؽ ثٌضج١ٌز: :يدًٕػحذؼٍٛٛ        

  .ػٍّش ؽ١ّغ ػٕجطٌ٘ج.  1        

 .ٖ ثٌّؾّٛػزي. ػٍّش ثٌنجط١ز ثٌضٟ ص١َّ 2٘        

 ثٌؼلالز ثٌضٟ صٌدطٙج دذم١ز ثٌؼٕجطٌ. . ػٍّش دؼغ ثٌؼٕجطٌ 3ٚ        

  .ثٌّىٛٔز ِٓ ػوه ِٕضٗ ِٓ ثٌؼٕجطٌ ٟ٘ ثٌّؾّٛػز انًُرٓٛح:انًدًٕػح        

  .ِٓ ػوه غ١ٌ ِٕضٗ ِٓ ثٌؼٕجطٌ ٟ٘ ثٌّؾّٛػز ثٌّضىٛٔز يُرٓٛح: ًدًٕػح انغٛران       

 .ٟ ثٌّؾّٛػز ثٌّىٛٔز ِٓ ػٕظٌ ٚثفو٘ :انؼُظرانًدًٕػح ٔحٛذج        

 ٟ٘ ثٌّؾّٛػز ثٌضٟ لا صشًّ ػٍٝ إٞ ػٕظٌ. :انخانٛحانًدًٕػح        

 ٚ إىث ٚ ٔىضخ   ٌٍّؾّٛػز  ٠ٕضّٟ ٔمٛي أْ  ثٌّؾّٛػز،ِٓ  إىث وجْ ثٌؼٕظٌ  :الاَرًاء      

 .  ٚ ٔىضخ  ٌٍّؾّٛػز   ٠ٕضّٟ لا ، ٔمٛي أْ   ثٌّؾّٛػز ١ٌِ ِٓ ٌؼٕظٌ ث        

 .ٚ     :يثال      

  :ذؼارٚف - 2.2 

 ٛي ػٍٝ أٞ ػوه ِٕٙجٟٚ٘ ثٌضٟ صْضنوَ فٟ ثٌؼو ، ٚ ٠ّىٓ ثٌقظ :  يدًٕػح الأػذاد انطثٛؼٛح/ 1         

''دؾّغ ثٌؼوه                ثٌٝ ٔفْٗ ػوهث ِٓ ثٌٌّثس ، ٟٚ٘ ثٚي ٔظجَ ػوهٞ ػٌفٗ ثلأْجْ ، ٠ٌَِٚ ٌٙج 1''

   : ، أٞ ثْدجٌٌَِ                 1,2,3,4,......... 0  ِؾّٛػز غ١ٌ ِٕض١ٙز ٚ ِغٍمز صقش ٟ٘ ٚ 

 ػ١ٍّجس ثٌؾّغ ٚ ثٌؼٌح.              

                                      

 ٟٚ٘ ثلاػوثه ثٌطذ١ؼ١ز ِؼجفج ث١ٌٙج ّجٌخ ثلاػوثه ثٌطذ١ؼ١ز،  :  يدًٕػح الأػذاد انظحٛحح/ 2         

  :، أٞ ث٠ٌَِْٚ ٌٙج دجٌٌَِ               

                   ....., 4 , 3, 2, 1, 0 , 1, 2, 3, 4,.....            ٌٚ٘يٖ ثٌّؾّٛػز غ١ 

  ِٕض١ٙز ِٚغٍمز صقش ػ١ٍّجس ثٌؾّغ ٚ ثٌؼٌح ٚ ثٌطٌؿ.              

                                                                  

  :  يدًٕػح الأػذاد انُاطمح/ 3          

 : ٟٚ٘ ثلاػوثه ثٌضٟ صىضخ ػٍٝ ثٌشىً               
p

q

 
 
 

p, :ف١ظ  q  ٚ ، ٓ٠0ّغلاْ ػوه٠ٓ طق١ق١q  ،             

: : ، أٞ ث٠ٌَِْٚ ٌٙج دجٌٌَِ                  , ( ) 1
p

p q p q
q


  

       
  

 : ٚ ٌو٠ٕج.  

a أٞ ػوه طق١ـ  : ٔلافع ثْ -ث(                a ْٛػوه ٔجؽك ، أٞ :٠ى: 
1

a
a

 
  

 
. 

  : D يدًٕػح الأػذاد انؼشرٚح : حانح خاطح -ح(               

 : ٠ىضخ ػٍٝ ثٌشىً ػوه ٔجؽك٘ٛ  : انؼذد انؼشر٘ -                   
10n

p 
 
 

  :. ثٞ ثْ n : ف١ظ 
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)٠ىْٛ ثٌؼوه  -                    
p

q


 
  
 

 ثٌٝ ؽوثء ػج١ٍِٓ لا ٠شًّ ثلا  q) صق١ًٍ ِمجِٗ   ( ػوهث ػش٠ٌج 

 (. 5ثٚ  2 : ثٌؼج١ٍِٓ                        

 :ِغً ػوهث ػش٠ٌج ِٕض٠ٗىْٛ ثِج  : انؼذد انُاطك  -ؽـ (               
3

243
0,243

10
  ثِج ٚ ، 

 :ِغً ػوهث ػش٠ٌج غ١ٌ ِٕضٗ ٚ ِضىًٌ ثٌّمجؽغ                        
2

0,285714285714....,
7
  ، 

                          
3

0,27272727.....
11
  ،

1
0,333333.....

3
 . 

                                                                           

  :  يدًٕػح الأػذاد الأػذاد انُاطمحخٕاص            

               

 ) ٔمذً دوْٚ دٌ٘جْ (  : لضٛح -ث              

 . ِٓ  كـوه ٔجؽـػو ػٍٝ ثلالً ٠ٛؽ ِٓ  ٓـ١ـمـ١ـػوه٠ٓ فمد١ٓ ثٞ  -                

                                    

  :.ثٞ ثْفٟ ِؾّٛػز ثلأػوثه ثٌقم١م١ز  وـغ١فز ِؾّٛػز ثلأػوثه ثٌٕجؽمز  -ح              

 . ٠ّىٓ صم٠ٌذٗ دموً ِج ٠ٌٔو دؼوه ِٓ  وً ػوه فم١مٟ ِٓ                

                        

  : Cأ  \ يدًٕػح الأػذاد انظًاء )الأػذاد انغٛر انُاطمح(/ 4          

 : ػٍٝ ثٌشىً٘ٛ ثٌؼوه ثٌيٞ لا ٠ّىٓ وضجدضٗ ػٍٝ  :انؼذد الاطى  -              
p

q

 
 
 

p, :ف١ظ  q  ٓ٠ّغلاْ ػوه٠ 

 ثلاػوثه ثٌغ١ٌ ثٌٕجؽمز ٟ٘ ثلاػوثه ثٌقم١م١ز ثٌضٟ لا صىْٛ ثػوثهث  :، أٞ ثْ 0qٚ طق١ق١ٓ ،                

  :، أٞ ثْ C، ثٚ \٠ٌَِٚ ٌٙج دجٌٌَِ ٔجؽمز ،                 

                   \ : : ( ) ( )C p
r r p q

q

  
       

  
  . 

e ،2....2,718 :ِغلا ٟ٘ ثلاػوثه ثٌظّجءٚ  -               1,41421356....   ،3 1,7320581.... ،  

                 5،  ،
2

4
  ،2e  ،3e  ،pe  ،3,14159265....   ،

3



 
 
 

   ، 1 5  ، ln 2  ، ln 3  ، 

                    10log   ......................ثٌل.  ، 2

                      

  : \يدًٕػح الأػذاد انظًاء  خٕاص  -              

                            

  :.ِغلا)١ٌِ ػوه ٔجؽك  (٘ٛ ػوه أطُ  ػِّٛجإْ ؽّغ أٚ ؽٌؿ ػوه٠ٓ أط١ّٓ  -ث(                 

                       2 3   . 

  ) ٔمذً دوْٚ دٌ٘جْ ( : لضٛح -ب(                

 .\ِٓ   ػوه ثط٠ُٛؽو ػٍٝ ثلالً  ِٓ   ٓـ١ـوه٠ٓ ٔجؽمـػد١ٓ ثٞ  -                      

                                                        

  :.ثٞ ثْفٟ ِؾّٛػز ثلأػوثه ثٌقم١م١ز  وـغ١فز \ِؾّٛػز ثلأػوثه ثٌظّجء  -ؽـ(                

 . \٠ّىٓ صم٠ٌذٗ دموً ِج ٠ٌٔو دؼوه ِٓ  ه فم١مٟ ِٓ وً ػو                      
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   :  يدًٕػح الأػذاد انحمٛمٛح/ 5          

 ، ٠ٌَِٚ ٌٙج دجٌٌَِ ،  \ ثلاػوثه ثٌغ١ٌ ثٌٕجؽمزٚ  لاػوثه ثٌٕجؽمزٟ٘ وً ث ثلاػوثه ثٌقم١م١ز -             

 :أٞ ثْ                   \ ,C    .  

D : َلاحع اٌ -ا(                   . 

    :. دجٌفؼً لافع ِغلاغ١فض١ٓ فٟ ـغ١ٌ و ٚ  ثْ ثٌّؾّٛػض١ٓ  : يلاحظح -ب(             

                               0, 1     ، 1,0   .  

  : الاػذاد الأنٛح -خـ(             

  :ذؼرٚف                    

  .aٚ  1 :ثىث ػوه لٛثّّٗ ثعٕجْ ّ٘ج  ثٌٟٚثٔٗ  aٔمٛي ػٓ ػوه ؽذ١ؼٟ                    

''ثٌؼوه ثٌطذ١ؼٟ  : يلاحظح                      ٌـ١ـِ ػوه ثٌٟٚ . 1''

                           

 ) ٔمذً دوْٚ دٌ٘جْ ( : 1لضٛح                   

٠2نضٍف ػٓ  aوً ػوه ثٌٟٚ  -                                 2a  ثِج  1ثِج  ٠4ىْٛ دجلٟ لّْضٗ ػٍٝ ثٌؼوه ٚ 

                                 3 . 

 ، صىضخ دشىً 1٘ٛ 4ِؾّٛػز ثلاػوثه ثلا١ٌٚز ٚثٌضٟ دجلٟ لّْضٙج ػٍٝ ثٌؼوه -                               

 ؽذ١ؼ١١ٓ. ٌِدؼٟ ػوه٠ِٓؾّٛع                                   

                 : ِغلا                                   

   

   

   

2 2

2 2

2 2

5 1 2

13 2 3

17 1 4

  



 


 

   . 

                                                                     

 ) ٔمذً دوْٚ دٌ٘جْ ( : 2لضٛح                     

a وً ػوه ؽذ١ؼٟ  -                      a ذً ػٍٝ ثلالً لجّّج ث١ٌٚج غـ١ـٌ ثٌٟٚ ٠مb ٠قمك:  2b a.  

                         

  :َرٛدح                    

aثىث وجْ  -                       a ِٓ ٌ1ػـوهث  ؽـذ١ؼـ١ج ثوذ  1a  ْوج ٚa  ٌٟٚلا ٠مذً أٞ لجّّج ثb  

 :ف١ظ                          2b a ْفج : a . ٌٟٚػوه ث  

                                             

   ِؾّٛػز ثلاػوثه ثلا١ٌٚز غ١ٌ ِٕض١ٙز.  - :) ٔمذً دوْٚ دٌ٘جْ ( : 3لضٛح                     

                                                      

 ) ٔمذً دوْٚ دٌ٘جْ ( : 4لضٛح                     

a وً ػوه ؽذ١ؼٟ  -                      a ِٓ ٌ1غـ١ـٌ ثٌٟٚ ٚثوـذـ  1a  ًثٌٝ ؽـــوثء  صقـٍـ١ـلا٠مذ 

 . ٚفــ١ـــوػـٛثًِ ث١ٌٚز ، ٚ ٘يث ثٌضق١ًٍ                        

                           

  :انؼــذد انــرــاو -ِ                     
 ثٌيٞ ٠ْجٚٞ ِـؾـّـٛع لـــٛثّــّــٗ. ثٌؼــوه ثٌــضــجَ ٘ٛ ثٌؼـوه ثٌطذ١ؼٟ  :ذؼرٚف                         

6 :. ثٞ 3،  2،  1 :، لٛثّّٗ ٟ٘ 6ثٌؼوه ثٌضجَ  :يثال                          1 2 3   . 

                                                                      

  :خٕاص يدًٕػح الأػذاد انحمٛمٛح -          

  :ٙحمم ذثذٚه . 1               

 -ث                      ,  ٌٍِر صذو١ٍ٠ز .  ح-  ,  . ٌٍِر  

 -ػ                      , , :a b c a b c a b a c        . 

,  -ه                       :a b a b b a    .                                                                       
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  :ٚثٌضٟ صقمك أٚ   :ض١جه٠ز أٚ ثٌشجةؼزػلالز ثٌضٌص١خ ثلاػ ٔؼٌف ػٍٝ  :يرذثح كـهـٛـا . 2               

a:  -ث                          a a    . 

 -ح                             , :a b a b b a a b        . 

  -ػ                            , , :a b c a b b c a c        . 

,  -ه                           :a b a b b a     . 

                                       

  :انمًٛح انًطهمح نؼذد حمٛمٙ -          

 .ػٕظٌث ِٓ ١ٌxىٓ             

0xثٌؼوه ثٌقم١مٟ ثٌّٛؽخ  : xّْٟٔ ثٌم١ّز ثٌّطٍمز ٌـ -               ثٌّؼٌف دـ ٚ:  

                                 
, 0

0
, 0

x x
x

x x

 
  

 
  . 

                                                          

  :انمًٛح انًطهمح نؼذد حمٛمٙخٕاص  -          

             1 - : 0 0x x x       .2 -  : 0x x    . 

             3 -:x x x x      .  

,  :انًرراخحح انًثهثٛح  - 4              :x y x y x y      . 

             5 - , :x y x y x y     . 

             6 - , :x y x y x y      . 

             7 - , :x y x y x y      . 

             8 - , :x y x y x y      . 

             9 -  , :x a x a a x a           . 

             10 -  
22: ,x x x x x x       . 

             11 - , :x a x a a x x a           . 

             12 - , :x y x y x y      . 

             13 - *, :
xx

x y
y y

      . 

                                                            

    :خٕاص -          

            1 -      3 3 2 2, : . .a b a b a b a a b b       . 

            2 -      3 3 2 2, : . .a b a b a b a a b b       . 

                                                        

  :  يدًٕػح الأػذاد انحمٛمٛحالأخساء انًحذٔدج فٙ   -          

  :ذؼرٚف -            
 .  ِؾّٛػز غ١ٌ مج١ٌز ِٓ Aٌضىٓ              

  :ِقوٚهر  ِٓ ثلأػٍٝ إىث وجْ A. ٔمٛي أْ ثٌّؾّٛػز 1              

                    , : .........M x A x M      . 

  :ِقوٚهر  ِٓ ثلأهٔٝ إىث وجْ Aػز . ٔمٛي أْ ثٌّؾ2ّٛ              

                    , : ..........m x A m x      . 

                                          

                                                      

-15- 

                                                      



  :ذؼرٚف -            

 .  ء غ١ٌ مجٌٟ ِٓؽَ Aٌضىٓ               

  :ثٔٗ ِقوٚه إىث وجْ ِقوٚه ِٓ ثلأػٍٝ ِٚٓ ثلأهٔٝ ِٓ  Aٔمٛي ػٓ ؽَء  -               

                   , , :m M x A m x M      . 

  :َرٛدح -            

Aٌضىٓ                 ٌمجٌٟ ِٓ ؽَء غ١ . 

             A    ِقوٚهر    0 , :M x A x M    . 

                                                                           

 :ثٌّؾّٛػجس ثٌضج١ٌز  :يثال -             1,2,3 ٬    0,1 2 ٬   0,1 ِؾّٛػجس ِقوٚهر. 

                                                                 

  :يلاحظح -            

. ِٓ ثٌؼلالز  1                  ْثٌؼوه :ْٔضٕضؼ أM ٌضجٌٟفجه أػٍٝ ٚدج: ' ':M M M  ٠ّغً ويٌه 

 ٠ٍّه ِج لا ٔٙج٠ز ِٓ ثٌقٛثه ثٌؼ١ٍج .  أٞ ؽَء ِقوٚه ِٓ  :ٚ دجٌضجٌٟ.  Aفجه أػٍٝ ٌـ                     

. ِٓ ثٌؼلالز 2                  ْثٌؼوه  :ْٔضٕضؼ أm  ٌٟفجه أهٔٝ ٚ دجٌضج: ' ':m m m  ٠ّغً ويٌه 

 .٠ٍّه ِج لا ٔٙج٠ز ِٓ ثٌقٛثه ثٌو١ٔج  ء ِقوٚه ِٓ أٞ ؽَ :ٚدجٌضجٌٟ .  Aفجه أهٔٝ ٌـ                     

                                    

  :ذؼرٚف -            

M. ٚوجْ Aفجه أػٍٝ ٌـ  Mثٌؼوه. إىث وجْ 1                A   ) M  ً٠مغ هثمA ( ْثٌؼوه :فجM ّْٝ٠ 

 :. دّؼٕٝ  Aثوذٌ ػٕظٌ فٟ ثٌّؾّٛػز                     Max A M  . 

m. ٚوجْ Aفجه أهٔٝ ٌـ  mثٌؼوه إىث وجْ . 2                A   ) m  ً٠مغ هثمA ( ْثٌؼوه  :فجm  ّْٝ٠ 

 :. دّؼٕٝ  Aثطغٌ ػٕظٌ فٟ ثٌّؾّٛػز                     Min A m . 

                                                    

 :. ٌو٠ٕجػٕظٌث ِٓ ١ٌxىٓ   :يلاحظح -             ,x Max x x  . 

  :يثال -            

 :. ٔؼغ ػٕظٌث ِٓ  ١ٌxىٓ               0 ,x Max x    ٚ , 0x Max x  . 

xث .    :د١ٓ أْ                x x     . ح  .x x x  . 

  :ثٌقً -              

xث .    :إعذجس أْ   -                x x   :  

   :. إىث وج1ْ                  

                       

 

 

 

0 ,

0 : .... 1

, 0 0

x Max x x

x et x x x

x Max x



 



    


    


  . 

                                                

 

  :. إىث وج2ْ                  

                     

 

 

 

0 , 0

0 : .... 2

, 0

x Max x

x et x x x

x Max x x



 



   


    


   

  . 

ٚ فْخ                         1  ٚ 2 ْأ: x x x   . 

                              

xح.   :إعذجس أْ -                x x   :   

  :. إىث وج1ْ                    
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 

 

 

0 ,

0 : .... 1

, 0 0

x Max x x

x et x x x

x Max x



 



    


    


   

. 

  :. إىث وج2ْ                     

                        

 

 

 

0 , 0

0 : .... 2

, 0

x Max x

x et x x x

x Max x x



 



   


    


   

 .  

ٚ فْخ                           1  ٚ 2 ْأ: x x x    . 

                    

  :َظرٚح -            

  :فجْ )ثطغٌ ػٕظٌ   (ثوذٌ ػٕظٌ صٍّه  Aٚ وجٔش  ٟ ِٓ ؽَء غ١ٌ مجٌ Aإىث وجٔش              

 ٘يث ثٌؼٕظٌ ٚف١و .               

  :ثٌذٌ٘جْ               

)'  :ثوذٌ ػٕظٌ. أٞ صٍّه أوغٌ ِٓ  Aٔفٌع أْ                 )M M ٬   'Max A M  ٚ 

                Max A M ٌو٠ٕج ٚ .:   , ,M Max A x M x A M A      ٚ 

                 ' ' ', ,M Max A x M x A M A     ْ٘يث ٠ىجفب أ .:  

                   ' ' '( )M M M M M M     . ٘يث صٕجلغ ِغ ٚ'( )M M  . 

 ثٌؼٕظٌ ٚف١و . :إىْ                

                                

  :يلاحظح -            

M ٚMِقوٚه ِٓ ثلأػٍٝ دـ  ؽَء غ١ٌ مجٌٟ ِٓ  Aٌضىٓ               A ْفج:  

                  Max A Min A     ف١ظ .:    ( ) :A x x A     . 

                                        

  :يثال -            

ٌضىٓ ثٌّؾّٛػز                 1,2,3A    ثٌَّٚهر دؼلالز ثٌضٌص١خ ثٌشجةؼز:   . 

  :ٌو٠ٕج                 3Max A    ٚ .     ( ) : 3, 2, 1A x x A        ٌٟدجٌضج ٚ:  

                 3Min A   ِٕٗٚ .:      3Max A Min A      . 

                     

  :ذؼرٚف -            

 .   ؽَء غ١ٌ مجٌٟ ِٓ  Aٌضىٓ              

 :. ٚ ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ A٘ٛ ثطغٌ ثٌقٛثه ثٌؼ١ٍج ٌـ  Aّْٟٔ فوث أػٍٝ ٌـ  -1               Sup A  . 

 :. ٚ ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ A٘ٛ ثوذٌ ثٌقٛثه ثٌو١ٔج ٌـ  Aّْٟٔ فوث أهٔٝ ٌـ  -2               Inf A  . 

                                    

  :خاطٛح -            

  ٚ .,m :َِٚهر دؼلالز ثٌضٌص١خ ثٌشجةؼز  ٌ مج١ٌز ِِٓؾّٛػز غ١ Aٌضىٓ               M ْإ .:  

                   
:

0 , :

x A x M
M Sup A

x A M x  

  
  

     
  . 

                          
:

0 , :

x A m x
m Inf A

x A x m  

  
  

     
  . 
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  :َظرٚح -            

  .صٍّه فوث أػٍٝ  فٟ  A :ِقوٚه ِٓ ثلأػٍٝ فجْ  ؽَء غ١ٌ مجٌٟ ِٓ A. إىث وجٔش1                

 . صٍّه فوث أهٔٝ  فٟ  A :ِقوٚه ِٓ ثلأهٔٝ فجْ  ؽَء غ١ٌ مجٌٟ ِٓ Aإىث وجٔش.  2                

                                                                

  :خاطٛح ارخًٛذش -            

0  :إْ  :َظرٚح -               , , : .x y n n x y        . 

                          

,  :إْ  :َرٛدح -               :y n n y       . 

                                         

  :ترْاٌ انُظرٚح -              

١ٌىٓ                   ,x y 

   ْ0. إىث وجy   ٗٔ1  :فج : 0 1. .n y x n x      . 

0yٚ إىث وجْ                    :  ٔفٌع أْ   :ْٔضؼًّ ثٌذٌ٘جْ دجٌنٍف:  .n x y  ٔؼضذٌ ثٌّؾّٛػز ٚ . 

                    . : ,X n x n x 

   :  ثٌّؾّٛػزX  ِقوٚهر ِٓ ثلأػٍٝ دـy ٗٔمج١ٌز لأ ٟ٘ ٚ 

1n  :ِٓ ثؽً                   x   ْ1  :فج X  ثلأم١ٌر أْ ثٌّؾّٛػز  . فْخ ثٌٕظ٠ٌزX  صٍّه فوث 

supS :أػٍٝ . ِغلا                   X : 0 , . : .n x X S n x      ًثؽ ِٓ .x  ْٔؾو أ:  

                  .S x n x ٞأ: ( 1).S n x  ْدّج أ ٚ . : ( 1).n x X   ٚsupS X ٞأ:  

n.  :صٕجلغ ِغ                    x y ْإىْ  ثٌفٌع أ .:  .n x y  ِٕٗ ٚ . مجؽب: .n x y . 

                         

  :طٛح ارخًٛذشَرائح خا -             

                 1 -  
1

0 , : 0n
n

         . 

                 2 -   1 , , : nx M n x M        . 

                 3 -   0 , : 0 1 , : 0 nx x n x           . 

                 4 - 
1

0 , : 0
2n

n       . 

                     

   :الإثثاخ -             

x :ِٓ ثٌٕظ٠ٌز ثلأم١ٌر أٔٗ ِٓ ثؽً - 1                   ٚ1y  ْٔؾو أ:  

                     0 , 1 , : . 1x y n n y           ٞأ .:   

                        
1

0 , : 0n
n

        . 

) :ٔؼغ - 2                 1) 0y x    ٌٟدجٌضج ٚ: ( 1) 0x y   ٓفْخ ِفىٛن ١ٔٛص ٚ .:  

   :فجْ n* ٬ ِٓ  ١ٌx  ٚyىٓ                       

                           
 0

!
. ,

! !

n
n k n k k k

n n

k

n
x y C x y C

k n k





  
 

 دجٌضؼ٠ٛغ ٚ .:  

                       1 1

0 2

1 1 1
n n

nn k k k k

n n n

k k

x y C y C y C y n y
 

         ِٕٗ ٚ .:   

                    1 1n nx n y n y x     ٌ ٚ . ٓ١1ىz M  ْفْخ ثٌٕظ٠ٌز ثلأم١ٌر أ ٚ:  

                     : .n z n y   ٞأ .: : 1 . 1nn M n y x      ِٕٗ ٚ .:  

                       : nn x M    . 

دـ  xٔؼٛع  :2ٔنضجً فٟ ثٌٕض١ؾز  - 3                 
1

x
  ٚ

1
M


 ْٔؾو أ: 

1 1
n

M
x 

 
  

 
  :أٞ 

                       0 nx    . 
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ٔأمي  - 4                 
1

2
x   ٔؾو أْ  3فٟ ثٌٕض١ؾز:  

1
0 , : 0

2n
n        . 

 

  :اندسء انظحٛح نؼذد حمٛمٙ -          

                

ثٌؼوه ثٌظق١ـ ثٌيٞ ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ xّْٟٔ ثٌؾَء ثٌظق١ـ ٌؼوه فم١مٟ :ذؼرٚف -             E x  ٚأ x  

   :ٚ ثٌيٞ ٠قمك                           , , 0 1x x E x         . 

                                                                                   

   :إْ  :َرٛدح -               , 1x E x x E x      . 

  :لاْ                          , 0 1x x E x       .ْأٞ أ:  

                                  , 1x E x x E x      . 

                                                            

  : فٙ  كثافح  -          

  :َظرٚح            

  :د١ٓ أٞ ػوه٠ٓ فم١م١١ٓ ِنضٍف١ٓ ٠ٛؽو ػٍٝ ثلألً ػوه ٔجؽك. دّؼٕٟ            

             , , :x y r x r y        .  

  :ثٌذٌ٘جْ            

x :ٔفٌع أْ               y  .)   ٔفِ ثٌذٌ٘جْ فٟ فجٌزx y ( : ٞ0  :أy x   . 

 :أْ مجط١ز ثًم١ّوُٚ فْخ               ( ) 0 , : .( ) 1 ..... 1y x n n y x       ٞأ .:  

                 
1

( ) 0 , : ( ) ..... 1y x n y x
n

        . 

 :ٔؼغ               .k E n x  ثٌؾَء ثٌظق١ـ ٌؼوه فم١مٟ أْ صؼ٠ٌفٚ فْخ:  

              ..
1

, .... 2
k k

x x
n n


    ْف١ظ أ ٚ .: 

1
( )y x

n
  ْفج:   

              
1 1 1 1

.... 3
k k k

y x y
n n n n n

 
        فْخ ٚ . 2  ٚ 3 ْْٔضٕضؼ أ:  

              
1

, : .... 4
k

x y x y
n


   ٞأ .:  

                
1

, , : .... 4
k

x y r x r y
n


        . 

                                

  : فٙ  كثافح  -          

  :َظرٚح             

  :د١ٓ أٞ ػوه٠ٓ فم١م١١ٓ ِنضٍف١ٓ ٠ٛؽو ػٍٝ ثلألً ػوه فم١مٟ . دّؼٕٟ             

               , , :x y t x t y         . 

  :انثرْاٌ            

x :ٔفٌع أْ               y  .)   ٔفِ ثٌذٌ٘جْ فٟ فجٌزx y (    ٌو٠ٕج:   

               

 

 

 

 

....... 12 ....... 1 2

2 ......... 2
...... 2

2

x y
xx x x x y

et et

x yx y y y y
y


   


 

       


  :. أٞ أْ 

                   , , : .... 3
2

x y
x y t x t y


        . 
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  : كثافح الأػذاد انظًاء فٙ  -          

  :َظرٚح -            

  :د١ٓ أٞ ػوه٠ٓ فم١م١١ٓ ِنضٍف١ٓ ٠ٛؽو ػٍٝ ثلألً ػوه أطُ . دّؼٕٟ               

                  , , \ :x y p x p y         . 

  :ثٌذٌ٘جْ -            

  :دّؼٕٟ د١ٓ أٞ ػوه٠ٓ فم١م١١ٓ ِنضٍف١ٓ ٠ٛؽو ػٍٝ ثلألً ػوه ٔجؽك. :فْخ ثٌٕظ٠ٌز ثٌْجدمز              

٠rٛؽو                  ٠قمك:  , :
2 2

x y
x y r       . 

. :ٔؼغ                2z r ْ٠ّىٓ أْ ٔذٌ٘ٓ دٌْٙٛز أ ٚ .:  . 2 \z r  . 

                                                      

   :  يدًٕػح الأػذاد انًركثح/ 6          

  : ثٌضٟ صىضخ ػٍٝ ثٌشىً zٟ٘ وً ثلاػوثه  ثلاػوثه ثٌٌّوذز  -               

                         . : Re , Imz x i y x z x g z     ٌٌَِأٞ ثْ، ٠ٌَِٚ ٌٙج دج ، : .i  . 

 : ف١ظ                   2 1 , . /i i ix x      . 

D : ٔلافع ثْ -                    .  

                                                            

  :الاحرٕاء  - 3.2 

E,ٌضىٓ            F  ِْؾّٛػض١ٓ. ٔمٛي أE ٛثر فٟ ــضـِقF ٌٟإىث صقمك ثلاّضٍَثَ ثٌضج:  

           :x x E x F    ٔىضخ ٚ:    E F ٞأ .:  

           :E F x x E x F       . 

                              

  :انًسأاج  - 4.2 

E,ٌضىٓ            F ٔمٛي أْ ـ١ـضـِؾّٛػ .ٓE   ٞٚصْجF ٌٟإىث صقمك ثٌضىجفؤ ثٌضج:  

          :x x E x F     ٔىضخ ٚ:    E F . ٞأ:  

           
 

 :

E F E F F E

x x E x F

    

    
  . 

                                          

  :انًدًٕػح انخانٛح - 5.2 

  .صّْٝ ثٌّؾّٛػز ثٌنج١ٌز ٚ ٌَِٔ ٌٙج دجٌٌَِ  ٬ٔمذً دٛؽٛه ِؾّٛػز لا صشًّ أٞ ػٕظٌ  -         

 ٟ٘ ِؾّٛػز مج١ٌز لأٔٗ لا ٠ٛؽو ،   :دـ ثٌّؾّٛػز ثٌّؼٌفز :يثال -        

 . -1أٞ ػوه ؽذ١ؼٟ ٌِدؼٗ ٠ْجٚٞ                   

                                          

   :َـرـائـح - 6.2 

Eٌو٠ٕج  .  1          E  . 

Eٌو٠ٕج   Eِٓ ثؽً وً ِؾّٛػز .  2           . 

 ٚف١ور .  ثٌّؾّٛػز ثٌنج١ٌز .  3         

  :ثلافضٛثء ػلالز ِضؼو٠ز دّؼٕٝ .  4          E F F G E G      . 

                                            

  :ػًهٛاخ ػهٗ انًدًٕػاخ - 7.2 

                      

  :انرماطغ -       

E,ٌضىٓ          F  ِٓؾّٛػض١ٓ. ّْٟٔ صمجؽغ ِؾّٛػض١,E F :  E F ِؾّٛػز ثٌؼٕجطٌ ثٌّشضٌوز 

E,د١ٓ ثٌّؾّٛػض١ٓ          F ٔىضخ ٚ .:   /E F x x E x F      . 
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 .  :ٚ دجٌضجٌٟ     :يثال -       

 :ٌو٠ٕج ثْ A ،B  ٚC ٌضىٓ ثٌّؾّٛػجس ثٌى١ف١ز  :انرماطغخٕاص  -       

                             1 . ،  2 . ،  3.  A  ،  4 .A E A   

                             5.   

   مج١ٌز. ِٕفظٍضجْ إىث وجْ صمجؽؼّٙج ٠ْجٚٞ ِؾّٛػز 𝑨  ٚ𝑩ٔمٛي أْ ثٌّؾّٛػض١ٓ  :يلاحظح -       

                                                                                 :الاذحاد -       

E,ٌضىٓ          F  ِٓؾّٛػض١ٓ. ّْٟٔ ثصقجه ِؾّٛػض١,E F :  E F ٌثٌّشضٌوز ٚ ِؾّٛػز ثٌؼٕجط 

E,ِشضٌوز د١ٓ ثٌّؾّٛػض١ٓثٌغ١ٌ            Fٔىضخ ٚ .:   /E F x x E x F     . 

                                                         .ٚ     :يثال -       

  الاحرٕاء: -       

 ٚ  𝑩٘ٛ ويٌه ػٕظٌ ِٓ  𝑨، إىث وجْ وً ػٕظٌ ِٓ 𝑩ٛثر فٟ ثٌّؾّٛػز ـضـِق 𝑨ٔمٛي أْ ثٌّؾّٛػز  -        

 مٛي أ٠ؼج أْٚٔ.    ٚ دؼذجًر ٠ًجػ١ز ٌو٠ٕج: ٔىضخ          

 .  𝑨 ِؾّٛػز ؽَة١ز ِٓ ثٌّؾّٛػز 𝑩 ثٌّؾّٛػز         

  ِؾّٛػز ثلأػوثه ثٌطذ١ؼ١ز ِقضٛثر فٟ ِؾّٛػز ثلأػوثه ثٌظق١قز.:  يثال -         

   :تؼض انخــٕاص -       

,نركٍ           ,A B C يدًٕػاخ خسئٛح يٍ انًدًٕػحK . 

         1 -  A B A   ٬  A B B   ٬  A A B   ٬ B A B  ٬ A A A  ٬  

                A A A   ٬  A     ٬ A A    . 

A   انرثذٚم: خاطٛح - 2          B B A    ٬  A B B A    . 

 :خاطٛح انردًٛغ - 3            A B C A B C      ٬    A B C A B C     .  

    :خاطٛح انرٕزٚغ - 4                1 ..... A B C A B A C       

                                            2 ..... A B C A B A C       

                                      

  :يرًًح يدًٕػح -       

  .Kِؾّٛػز  ؽَة١ز ِٓ ثٌّؾّٛػز  Eٌضىٓ                                

 ِؾّٛػز ثٌؼٕجطٌ ثٌضٟ  : Kدجٌْٕذز إٌٝ ثٌّؾّٛػز Eّْٟٔ ِضّّز ثٌّؾّٛػز                                 

  :. ٚٔىضخEٚ لا صٕضّٟ إٌٝ ثٌّؾّٛػز   Kصٕضّٟ إٌٝ ثٌّؾّٛػز           

             /KC E x x K x E K E      .  
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  :خٕاص       

         1 - EC E     .EC E   . 

         2-   F FC C E E . 

         3-   KE C E K      ٔ KE C E   . 

  :لإََٙ ر٘ يٕرلاٌ -4            1 ..... K K KC A B C A C B    

                                            2 ..... K K KC A B C A C B     

                                                                       

  :انفرق تٍٛ يدًٕػرٍٛ - 8.2 

E,ٌضىٓ          F  ِؾّٛػض١ٓ ؽَة١ض١ٓ ِٓ ثٌّؾّٛػزK . 

E,ّْٟٔ ثٌفٌق د١ٓ ثٌّؾّٛػض١ٓ          F : E F  ِؾّٛػز ثٌؼٕجطٌ ثٌضٟ صٕضّٟ إٌٝ ثٌّؾّٛػزE ٚ 

  :. ٚ ٔىضخ Fلا صٕضّٟ إٌٝ ثٌّؾّٛػز           /E F x x E x F     دٕفِ ثٌى١ف١ز ٚ:  

          /F E x x F x E    . 

E:إىث أمؤج  -         F ْفج:  /E E x x E x E      ٞٚثٌضٟ صْج ٚٞأ .:  

          E E  .   

                                                                                         

   :خٕاص -         

           1 - E F E  ٬  E    ٬ E E   ٬ E E   ٬  

                  KE F E C F    . 

           2-   K KC C E E  .ْػِّٛج أ ٚ: E F F E     . 

F  :إىث وجْ – 3            E E F E F       . 

           4 -   FE C E F   ٔ FE C E   .  

                                                              

  :انفرق انرُاظر٘ تٍٛ يدًٕػرٍٛ - 9.2 

E,ٌضىٓ           F ِٓؾّٛػض١ٓ. ّْٟٔ ثٌفٌق ثٌضٕجظٌٞ د١ٓ ثٌّؾّٛػض١,E F : E F  ِؾّٛػز 

E,ثٌؼٕجطٌ ثٌغ١ٌ ثٌّشضٌوز د١ٓ ثٌّؾّٛػض١ٓ           F ٔىضخ ٚ .:  

                                                   

E, :ف١ظ              K F K     

   

   

   

1

2

3

K K

E F E F F E

E F E F E F

E F E C F F C E


    


    


     


 . 

  :َـرــائح -         

             1 - E E   ٬ :E K E E      ٬  

                    , :E K F K E F F E       . 

             2-     , , :E F L K E F L E F L      . 

             3-  : KE K E K K E C E       ٌلا .:  E K K   ٔE K E   . 

                          

   :انًدًٕػح اندسئٛح - 10.2

E,ٌضىٓ                                   A .ِٓؾّٛػض١ 

Aإىث وجٔش  Eِؾّٛػز ؽَة١ز ِٓ ثٌّؾّٛػز  Aٔمٛي أْ :ذؼرٚف            E.  
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   :يدًٕػح أخساء يدًٕػح - 11.2 

E,ٌضىٓ           A .ِٓؾّٛػض١ٓ غ١ٌ مج١ٌض١ 

 ٚ ٌَِٔ ٌٙج ٬ Eثٌّؾّٛػز ثٌضٟ ػٕجطٌ٘ج أؽَثء  : Eء ثٌّؾّٛػزّْٟٔ ِؾّٛػز أؽَث :ذؼرٚف          

 :دجٌٌَِ            P Eٞأ .:     /P E A A E    ٚ. A P E A E   . 

                                         

  :خـٕاص -        

           1-   P E ْغ١ٌ مج١ٌز . ىٌه أ:    E P E    ٚ P E   . 

           2-   P E ِغٍمز دجٌْٕذز ٌٍضمجؽغ:     , :A B P E A B P E    . 

           3-  P E  ِغٍمز دجٌْٕذز ٌلاصقجه:     , :A B P E A B P E     . 

  :  ) ػوه ػٕجطٌ ِؾّٛػز (أطٍٟ ِؾّٛػز  -4           

Card  :.  أٞ E ٛ٘nإىث وجْ  ػوه ػٕجطٌ ثٌّؾّٛػز  -                E n  فجْ ػوه ػٕجطٌ ثٌّؾّٛػز 

                   P E ٛ٘  2 2Card E nCard P E    . 

B,ٌضىٓ  -5            E A E   ِٓ ِٓؾّٛػض١Eٌْو٠ٕج ث .:      .... 1A B P A P B   ، 

                        .... 2P A B P A P B     ،       .... 3P A P B P A B  .   

                    

 :ثٌّؼٌفز دـ Eٌضىٓ ثٌّؾّٛػز  :يثال -         1 , 2 , 3E   ثٌّؾّٛػز. فوه ِؾّٛػز أؽَثءE. 

                                                                   

3Card :ٔؼٍُ ثْ  -         E n   ٚ .:ِٕٗ  ػوه ػٕجطٌ ثٌّؾّٛػز P E  ٛ٘ 

           32 2 2 8Card E nCard P E     . ِٞؾّٛػز أؽَثء  ثٌّؾّٛػز :أE ٟ٘:   

                           1 , 2 , 3 , 1,2 , 1,3 , 2,3 , 1,2,3 ,P E E   . 

                        

  :اندذاء  انذٚكارذٙ نهًدًٕػرٍٛ - 13.2 

E,ٌضىٓ            F .ِٓؾّٛػض١ٓ غ١ٌ مج١ٌض١ 

F  ٚE : Eّْٟٔ ثٌؾوثء  ثٌو٠ىجًصٟ ٌٍّؾّٛػض١ٓ :ذؼرٚف            F  ِؾّٛػز ثٌغٕجة١جس ,x y  

   :. ٚ ٔىضخFِٓ ثٌّؾّٛػز E  ٚyػز ِٓ ثٌّؾّٛ xف١ظ            

                , /E F x y x E y F     . 

                                                        

   :خٕاص         

           1 -     , ,x y a b x a y b      . 

           2 -    , , : , ,E F G x y z x E y F z G      . ِؾّٛػز ثٌغلاع١جس  

           3 -    1 2 1 2

1

... , ,..., : , 1
n

n i n i i

i

E E E E x x x x E i n


        ِؾّٛػز ث١ٌٕٔٛجس 

1. ٚإىث وجْ                     2 ... nE E E E    ْفج: 
1 1

n n
n

i

i i

E E E
 

  .  

  انردًٛغ:خاطٛح  - 4              E F G E F G      . 

           5 -    E      . 

           6 -   E F F E   ٌإرا كاE F. 

Cardإرا كاٌ    - 7            E n    ٔCard F m  ْػوه ػٕجطٌ ثٌّؾّٛػز  :فجE F ٛ٘  

                  Card E F Card E Card F n m     . 
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  :يفٕٓو ذدسئح يدًٕػح  - 14.2 

ِؾّٛػز و١ف١ز ٚ  Eٌضىٓ            ,kA k I )  ف١ظI  ػجةٍز أؽَثء ِٓ )ِؾّٛػز أهٌز 

 .Eثٌّؾّٛػز           

ٔمٛي أْ  -           ,kA k I صشىً صؾَةز ٌٍّؾّٛػزE ٍٟإىث صقمك ِج د:  

kA,وً ػٕجطٌ    -1             k I   ٞغ١ٌ مج١ٌز . أ:       , ;k kA k I A    . 

kA,ثلأؽَثء    -2             k I  ِٕٞفظٍز  ِغٕٝ ِغٕٝ أ:   ,i jA A i j      . 

                 k

k I

A E


  .  

  :أيثهح -           

 :ثٌّؼٌفز دـ Eٌضىٓ ثٌّؾّٛػز  -1               1 , 2 , 3E  . 

 :ثٌّؾّٛػجس أٚ ثٌؼجةٍز ثٌّضىٛٔز ِٓ -                  3 3A   ٬   2 2A   ٬   1 1A   

 . Eصشىً صؾَةز ٌٍّؾّٛػز                   

 :ثٌّؾّٛػجس أٚ ثٌؼجةٍز ثٌّضىٛٔز ِٓ -                 2 2 , 3A   ٬   1 1A   ٌٜصشىً صؾَةز أم 

 . Eٌٍّؾّٛػز                  

Eٌضىٓ ثٌّؾّٛػز  -2                إْ ثٌؼجةٍز .    , 1 , ,nA n n n E x x       

E صشىً صؾَةز ٌٍّؾّٛػز                   .  

 ٠Eٕضؼ ِٓ ٘يث ثٌضؼ٠ٌف ٚ فْخ مٛثص ثٌضمجؽغ ٚثلإصقجه أٔٗ ِٓ أؽً وً ؽَء  ِٓ ثٌّؾّٛػز   :َرٛدح           

  .ٟ٘ :  Eصٛؽو صؾَةز ي   ٠E ٚ  Фنضٍف ػٓ                      

 :يفٕٓو انرغطٛح - 15.2 

ِؾّٛػز و١ف١ز ٚ  Eٌضىٓ             ,kB k I . ػجةٍز ِؾّٛػجس و١ف١ز 

ٔمٛي أْ ثٌؼجةٍز  -              ,kB k I  صشىً صغط١ز ٌٍّؾّٛػزE ٍٟإىث صقمك ِج د:  

               k

k I

E B


  . 

  :ثِغٍز -         

 :ثٌّؼٌفز دـ Eّٛػز ٌضىٓ ثٌّؾ -1            1 , 2 , 3E  . 

  :إْ ثٌؼجةٍز -                    1 , 2, 1 , 3 ,4,5   صشىً صغط١ز ٌٍّؾّٛػزE. 

  :إْ ثٌؼجةٍز -                    1 , 2 , 4, 1 , 3 ,4,7   صشىً صغط١ز أمٌٜ ٌٍّؾّٛػزE.  

Eٌضىٓ ثٌّؾّٛػز  -2             . 

إْ ثٌؼجةٍز  -                 , ,nB n n n    صشىً صغط١ز ٌٍّؾّٛػز E .  
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  -اخ انؼـــــــلال -

 
  : انثٛاٌ - 16.2 

E,ٌضىٓ               F  .ِٓؾّٛػض١ٓ غ١ٌ مج١ٌض١ 

Eّْٟٔ د١جٔج أٚ ِؾّٛػز د١ج١ٔز فٟ              F  وً ِؾّٛػز ؽَة١زG  ِٓE F ْفئىث وج . ,x y  

 . Gٚفك ثٌذ١جْ  ٠yٌصذؾ دـ xأٚ  Gٚفك ثٌذ١جْ  ٠xمجدً  yفٕمٛي أْ  Gػٕظٌث ِٓ ثٌذ١جْ             

                  

 د١جٔج.  ١ٌGىٓ  : انثٛاٌ انؼكسٙ نثٛاٌ -         

1G٘ٛ ثٌّؾّٛػز  G ثٌذ١جْ ثٌؼىْٟ ٌٍذ١جْ             ٍٟثٌّؼٌفز وّج ٠:   

                1, ,x y G x y G   ٓٔمٛي ػ ٚ .G ْ1 :ثٔٗ ِضٕجظٌ إىث وجG G .  

  :َرٛدح  -         

Eد١جٔج فٟ  G :٠ٕضؼ ِٓ ٘يث ثٌضؼ٠ٌف ثٔٗ إىث وجْ            F ْ1 :فجG  جٔج فٟد١E F ْثٌذ١جْ. ٚ أ 

1Gٌـ  ثٌؼىْٟ             ٛ٘G . 

                                    

  :انؼلالح تٍٛ يدًٕػرٍٛ - 17.2 

E,ٌضىٓ            F  ِؾّٛػض١ٓ. ّْٟٔ ػلالز د١ٓ ثٌّؾّٛػزE  ٔقٛ ثٌّؾّٛػزF وً علاع١ز  

              , ,E F G   ف١ظG ٟد١جْ فE F ْ٠وػٝ ثٌذ١ج .G  د١جْ ثٌؼلالز فذّج صوػٝ  ٬ 

 ِؾّٛػز ٚطٌٛٙج .  Fِؾّٛػز ثٔطلالٙج ٚ ثٌّؾّٛػز  Eثٌّؾّٛػز             

* فئىث وجْ            ,x y  ِٓ ػٕظٌثG فٕمٛي أْ ٬x ٠ٌصذؾ دـy ٚأy  ً٠مجدx  ٚفك ثٌؼلالز. 

ٚ ٔىضخ              ,x y   ٚأx y . 

* ٚإىث وجْ            ,x y  ِٓ ١ٌِ ػٕظٌثG فٕمٛي أْ ٬x ز ِغ ١ٌْش ٌٗ ػلالy إىث وجٔش  ٬ ٚE F  

 .Eػلالز عٕجة١ز ػٍٝ فٕمٛي أْ             

  

  :ذؼرٚف آخر نهؼلالح - 18.2 

وً ؽٍّز ِفضٛفز  Fٔقٛ ثٌّؾّٛػز  Eّْٟٔ ػلالز ِٓ ثٌّؾّٛػز              ,x y ٍٝػE Fٚ . 

 نطأ ػٕو ثّضذوثي ثٌؾٍّز ثٌّفضٛفز ٟ٘ وً ػذجًر صقٛٞ ِضغ١ٌثس ٠ّىٕٕج ثٌقىُ ػ١ٍٙج دجٌظقز أٚ ثٌ            

 ِضغ١ٌثصٙج دم١ُ .            

 :ثٌّؼٌفز وّج ٠ٍٟ G* ّْٟٔ ثٌّؾّٛػز                 , ; ,G x y E F x y     د١جْ ثٌؼلالز 

               . 

* ٚ إىث ٌُ ٠ٛؽو أٞ ػٕظٌ             ,x y  ِٓE F ٠قمك ثٌؼلالز ,x y  ْلٍٕج أ  ػلالز 

 . وً ػلالز د١جٔٙج ثٌّؾّٛػز ثٌنج١ٌز  ٚػٍٝ ثٌؼَّٛ ّْٟٔ ػلالز ِْضق١ٍز ِْضق١ٍز.                 

E* ٚ إىث وجٔش ؽ١ّغ ػٕجطٌ              F  صقمك ثٌؼلالز ,x y  فٕمٛي أْ  ثٌؼلالز . ٚ . ِطٍمز 

Eوً ػلالز د١جٔٙج ٠ْجٚٞ Fٔقٛ  Eثٌؼَّٛ ّْٟٔ ػلالز ِطٍمز ِٓ  ػٍٝ                F . 

                                          

  :انؼكسٛح نؼلالحلح انؼلا - 19.2 

ٌضىٓ              , ,E F G   ثٌؼى١ْز ٌٍؼلالزػلالز . ثٌؼلالز   1ٟ٘ ثٌؼلالز ِٓF ٛٔقE ثٌّؼٌفز 

 :وّج ٠ٍٟ             1 1, ,F E G    ٌو٠ٕج ٚ .:     1 , ,x y x y   . 

                          

   :خٕاص انؼلالح انثُائٛح - 20.2 

2Eذٌ ثٌّؾّٛػز ٚ ٌٕؼض E٬ػلالز عٕجة١ز ػٍٝ ثٌّؾّٛػز  ٌضىٓ             E E  ٔمٛي ػٓ ثٌؼلالز .  

   :أٔٙج          

x:        :إىث وجْ ( Réflexive ) ثٔؼىج١ّز  - 1            E x x    . 

,    :إىث وجْ ( Symétrique ) صٕجظ٠ٌز   - 2            :x y E x y y x     . 
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  :إىث وجْ( Anti – Symétrique ) ػو صٕجظ٠ٌز   - 3        

                             , :x y E x y y x x y        . 

  :إىث وجْ( Transitive ) ِضؼو٠ز  - 4        

                         , , :x y z E x y y z x z       .  

                                                      

  :ػلالح انرـكـافؤ - 21.2 

 .Eػلالز عٕجة١ز ػٍٝ ثٌّؾّٛػز  ٌضىٓ  :ذؼرٚف -           

  ٚصٕجظ٠ٌز ٚ ِضؼو٠ز. ثٔؼىج١ّز :ػلالز ثٌضـىـجفؤ إىث وجٔشأٔٙج  ٔمٛي ػٓ ثٌؼلالز                       

                                                  

  :طُف أٔ طف ذـكـافؤ ػُظر -           

 . Eػٕظٌ ِٓ  x. ٚ ١ٌىٓ Eػلالز صـىـجفؤ ػٍٝ ثٌّؾّٛػز  ٌضىٓ               

 ثٌضٟ ٌٙج ػلالز صـىـجفؤ ِغ  y  ِٓEِؾّٛػز ثٌؼٕجطٌ ٟ٘ xّْٟٔ طٕف صـىـجفؤ ثٌؼٕظٌ              

x :. ٚ ٌَِٔ ٌٙج دـxٌؼٕظٌث              


xأٚ 


أٚ   C xٔىضخ ٚ .:   :x y E y x


   . 

                  

  :َـرـائح -           

  :٠ٕضؼ ِٓ ٘يث ثٌضؼ٠ٌف أْ             

x:  :وً طٕف صـىـجفؤ غ١ٌ مجي . لاْ -1              E x x x x x
 

         . 

  :وً طٕفٟ صـىـجفؤ إِج ِضْج١٠ٚٓ ٚ إِج ِٕفظ١ٍٓ - 2             

                 , :x y E x y x y
   

      . 

 ِّغلا x. ٠وػxٝإْ أٞ طٕف صـىـجفؤ ٠ىْٛ ِقوهث صّجِج دئػطجء ػٕظٌ و١فٟ ِٓ ػٕجطٌٖ - 3             

 ثٌضـىـجفؤ. ٌٙيث ثٌظٕف                  

                                        

  :نردسئح انًؼرفح تٕاسطح ػلالح ذـكـافؤا -           

 . ّْٟٔ ِؾّٛػز فجطً Eػلالز صـىـجفؤ ػٍٝ ثٌّؾّٛػز  ٌضىٓ  :يدًٕػح حاطم انمسًح *             

  :. ٚ ٌَِٔ ٌٙج دجٌٌَِٟ٘ ِؾّٛػز طفٛف ثٌضـىـجفؤ ٚفك ثٌؼلالز  ثٌؼلالز  ثٌمّْز ػٍٝ                

                   E


 :. ٚٔىضخ  ;E x x E


 


 .  

Eثٌّؾّٛػز   :فجْ Eػلالز صـىـجفؤ ػٍٝ ثٌّؾّٛػز إىث وجٔش  :* َظرٚح             


 صشىً صؾَةز  

 .. صّْٝ ثٌضؾَةز ثٌّؼٌفز دٛثّطز ػلالز صـىـجفؤEٌٍّؾّٛػز                         

               

  :ػلالح ذـكـافؤ انًؼرفح تٕاسطح ذدسئح  -            

ِؾّٛػز. ٚ ٌضىٓ  Eٌضىٓ :َظرٚح*               ,kA k I   صؾَةز ٌٍّؾّٛػزE ٔؼٌف ػلالز . 

  :وّج ٠ٍٟ Eثٌّؾّٛػز  صـىـجفؤ ػٍٝ                         

                         , : ; , kx y E x y k l x y A        . 

 . دّؼٕٝٚفك ثٌؼلالز  Eٟ٘ أطٕجف ثٌضـىـجفؤ فٟ  kAإْ ثٌّؾّٛػجس ثٌؾَة١ز                          

                         E  


 .ػلالز صـىـجفؤ ثٌّؼٌفز دٛثّطز ثٌضؾَةز . صوػٝ 

                                                          

 وً ػلالز صـىـجفؤ ػٍٝ ِؾّٛػز صؼٌف صؾَةز ٌٙيٖ  :٠ٕضؼ ِٓ ثٌٕظ٠ٌض١ٓ ثٌْجدمض١ٓ أْ :* َرٛدح              

  ػٍٝ ٘يٖ ثٌّؾّٛػز. وً صؾَةز ٌّؾّٛػز صؼٌف ػلالز صـىـجفؤثٌّؾّٛػز . ٚأْ                           

                                                                

 :أيثهح -         

ٔؼضذٌ ثٌّؾّٛػز  -1             1,2,3E  ٓثٌؼلالض١ ٚ:           1 1,1 , 2,2 , 3,3 , 1,3 , 3,1  ٚ 

                      2 1,1 , 2,2 , 3,3  ػٍٝ . إّٔٙج ػلالضج صىجفؤEٌو٠ٕج ٚ .:  
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                 3 1 , 3


 ٬   2 2


 ٬  1 1 , 3


 دجٌْٕذز ٌٍؼلالز
1 ٚ .  3 3



 ٬   2 2


 ٬  

                  1 1


 دجٌْٕذز ٌٍؼلالز
2  . 

                                     

Eٔؼضذٌ ثٌّؾّٛػز  - 2             إْ ثٌؼلالز .:  

                                , : 3. ,a b E a b a b m m         ػلالز صـىـجفؤ ٟ٘ 

  :فٛف ثٌضىجفؤ ثٌضج١ٌز. ٚ ٌو٠ٕج طEػٍٝ                  

                  2 3. 2 ,t k k


    ٬   1 3. 1 ,t k k


    ٬  0 3. ,t k k


   .  

                         

Eٔؼضذٌ ثٌّؾّٛػز  - 3             إْ ثٌؼلالز .:   

                2 2, :a b E a b a b a b        ٍٝػلالز صـىـجفؤ ػ ٟ٘E ٌو٠ٕج ٚ . 

 :طفٛف ثٌضىجفؤ ثٌضج١ٌز                   , (1 )a a a


   . 

                    

Eٔؼضذٌ ثٌّؾّٛػز  - 4             ٍٟٔؼٌف ثٌؼلالز ثٌغٕجة١ز وّج ٠ .:  

                  , :a b E a b a b      ْد١ٓ أ .:  ٍٝػلالز صـىـجفؤ ػ ٟ٘E.  

a:   : ( Réflexive  )ثٔؼىج١ّز   - )ث (   :ثٌقً -                 a a a a     . 

  : (  Symétrique )صٕجظ٠ٌز    - )ح (                   
                         , :a b a b b a      

                         , :a b a b a b b a b a         . 

                                                        : (  Transitive  )ِضؼو٠ز   - )ؽـ (                   

                                        , , :a b c E a b b c a c         . 

  :ٌو٠ٕج                      ....... 1a b a b     ٚ   ....... 2b c b c     فْخ ٚ 1 ٚ 

                  2 ْإى: a b c a c a c      .   

    . Eٟ٘ ػلالز صـىـجفؤ ػٍٝ  :أْ  )ؽـ (  ٬  )ح (   ٬  )ث ( ٚ فْخ                   

                

   :ػلالح انـرـرذٛة - 22.2

   :أٔٙج ػلالز صٌص١خ إىث وجٔش . ٔمٛي ػٓ ثٌؼلالز Eػلالز عٕجة١ز ػٍٝ ثٌّؾّٛػز  ٌضىٓ  :ذؼرٚف           

 ٚػو صٕجظ٠ٌز ٚ ِضؼو٠ز فٟ آْ ٚثفو.  ١زثٔؼىجّ                     

 :ٚػٕو٘ج ٔمٛي أْ                      ,E   ِؾّٛػز ٌِصذز دجٌؼلالز . 

                                                

  :يلاحظاخ ْايح -           

x,ٔمٛي ػٓ ػٕظ٠ٌٓ -1                y ِٓE ٌؼلالزأّٔٙج لجد١ٍٓ ٌٍّمجًٔز إىث وجْ  ٠قممجْ ث:  

                    x y y x   . 

 لجدٍز Eؽ١ّغ ػٕجطٌ ثٌّؾّٛػز  :إىث وجْ Eأٔٙج ػلالز صٌص١خ وٍٟ ػٍٝ  ٔمٛي ػٓ ثٌؼلالز  -2               

,. دّؼٌٍّٕٝمجًٔز ٚفك ثٌؼلالز                     ;x y E x y y x     . 

 .  ٌِصذز صٌص١ذج و١ٍج دجٌؼلالز Eٚ ػـٕو٘ج ٔمٛي أْ ثٌّؾّٛػز                   

x,ػٕظ٠ٌٓ :إىث ٚؽو Eأٔٙج ػلالز صٌص١خ ؽـَةٟ ػٍٝ  ٚٔمٛي ػٓ ثٌؼلالز  -3                y  ِٓE  ٌغ١ 

 . ٌِصذز صٌص١ذج ؽَة١ج دجٌؼلالز E. ٚػـٕو٘ج ٔمٛي أْ ثٌّؾّٛػز ٌٍّمجًٔز دجٌؼلالز  لجد١ٍٓ                    

                                     

  :لح انـرـرذٛة انؼكسٛحػلا -           

 وّج Eػٍٝ 1. ػٕوةي ٠ّىٕٕج صؼ٠ٌف ػلالز ثٌـضـٌص١خ ِؾّٛػز ٌِصذز دؼلالز صـٌص١خ  Eٌضىٓ                

               ٍٟ٠: 1, ;x y E x y y x      . 
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  :أيثهح -           

Eٔؼضذٌ ثٌّؾّٛػز  - 1               إْ ثٌؼلالز .:  / / / /    ٍٝػلالز صٌص١خ ػ ٟ٘Eػلالز ٟ٘ ٚ . 

 . Eصٌص١خ وٍٟ ػٍٝ                   

ٔؼضذٌ ثٌّؾّٛػز   - 2               1,2,3E  ٓثٌؼلالض١ ٚ:         1 1,1 , 2,2 , 3,3 , 1,2  إٔٙج . 

 .  E. ٚ ٟ٘ ػلالز صٌص١خ ؽَةٟ ػEٍٝػلالز صٌص١خ ػٍٝ                   

E*ٔؼضذٌ ثٌّؾّٛػز  - 3                . 

,* ٠b     مُْ    a :ٌؼلالزإْ ث                    :a b E a b    .  ٍٝػلالز صٌص١خ ػ ٟ٘ 

                   Eٍٝػلالز صٌص١خ ؽَةٟ ػ ٟ٘ ٚ .E. 

Eٔؼضذٌ ثٌّؾّٛػز  - 4               ٍٟٔؼٌف ثٌؼلالز ثٌغٕجة١ز وّج ٠ .:  

                   , : ; .a b E a b k b a k         . 

  .Eٟ٘ ػلالز صـٌص١خ ػٍٝ  :د١ٓ أْ                     

a:   : ( Réflexive  )ثٔؼىج١ّز   - )ث (   :ثٌقً  -                    a a   . 

1   :ٌو٠ٕج                         ; .k a a k a a      . 

  : (  Anti – Symétrique  ) ػو صٕجظ٠ٌز      - )ح (                       

                                   , :a b E a b b a a b         . 

 :ٌو٠ٕج                                  1 1; . ....... 1a b k b a k      ٚ 

                                          2 2; . ....... 2b a k a b k      دجٌضؼ٠ٛغ ٚ . 2  ٟف 1  

 :ٔؾو أْ                               1 2 1 1 2 1 2. . . . . ....... 3 . 1b a k b k k b b k k k k        . 

1 :إىْ                            2 1 ; . 1k k b a a a b        . 

                            ِٕٗ ٚ:   ٍٝػو صٕجظ٠ٌز ػE . 

                                                        : (  Transitive  )ِضؼو٠ز   - )ؽـ (                       

                                        , , :a b c E a b b c a c         . 

 :ٌو٠ٕج                             1 1; . ....... 1a b k b a k      ٚ 

                                   2 2; . ....... 2b c k c b k      . دجٌضؼ٠ٛغ ٚ 1  ٟف 2  ٔؾو 

ٚ فْخ    :أْ                          1  ٚ 2 ْإى:  

                              
   2 2 1 2 1 2

3 1 2 3

; . . . ....... 3 . .

( . ) ; .

k c b k a k k c a k k

k k k c a k a c

     

     
   . 

                          ِٕٗ ٚ:   ٍِٝضؼو٠ز ػE. 

 .Eٟ٘ ػلالز  صـٌص١خ ػٍٝ  :أْ )ؽـ (  ٬  )ح (   ٬  )ث ( ٚ فْخ                           

                                                         

  :انحـٕاد انؼهٛا ٔانحـٕاد انذَٛا نًدًٕػح - 23.2 

 . Eػٕظٌث ِٓ E ٚ .aؽَءث Aِٓ. ٚ ١ٌىِٓؾّٛػز ٌِصذز دؼلالز صـٌص١خ  Eٌضىٓ             

x: :إىث وجْ Aثٔٗ فـجه ِٓ ثلأػٍٝ ٌـ  a* ٔمٛي ػٓ              A x a   . 

x: :إىث وجْ Aثٔٗ فـجه ِٓ ثلأهٔٝ ٌـ  a* ٔمٛي ػٓ              A a x   . 

 إىث وجٔش ِؾّٛػز فٛثه٘ج  (Majorée )ثلأػٍٝ أٔٙج ِقوٚهر ِٓ  A* ٚ ٔمٛي ػٓ ثٌّؾّٛػز             

 ثٌؼ١ٍج غ١ٌ مج١ٌز. دّؼٕٝ إىث لذٍش ػٍٝ ثلألً فـجه ِٓ ثلأػٍٝ .                  

 إىث وجٔش ِؾّٛػز فٛثه٘ج  (Minorée )أٔٙج ِقوٚهر ِٓ ثلأهٔٝ  A* ٚ ٔمٛي ػٓ ثٌّؾّٛػز             

 لذٍش ػٍٝ ثلألً فـجه ِٓ ثلأهٔٝ. غ١ٌ مج١ٌز. دّؼٕٝ إىث  و١ٔجثٌ                

 إىث لذٍش فـجه ِٓ ثلأػٍٝ ٚ فـجه ِٓ  (Bornée )أٔٙج ِقوٚهر  A* ٚ ٔمٛي ػٓ ثٌّؾّٛػز             

)      :ثلأهٔٝ. دّؼٕٝ                ) , ; :A est Borné a b E x A a x x b         . 
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  :انؼُظر الأطغـر -        

x: :إىث وجْ  Aفٟ  )ػٕظٌ أٚي   (ثٔٗ ػٕظٌ ثطغـٌ  a ِٓA* ٔمٛي ػٓ            A a x   .  

   :ٚ ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ             Min A a A   )  ْٛ٠ى ٚa  هثمً ثٌّؾّٛػزA (  . 

  :انؼُظر الأكـثـر -        

x: :إىث وجْ  Aفٟ  )ٌ أم١ٌ ػٕظ (ثٔٗ ػٕظٌ ثوـذـٌ  a ِٓA* ٔمٛي ػٓ            A x a   . 

  :ٚ ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ              Max A a A    )  ْٛ٠ى ٚa  هثمً ثٌّؾّٛػزA (  . 

  :٠ٕضؼ ِٓ ٘يث ثٌضؼ٠ٌف :َرٛدح -        

  .٘ٛ فـجه ِٓ ثلأػٍٝ ٘ٛ فـجه ِٓ ثلأهٔٝ. ٚ وً ػٕظٌ ثوـذـٌ أْ وً ػٕظٌ ثطغـٌ                    

  :يثرُْح -        

 ػٕظٌ ثطغـٌ فجٔٗ ٚف١و. ٚإىث لذٍش ػٕظٌ ثوـذـٌ فجٔٗ ٚف١و.  Aإىث لذٍش ثٌّؾّٛػز                       

 

  :انحذ الأػهٗ ٔ انحذ الأدَٗ نًدًٕػح - 24.2 

 . Eِؾّٛػز ؽَة١ز ِٓ ِؾّٛػز ٌِصذز  Aٌضىٓ          

  Aدجٌقو ثلأهٔٝ ٌٍّؾّٛػز فٟ فجٌز ٚؽٛه٘ج  A* ّْٟٔ ثطغـٌ ػٕظٌ فٟ ِؾّٛػز ثٌقـٛثه ثٌو١ٔج ٌـ           

 :. ٚ ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ              Inf A ٚآ EInf A . 

                )   ٚ Inf A  ١ٌِ دجٌؼًٌٚر أْ ٠ىْٛ هثمً ثٌّؾّٛػزA ( . 

 .  Aفٟ فجٌز ٚؽٛه٘ج دجٌقو ثلأػٍٝ ٌٍّؾّٛػز  A* ّْٟٔ ثوـذـٌ ػٕظٌ فٟ ِؾّٛػز ثٌقـٛثه ثٌؼ١ٍج ٌـ           

 :ٌٌَِدج ٚ ٌَِٔ ٌٗ              Sup A ٚآ ESup A  . 

              )  ٚ Sup A  ١ٌِ  دجٌؼًٌٚر  أْ  ٠ىْٛ هثمً ثٌّؾّٛػزA ( . 

                                    

  :يلاحظح ْايح -        

 إىث لذٍش ِؾّٛػز ِـج ػٕظٌ ثطغـٌ فٙٛ فو٘ج ثلأهٔٝ. ٚإىث لذٍش ػٕظٌ ثوـذـٌ فٙٛ فو٘ج ثلأػٍٝ.           

          

  : خٕاص انحذ الأػهٗ ٔ انحذ الأسفم فٙ  -        

  :ٌو٠ٕج   ِٓ أؽً ثٌّؾّٛػز   ِؾّٛػض١ٓ ِٓ   ٚ  ٌضىٓ           

          1  .  ٚ  . 

  ئٔٗ ٌو٠ٕج :  ِقوٚهر ف . إىث وجٔش 2          

                 ٚ.         

  :انؼُظر ألأطغر٘ ٔ انؼُظر ألأػظًٙ  - 25.2 

 .Aػٕظٌث ِٓ  E ٚ .ِؾّٛػز ؽَة١ز ِٓ ِؾّٛػز ٌِصذز  Aٌضىٓ           

 .ثٌؼلالز  ٚفك Aثٔٗ ػٕظٌ أطغـٌٞ إىث وجْ لا ٠مذً ػٕظٌث ثطغـٌ ِٕٗ فٟ  * ٔمٛي ػٓ            

 )ػٕظٌ أطغٌٞ    (  :دّؼٕٝ              :x A x x       . 

 .ٚفك ثٌؼلالز  Aثٔٗ ػٕظٌ أػـظّٟ إىث وجْ لا ٠مذً ػٕظٌث ثوـذـٌ ِٕٗ فٟ  * ٚ ٔمٛي ػٓ            

 )ػٕظٌ أػـظّٟ   (  :دّؼٕٝ               :x A x x       . 

                             

 ٠ٌف أْ وً ػٕظٌ ثطغـٌ ٘ٛ ػٕظٌ أطغٌٞ . ٚ وً ػٕظٌ ثوـذـ٠ٌٕضؼ ِٓ ٘يث ثٌضؼ :َرٛدح -         

 ٘ٛ ػٕظٌ أػـظّٟ .                      

 لأػظّٟ ٌـ١ـْج ٚف١و٠ٓ ػٍٝ ثٌؼَّٛ .ثلأطغٌٞ ٚثثٌؼٕظٌثْ  :يلاحظح -         
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 :أيثهح -         

ٔؼضذٌ ثٌّؾّٛػز أٚ ثٌّؾجي  - 1            2, 3A     ٚثٌّؼٌفز دجٌؼلالز ثٌشجةؼز .'' '' . 

عُ ثٚؽو Aػ١ٓ ِؾّٛػز ثٌقـٛثه ثٌؼ١ٍج ٚ ثٌقـٛثه ثٌو١ٔج ٌٍّؾّٛػز  -ث                Inf A  ٚ Sup A . 

 صٍّه ثطغـٌ ػٕظٌ ٚ ثوـذـٌ ػٕظٌ؟  Aً٘ ثٌّؾّٛػز –ح                

  :ثٌقً -               

A  ٟ٘:  * ِؾّٛػز ثٌقـٛثه ثٌو١ٔج ٌٍّؾّٛػز                   ; 2 , 2AI x x      . 

A  ٟ٘:  * ِؾّٛػز ثٌقـٛثه ثٌؼ١ٍج ٌٍّؾّٛػز                   ; 3 3,AS x x      . 

A ٛ٘:  * ثٌقو ثلأهٔٝ ٌٍّؾّٛػز                  2Inf A A   . 

A ٛ٘: * ثٌقو ثلأػٍٝ ٌٍّؾّٛػز                  3Sup A A    . 

                                                                                                 

  :صٍّه ثطغـٌ ػٕظٌ ٌىْٛ A* ثٌّؾّٛػز                   2Min A Inf A A   . 

 :لا صٍّه ثوذٌ ػٕظٌ ٌىْٛ A* ثٌّؾّٛػز                   3Max A Sup A A   . 

 :إىْ                   Max A  .غ١ٌ ِٛؽٛه 

                                            

2Eٔؼضذٌ ثٌّؾّٛػز  - 2              ٍٝٔؼٌف ػ ٚ .E ثٌؼلالز ثٌغٕجة١ز ٍٟوّج ٠:   

                     ' ' 2 ' ' ' ', , , : , ,a b a b a b a b a a b b       . 

  . ٚ ً٘ ٘يث ثٌضـٌص١خ وٍٟ ؟Eػلالز صـٌص١خ ػٍٝ  د١ٓ أْ  -ث                

 ػ١ٓ ِؾّٛػز ثٌقـٛثه ثٌؼ١ٍج ٚ ثٌقـٛثه ثٌو١ٔج ٌٍّؾّٛػز  –ح                 

                             21,2 , 3,1A     عُ ثٚؽو  Inf A ٚ Sup A . 

ً٘ –ؽـ                  Min A  ٚ Max A  ِٛؽٛهثْ ؟ 

  :ثٌقً -                   

  : Eإعذجس أْ ػلالز صـٌص١خ ػٍٝ -ث                   

   : ( Réflexive  )ثٔؼىج١ّز   - )ث (                            2, : , ,a b a b a b   .  

 :ٌو٠ٕج                            2, : , ,a b a a b b a b a b         . 

                       ِٕٗ ٚ:   ٍٝثٔؼىج١ّز ػE.  

  : (  Anti – Symétrique  )ػو صٕجظ٠ٌز      - )ح (                       

                                        ' ' 2 ' ' ' ' ' ', , , : , , , , , ,a b a b a b a b a b a b a b a b       . 

  :ٌو٠ٕج                              ' ' ' ', , .... 1a b a b a a b b      ٚ 

                             ' ' ' ', , .... 2a b a b a a b b    ْخ . ٚ ف 1  ٚ 2 ْٔؾو أ:  

                
 

   

' ' ' ' ' '

' '

( ) ( ) ( ) ( ) .... 3

, ,

a a a a b b b b a a b b

a b a b

          

 
 

                          ِٕٗ ٚ:  ٍٝػو صٕجظ٠ٌز ػE. 

  : (  Transitive  ) ِضؼو٠ز   - )ؽـ (                       

                                       ' ' 2 ' ' ' ' '' '' '' '', , , : , , , , , ,a b a b a b a b a b a b a b a b       . 

 :ٌو٠ٕج                              ' ' ' ', , .... 1a b a b a a b b     ٚ 

                                     ' ' '' '' ' '' ' '', , .... 2a b a b a a b b     . 

خ  ٚ فْ                         1  ٚ 2  ٚأْ ثٌؼلالز ثٌشجةؼز'' '' ٟٔؾو  )ػلالز ِضؼو٠ز   ( ػلالز صـٌص١خ ف 

   :أْ                

            
 

   

' ' '' ' ' '' '' ''

'' ''

( ) ( ) ( ) ( ) .... 3

, ,

a a a a b b b b a a b b

a b a b

          

 
 . 
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                 ِٕٗ ٚ:   ػٍٝ ِضؼو٠زE. أْ  )ؽـ (  ٬  )ح (  ٬ )ث (  ٚ فْخ:  ٍٝػلالز  صـٌص١خ ػ ٟ٘E.                  

2Eثٌّؾّٛػز  -                     ١ٌْش ٌِصذز  صٌص١ذج و١ٍج ٚفك ثٌؼلالز :  

لأٔٗ ِغلا ثٌؼٕظٌثْ                      2 , 3   ٚ 1 ,    :. دّؼٕٝغ١ٌ لجد١ٍٓ ٌٍّمجًٔز دجٌؼلالز   2

                    1 , 2     2 , 3 2 , 3       1 , 2Eٚ دجٌضجٌٟ   . 2     ٌِصذز 

 .صٌص١ذج ؽـَةـ١ـج ٚفك ثٌؼلالز                    

                                               

  صؼ١١ٓ ِؾّٛػز ثٌقـٛثه ثٌؼ١ٍج ٚ ثٌقـٛثه ثٌو١ٔج ٌٍّؾّٛػز  -ح                   

                               21,2 , 3,1A     :  

                                         

  : A/  ِؾّٛػز ثٌقـٛثه ثٌو١ٔج ٌٍّؾّٛػز 1                       

٠ىْٛ ثٌؼٕظٌ  -                            ,a b  ِٓ2E     فـجه ِٓ ثلأهٔٝ ٌـA ْإىث وج:  

                                 , : , ,x y A a b x y    فْخ ثٌؼلالز ثٌّؼٌفز ٚ . ٌو٠ٕج:  

                             a x b y   .ْأٞ أ:  a ٟثطغٌ فجطٍز ف ٛ٘A : 1x   ٚb  ٌثطغ ٛ٘ 

A :   1yصٌص١خ فٟ                                  . ِؾّٛػز ثٌقـٛثه ثٌو١ٔج ٌٍّؾّٛػز ِٕٗ ٚA ٟ٘:  

                                     2( , ) ; 1 1 , 1 , 1AI a b a b            . 

  : A/ ِؾّٛػز ثٌقـٛثه ثٌؼ١ٍج ٌٍّؾّٛػز2                       

٠ىْٛ ثٌؼٕظٌ  -                           ,   ِٓ2E     فـجه ِٓ ثلأػٍٝ ٌـA ْإىث وج:  

                                  , : , ,x y A x y      فْخ ثٌؼلالز ثٌّؼٌفز ٚ . ٌو٠ٕج:  

                             x y   ْأٞ أ .:   ٟثوذٌ فجطٍز ف ٛ٘A : 3x   ٚ ٌثوذ ٛ٘ 

A : 2yصٌص١خ فٟ                                 ثٌقـٛثه ثٌؼ١ٍج ٌٍّؾّٛػز . ٚ ِٕٗ ِؾّٛػزA ٟ٘:  

                                    2( , ) ; 3 2 3 , 2 ,AS               . 

Aٛ٘: / ثٌقو ثلأهٔٝ ٌٍّؾّٛػز3                         ( 1, 1)Inf A A     . 

A ٛ٘: / ثٌقو ثلأػٍٝ ٌٍّؾّٛػز4                         ( 3 , 2)Sup A A      . 

 لا صٍّه ثطغـٌ ػٕظٌ ٚ لا ثوذٌ ػٕظٌ . A/ ثٌّؾّٛػز5                       

 : إىْ                         Min A   ٚ Max A  . ٓغ١ٌ ِٛؽٛه٠ 

                     

 ٚ ٌضىٓ ثٌّؾّٛػز  ػلالز ثٌضٌصخ ثٌشجةؼز  ٔؼٌف فٟ ِؾّٛػز ثلأػوثه ثٌٕجؽمز   :ذًرٍٚ . 3           

 ، ، ثٌقو ثلأّفً ، ػ١ٓ فٟ فجٌز ثٌٛؽٛه ثٌقو ثلأػٍٝ                 

 .ٌٍّؾّٛػز  ، ٚ ثٌؼٕظٌ ثلأطغٌ ثٌؼٕظٌ ثلأوذٌ                  

 ِٕٚٗ ْٔضٕضؼ أْ:  دئّضؼّجي ؽ٠ٌمز ثٌقظٌ ٔؾو:   : انحم                 

  ٚ ِٕٗ   إىْ                    

  غ١ٌ ِٛؽٛه لأْ  ٌٗ ػلالز ِغ ؽ١ّغ ػٕجطٌ ِؾّٛػز ثٌقٛثه ثٌؼ١ٍج ( ٚ  1)لأْ                  

 ٌٗ ػلالز ِغ )لأْ    ;، إىِْٓ ؽٙز أمٌٜ ٌو٠ٕج                  

 . فئْ   ؽ١ّغ ػٕجطٌ ثٌقٛثه ثٌو١ٔج ( ٚ دّج أْ                   
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  -انرطـثـٛـمــاخ  -

E,ٌضىٓ  :ذؼرٚف انرطثٛك - 26.2  F .ِٓؾّٛػض١ 

 ٌٙج طًٛر ٚثفور ٚ x  ِٓEز صّْـ دجْ صٌفك دىً ّجدمز وً ػلال Fٔقٛ Eّْٟٔ صطذ١مج ِٓ            

   :. ٚ ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ y ِٓFٚثفور فمؾ            
 

:
X f x y

f E F
 

 ٔىضخ ٚ .:  

            ) f  صطذ١ك(     ( , : )x E y F y f x    .  

  :يلاحظاخ -         

 ١ٌِ صطذ١ك. f :إىث ٚؽو ػٕظٌ ٚثفو ػٍٝ ثلألً ِٓ ِؾّٛػز ثٌْٛثدك ١ٌِ ٌٗ طًٛر فجْ.  1           

 ١ٌِ صطذ١ك.  f :إىث ٚؽو فٟ ِؾّٛػز ثٌْٛثدك ػٕظٌ ٚثفو ػٍٝ ثلألً ٌٗ أوغٌ ِٓ طًٛر فجْ.  2           

 ٠ّىٓ أْ ٠ىْٛ ٌؼٕظٌ ٚثفو ِٓ ِؾّٛػز ثٌظًٛ ٌٗ ػور ّٛثدك ..  3           

 ٠ّىٓ أْ ٠ىْٛ ٌؼٕظٌ ِٓ ِؾّٛػز ثٌظًٛ أْ لا ٠ىْٛ طًٛر لأ٠ز ّجدمز . .  4           

  

E,ٌضىٓ :ذؼرٚف انذانح - 27.2  F .ِٓؾّٛػض١ 

 ٌٙج طًٛر ٚثفور ػٍٝ  x ِٓEوً ػلالز صّْـ دجْ صٌفك دىً ّجدمز Fٔقٛ Eّْٟٔ هثٌز ِٓ          

   :. ٚ ٌَِٔ ٌٙج دجy ِٓ Fٌٌَِثلأوغٌ          
 

:
X f x y

f E F
 

  . 

  :الرظار ذطثٛك أٔ دانح -        

E,ٌضىٓ            F  ٚ .ِٓؾّٛػض١/E ِٓ ِؾّٛػز ؽَة١ز غ١ٌ مج١ٌزE . 

ّْٟٔ ثلضظجً صطذ١ك أٚ ثٌوثٌز           
 

:
X f x y

f E F
 

  ػٍٝ ثٌّؾّٛػز/E صطذ١ك أٚ ثٌوثٌز:  

            
 

/:
X f x y

g E F
 

 ٌَِٔ ٚ .  ٌٌٌَِٙج دج:  //E
g f  . 

                                                           

  :ذًذٚذ ذطثٛك أٔ دانح -        

E,ٌضىٓ            F  ٚ .ِٓؾّٛػض١/E ٌّؾّٛػز ِؾّٛػز صقٛٞ ثEٚ .:f E F  ِٓ صطذ١مجE ٛٔق 

          F ٔمٛي ػٓ صطذ١ك .f  ِٓ/E  ٛٔقF  ثٔٗ صّو٠و ٌٍضطذ١كf   ْإىث وجf  ثلضظجً ثٌضطذ١ك ٛ٘f  

   :. دّؼٕٝ Eػٍٝ              :x E f x f x    . 

                        

  :أيثهح -        

   :١ٌِ صطذ١مج f. إ1ْ           
  3

:
n f n n

f
  

 ًد .f  . هثٌز 

   :صطذ١ك ٚ هثٌز gإْ . 2           
  2 1

:
x g x x

g
  

  . 

   :١ٌِ صطذ١مج h.  إْ 3           
 

4

:
x

x h x
x

h
 



 ًد .f . هثٌز 

                                          

  وً صطذـ١ـك ٘ـٛ هثٌــز . ٚ ثٌؼىِ غ١ٌ طق١ـ .  :يلاحظح -        
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   :ًارج يٍ انرطثٛماختؼض انُ -        

  :. انرطثٛك انًطاتك1           

E,ٌضىٓ                F  ِؾّٛػض١ٓ. ّْٟٔ ثٌضطذ١ك
 

:
x f x x

f E E
 

  ثٌضطذ١ك ثٌّطجدك ٌٍّؾّٛػز/E ٚ . 

: :ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ                ;EId E E x x  . 

Fثٔٗ عـجدش إىث ٚؽو ػٕظٌ Fٔقٛ  f  ِٓEٔمٛي ػٓ صطذ١ك  :. انرطثٛك انثاتد2             دق١ظ:  

                  :x E f x    . 

  :. انرطثٛك انًـًـٛـس3           

١ٌAىٓ                 E ِٓ ؽـَءثE ثٌضطذ١ك ثٌّـّـ١ـَ ٌـ ّْٟٔ .A ٌٌَِثٌضطذ١ك ثٌيٞ ٌَِٔ ٌٗ دج:  A  

ٔقٛ ثٌّؾّٛػز  Eثٌّؾّٛػز  ثٌّؼٌف ِٓ                0 ,       :وّج ٠ٍٟ 1 
1 ;

0 ;
A

x A
x

x A



 


 . 

                             

 :ظٕرج انًثاشرج نًدًٕػح ٔفك ذطثٛكان -        

A. ٚ ١ٌىٓ Fٔقٛ  Eصطذ١مج ِٓ  ١ٌfىٓ :ذؼرٚف -            E ِٓ ؽـَءثE . 

 ثٌضٟ ٌَِٔ ٌٙج Fثٌّؾّٛػز ثٌؾَة١ز ِٓ fٚفك ثٌضطذ١ك Aّْٟٔ ثٌظًٛر ثٌّذجشٌر ٌٍّؾّٛػز              

 :دجٌٌَِ               f A ثٌّؼٌفز دـ:  
    

  

; :

:

f A y F x A y f x

f x x A

    

 
   . 

                                                  

   :حالاخ خاطح -         

  :. ثٌظًٛر ثٌّذجشٌر ٌٍّؾّٛػز ثٌنج١ٌز ثططلافج ٟ٘ ثٌّؾّٛػز ثٌنج١ٌز . أ1ٞ             f     . 

            2 .     :E f f     . 

.  ثٌّؾّٛػز3             f E  صّْٝ طًٛر ثٌضطذ١كf ٔىضخ ٚ .:     Im f f E  . 

                                                   

  :خٕاص -         

A. ٚ ١ٌىٓ Fٔقٛ Eصطذ١مج ِٓ  ١ٌfىٓ              E   ٚB E  ِٓ ٓؽَأ٠Eٌو٠ٕج ثٌنٛثص ثٌضج١ٌز .:  

            1-      A B f A f B    . 

            2-       f A B f A f B    . 

            3-      f A B f A f B    . 

                                     

 ٔٗ لا صٛؽو لجػور ِقوهر ٌٍّمجًٔز د١ٓ طًٛر ثٌّضّّز ٚ ِضّّز ثٌظًٛٔش١ٌ إٌٝ ث :يلاحظح ْايح -         

                                 Ef C A  ٚ   FC f A . 

                                                      

  :أيثهح -         

:  :. ١ٌىٓ ثٌضطذ١ك1             : ( )f x f x x    . 

 :ِٟج ٠ٍثفْخ  -                f ٚ f  . 

  :ثٌقً -               

  :ثٌظًٛر ثٌّذجشٌر ٌٍّؾّٛػض١ٓ -               

ث .                          ; ;f f x x x x         . 

ح.                          ; ;f f x x x x     . 
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:  :١ىٓ ثٌضطذ١كٌ. 2             : ( ) 1f x f x x    . 

 : ِٟج ٠ٍثفْخ  -                 f  ٚ f . 

  :ثٌقً -               

  :ثٌظًٛر ثٌّذجشٌر ٌٍّؾّٛػض١ٓ -               

ث .                          ; 1 ;f f x x x x          . 

ح.                           ; 1 ;f f x x x x      .       

                                         

 :نًدًٕػح ٔفك ذطثٛك انظٕرج انؼكسٛح -         

B. ٚ ١ٌىٓ Fٔقٛ  Eصطذ١مج ِٓ ١ٌfىٓ :ذؼرٚف -            F  ِٓ ؽـَءثFثٌظًٛر ثٌؼى١ْز ّْٟٔ . 

 . ٚ  Bثٌضٟ طًٛصٙج صٕضّٟ إٌٝ Eثٌّؾّٛػز ثٌؾَة١ز ٌؼٕجطٌ ِٓ  fٚفك ثٌضطذ١ك Bٌٍّؾّٛػز               

 :ٌَِٔ ٌٙج دجٌٌَِ               1f B ثٌّؼٌفز دـ:     1 ;f B x E f x B E       . 

                                    

1fٔش١ٌ إٌٝ ثٌٌَِ  :يلاحظح ْايح -             لا ٠ؼٕٟ دجٌؼًٌٚر أْ ثٌضطذ١كf ٠مذً صطذ١مج ػى١ْج. 

                                            

   :حالاخ خاطح -         

  :ز ثٌنج١ٌز. أٞ . ثٌظًٛر ثٌؼى١ْز ٌٍّؾّٛػز ثٌنج١ٌز ثططلافج ٟ٘ ثٌّؾّٛػ1             1f      . 

            2 .     1: :b F f b x E f x b     . 

 :.  ثٌّؾّٛػز ثٌؼى١ْز3             1f F E    . 

                        

 :خٕاص -         

D. ٚ ١ٌىٓ Fٔقٛ Eصطذ١مج ِٓ  ١ٌfىٓ            F   ٚK F ِٓ ٓؽَأ٠Fٌو٠ٕج ثٌنٛثص ثٌضج١ٌز .:   

            1-        1 1 1f D K f D f K      . 

             2-       1 1 1f D K f D f K      . 

             3-     1 1

F Ef C D C f D  .   

                                        

:  :١ٌىٓ ثٌضطذ١ك :يثال -          : ( )f x f x x   . 

 :ثفْخ ِج٠ٍٟ -                    1f   ٚ 1f   . 

  :ثٌقً -           

  :ثٌظًٛر ثٌؼى١ْز ٌٍّؾّٛػض١ٓ -              

ث .                        1 ; ;f x f x x x           . 

ح.                         1 ; ;f x f x x x        .  

                                    

  :ذركٛة انرطثٛماخ -         

fDصطذ١مج ِٓ  fعلاط ِؾّٛػجس ٚ E ٬  F  ٬ Gٌضىٓ  :ذؼرٚف -            E  ٛٔق ff D F  ٚ 

           g  ِٓ صطذ١مجgD F ٛٔقG .ٌِٓوخ ثٌضطذ١م١ ّْٟٔf ٚg  ٌٗ ٌَِٔ ٞثٌضطذ١ك ثٌي 

g :دجٌٌَِ             f  ثٌّؼٌف ِٓ ثٌّؾّٛػزE ٛٔقG ٍٟوّج ٠:  

                 :
gf

f f gg f D E f D D F G


      . 

                  :x E g f x g f x       .  
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   :يلاحظاخ ٔخٕاص -         

E,ٌضىٓ            F .ِٓؾّٛػض١ 

 :. ٌَِٔ دـ1             ,F E F  ِٓ إٌٝ ِؾّٛػز ثٌضطذ١مجس ثٌّؼٌفزE  ٛٔقFدـ ٚ .:  F E  ٌٝإ 

  :. ػٕوةي ٌو٠ٕج ِج Eٍٟ٠ٔقٛ Eثٌّؼٌفز ِٓ ِؾّٛػز ثٌضطذ١مجس                

 -ث                    , : F Ef F E F Id f f f Id f     . 

ػٕظٌث ِٓ  fإىث وجْ –ح                    F E 0 :طلافج. ٔؼغ ثط

Ef Id ٔؼٌف ٚ .:  

                         : ...n

n fois

n f f f f    . 

ػٕظٌث ِٓ  ١ٌfىٓ - ػ                  ,F E F  ٚg  ِٓ ػٕظٌث ,F F Eػٕوةي ٠ّىٕٕج صؼ٠ٌف . 

gثٌضطذ١ك                         f  ِٓE ٛٔقE صؼ٠ٌف ثٌضطذ١ك  ٬ ٚf g  ِٓF ٛٔقF . 

Eدجػضذجً (َ ٠ٓ ثٌضطذ١م١ٓ ِنضٍف١ٓ ػٍٝ ثٌؼّٛيإْ ٘                        F (  . 

ػٕظ٠ٌٓ ِٓ  ١ٌf  ٚgىٓ  -ه                    F E ٓٔمٛي ػ .f  ٚg  ْإىث  )ِضذجهلاْ  (أّٔٙج صذو١ٍ٠ج 

f :وجْ                       g g f  . 

 .  Eٔقٛ Eصذو٠ٍٟ ِغ ؽ١ّغ ثٌضطذ١مجس ثٌّؼٌفز ِٓ  EIdثٌضطذ١ك   -ٖ                   

n : ِضذجهٌز ِغ دؼؼٙج fٌضطذ١ك nfز ثٌمٜٛ ث١ٌٕٔٛ –ٚ                    m m nf f f f . 

                          

  :انرطثٛماخ انًرثاُٚح ٔ انغايرج ٔ انًرماتهح - 28.2 

E,ٌضىٓ             F ٚ ِٓؾّٛػض١f ِٓ صطذ١مجE ٛٔقF. 

 :/ انرطثٛك انًرثاٍٚ 1             

  :ذؼرٚف                   

 ٌٗ ّجدمز ٚثفور y ِٓFثٔٗ ِضذج٠ٓ إىث وجْ ِٓ ثؽً وً طًٛر ١fكٔمٛي ػٓ ثٌضطذ -                   

                    x ِٓ ٌػٍٝ ثلأوغE.  

  :ٚدضؼ٠ٌف ِىجفب إىث وجْ -                   

                               1 2 1 2 1 2, :x x E x x f x f x     . 

 :ٚ دٛػغ عجٌظ إىث وجْ -                      1 2 1 2 1 2, :x x E f x f x x x      . 

                                                

  :/ انرطثٛك انغاير 2             

  :ذؼرٚف                   

 ػٍٝ ثلألً xٌٗ ّجدمز  y ِٓFثٔٗ غجٌِ إىث وجْ ِٓ ثؽً وً طًٛر  fٔمٛي ػٓ ثٌضطذ١ك -                   

                      ِٓE.  

 :ٚدضؼ٠ٌف ِىجفب إىث وجْ -                    , :y F x E y f x     . 

F (   )   ٔقٛ Eثٔٗ غجٌِ ِٓ fثٌضطذ١ك (  :ٚدضؼ٠ٌف ِىجفب -                    f E F  ( .  

                                                 

  :انرطثٛك انرماتهٙ / 3             

 :ذؼرٚف                   

  .x ِٓEٌٗ ّجدمز ٚف١ور y ِٓFثٔٗ صمجدٍٟ إىث وجْ ِٓ ثؽً وً طًٛر fٔمٛي ػٓ ثٌضطذ١ك                  

 :ٚدضؼ٠ٌف ِىجفب إىث وجْ -                 , ! :y F x E y f x     . 

  . )ِضذج٠ٓ ٚ غجٌِ   F (   )   fٔقٛ  Eثٔٗ صمجدٍٟ ِٓ  fثٌضطذ١ك ( :ٚدضؼ٠ٌف ِىجفب -                

                                                             

  :ؼكسٙ نرطثٛك ذماتهٙ/  انرطثٛك ان 4             

E,ٌضىٓ -                    F ٚ ِٓؾّٛػض١f ِٓ صطذ١مجE ٛٔقF. 

1f :صمجد١ٍج . ف١ّىٕٕج صؼ٠ٌف صطذ١ك ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ صطذ١مج fإىث وجْ -                     ِٓF ٛٔقE ٍٟوّج ٠:  

                         1, :x E y F x f y y f x        . 
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٠1fوػٝ                         ٍْٟضطذ١كٌثٌضطذ١ك ثٌؼىf صـمـجدـً أ٠ؼج . ٚ ٌو٠ٕج ثٌنٛثص ثٌضج١ٌز ٛ٘ ٚ:  

                       1

Ef f Id   ٬   1

Ff f Id   ٬   
1

1f f


   . 

                                           

  :َظرٚح -             

f:١ٌىٓ                E F  ٍٝصجدؼج ِؼٌفج ػE. 

   )ِضذج٠ٓ ٚ غجٌِ  F (      (fٔقٛ Eثٔٗ صـمـجدٍٟ ِٓ fثٌضطذ١ك (٠ىْٛ                 

E :دق١ظ Eٔقٛ  g  ِٓFٚ ؽـو صطذ١ك   (                 Fg f Id f g Id   ْأٞ أ.:  

                 f   ٚg ٓ1  :صطذ١م١ٓ ِضؼجو١ْf g      ٚ1أg f    ( . 

                   

  :خـٕاص ػـايح -             

ػٕظٌث ِٓ  ١ٌfىٓ                ,F E F  ٚg  ِٓ ػٕظٌث ,F F E . 

 :فجْ ِضذج٠ٓ fإىث وجْ.  1                      , :A B P E f A B f A f B     . 

g :فجْ )غج٠ٌِٓ ػٍٝ ثٌضٛثٌٟ  ( ِضذج١ٕ٠ٓ f  ٚg.  إىث وجْ 2               f  ٓغجٌِ ػٍٝ ثٌضٛثٌٟ  (ِضذج٠(  . 

g  :فجْ  صمجد١١ٍٓ f   ٚg. إىث وجْ 3               f . ٌٍٟٚو٠ٕج  صمجد:  
1 1 1g f f g
   . 

g.  إىث وجْ  4               f ِْضذج٠ٕج  فج: f ذج٠ٓ . ِض 

g.  إىث وجْ  5               f ْغجٌِث فج:  g  . ٌِغج 

g ِٓصمجدلا ٠ىفٟ ث٠ؾجه صطذ١ك f. فضٝ ٠ىْٛ 6               ,F F E دق١ظ:  

                   E Fg f Id f g Id    . 

                            

   :أيثهح -             

       :. ٔؼضذٌ ثٌضطذ١ك1                 
 

1
: 0 , 1 : ( )

1
f x f x

x
   

   . 

1fثٚؽو ػذجًر ثٌضطذ١ك ثٌؼىْٟ صمجدٍٟ .  ٚ  f :د١ٓ أْ -                      . 

  :صمجدٍٟ fإعذجس أْ -  :ثٌقً -                  

                      1  /f ِٓضذج٠:     1 2 1 2 1 2, :x x f x f x x x      . 

                       
   1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 1
, :

1 1

1 1

x x f x f x
x x

x x x x

    
 

     

  . 

                      2  /f  ٌِغج:     0 , 1 , :y x y f x    ٔقً ثٌّؼجهٌز .:  

                          

1 1
( ) . 1 . 1

1

y
y f x x y y x y y x

x y


         

   . 

  :ٔلافع ثٔٗ                            
1

0 , 1 , :
y

y x y f x
y




      . 

                        ِٕٗ ٚ:  f  ٌِػٍٝ غج   . 

 صمجدٍٟ .  f :فجْ ػٍٝ  غجٌِ ٚ ِضذج٠ٓ f :دّج أْ -                        

1fإ٠ؾجه ػذجًر ثٌضطذ١ك ثٌؼىْٟ -                       :  

                                   
 1 1 1

: 0 , 1 : ( )
y

f y f y x
y

 




   

 . 

ٚ ٘ٛ صمجدٍٟ ػٍٝ                           0 , 1                                                  . 
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         ثٌفظً ثٌغجٌظ

 

 انرٕاتغ انؼذدٚح نًرغٛر حمٛمٙ ٔاحذ  

v انُٓاٚاخ 

v  الإسرًرار 

v  الإشرماق 

  v   َظرٚح رٔل 

       v َظرٚح انرساٚذاخ انًُرٓٛح 
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  انرٕاتغ انؼذدٚح نًرغٛر حمٛمٙ ٔاحذ  

   . يفاْٛى أٔنٛح: 1.3 

 ٚ ٠أمي ِٓ  Dػٍٝ ؽَء  أٚ ِؼٌفج ػٍٝ  fّْٟٔ صجدؼج فم١م١ج ٌّضغ١ٌ فم١مٟ وً صطذ١ك :ذؼرٚف -         

  :ٌَِ ٌٙج دجٌٌَِٚ ٔ fدّؾّٛػز صؼ٠ٌف ثٌضجدغ : Dٚػٕو٘ج ّْٟٔ ىٌه ثٌؾَء .ل١ّٗ فٟ                     

                    fDٔؼذٌ ػٓ صجدغ ٚ .f دجٌىضجدز:  
 

:
x f x

f D


 . 

ٚ ّْٟٔ ِؾّٛػز ثلأػوثه                        f x  ػٕوِج ٠ّْـx  ثٌّؾّٛػزD دّؾّٛػز ل١ُ ثٌضجدغf٬  

 :ٌٙج دجٌٌٌََِِٚٔ  fثٌضجدغأٚ طًٛر                         Im g fْفٍو٠ٕج إى .:  

                             Im ;g f f x x D  . 

  :أيثهح -          

ثٌؼلالز  - 1             21f x x   صجدغ ِؼٌف ػٍٝ ثٌّؾجي 1, 1  ٠أمي ل١ّٗ فٟ ثٌّؾجي ٚ 0, 1 . 

ثٌؼلالز  - 2            f x x  صجدغ ِؼٌف ػٍٝ ثٌّؾجي  ٠أمي ل١ّٗ فٟ ثٌّؾجي ٚ . 

ثٌؼلالز  - 3             2f x x  صجدغ ِؼٌف ػٍٝ ثٌّؾّٛػز 0D  ٟ٠أمي ل١ّٗ ف ٚ * 0D  . 

ثٌؼلالز  - 4              f x Sin x  ٠أمي ل١ّٗ فٟ ثٌّؾجي صجدغ ِؼٌف ػٍٝ ثٌّؾجي ٚ 1, 1  . 

   :تؼض انًُارج يٍ انرٕاتغ          

  :انرٕاتغ انسٔخٛح ٔ انرٕاتغ انفردٚح - 1           

 . ٔقٛ  Dصجدؼج ِؼٌفج ػٍٝ fٚ ؽَء ِٓ ١ٌDىٓ                

   :جْثٔٗ ٍٚؽـٟ إىث و fٔمٛي ػٓ ثٌضجدغ -ث                 

                     1( D  أٞ  0ِضٕجظٌ دجٌْٕذز ٌٍّذوأ .:  x D x D     . 

                     2(     ;x D f x f x      

    :ثٔٗ فـٌهٞ إىث وجْ fٔمٛي ػٓ ثٌضجدغ -ح                 

                   1( D  أٞ  0ِضٕجظٌ دجٌْٕذز ٌٍّذوأ .:  x D x D     . 

                   2(     ;x D f x f x      . 

                               

  :أيثهح                  

  :ثٌضٛثدغ ثٌضج١ٌز ٍٚؽ١ز -1                  f x x  ٬     g x Cos x  ٬    4 22 1h x x x    . 

  :ثٌضٛثدغ ثٌضج١ٌز فٌه٠ز - 2                  
1

f x
x

  ٬     g x Sin x  ٬    3 2h x x x  . 
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ثٌضٛثدغ  - 3                   , ,f x a x b a b    ٍٝفٌه٠زٚ لا  ٍٚؽ١ز١ٌْش  ِؼٌفز ػ  . 

ثٌضجدغ  - 4                  f x x  ثٌّؼٌف ػٍٝ ثٌّؾجي  ِفٌهٞٚ لا  ٍٚؽ١ٌٟ . 

ثٌضجدغ   - 5                   2f x x  ثٌّؼٌف ػٍٝ ثٌّؾجي  ِفٌهٞٚ لا  ٍٚؽ١ٌٟ  . 

                               

  :1يثرُْح           

 ِؾّٛع صجدؼ١ٓ ٠ىضخ دط٠ٌمز ٚف١ور ػٍٝ شىً f. ػٕوةي ثٌضجدغ ٔقٛ Dصجدؼج ِؼٌفج ػٍٝ ١ٌfىٓ           

fٍٚؽٟ ٚثلأمٌ فٌهٞ  إفوثّ٘ج             g h   ف١ظ .:       ;x D f x g x h x    ِغ:  

                    
1

2
h x f x f x    ٬       

1

2
g x f x f x    . 

 .  fثٌؾَء ثٌفٌهٞ ٌٍضجدغ f   ّْٟٔ ٚhثٌؾَء ثٌَٚؽٟ ٌٍضجدغ gٚػٕو٘ج ّْٟٔ           

                

  غ ثٌّؼوَٚ .ثٌضجدغ ثٌٛف١و ثٌَٚؽٟ ٚ ثٌفٌهٞ فٟ أْ ٚثفو ٘ٛ ثٌضجد  :يلاحظح          

                        

  :2يثرُْح           

 ٍٚؽ١١ٓ أٚ فٌه١٠ٓ .   ٔقٛ  Iصجدؼ١ٓ ِؼٌف١ٓ ػٍٝ ِؾجي  ١ٌf  ٚgىٓ            

f :ٔفِ ثٌشفؼ١ز فجْ g ٬  fإىث وجْ ثٌضجدؼ١١ٓ -ث             g   . ٍٟٚؽ 

f :فض١ٓ فجِْٓ شفؼ١ض١ٓ ِنضٍ g ٬  fٚ إىث وجْ ثٌضجدؼ١١ٓ  -              g   .ٞفٌه 

ثٌضجدغ  -ح            
1

f
 .  fٌٗ ٔفِ شفؼ١ز ثٌضجدغ  

  :فجْ )فٌه١٠ٓ ػٍٝ ثٌضٛثٌٟ  (ٍٚؽ١١ٓ  صجدؼ١ٓ f ٚg. إىث وج١١ٍّّْٓ ِٓ  ١ٌ  ٚىٓ  -ؽـ            

               .f g    ٟفٌهٞ ػٍٝ ثٌضٛثٌٟ  (ٍٚؽ( . 

1fصجدؼٗ ثٌؼىْٟ  :ٚ فٌه٠ج فجْ Dفٟ Dصمجد١ٍج ِٓ fإىث وجْ ثٌضجدغ -ه               . ٞصمجدٍٟ فٌه 

hثٌضجدغ  :ٍٚؽ١ج فجْ fإىث وجْ ثٌضجدغ -ٖ             f ٍٚؽٟ ِّٙج وجْ ثٌضجدغh . 

gٌٍضجدغ  :فٌه٠ج أٚ ٍٚؽ١ج فجْ gفٌه٠ج ٚ وجْ ثٌضجدغ fإىث وجْ ثٌضجدغ -ٚ             f  ٔفِ شفؼ١ز ثٌضجدغg. 

                                  

  :انرٕاتغ انذٔرٚح - 2           

  :ذؼرٚف                 

 ػوهث فم١م١ج ِٛؽذج. ٚ ١ٌىٓ ٔقٛ Dِٓ ِؼٌفج صجدؼج f. ٚ ث غ١ٌ مجي ِٓ ؽَء ١ٌDىٓ                 

  )٘ٛ ثطغٌ ػوه فم١مٟ ِٛؽخ صّجِج  (صّجِج .                  

 :جْ هًٚٞ إىث وثٔٗ  fٔمٛي أْ ثٌضجدغ                    , ( ) ;x D x D f x f x       . 

                                 

  :خٕاص               

k*ه٠ًٚج فجٔٗ ِٓ ثؽً وً f  ٛ٘إىث وجْ ثٌضجدغ - 1                  ْٛ٠ى: f   أ٠ؼج ٛ٘.k  .ه٠ًٚج 

f.ثٌضجدغ  :ه١٠ًٚٓ فجّْ٘ج  g ٬ fإىث وجْ ثٌضجدؼجْ - 2                 g    ْٛ٠ى .ه٠ًٚج 

ه٠ًٚج فجْ ثٌضجدغ f  ٛ٘ىث وجْ ثٌضجدغإ - 3                
1

f
 ه٠ًٚج. ٠ىْٛ  

gثٌضجدغ  :٠ىْٛ gه٠ًٚج فجٔٗ ِٓ ثؽً وً صجدغ f  ٛ٘إىث وجْ ثٌضجدغ - 4                 f  .ه٠ًٚج 

                             

  :يلاحظاخ               
 فٟ فجٌز ٚؽٛه٘ج.  ر ثطغٌ ل١ّز ِٛؽذز صّجِج ٌٍؼوهه٠ًٚج فئٕٔج ْٔضؼًّ ػجه  fإىث وجْ ثٌضجدغ - 1               

 .  fهًٚ ٌٍضجدغ :ثٌم١ّز  ّْٟٔ ٘يٖ                    
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 :ٌّغجيثًٚر ِٛؽٛهر . فؼٍٝ ّذ١ً ١ٌْش دجٌؼٌ ٔش١ٌ إٌٝ ثطغٌ ل١ّز ِٛؽذز صّجِج ٌٍؼوه :ذُثّٛ               

 :ثٌّؼٌفز دـ  ٌٍّؾّٛػز  ثٌوثٌز ث١ٌَّّر                         
1 ;

0 ;

si x
f x

si x


 


 ػوه ٔجؽك  صمذً أٞ  

 ثطغٌ ػوه ٔجؽك ِٛؽخ ٠قمك ِفَٙٛ ثٌوًٚ ٚفك ٘يٖ ثٌوثٌز .  ووًٚ ٌٙج . ٌىٓ لا ٠ّىٓ صؼ١١ٓ                       

1 :هًٚٞ . ٚ ٌٕفضٌع أ2ْصجدؼج  gٞ  ٚ ه1ًٚصجدؼج  ١ٌfىٓ - 2               

2




 ػوه ٔجؽك .  

f :ػٕوةي  ثٌضجدؼجْ                     g ٬ f g  1إىث وجْ  :ه٠ًٚجْ . فّغلا

3

4


   ٚ2

2


   ٌٚو٠ٕج 

                    1

2

3
34
2

2





    ْفجْ ثٌضجدؼج: f g ٬ f g  1ّ٘ج

3

4


   . ْه٠ًٚج 

 :ه٠ًٚج فجْ ثٌضجدغf  ٛ٘إىث وجْ ثٌضجدغ - 3                  .g x f x    ٛ٘



ج. ه٠ًٚ 

                      

  :أيثهح               

  :ثٌضجدغ -1                   f x Sin x    ًٖٚ2هًٚٞ ٚ ه    . 

  :ثٌضجدغ - 2                   g x Cos x    ًٖٚ2هًٚٞ ٚ ه   . 

  :ثٌضجدغ  - 3                   h x tg x    ًٖٚهًٚٞ ٚ ه  . 

  :ثٌضجدغ  - 4                   x ctg x     ًٖٚهًٚٞ ٚ ه  . 

                                  

  :انرذٛثح انرٕاتغ - 3           

 :ذؼرٚف ػلالح انررذٛة                 

g  ِٓ ٬ f. ِٓ ثؽً وً ػٕظ٠ٌِٓؾجلا غ١ٌ مجي ِٓ  ١ٌIىٓ                  ,F I ٔؼٌف ثٌؼلالز  .  

 :وّج ٠ٍٟ                    ;f g x I f x g x      . 

ٌص١خ ؽَةٟ فٟ ػلالز ص إْ ثٌؼلالز  -                  ,F Iٍٝ٠ّىٕٕج أ٠ؼج صؼ٠ٌف ثٌضٌص١خ ثٌؾَةٟ ػ ٚ . 

                      ,F I ٌَِٔ ٌٟٙج ػجهر دجٌٌَِ ثٌض:   f g g f   . 

                                                     

  :ذؼرٚفاخ                 

  :ثٔٗ f. ٔمٛي ػٓ فٟ  Iصجدؼج ِؼٌفج ػٍٝ ِؾجي ١ٌfىٓ                  

   :إىث وجْ ٬ِضَث٠و  - 1                        , :x I y I x y f x f y       ٚأ . 

                          
   

, ; 0
f y f x

x I y I
y x


    


 . 

   :إىث وجْ ٬ِضَث٠و صّجِج  - 2                        , :x I y I x y f x f y       . 

   :إىث وجْ ٬ِضٕجلض  - 3                        , :x I y I x y f x f y       ٚأ  . 

                          
   

, ; 0
f y f x

x I y I
y x


    


 . 

   :ىث وجْإ ٬ِضٕجلض صّجِج  - 4                        , :x I y I x y f x f y        . 

 ِضَث٠وث أٚ ِضٕجلظج .  :إىث وجْ ٬ًصـ١ـخ  - 5                   

 ِضَث٠وث صّجِج أٚ ِضٕجلظج صّجِج .   :إىث وجْ ٬ًصـ١ـخ صّجِج  - 6                   

                                                   

  :يلاحظاخ                 

 ِضَث٠ور ٚ ِضٕجلظز فٟ أْ ٚثفو. :فمؾ ثٌضٛثدغ ثٌغجدضز -ث                   

-41- 



   :ػٍٝ أْ ثٌضجدغ ١ٌِ ًص١ذج ٠ّىٕٕج وضجدز ٌٍضؼذ١ٌ -ح                    

                                3, , : , ,x y z z x y f z f x f y         . 

١ٌِ ًص١ذج صّجِج ٠ؼٕٟ ثٔٗ صٛؽو لطؼز  صجدؼج fًص١ذج . ثٌمٛي دجْ صجدؼج ١ٌfىٓ -ؽـ                    ,a b  ِقضٛثر  

aِغ  Iثٌّؾجي  فٟ                         b دق١ظ ٠قجفعf  . ػٍٝ ل١ّز عجدضز ػ١ٍٙج 

 .  Iػٍٝ ثٌّؾجي ِـضذج٠ٓ  fثٌضجدغ :فجْ فٟ  Iػٍٝ ِؾجيًصـ١ـذـج صـّجِـج  fوً صجدغ -ه                    

 ػٍٝصـمـجدٍٟ  fثٌضجدغ :فجْ فٟ  Iػٍٝ ِؾجيًصـ١ـذـج صـّجِـج ِْٚـضـّـٌث  fوً صجدغ  -ٖ                    

ٔقٛ Iثٌّؾجي                          f I . 

                          

 :ثٌضجدغ  :يثال                 
  3

:
x f x x

f
 

 ثٌضجدغ :فجْ ػٍٝ ًص١ذج صّجِجf  ٓػٍٝ ِضذج٠.  

                                                  

   :خٕاص                 

 .  فٟ  Iػٍٝ ِؾجي صجدؼ١١ٓ ًص١ذ١ٓ  g ٬ ١ٌfىٓ                  

f :ٔفِ ثٌٌصجدز فجْ g ٬ fإىث وجْ ٌٍضجدؼ١ٓ  - 1                  g   .ًص١خ ٚ ٌٗ ٔفِ ثٌٌصجدز 

f :ًص١ذ١ٓ صّجِج فجْ g ٬ fإىث وجْ ثٌضجدؼ١ٓ  - 2                  g   . ًص١خ صّجِج 

f :ِٛؽذ١ٓ ِضَث٠و٠ٓ فجْ g ٬ fٌضجدؼ١ٓ إىث وجْ ث - 3                  g   . ِٛؽخ ِضَث٠و 

f :ِٛؽذ١ٓ ِضٕجلظ١ٓ فجْ g ٬ fإىث وجْ ثٌضجدؼ١ٓ  - 4                  g  .ِٛؽخ ِضٕجلض 

f :ّجٌذ١ٓ ِضَث٠و٠ٓ فجْ g ٬ fإىث وجْ ثٌضجدؼ١ٓ  - 5                  g   .ِٛؽخ ِضٕجلض 

f :ّجٌذ١ٓ ِضٕجلظ١ٓ فجْ g ٬ fإىث وجْ ثٌضجدؼ١ٓ  - 6                  g  .ِٛؽخ ِضَث٠و 

                        

   :يلاحظاخ                 

 فٟ ثٌقجلاس ثلأمٌٜ غ١ٌ ثٌّيوًٛر  آٔفج لا ٠ّىٕٕج لٛي أٞ شٟ .  -ث                  

. ٚ  فٟ  Iػٍٝ ِؾجي ًص١ذج  صجدؼج ١ٌfىٓ -ح                     . 

0إىث وجْ   - 1                           ْفج: f    ٔفِ ًصجدز ٌٗf  . 

0إىث وجْ   - 2                           ْفج: f    ًصجدز ِؼجوْز ٌٌصجدز ٌٗf ) ًِغf   ٚf ( . 

                                

  )يمهٕب ذاتغ رذٛة  ( :1يثرُْح                  

 ٚ ٠قجفع  Iلا ٠ٕؼوَ ػٍٝ  f. ٚ ٌٕفٌع أْ  فٟ  Iػٍٝ ِؾجي جدؼج ًص١ذج ص  ١ٌfىٓ                               

ثٌضجدغ   :ػٍٝ إشجًر عجدضز ػٍٝ ٘يث ثٌّؾجي. ػٕوةي                              
1

f
 ٚ ىٚ ًصجدز  Iًص١خ ػٍٝ  

 .  fٌٌصجدز ِؼـجوْز                               

                                   

   )يركة ذاتؼٍٛٛ رذٛثٍٛ  ( :2يثرُْح                  

 :دق١ظ فٟ Iِٓصجدؼج  f. ِٚؾج١ٌٓ غ١ٌ مج١١ٌٓ ِٓ  ١ٌI ٚJىٓ                              f I J . 

                            ٚg   ِٓصجدؼجJ  ٟثٌضجدغ ثٌٌّوخ  :. ػٕوةي فg f  ٍِٝؼٌف ػI ٌو٠ٕج ٚ:  

g :ٔفِ ثٌٌصجدز فجْ g ٬ fإىث وجْ ٌٍضجدؼ١ٓ -ث                               f . ِضَث٠و 

g :ِضؼجوْٟ ثٌٌصجدز  فجْ g ٬ fإىث وجْ  -ح                               f . ِضٕجلض 

 صذم١جْ لجةّضجْ ِٓ ثؽً ثٌٌصجدز ثٌضجِز . )ح  (ٚ   )ث  (ثٌنجط١ضجْ  -                            

                            

  :أيثهح                 

 :١ٌىٓ ثٌضجدغ - 1                     2 1f x x   ثٌضجدغ .f  ِضَث٠و ػٍٝ ثٌّؾجي 0 ,  ٍِٝضٕجلض ػ ٚ 

 ثٌّؾجي                         , 0  .ًٓص١خ صّجِج ػٍٝ ٘ي٠ٓ ثٌّؾج١ٌ ٛ٘ ٚ 

  :١ٌىٓ ثٌضجدؼجْ - 2                     4: ; 4 1f x f x x   ٬  

                         : ;g x g x x    ٕػٍٝ  ج ثٌضجدؼجْ ِضَث٠وثْ. ٌو٠ٚػ١ٍٗ فجٌضجدغ .:  
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                             44 1g f x x   ٍِٝضَث٠و ػف١ظ .:  

gf

g f

 

 

 
  . 

 :ثٌضجدغ -                          
 
1

x
f x

  ٍِضٕجلض ػ ٝف١ظ .: 


 . 

 :ثٌضجدغ -                            4

1

4 1
g x

x
 


  :. ف١ظِضٕجلض ػٍٝ  

                              

g

g





 

 

 
  . 

 :ثٌضجدغ -                       44 1g f x x   ٍِٝضٕجلض ػىٌه لاْ ثٌضجدغ.f  ػٍِٝضٕجلض . 

                                                      

  انًحذٔدج: انرٕاتغ - 4           

ػٕظٌث ِٓ  ١ٌfىٓ :ذؼرٚف                 ,F I . 

  :دق١ظ ثٔٗ ِقوٚه ِٓ ثلأػٍٝ إىث ٚؽو ػوه فم١مٟ  fٔمٛي ػٓ ثٌضجدغ - 1                 

                       ;x I f x    ٘يث ٠ىجفب لٌٕٛج أْ ثٌّؾّٛػز ٚ .    ;f I f x x I   

 . ٚ ػٕو٘ج ٌَِٔ دـفٟ ِقوٚهر ِٓ ثلأػٍٝ                       
I

Sup f  ٚأ 
x I

Sup f x


 ٌٍقو ثلأػٍٝ ٌٍّؾّٛػز  

                      f I  ٘يث ثٌّموثً دجٌقو ثلأػٍٝ ٌٍضجدغ ّْٟٔ ٚf  ػٍٝ ثٌّؾجيI ٟف . 

  :دق١ظ ثٔٗ ِقوٚه ِٓ ثلأهٔٝ إىث ٚؽو ػوه فم١مٟ  fٔمٛي ػٓ ثٌضجدغ - 2                 

                       ;x I f x    ٘يث ٠ىجفب لٌٕٛج أْ ثٌّؾّٛػز ٚ .    ;f I f x x I   

. ٚ ػٕو٘ج ٌَِٔ دـ فٟ ِقوٚهر ِٓ ثلأهٔٝ                        
I

Inf f  ٚأ 
x I
Inf f x


 ٌٍقو ثلأهٔٝ ٌٍّؾّٛػز  

                       f I  ٘يث ثٌّموثً دجٌقو ثلأهٔٝ ٌٍضجدغ ّْٟٔ ٚf  ػٍٝ ثٌّؾجيI  ٟف  . 

  :دق١ظ  ٬ثٔٗ ِقوٚه إىث ٚؽو ػوه٠ٓ  فم١م١١ٓ   fٔمٛي ػٓ ثٌضجدغ - 3                 

                         ;x I f x     . 

                              

  :يلاحظاخ ٔ خٕاص                

ػٕظ٠ٌٓ ِٓ  g ٬ ١ٌfىٓ                    ,F I . 

 ِقوٚهث ِٓ ثلأػٍٝ .   f :٠ىْٛ ثٌضجدغ ثٔٗ ِقوٚهث إىث ٚفمؾ إىث وجْ - 1                 

f :ِقوٚه٠ٓ ِٓ ثلأػٍٝ فجْ f  ٚgإىث وجْ - 2                  g ِقوٚه ِٓ ثلأػٍٝ ٚ ٌو٠ٕج:  

                           
I I I

Sup f g Sup f Sup g    . 

f :ِقوٚه٠ٓ ِٓ ثلأهٔٝ فجf ٚgْإىث وجْ  - 3                  g ِقوٚه ِٓ ثلأهٔٝ ٚ ٌو٠ٕج:  

                            
I I I

Inf f g Inf f Inf g    . 

  :فجْ )ثلأهٔٝ ػٍٝ ثٌضٛثٌٟ ِقوٚهث ِٓ  (ِقوٚهث ِٓ ثلأػٍٝ  fإىث وجْ ثٌضجدغ - 4                 

                        f  ٝٔثٌؼىِ طق١ـ . )ِقوٚهث ِٓ ثلأػٍٝ ػٍٝ ثٌضٛثٌٟ  (ِقوٚهث ِٓ ثلأه ٚ . 

  :ٌٚو٠ٕج                         
II

Sup f Inf f       ٬       
I I

Inf f Sup f     . 

١ٍّّج ِٓ  ١ٌىٓ  - 5                 

 . 

  :فجْ ِقوٚهث ِٓ ثلأػٍٝ fإىث وجْ -                      f  ِقوٚهث ِٓ ثلأػٍٝ ٚ ٌو٠ٕج:  

                           
I I

Sup f Sup f     . 

  :ِقوٚهث ِٓ ثلأهٔٝ فجْ fإىث وجْ -                      f  ِقوٚهث ِٓ ثلأهٔٝ ٚ ٌو٠ٕج:  

                            
I I

Inf f Inf f     . 
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 :ِقوٚه٠ٓ فجْ f  ٚgإىث وجْ - 6                   2,   ٠ىْٛ ثٌضجدغf g     . ِقوٚهث 

                                                                         

  :أيثهح                

 :ثٌضجدؼجْ - 1                   f x Sin x    ٚ   g x Cos x ٍٝىٌه أِْقوٚهثْ ػ .:  

                            : 1 1x Sin x         ٚ : 1 1x Cos x      . 

  :ثٌضجدغ - 2                  2 1h x x    ػٍٝ 1ِقوٚه ِٓ ثلأهٔٝ دجٌؼوه . 

  :ثٌضجدغ - 3                 x x     ػٍٝ 0ِقوٚه ِٓ ثلأػٍٝ دجٌؼوه . 

                                                                           

   :انمٛى انمظٕٖ نهراتغ.  2.3 

   :1ذؼرٚف          

ٚ  ٚ ٠أمي ل١ّٗ فٟ  Iِؼٌفج ػٍٝ ِؾجيصجدؼج  ١ٌfىٓ             . 

0xثٔٗ ٠ضّضغ دـيًٚر ِطٍمز ػٕو  f* ٔمٛي ػٓ             ْإىث وج:    ;x I f x f     . 

0xثٔٗ ٠ضّضغ دـقؼ١غ ِطٍك ػٕو  f* ٔمٛي ػٓ             ْإىث وج:    ;x I f x f    . 

0xثٔٗ ٠ضّضغ دـم١ّز لـظٜٛ ِطٍمز ػٕو  fٔمٛي أْ ثٌضجدغ :ٚ فٟ ولا ثٌقجٌض١ٓ            . 

                     

   :يلاحظاخ         

0xثٔٗ ٠ضّضغ دـيًٚر ِطٍمز ػٕو  fثٌضجدغ ( - 1             (    

ٚ أْ  Iػٍِٝقوٚه  ِٓ ثلأػٍٝ  fثٌضجدغ (                   
I

Sup f f   (  . 

0xػٕو  Iػ٠ٍٝوًن فوٖ ثلأػٍٝ  fأْ ثٌضجدغ :ػٓ ٘يث دمٌٕٛجٔؼذٌ                ٠ّىٕٕج ػٕوةي ثٌىضجدز ٚ .:  

                
I

Max f f  ٌٟدجٌضج ٚ .:  
I

Sup f f    . 

0xثٔٗ ٠ضّضغ دـقؼ١غ ِطٍك ػٕو  fثٌضجدغ (  - 2             (   

ٚ أْ  Iػٍِٝقوٚه  ِٓ ثلأهٔٝ  fثٌضجدغ (                   
I

Inf f f   (  . 

0xػٕو  Iػ٠ٍٝوًن فوٖ ثلأهٔٝ  fأْ ثٌضجدغ :ػٓ ٘يث دمٌٕٛجٔؼذٌ                ٠ّىٕٕج ػٕوةي ثٌىضجدز ٚ .:  

                
I

Min f f   ٌٟدجٌضج ٚ .:  
I

Inf f f   . 

                   

  :2ذؼرٚف          

ٚ  ٚ ٠أمي ل١ّٗ فٟ  Iِؼٌفج ػٍٝ ِؾجي صجدؼج   ١ٌfىٓ            . 

0xثٔٗ ٠ضّضغ دـيًٚر ِقـ١ٍز ػٕو  f* ٔمٛي ػٓ             ْإىث وج:  

                    0 , , ;x I f x f              . 

٠أمي ل١ّج ثلً أٚ صْجٚٞ  fدّؼٕٝ ثٔٗ فٟ ؽٛثً ثٌضجدغ                f   . 

0xثٔٗ ٠ضّضغ دـقؼ١غ ِقـٍٟ ػٕو  f* ٔمٛي ػٓ             ْإىث وج:  

                   0 , , ;x I f x f             . 

٠أمي ل١ّج ثوذٌ أٚ صْجٚٞ  fدّؼٕٝ ثٔٗ فٟ ؽٛثً ثٌضجدغ                 f  . 

                                        

 ً ل١ّز لظٜٛ ِطٍمز صوػٝ ثٌيًٚر ثٌّق١ٍز أٚ ثٌقؼ١غ ثٌّقٍٟ دم١ّز لظٜٛ ِق١ٍز . ٚ و :يلاحظح          

  ٚ ثٌؼىِ غ١ٌ طق١ـ . ٬ٟ٘ أ٠ؼج ل١ّز لظٜٛ ِق١ٍز                       
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  :انُٓاٚاخ نهراتغ.  3.3 

  :ذؼرٚف َٓاٚح ذاتغ         

f:١ٌىٓ           I    ِ ؼٌفز ػٍٝ ِؾجي ِفضٛؿ هثٌزI  0صٕضّٟ إ١ٌٗ ٔمطزx.  

 :إىث صقمك ثٌشٌؽ  0xػٕو ثٌٕمطز  lأٔٙج صٍّه ٔٙج٠ز ِٕض١ٙز  fٔمٛي ػٓ -           
0

lim
x x

f x l


٬  

  :أٞ إىث وجْ           

              
0

0lim 0 , 0 , : ( )
x x

f x l x I x x f x l   


            
 . 

                                        

  :يثال         

  :١ٌىٓ ثٌضجدغ           : ; 2 1f I x f x x      ٍِٝؼٌف ػI   . 

 :ٌٕذ١ٓ دجّضنوثَ صؼ٠ٌف ثٌٕٙج٠ز أْ            
0 1

lim 1
x x

f x l
 

   .ٌْو٠ٕج صؼ٠ٌفج أ:  

               
0 1

lim 1 0 , 0 , : 1 ( ) 1
x x

f x l x x f x   
 

             
 . 

  :ٌٕقوه ثٌّموثً            ( ) 1 2 1 1 2 2 2 1f x x x x       ِٕٗ ٚ .:  

) :فضٝ ٠ىْٛ            ) 1f x   ْٛ2  :٠ٍََ ٚ ٠ىفٟ أْ ٠ى 1x   ٞ1  :أ
2

x


 .   

0 :٠ىفٟ ثمي إىْ           
2


   ثؽً صمجًح ثٌضجدغ ِٓ f x  ٛ1ٔقl  ػٕوِجx إٌٝ ٠ٕضٟٙ آٚ ٠ؤٚي 

             0 1x  . 

                                  

  ٔحذاَٛح انُٓاٚح  :َظرٚح         

f:١ٌىٓ                     I     هثٌز ِؼٌفز ػٍٝ ِؾجي ِفضٛؿI  0صٕضّٟ إ١ٌٗ ٔمطزx . 

  ٚفـ١ور . :فئٔٙج 0xػٕو ثٌٕمطز  lصٍّه ٔٙج٠ز ِٕض١ٙز  fإىث وجٔش                    

   :ثرْاٌان         

0x   ٚ'lػٕو ثٌٕمطز  l   ٚ'lصٍّه ٔٙج٠ض١ٓ ِٕض١ٙض١ٓ  f :ٌٕفٌع أْ           l ٞأ .:   

               
0

1 0 1lim 0 , 0 , : ( ) ... 1
2x x

f x l x I x x f x l


  


             . 

             ٚ  

             
0

' '

2 0 2lim 0 , 0 , : ( ) ... 2
2x x

f x l x I x x f x l


  


             . 

1 :إىث وجْ ٠ٍٟ:١َّٔٚ ِج             2   ْفج:     0 1 0 1 0 2 0 2, ,x x x x         . 

1 :إىث وجْٚ            2   ْفج:     0 2 0 2 0 1 0 1, ,x x x x        . 

   :ٚ ٌو٠ٕج              ' ' '( ) ( ) ( ) ( )l l f x l f x l f x l f x l          . 

  :ثمي ٠ىفٟ  إىْ             1 2, 0Min     ِٓ ٍٝثؽً ثٌقظٛي ػ:  

              ' ' '( ) ( ) ( ) ( )
2 2

l l f x l f x l f x l f x l
 

            . 

' :أٞ             ' '0l l l l l l       ٘يث صٕجلغ ِغ ثٌفٌع ٚ .'l l ٚ . 

  . 0xػٕو ثٌٕمطز  fٚفوث١ٔز ثٌٕٙج٠ز ٌٍوثٌز :دجٌضجٌٟ           

                                                        

   :انُٓاٚح يٍ انًٍٛٛ نهراتغ -         

   :ذؼرٚف            

f:١ٌىٓ              I     هثٌز ِؼٌفز ػٍٝ ِؾجي ِفضٛؿI  0صٕضّٟ إ١ٌٗ ٔمطزx . 

  :إىث صقمك ثٌشٌؽ  0xػٍٝ ٠ـّـ١ـٓ ثٌٕمطز  lأٔٙج صٍّه ٔٙج٠ز ِٕض١ٙز  fٔمٛي ػٓ -             
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                 
0

lim
x x

f x l




أٚ   ٬ 
0

lim
x x

f x l


  أٞ إىث وجْ  ٬:  

                       

 

     
0

0

lim 0 , 0 , :

0 ( ) ........ 1

x x

f x l x I

x x f x l

 

 





       

      
 . 

                                         

   :انُٓاٚح يٍ انٛسار نهراتغ -         

  :ذؼرٚف            

f:١ٌىٓ             I     هثٌز ِؼٌفز ػٍٝ ِؾجي ِفضٛؿI  0صٕضّٟ إ١ٌٗ ٔمطزx . 

  :إىث صقمك ثٌشٌؽ  0xػٍٝ ٠ـْـجً ثٌٕمطز  lأٔٙج صٍّه ٔٙج٠ز ِٕض١ٙز  fٔمٛي ػٓ -            

                 
0

lim
x x

f x l




أٚ   ٬ 
0

lim
x x

f x l


  أٞ إىث وجْ  ٬:    

                       

 

     
0

0

lim 0 , 0 , :

0 ( ) .......... 2

x x

f x l x I

x x f x l

 

 





       

      
.              

  :يلاحظح            

 :إْ -                  
0

0 0

lim lim lim
x x

x x x x

f x l f x f x l
 
 

      . 

                                                    

xيُرٓٛح انراتغ نًا ر ٚف نُٓاٚح يُرٓٛح أٔ غٛذؼار -            :  

  :ٌو٠ٕج أْ            

         1 .   lim 0 , 0 , : ( ) ........ 3
x

f x l B x x B f x l 
  

          
 . 

         2  . 

                lim 0 , 0 , : ( ) ........ 4
x

f x l B x x B f x l 
  

          
 . 

         3  . 

               lim 0 , 0 , : ( ) ........ 5
x

f x A B x x B f x A
  

           
 . 

         4  . 

               lim 0 , 0 , : ( ) ........ 6
x

f x A B x x B f x A
  

           
 . 

         5   . 

               lim 0 , 0 , : ( ) ........ 7
x

f x A B x x B f x A
  

           
. 

         6 .   lim 0 , 0 , : ( ) ........ 8
x

f x A B x x B f x A
  

           
.                                                        

   :انؼًهٛاخ اندثرٚح ػهٗ انُٓاٚاخ -

,ٓ ١ٌى   :َظرٚح      :f g I     هثٌض١ٓ ِؼٌفض١ٓ ػٍٝ ِؾجي ِفضٛؿI  صٕضّٟ إ١ٌٗ ٔمطز 

                0x ٌّٙج ٔٙج٠ض١ٓ ػٍٝ ثٌضٌص١خ ٚ .l ٬ 'l ػٕو ِج صؤٚيx  ٌٝ0إx .ْفج:  

                1 -          
0 0 0

'lim lim lim
x x x x x x

f g x f x g x l l
  

     . 

                2 -         
0 0 0

'lim lim lim
x x x x x x

f g x f x g x l l
  

     . 

                3 -        
0 0

; lim lim
x x x x

f x f x l   
 

        . 

                4 -  
0

lim
x x

f x l


    .5 -   
 
 

 

 
0

0

0

'

'

lim
lim , 0

lim

x x

x x

x x

f xf x l
l

g x g x l







   . 
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  :ثرُْحي -     

,١ٌىٓ   :ٔمذً دوْٚ دٌ٘جْ أْ                   :f g I     هثٌض١ٓ ِؼٌفض١ٓ ػٍٝ ِؾجي ِفضٛؿI  

  :.  فج0xْإٌٝ  xػٕو ِج صؤٚي l' ٬ l. ٚ ٌّٙج ٔٙج٠ض١ٓ ػٍٝ ثٌضٌص١خ 0xإ١ٌٗ ٔمطز صٕضّٟ                  

                         ';x I f x g x l l      . 

  :لضٛح -     

,إىث وجٔش         :f g I    ػٍٝ ِؾجي و١فٟ هثٌض١ٓ ِؼٌفض١ ٓI 0صٕضّٟ إ١ٌٗ ٔمطزx.  ٚوجٔش 

''صـؤٚي إٌٝ gٚوجٔش ٔٙـج٠ز ثٌوثٌز  lِقـوٚهر ػٍٝ ثٌّؾجي  fثٌوثٌز           :.  فـج0xْإٌٝ   xٌّج  صؤٚي 0''

               
0

'' ''lim 0
x x

f x g x


 .  

                          

  :يثال -

  :١ٌىٓ ثٌضجدغ    
2 1
. , 0

0 , 0

x Sin x
h x x

x

  
  

  
 

  . 

  :ٔلافع أْ ثٌوثٌز    
1

f x Sin
x

 
  

 
l*ِقـوٚهر ػٍٝ ثٌّؾجي    ٌْىْٛ أ:  

         * 1
: 1 1x Sin

x

 
      

 
. ٚ أْ ثٌوثٌز  2g x x  ِؼٌفز ػٍٝ ثٌّؾجي

gD   

 :ٚ صقمك أْ          
0 0

2 '' ''

0 0
lim lim 0

x x x x
g x x

   
 ٌٟدجٌضج ٚ  .:  

             
0 0

2 '' ''

0 0

1
lim lim . 0

x x x x
h x x Sin

x   

 
  

 
.  

                                         

  :حـالاخ ػـذو انرؼٍٛٛ -

 َ ٔظجهف فٟ دؼغ ثلأف١جْ أعٕجء فْجح ٔٙج٠ز ِج ٌوثٌز فجلاس غ١ٌ ِؼٌٚفز  صّْٝ فـجلاس ػـو    

/   2  ٬ /    1: ثٌضؼ١١ٓ وّج ٠ٍٟ    



  ٬  3   /0   ٬  4   /

0

0
  ٬  

    5   / 1


  ٬  6   /00  ٬  7   / 
0

    ْىٌه أ .:  

            ln 1 01 e e
         ٬  

 0 ln 00 00 e e
      ٬     0 0 ln 0e e

        . 

 

   :انرٕاتغ انًسرًرج -

   :ذؼرٚف     

f:١ٌىٓ     I    ٟصجدغ ِؼٌف ػٍٝ ِؾجي و١فI  ِٓ  ٚ0x ِٓ ٔمطز و١ف١زI . 

  :إىث صقمك ثٌشٌؽ  0xِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز  fٔمٛي أْ  -       
0

0lim
x x

f x f x


دّؼٕٝ   ٬:  

                 
   

0
0

0 0

lim 0 , 0 , :

( ) ( )

x x
f x f x x I

x x f x f x

 

 


       

    
 . 

         ٚ   ٠0ضؼٍك دـx  ٚ  ٞأ:     0  ,x     . 

 

  :الاسرًرار يٍ انًٍٛٛ نهراتغ  -

  :1ذؼرٚف      

f:١ٌىٓ       I   ٟصجدغ ِؼٌف ػٍٝ ِؾجي و١فI  ِٓ  ٚ0x ِٓ ٔمطز و١ف١زI . 

                                                                 :إىث صقمك ثٌشٌؽ  0xِْضٌّ ػٍٝ ٠ـّـ١ـٓ ثٌٕمطز ثٔٗ  fٔمٛي أْ ثٌضجدغ  -       
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                       
0

0lim
x x

f x f x




دّؼٕٝ  ٬:  

                            

   

       
0

0

0 0

lim 0 , 0 , :

0 ( ) ........ 1

x x

f x f x x I

x x f x f x

 

 





       

      
 . 

                                          

  :الاسرًرار يٍ انٛسار نهراتغ  -

  :2ذؼرٚف       

f:١ٌىٓ         I    ٟصجدغ ِؼٌف ػٍٝ ِؾجي و١فI  ِٓ  ٚ0x  ِٓ ٔمطز و١ف١زI . 

  :إىث صقمك ثٌشٌؽ  0xػٍٝ ٠ـْـجً ثٌٕمطزثٔٗ ِْضٌّ  fٔمٛي أْ ثٌضجدغ -       

             
0

0lim
x x

f x f x




دّؼٕٝ   ٬:  

                

   

       
0

0

0 0

lim 0 , 0 , :

0 ( ) .......... 2

x x

f x f x x I

x x f x f x

 

 





       

      
 . 

                        

  :3ذؼرٚف       

f:١ٌىٓ        I    ٟصجدغ ِؼٌف ػٍٝ ِؾجي و١فI  ِٓ  ٚ0x  ِٓ ٔمطز و١ف١زI. 

 ٚ  0xِْضٌّ ػٍٝ ٠ـّـ١ـٓ ثٌٕمطز   :إىث وجْ 0xثٔٗ ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز fٔمٛي أْ ثٌضجدغ  -       

  :ٚ ٠قمك ثٌشٌؽ  0xػٍٝ ٠ـْـجً ثٌٕمطز               
0 0

0lim lim
x x x x

f x f x f x
 

 

   . 

                          

  :4ذؼرٚف       

ٌضىٓ          n n
x


0n  :دق١ظ  Iِضضج١ٌز ػوه٠ز ِٓ ثٌّؾجي  

n
x x


  . 

  :إىث وجْ 0xثٔٗ ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز  fٔمٛي أْ ثٌضجدغ -           0lim n
n

f x f x
 

  . 

                             

  :أيثهح -      

  :ثٌضجدغ ثٌغجدش ِٓ ثٌشىً.  1         : ; ,f I x f x C C cte     ٠ىْٛ هِٚج 

 . ِٓ  Iٍِْٝضٌّث ػ             

 :صٛثدغ وغ١ٌثس ثٌقوٚه ِٓ ثٌشىً.  2          0 1 2

0 1 2. . . ... . ,n

n nP x a x a x a x a x x       

 .  ِٓ  Iِْضٌّر ػٍٝ              

 :ثٌضجدغ - 3             : , ;f I a b x f x Sin x      0ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطزx  ِٓ 

                 ,I a b  ِْٓلا .:  
   

 
0

0

0 0

lim 0 , 0 , :

( )

x x
Sin x Sin x x I

x x Sin x Sin x

 

 


       

    
  . 

  :وه ثٌّموثًٌٕق               0( )Sin x Sin x :  ٌْو٠ٕج فْخ ثٌؼلالجس ثٌّغ١ٍز أ:   

                         , : . . ..... 1Sin Sin Cos Sin Cos             ٚ 

                         , : . . ..... 2Sin Sin Cos Sin Cos             . 

ٚ دجٌطٌؿ               2   ِٓ 1 ْٔؾو أ:  

                         , : 2 . ..... 3Sin Sin Cos Sin             . 

1   :ٚ دٛػغ                    ٚ2    ْٔؾو أ:   

                    1 2 1 2
1 2, : 2 . ..... 4

2 2
Sin Sin Cos Sin

   
   

    
       

   
 . 
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1x   :ٚ دٛػغ                   ٚ0 2x  ْٔؾو أ:  

                   0 0
0 2 . ..... 5

2 2

x x x x
Sin x Sin x Cos Sin

    
     

   
 . 

  :ٚ ِٕٗ ثٌّموثً                0( )Sin x Sin x :    

               

 

 

0 0
0

0 0

0 0
0

( ) 2 .
2 2

2 .
2 2

2 1 2 . .... 6
2 2

x x x x
Sin x Sin x Cos Sin

x x x x
Cos Sin

x x x x
Sin x x

    
     

   

    
    

   

  
      

 

    . 

 :فضٝ ٠ىْٛ              0( )Sin x Sin x   ْٛ0  :٠ٍََ ٚ ٠ىفٟ أْ ٠ىx x    . 

0   :إىْ  ٠ىفٟ ثمي                ثؽً صمجًح ثٌضجدغ ِٓ Sin x  ٛٔق 0Sin x ػٕوِجx  ٟٙ٠ٕض 

ثٌضجدغ   :. ٚ دجٌضج0xٌٟآٚ ٠ؤٚي إٌٝ                 f x Sin x  0ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطزx  ِٓ ,I a b ِٓ 

               .                                       

  :دـ  *ثٌضجدغ ثٌّؼٌف ػٍٝ  - 4         
21

. , 0

1 , 0

xe
a x x

f x x

x

 
 

 
 

    . 

0ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز  fٚ ثٌضٟ ِٓ ثؽٍٙج ٠ىْٛ ثٌضجدغ aصؼ١١ٓ ل١ّز ثٌؼوه ثٌقم١مٟ  -              0x  :  

0ثٔٗ ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز  ٠fىْٛ ثٌضجدغ -              0x  ْإىث وج:      
? ?

0 0

lim lim 0
x x

f x f x f
 

 

   . 

 :ٌٕقْخ                2

0 0

1
lim lim . 1 0 ..... 1

x

x x

e
f x a x a a

x 

 

 
      

 
  ٚ . 

                   
0

lim 1 0 ......... 2
x

f x f




   ِٓ ٚ . 1  ٚ 2  ْ1 :ٔؾو أa   . 

                                        

 :دـ *ثٌضجدغ ثٌّؼٌف ػٍٝ  - 5         

 

 

2

1
. . , 0

. , 0

2 , 0

xcos x
a b e x

x

tg x
g x a b x

x

x


 




   






  . 

0ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز  gثٌضٟ ِٓ ثؽٍٙج ٠ىْٛ ثٌضجدغ a ٚbصؼ١١ٓ ل١ُ ثلأػوثه ثٌقم١م١ز  -            0x  :  

0مطز ثٔٗ ِْضٌّ ػٕو ث٠gٌٕىْٛ ثٌضجدغ -            0x  ْإىث وج:      
? ?

0 0

lim lim 0
x x

g x g x g
 

 

  . 

 :ٌٕقْخ               
 

 2
0 0

1
lim lim . . ..... 1x

x x

cos x
g x a b e

x 

 

 
  

 
  :. ٌو٠ٕج أْ

                 21
1

2
cos x x   0ػٕو ؽٛثً ثٌٕمطز 0x  أٚ دجّضنوثَ ثٌؼذجًر:   

                    21 2. sin ..... *
2

x
cos x

 
   

 
  ِٕٗ ٚ:    21

1
2

cos x x  ٌٟدجٌضج ٚ .:  
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                  

2

2
0 0

1
12lim lim . . . . 1 ..... 1
2 2

x

x x

x
a

g x a b e a b b
x 

 

 
   

        
  

 

 . 

  :ٚ ٔؼٍُ أْ              tg x x  0ػٕو ؽٛثً ثٌٕمطز 0x   ِٕٗٚ .:  

                
 

    
0 0

lim lim . . 1 ......... 2
x x

tg x
g x a b a b a b

x 

 

 
         

 
 . 

 :ٚ ٌو٠ٕج أ٠ؼج أْ             

     

     

0

0

lim 0 2 ..... 1
2

lim 0 2 ......... 2

x

x

a
g x b g

et

g x a b g










   



     



 ِٕٗٚ .:  

                 

 

 

2 4 ..... 1

2 ......... 2

a b

et

a b

 


   

0a    :. أٞ أْ    ٚ2b    . 

                                                                

 :١ٌىٓ ثٌضجدغ - 6         
2 1
. , 0

0 , 0

x Sin x
h x x

x

  
  

  
 

 . 

  :ٔلافع أْ ثٌوثٌز -            
1

f x Sin
x

 
  

 
l*ِقـوٚهر ػٍٝ ثٌّؾجي    ٌْىْٛ أ:  

               * 1
: 1 1x Sin

x

 
      

 
. ٚ أْ ثٌوثٌز  2g x x ِؼٌفز ػٍٝ ثٌّؾجي 

               
gD  ْصقمك أ ٚ:  

0 0

2 '' ''

0 0
lim lim 0

x x x x
g x x

   
 ٌٟدجٌضج ٚ  .:  

                
0 0

2 '' ''

0 0

1
lim lim . 0

x x x x
h x x Sin

x   

 
  

 
 . 

0ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز  hٚ ثٌضجدغ   -            0x  ْلا .:    
0 0

lim 0 0
x x

h x h
 

 ٍِْٝضٌّ ػ ٛ٘ ٚ . 

 . وً ثٌّؾجي                

 

  : أيثهح نرٕاتغ غٛر يسرًرج -

    :ِغجي ػٓ ىٌه ثٌضجدغ   ٬ ِٓ  Iن صٛثدغ ِؼٌفز ٌىٓ ثّضٌّثً٘ج لا ٠ضقمك فٟ ؽ١ّغ ٔمجؽ ثٌّؾجيٕ٘ج   

      
1 ,

0 , \

x
f x

x


 


 .  . ٚ ثٌيٞ غ١ٌ ِْضٌّ ػٍٝ وً  

 

      

   :ٚ ِٓ د١ٓ فجلاس ػوَ ثلاّضٌّثً  

فجٌز   - 1    
0

lim
x x

f x


    :   

     :ٚ ِغجي ػٓ ىٌه ثٌضجدغ        
1

, 0

2 , 0

x
f x x

x




 
  

 . ٚ ثٌيٞ غ١ٌ ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز  

      0 0x   ْلا .:    
0 0

lim 0 2
x x

f x f
 

       . 
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حانح   - 2    
0

lim
x x

f x




ٔ 
0

lim
x x

f x




  :يٕخذذٍٛ ٔ يخرهفرٍٛ

 ٔمطز صمطغ   ''  0x. ٚ صّْٝ ثٌٕمطز  0xغ١ٌ ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز fففٟ ٘يٖ ثٌقجٌز ٠ىْٛ        

   :. ٚ ٠ّْٝ ثٌؼوه ''ِٓ ثٌٕٛع ثلأٚي            
0

0

lim limx
x x x

f x f x
 

 

 
  
 

 لفَر  

  :ٚ ِغجي ػٓ ىٌه ثٌضجدغ .  0xػٕو ثٌٕمطز  fثٌضجدغ               ,f x E x x x    . 

  :ٚ ٔؼٍُ أْ            , 1x E x x E x      ٌو٠ٕج ٚ .:   

               lim 1
x n

f x n




   ٚ lim
x n

f x n




  . 

ٚ ثٌضجدغ               ,f x E x x x    ٌّػٍٝ وً غ١ٌ ِْض   . 

 

حانح - 3      
0

lim
x x

f x


  : غٛر يٕخٕدج  

 :ٚ ِغجي ػٓ ىٌه ثٌضجدغ          
1

, 0

1 , 0

Sin x
f x x

x

  
  

  
  

  . 

0ثٌٕمطز  ٚ ثٌيٞ غ١ٌ ِْضٌّ ػٕو          0x  ْلا .:  

            
0 00 0

1
lim lim

x x x x
f x Sin Sin

x   

 
    

 
 غ١ٌ ِٛؽٛهر .   

                                                               

حانح   - 4       
0

lim
x x

f x




أٔ   
0

lim
x x

f x




  : غٛر يٕخٕدج 

 ٔمطز صمطغ ِٓ ثٌٕٛع  '' 0x.ٚصّْٝ ثٌٕمطز 0xغ١ٌ ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز fففٟ ٘يٖ ثٌقجٌز ٠ىْٛ           

 .  ''ثٌغجٟٔ             

 

حانح   - 5           
0 0

0lim lim
x x x x

f x f x f x
 

 

  :   

   :. ٚ ِغجي ػٓ ىٌه  0xغ١ٌ ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز  fففٟ ٘يٖ ثٌقجٌز ٠ىْٛ             

        
 

2

1
, 0

3 , 0

cos x
x

f x x

x




 
  

  . 

                                 

   :دّج أْ ثٌّموثً      

       

 

 2 2

1 1 1 . sin . sin
2 2 2 2 2 2

1 sin ...... 1
2 2

x x x x x x
cos x cos cos cos

x x
cos

          
                

          

    
      

    

  . 

  :ٚ ٔؼٍُ أ٠ؼج أْ       2 2: 1 sin ..... 2
2 2

x x
x cos

   
      

   
  . 

ٚ فْخ        1  ٚ 2  ْٔؾو أ:     21 2. sin ..... 3
2

x
cos x

 
   

 
  :إٌٝ ثٌٕٙج٠ز . ٚ دجٌٌؽٛع  
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   

 

 

0 0 0

0

2

2

2

2

1
lim lim lim 2. sin .

2

2 . sin
22

lim 1
4

4 .
2

1
3 0

2

x x x x x x

x x

x
f x f x

x

x

x

f

   

 

  



   
     

   

 
 
    

 
 
 

   

    . 

 

الاسرًرار ػهٗ انًدال يٍ انشكم  - ,a b :  

        

  :ذؼرٚف    

١ٌىٓ       : ,f a b    ٟصجدغ ِؼٌف ػٍٝ ِؾجي و١ف ,a b  ِٓ  . 

ثٔٗ ِْضٌّ ػٍٝ ثٌّؾجي  fٔمٛي أْ ثٌضجدغ  -      ,a b ْثٌضجدغ :إىث وجf   ِْضٌّ ػٕو وً ٔمطز 

ِٓ ٔمجؽ ثٌّؾجي          ,a b  . 

ثٔٗ ِْضٌّ ػٍٝ ثٌّؾجي  fٔمٛي أْ ثٌضجدغ  -      ,a b ْثٌضجدغ :إىث وجf   ِْضٌّ ػٕو وً ٔمطز 

ِٓ ٔمجؽ ثٌّؾجي           ,a b ًػٍٝ ٠ْج ٚa   ٓػٍٝ ١ّ٠ ٚb  . 

 

   :انؼًهٛاخ اندثرٚح ػهٗ انرٕاتغ انًسرًرج -

  

,١ٌىٓ    : لضٛح   :f g I     ٟهثٌض١ٓ ِؼٌفض١ٓ ػٍٝ ِؾجي و١فI  صٕضّٟ إ١ٌٗ ٔمطز 

             0x 0. ٚ ِْضٌّص١ٓ ػٕو ثٌٕمطزx ثٌّؾجي ِٓIفجْ ثٌضٛثدغ ثٌضج١ٌز .:   

             1 -   f g  ٬   2 -    f g  ٬  3 -   , 0 , g

f
g x x D

g

 
   

 
  ٬   

              4 -     ,f     ٬  5 -  ,f g  . 

 .  Iِٓ ثٌّؾجي  0xز وـٍٙج ِْضٌّر ػٕو ثٌٕمط             

 

   :َظرٚح  -  

f:١ٌىٓ       I J      ٚ:g J    صجدؼ١١ٓ ِؼٌف١ٓ ٚ  ِْضٌّص١ٓ ػٕو 

0x  ٚثٌٕمطز       0 0y f x  ػٍٝ ثٌضٌص١خ دق١ظ:   f I J  ْثٌضجدغ ثٌٌّوخ  :. فجg f  

 . 0x   ِٓIِؼٌف ٚ ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز       

   

   :انثرْاٌ     

     :إىث ٚفمؾ إىث وجْ  0xِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز  fٌو٠ٕج     

             
   

 
0

0 1

0 1 0

lim 0 , 0 , :

( ) ( ) ..... 1

x x
f x f x x I

x x f x f x

 

 


       

    
   . 

 

     :إىث ٚفمؾ إىث وجْ  0xِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز  gٚ ٌو٠ٕج     

             
   

 
0

0 2

0 2 0

lim 0 , 0 , :

( ) ( ) ..... 2

y y
g y g y y J

y y g y g y

 

 


       

    
   . 
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٠gىْٛ     f  0ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطزx ْإىث ٚفمؾ إىث وج:   

             
      

     
0

0 3

0 3 0

lim 0 , 0 , :

( ) ( ) ..... 3

x x
g f x g f x x I

x x g f x g f x

 

 


       

    
   . 

      

   :ٌو٠ٕج ثٌّموثً      
       

     

0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )

..... 4

g f x g f x g f x g f x

g y g y 

  

  
   . 

3   :إىْ  ٠ىفٟ ثمي       2 0    ثؽً ثٌقظٛي ػٍٝ ثّضٌّثً ثٌضجدغ ِٓg f  0ػٕو ثٌٕمطزx   . 

 

 : الاسرًرار تاَـرـظاو نهراتغ  -

           

   :َظرٚح  -    

f:١ٌىٓ       I    ٟصجدغ ِؼٌف ػٍٝ ِؾجي و١فI  ِٓ  . 

   :إىث ٚفمؾ إىث وجْ  Iٌّؾجي ثٔٗ ِْضٌّ دجٔـضـظجَ ػٍٝ ث fٔمٛي أْ ثٌضجدغ   -    

          
 0 , 0 , , : ( ) ( ) ..... **x y I x y f x f y             

  . 

 

  :يلاحظاخ       

 فمؾ . د١ّٕج ثلاّضٌّثً دجٔـضـظجَ ٠ضؼٍك دىجًِ ثٌّؾجي.  0xأْ ثلاّضٌّثً ثٌؼجهٞ ٠ضؼٍك دجٌٕمطز - 1       

 ٠ضؼٍك فمؾ دـ  فٟ فجٌز ثلاّضٌّثً ثٌؼجهٞ . د١ّٕج ثٌؼوه  ٠0x ٚضؼٍك دجٌٕمطز ثٌؼوه   - 2     

            . َفٟ فجٌز ثلاّضٌّثً دجٔـضـظج 

 ٚ ثٌؼىِ غ١ٌ طق١ـ .    )ثلاّضٌّثً ثٌؼجهٞ   (     )ثلاّضٌّثً دجٔـضـظجَ  (  :إْ - 3     

 

   :ايثهح  - 

 : انراتغ  - 1     : ;f x f x Cos x    ًِلاْ .ِْضٌّ دجٔـضـظجَ ػٍٝ وج:  

٠ىْٛ       : ;f x f x Cos x    ٍٝإىث ٚفمؾ إىث وجْ ِْضٌّ دجٔـضـظجَ ػ:  

    
 0 , 0 , , : ( ) ( ) ..... 1x y x y Cos x Cos y             

 . 

  :ٌٕقوه ثٌّموثً   -      ( )Cos x Cos y :   

    :ٌو٠ٕج فْخ ثٌؼلالجس ثٌّغ١ٍز أْ       

               , : . . ..... 1Cos Cos Cos Sin Sin             ٚ 

               , : . . ..... 2Cos Cos Cos Sin Sin             . 

ٚ دجٌطٌؿ    2   ِٓ 1 ْٔؾو أ:   

                , : 2 . ..... 3Cos Cos Sin Sin               . 

1   :ٚ دٛػغ          ٚ2     ْٔؾو أ:   

          1 2 1 2
1 2, : 2 . . ..... 4

2 2
Cos Cos Sin Sin

   
   

    
        

   
 . 

1x   :ٚ دٛػغ        ٚ2y   ْٔؾو أ:   

         2 . . ..... 5
2 2

x y x y
Cos x Cos y Sin Sin

    
      

   
 . 

                         

  :ٚ ِٕٗ ثٌّموثً     ( )Cos x Cos y :    
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   

 

( ) 2 . .
2 2

2 .
2 2

2 1 2 . .... 6
2 2

x y x y
Cos x Cos y Sin Sin

x y x y
Sin Sin

x y x y
Sin x y

    
      

   

    
    

   

  
      

 

    . 

 :فضٝ ٠ىْٛ         ( )Cos x Cos y   ْٛ٠ٍََ ٚ ٠ىفٟ أْ ٠ى:  x y    . 

0   :إىْ ٠ىفٟ ثمي            ثؽً ثّضٌّثً ثٌضجدغ ِٓ   f x Cos x   ٍٝدجٔضظجَ ػ .  

                                                 

 :انراتغ - 2     
1

: 0, 1 ;g x g x
x

    غـ١ـٌ ِْضٌّ دجٔـضـظجَ ػٍٝ ثٌّؾجي 

      0,   :لاْ .ِٓ  1

غـ١ـٌ ِْضٌّ دجٔـضـظجَ ػٍٝ ثٌّؾجي  ٠gىْٛ ثٌضجدغ  -      0,    :إىث ٚفمؾ إىث وجْ ِٓ  1

            
     

 

0 , 0 , , 0, 1 :

( ) ( ) ..... *

n n

n n n n

x y

x y g x g y

 

 

     

    
 . 

* :ٌو٠ٕج      1 1
; 2

2
n n n

n n
    دٛػغ ٚ .:  

1
0, 1nx

n
   ٚ 

1
0, 1

2
ny

n
 . 

      ِٕٗ ٚ:   
?1 1 1 1

..... **
2 2

n nx y
n n n n

      . 

    :مجط١ز ثًم١ّوُٚ فْخ      

0  :إْ -      , , : .x y n n x y       0 :. ٚ دأميx    ٚ1y   

  :ٔؾو إْ        
1

. 1n
n

    . ؽٙز أمٌٜ ٌو٠ٕج ِٓ ٚ:  

        

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 2 1

2

1 ; ( ) ( ) 1

n n

n n

g x g y g g n n n
n n

g x g y 

      

     

 . 

ػٍٝ ثٌّؾجي  gٚ ٘يث ٠ؤوو ػوَ ثّضٌّثً دجٔـضـظجَ ٌٍضجدغ   0, 1  ِٓ . 

 

  : ) Fonction  Lipchitzienne (انراتغ انهـثـشـٛـرـس٘  -

  :ذؼرٚف   

f:ى١ٌٓ     D     صجدغ ِؼٌف ػٍٝ ثٌّؾّٛػزD  ِٓ  . 

0Kإىث ٚؽو عجدش  )أٚ ٠قمك شٌؽ ٌـذـشـ١ـضـَ   (ثٔٗ صجدغ ٌـذـشـ١ـضـَٞ  fٔمٛي أْ ثٌضجدغ  -      دق١ظ:  

       
1 2 1 2 1 2, : ( ) ( ) .x x D f x f x K x x    

  . 

                                  

    :لضٛح   

 .  ِٓ  Dؾّٛػز وً صجدغ  ٌـذـشـ١ـضـَٞ فـٙـٛ صجدغ ِـْـضـّـٌ دجٔـضـظجَ ػٍٝ ثٌّ    

                              

  :يثال   

ثٌّؼٌف ػٍٝ   ١ٌfىٓ ثٌضجدغ      0 ,    دـ:   f x x  . 

ٌـذـشـ١ـضـَٞ ػٍٝ   fإْ ثٌضجدغ      0 ,    ْلا .:   

1xِٓ ثؽً        ثٌضجدغf  ٌـذـشـ١ـضـَٞ ف١ش:  
1

0
2

K   دجٌفؼً ٬:  
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و٠ٕج  ٌ        
2 2

.x y x y x y x y      ْدّج أ ٚ .:  

        , 1x y   ْ2  :فجx y    ٌٟدجٌضج ٚ .:    

         
   

2 2

.

2 .

x y x y x y x y

x y

     

 

   . 

  :أٞ أْ      
1

. , , 1
2

x y x y x y      ف١ش  .:  
1

0
2

K   ٌٟدجٌضج ٚ .:  

ثٌضجدغ        f x x   ٍِٝـْـضـّـٌ دجٔـضـظجَ ػ 0 ,     . 

 

   :انرٕاتغ انًسرًرج ػهٗ يدال يغهك -   

 

  :ٔمذً دوْٚ دٌ٘جْ ثٌٕظ٠ٌجس ثٌضج١ٌز         

  : Heineَظرٚح ْـاٚـٍ    - 1         

                                 

  :َظرٚح                

ِٓ ثٌشىً  )ِغٍك ٚ ِقوٚه  (ِؼٌفج ٚ ِْضٌّث ػٍٝ ِؾجي ِضـٌثص  fإىث وجْ                 ,I a b  

ِـْـضـّـٌ دجٔـضـظجَ ػٍٝ ثٌّؾجي  :فجٔٗ                  ,a b . 

 

  :َظرٚح   - 2  

١ٌىٓ          ,I a b  ِٓ ِؾجلا ِقوٚهث ٚ .f  ِؼٌفج ٚ ِْضٌّث ػٍٝ ثٌّؾجي ,I a b  . 

إىث وجٔش         lim
x a

f x




٠ىـْٛ ِـْـضـّـٌ دجٔـضـظجَ ػٍٝ ثٌّؾجي   f :ِـٛؽـٛهر فجْ  ,I a b . 

                               

  :يثال        

ثٌّؼٌف ٚ ثٌّْضٌّ ػٍٝ   ١ٌfىٓ ثٌضجدغ          0 , 1I  دـ:   
1

.f x x Sin
x

 
  

 
 . 

ِـْـضـّـٌ دجٔـضـظجَ ػٍٝ ثٌّؾجي   f :إْ ثٌضجدغ -          0 , 1I ْلا .:  

              '' ''

0 0

1
lim lim . 0

x a x a

f x x Sin
x 

   

 
  

 
  :ِـٛؽـٛهر  ٚ٘يث ٌىْٛ ثٌوثٌز 

             
1

h x Sin
x

 
  

 
l* ِقـوٚهر ػٍٝ ثٌّؾجي   ٌأ٘ أ .:  

              * 1
: 1 1x Sin

x

 
      

 
ٚ ثٌوثٌز.  g x x ْصقمك أ:  

           
0 0

'' ''

0 0
lim lim 0

x x x x
g x x

   
   .ٌٟدجٌضج ٚ:   '' ''

0 0

1
lim lim . 0

x a x a

f x x Sin
x 

   

 
  

 
 . 

                                              

  :َظرٚح - 3   

ِٓ ثٌشىً )ِغٍك ٚ ِقوٚه  (ِؼٌفج ٚ ِْضٌّث ػٍٝ ِؾجي ِضـٌثص  ١ٌfىٓ           ,I a bِْٓفـج .:  

ِقـوٚه ػٍٝ ثٌّؾجي   fثٌضجدغ  - 1            ,I a b ٞثٌّؾّٛػز  :. أ f I .ِقـوٚهر 

صـٛؽو ٔمطض١ٓ   :٠ـوًن فـو٠ٗ ثلأػٍٝ ٚ ثلأهٔٝ . دّؼٕٝ  fثٌضجدغ  - 2            , ,m Mx x I a b   

     :دق١ظ                  
 

 
,

m
x I a b

f x Inf f x
 

     ٬     
 

 
,

M
x I a b

f x Sup f x
 

   . 
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  :َظرٚاخ انمٛى انًرٕسطح -  

  :َظرٚح انمٛى انًرٕسطح الأٔنٗ     

صجدؼج ِؼٌفج ٚ ِْضٌّث ػٍٝ  ١ٌfىٓ       ,I a bوجٔش ٚ .    0f a f b  ٗٔصٛؽو ػٍٝ :. فج 

ثلألً ٔمطز        ,c a b دق١ظ:   0f c    . 

                                 

  :َظرٚح انمٛى انًرٕسطح انثاَٛح     

f:١ٌىٓ       I    ٍٝصجدؼج ِؼٌفج ٚ ِْضٌّث ػI .ٚI  ٌضىٓ ٬ِؾجلا و١ف١ج ٚ 1f x   

       ٚ 2f x ل١ّض١ٓ ٌـf   1  :ف١ظ 2x x  ثؽً وً ػوه فم١مٟ   :ػـٕـوةي  ٬ ِٓc ٓد١ 1f x   

        ٚ 2f x  ٚصٛؽو   ٠٬ّٙج ٚ لا ٠ْج 0 1 2,x x x  0f x c   . 

 

  :انـرـًـذٚـذ تالاسرًرار نهراتغ -

  :ذؼرٚف     

ٓ ١ٌى       0: \f D x     ٍٝصجدؼج ِؼٌفج ػ 0\D x إىث وجٔش ٬ 
0

lim
x x

f x l


 ِـٛؽٛهر 

  :وّج ٠ٍٟ 0xػٕو ثٌٕمطز  fدجلاّضٌّثً إٌٝ صجدغ ِْضٌّ fٔمٛي ثٔٗ دئِىجٕٔج  صـّـو٠ـو ثٌضجدغ :ػـٕـوةي      

     
   

 
0

0

0

, \

lim ,
x x

f x x D x
f x

f x l x x


 
 

 


 .  ٚثٌيٞ ٘ٛ ِْضٌّ ػٍٝ وً  

                                 

   :أيثهح -

  :دجٌشىً *١ٌىٓ ثٌضجدغ ثٌقم١مٟ ثٌّؼٌف ػٍٝ  - 1    
1

.f x x Cos
x

 
  

 
   :ٚ دّج أْ ٬  

     
0

'' ''

0
lim 0

x x
f x

 
ْثٌضجدغ  :ِـٛؽٛهر . إىf  0لجدً ٌٍـضـّـو٠ـو  دجلاّضٌّثً ػٕو ثٌٕمطز 0x  ٗصجدؼ ٚ . 

ثٌّّوه        f x :   0

0

1
. , 0

0 , 0

x Cos x x
f x x

l x x

  
   

  
   

 .  ِْضٌّ ػٍٝ وً 

                              

  :دجٌشىً *١ٌىٓ ثٌضجدغ ثٌقم١مٟ ثٌّؼٌف ػٍٝ  - 2     
2

1

xg x e


  دّج أْ ٬ ٚ:  

          
0

'' ''

0
lim 0

x x
g x

 
  ْثٌضجدغ   :ِـٛؽٛهر . إىg  0لجدً ٌٍـضـّـو٠ـو  دجلاّضٌّثً ػٕو ثٌٕمطز 0x  . 

ثٌّّوه  صجدؼٗ ٚ          g x :  
2

1

0

0

, 0

0 , 0

xe x xg x

l x x


   
   

 . ِْضٌّ ػٍٝ وً 

           

  :دجٌشىً *١ٌىٓ ثٌضجدغ ثٌقم١مٟ ثٌّؼٌف ػٍٝ  - 3     
1

xh x e


  دّج أْ ٬ ٚ:   

            
0

'' ''

0

lim
x x

h x


 

  ٌثٌضجدغ   :ِـٛؽٛهر . ٚ ِٕٗغ١h غ١ٌ لجدً ٌٍـضـّـو٠ـو دجلاّضٌّثً ػٕو 

0ثٌٕمطز               0x  ْث١ٌْجً . ٚ دّج أ ِٓ:  
0

'' ''

0

lim 0
x x

h x


 



 
 ٠ّىٓ  hثٌضجدغ   :ٛؽٛهر . إىِْ

0صـّـو٠ـوٖ دجلاّضٌّثً فمؾ ػٕو ثٌٕمطز            0x   ث١ّ١ٌٓ . ٚ صجدؼٗ ثٌّّوه ِٓ h x :  

             

1

0

0

, 0

0 , 0

xe x xh x
l x x


   
   

 . ِْضٌّ ػٍٝ وً 
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  :انرٕاتغ انرذٛثح ٔ الاسرًرار - 4.3 

  :1َظرٚح           

f:ِؾجلا و١ف١ج  ٚ  ١ٌIىٓ                        I    ٍٝصجدؼج ِؼٌفج ٚ ِْضٌّث ػIػٕوةي .:  

٠ْىٛ                        f I J  . ِـؾـجلا 

  :2َظرٚح           

f:ِؾجلا و١ف١ج  ٚ ١ٌIىٓ                        I     صجدؼج ِؼٌفج ٚ ِْضٌّث  ٚ ًصـ١ـذـج صّجِج 

  :ْٛ ٌو٠ٕج. ػـٕـوةي  ٠ىIػٍٝ                       

ٔقٛ Iصـمـجدـٍٟ  ِٓ  fثٌضجدغ  - 1                         f I J   . 

ثٌضجدغ ثٌؼىْٟ   - 2                         1 :f f I J I       ِْضٌّث  ٚ ًصـ١ـذـج صّجِج 

ػٍٝ                                 f I J .)  ٍٟويٌه صمجد ٛ٘ٚ( . 

                               

  :ٛح نهرٕاتغ انًثهثٛحانرٕاتغ انؼكس - 5.3 

انراتغ انؼكسٙ نهراتغ  -1        Sin x  ) لـٕش اندـٛـة (:   Arcsin y . 

  :ذؼرٚف           

ثٌضجدغ              Sin x  ِْٞضٌّ ٚ ِـضـَث٠ـو صّجِج ػٍٝ ثٌّؾجي  ٬صجدغ فـٌه,
2 2

I
  

   
 

  :. أٞ 

                 : , 1 , 1
2 2

Sin x
  

     
 

 صـمـجدـٍٟ . ٚ دجٌضجٌٟ ٠ٍّه صمجدلا ػـى١ْج . ٚ ٌَِٔ  

 :دجٌٌَِ ٌٗ                 : 1 , 1 ,
2 2

Arcsin y
  

     
 

 ِْضٌّ ٚ  ٬. ٚ٘ٛ صجدغ فـٌهٞ  

ػٍٝ ثٌّؾجي ِـضـَث٠ـو صّجِج               1 , 1 ْ٠قمك أ ٚ .:   

              1 -       , , , 1 , 1
2 2

y sin x x x Arcsin y y
  

           
 

 . 

              2 -    sin , ,
2 2

Arcsin x x x
  

     
 

 . 

              3 -       , 1 , 1Sin Arcsin y y y      . 

                                             

انراتغ انؼكسٙ نهراتغ  - 2        Cos x ـٛـة انـرـًاو () لـٕش خ:    cosArc y.  

  :ذؼرٚف             

ثٌضجدغ                Cos x  ِْٟضٌّ ٚ ِـضـٕجلض صّجِج ػٍٝ ثٌّؾجي  ٬صجدغ ٍٚؽـ 0 ,I  ٞأ .:  

                    : 0 , 1 , 1Cos x        ٌٗ ٌَِٔ ٚ . صـمـجدـٍٟ . ٚ دجٌضجٌٟ ٠ٍّه صمجدلا ػـى١ْج 

 :دجٌٌَِ                    cos : 1 , 1 0 ,Arc y     ٟض ِْضٌّ ٚ ِـضـٕجل ٬. ٚ ٘ٛ صجدغ ٍٚؽـ 

صّجِج ػٍٝ ثٌّؾجي                 1 , 1 ْ٠قمك أ ٚ .:   

                1 -         , 0 , cos , 1 , 1y Cos x x x Arc y y          . 

                2 -      cos cos , 0 ,Arc x x x     . 

                3 -       cos , 1 , 1Cos Arc y y y      . 

 :مجط١ز   - 4                     cos , 1 , 1
2

Arcsin x Arc x x


       . 
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انراتغ انؼكسٙ نهراتغ  - 3        tan x  ) لـٕش انظــم (:    tanArc y .  

  :ذؼرٚف             

ثٌضجدغ                tan x  ِْٞضٌّ ٚ ِـضـَث٠ـو صّجِج ػٍٝ ثٌّؾجي  ٬صجدغ فـٌه,
2 2

I
  

   
 

  :. أٞ

                  tan : , ,
2 2

x
  

      
 

 . صـمـجدـٍٟ . ٚدجٌضجٌٟ ٠ٍّه صمجدلا ػـى١ْج  

 :ٌٗ دجٌٌَِ ٌَِٚٔ                  tan : , ,
2 2

Arc y
  

      
 

 . ٚ ٘ٛ صجدغ  

ِـضـَث٠ـو صّجِج ػٍٝ ثٌّؾجي  ِْضٌّ ٚ ٬فـٌهٞ                 ,  ْ٠قمك أ ٚ .:  

                 1-      tan , , tan , ,
2 2

y x x x Arc y y
  

            
 

 . 

                 2 -     lim tan tan
2y

Arc y Arc


  
     ٚ  . 

                             lim tan tan
2y

Arc y Arc


 
     . 

                 3 -    tan tan , ,
2 2

Arc x x x
  

     
 

  . 

                 4 -     tan tan , ,Arc y y y       . 

        :مجط١ز   - 5                  
, 0

1 2
tan tan

, 0
2

x

Arc x Arc
x

x






  

   
    



 . 

                                                                         

انراتغ انؼكسٙ نهراتغ  - 4        Cotg x  ) لـٕش ظـم انـرـًـاو (:    cotArc g y . 

  :ذؼرٚف              

ثٌضجدغ                 Cotg x  ِْٟضٌّ ٚ ِـضـٕجلض صّجِج ػٍٝ ثٌّؾجي  ٬صجدغ ٍٚؽـ 0 ,I  . ٞأ:  

                      : 0 , ,Cotg x        مـجدـٍٟ . ٚ دجٌضجٌٟ ٠ٍّه صمجدلا ػـى١ْج . صـ 

 :دجٌٌَِ ٌَِٚٔ ٌٗ                    cot : , 0 ,Arc g y      ٟ٬. ٚ ٘ٛ صجدغ ٍٚؽـ  

صّجِج ػٍٝ ثٌّؾجي  ِْضٌّ ٚ ِـضـٕجلض                 ,  ْ٠قمك أ ٚ .:   

                 1 -       , 0 , cot , ,y Cotg x x x Arc g y y           . 

                 2 -     lim cot cot
y

Arc g y Arc g 
 

     ٚ  . 

                           lim cot cot 0
y

Arc g y Arc g
 

    . 

                 3 -      cot cot , 0 ,Arc g g x x x     . 

                 4 -       cot , ,Cotg Arc g y y y       . 

                                                       

  :اشـرـمـالـٛـح انـرـٕاتغ انؼـكـسـٛح - 5       

                             

             1 -     
'

2

1
1 , 1 :

1
x Arcsin x

x


    


 . ٚ دظفز ػجِز ٠ّىٓ صؼ٠ٌف ثٌّشضمز 

  :ثٌضج١ٌز                       
 

  
   

'
'

2
, 1 , 1

1

f x
Arcsin f x f x

f x


    



 . 
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             2 -      
'

2

1
1 , 1 :

1
x Arccos x

x


    


 . ٚ دظفز ػجِز ٠ّىٓ صؼ٠ٌف 

   :ٌّشضمز ثٌضج١ٌزث                       
 

  
   

'
'

2
cos , 1 , 1

1

f x
Arc f x f x

f x


    



 . 

             3 -    
'

2

1
: tan

1
x Arc x

x


  


  :. ٚ دظفز ػجِز ٠ّىٓ صؼ٠ٌف ثٌّشضمز ثٌضج١ٌز 

                          
 

  
   

'
'

2
tan , ,

1

f x
Arc f x f x

f x


    


  . 

             4 -    
'

2

1
: cotan

1
x Arc x

x


  


  :. ٚ دظفز ػجِز ٠ّىٓ صؼ٠ٌف ثٌّشضمز ثٌضج١ٌز 

                          
 

  
   

'
'

2
tan , ,

1

f x
Arcco f x f x

f x


    


 .                         

  :خــٕاص - 6      

             1-             , : Cos Cos .Cos Sin .Sina b a b a b a b      . 

             2-             , : Cos Cos .Cos Sin .Sina b a b a b a b      . 

             3-             , : Sin Sin .Cos Cos .Sina b a b a b a b       . 

             4-            , : Sin Sin .Cos Cos .Sina b a b a b a b      . 

             5-      2 2: Cos Sin 1x x x    .  

             6-  
   

   
, :

1 .

tg a tg b
a b tg a b

tg a tg b


   


  . 

              

               
           
           

. .
, , :

1 . . .

tg a tg b tg c tg a tg b tg c
a b c tg a b c

tg a tg b tg b tg c tg c tg a

  
    

  
.  

             

             7-   
   

   
, :

1 .

tg a tg b
a b tg a b

tg a tg b


   


 .  

                

               
           
           

. .
, , :

1 . . .

tg a tg b tg c tg a tg b tg c
a b c tg a b c

tg a tg b tg b tg c tg c tg a

  
    

  
 . 

                               

             8-  
   
   

. 1
, :

cotg a cotg b
a b cotg a b

cotg a cotg b


   


  . 

             9-   
   
   

. 1
, :

cotg a cotg b
a b cotg a b

cotg a cotg b


   


  . 

                              

             10-     , : Sin Sin 2 . Sin . Cos
2 2

a b a b
a b a b

    
        

   
  . 

             11-     , : Sin Sin 2 . Sin . Cos
2 2

a b a b
a b a b

    
        

   
  . 

             12 -    , : Cos Cos 2 . Cos . Cos
2 2

a b a b
a b a b

    
        

   
  . 
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             13-     , : Cos Cos 2 . Sin . Sin
2 2

a b a b
a b a b

    
        

   
  . 

             14-    
   Cos Cos

, : Sin . Sin
2

a b a b
a b a b

  
    . 

             15-     
   Sin Sin

, : Sin . Cos
2

a b a b
a b a b

  
    . 

             16-       2 2: Cos 2 2Cos 1 1 2Sinx x x x       . 

             17-  
 2 1 Cos 2

: Cos
2

x
x x


    . 

             18-   
 2 1 Cos 2

: Sin
2

x
x x


    . 

             19 -  
   3 3Cos Cos 3

: Cos
4

x x
x x


    . 

            20-   
   3 3Sin Sin 3

: Sin
4

x x
x x


    . 

            21-      

   

 
 
 

 
 

2 2

2

2 2

2 2

: Cos Sin 1

1
Sin Cos

1 1

x x x avec

tg x
x et x

tg x tg x

    


 

 

 .  

                                                            

   -انـرٕاتـغ انمـطؼٛح ٔذـٕاتؼٓا انؼـكسٛح  - 6.3 

          - Fonctions Hyperboliques  et leurs Réciproques -  

                                                   

        I  - انـسائـذٚـح    ( انـرـٕاتغ انمـطـؼـٛح( :  
   :ذؼارٚف - ا              

Sinus Hyperbolique  :  اندـٛـة انـمـطؼٙ  - 1                   Sinh x    ٔأ Sh x.  

 ثٌضجدغ ثٌـفـٌهٞ ثٌّؼٌف ٚ ثٌّْضٌّ ٚ Sinus Hyperboliqueّْٟٔ ثٌؾـ١ـخ ثٌـمـطؼٟ  -                      

  :دجٌؼلالز ثٌضج١ٌز ٔقٛ صّجِج ػٍٝ  ِـضـَث٠ـو                        

                              : :
2

x xe e
Sh x x Sh x Sinh x

 
   . 

   :ٚ ثٌيٞ ٠قمك                       

                        *   lim
x

Sinh x Sinh


      ٚ   lim
x

Sinh x Sinh
 

      . 

                          *  0 0Sinh x x    . 

                                                      

Cosinus Hyperbolique  : او انـمـطؼٙ اندـٛـة ذـًـ - 2                   Cosh x    ٔأ Ch x. 

 ثٌضجدغ ثٌـَٚؽٟ ثٌــّـٛؽخ  Cosinus Hyperboliqueّْٟٔ ثٌؾـ١ـخ صـّـجَ ثٌـمـطؼٟ  -                      

ٚثٌّْضٌّ ٚ ِضـٕـجلض صـّـجِج ػٍٝ ثٌّؾجي  صـّـجِج ثٌّؼٌف                          , 0    ِـضـَث٠ـو صّجِج ٚ 

ػٍٝ                           0 ,   دجٌؼلالز ثٌضج١ٌز:  

                                   : :
2

x xe e
Ch x x Ch x Cosh x

 
    . 

   :ٚ ثٌيٞ ٠قمك                         

                           *   lim lim
x x

Cosh x Cosh x
  

     

                             ٚ   
0 0

lim lim 1
x x

Cosh x Cosh x
  

   . 

ٔقٛ    * ٚ ٘ٛ صمجدً ِغلا ِٓ                             1 ,     ٚ .   0 0 1Ch Cosh    . 
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Tangente  Hyperbolique  : انـظـم انـمـطؼٙ  - 3                   tanh x  ٔأ th x.  

 ثٌضجدغ ثٌـفـٌهٞ ثٌّؼٌف ٚ Tangente  Hyperboliqueّْٟٔ ثٌـظـً ثٌـمـطؼٟ  -                      

ٔقٛ  ثٌّْضٌّ ٚ ِـضـَث٠ـو صّجِج ػٍٝ                           1 , 1  دجٌؼلالز ثٌضج١ٌز:  

                

   

   
 
 

 
 

2

2

: 1 , 1

1
tanh

1

x x x

x x x

th x

Sinh x Sh x e e e
x th x x

Cosh x Ch x e e e

  

  

  

 
    

 

  

  :ٚ ثٌيٞ ٠قمك .                    

                         * lim 1
x

th x
 

     ٚ lim 1
x

th x


 . 

ٔقٛ  * ٚ ٘ٛ صمجدً ِغلا ِٓ                         1 , 1    ٚ .   0 tanh 0 1th     . 

                                                          

Cotangente  Hyperbolique  :   انـظـم ذـًـاو انـمـطؼٙ  - 4                  thCo x    ٔأ Cth x. 

 ثٌضجدغ ثٌـفـٌهٞ ثٌّؼٌف Cotangente  Hyperboliqueّْٟٔ ثٌـظـً صـّـجَ ثٌـمـطؼٟ  -                      

ٔقٛ  *ِـضـٕجلـض صّجِج ػٍٝ  ٚ ثٌّْضٌّ ٚ                           , 1 1 ,       دجٌؼلالز ثٌضج١ٌز:   

           

     

   
 
 

 
 

*

2

2

: , 1 1 ,

1

1

x x x

x x x

Coth x

Cosh x Ch x e e e
x Cth x Coth x

Sinh x Sh x e e e

  

  

      

 
    

 

 . 

  :دؼذجًر أمٌٜ ٚث                            
   

* 1 1
:

tanh th
x Cth x Coth x

x x
      . 

  :ٚ ثٌيٞ ٠قمك                         

                                * lim 1
x

cth x
 

     ٚ lim 1
x

cth x


  . 

ٔقٛ  ** ٚ ٘ٛ صمجدً ِغلا ِٓ                                 , 1 1 ,       . 

                    

  :تؼـض انـؼـلالـاخ انـؼـايـح -ب              

                                                       

                  1-           , : . .a b Ch a b Ch a Ch b Sh a Sh b      . 

                  2 -           , : . .a b Sh a b Sh a Ch b Ch a Sh b      . 

                  3 -       : .... *xx Ch x Sh x e     . 

                  4 -        : .... **xx Ch x Sh x e      . 

فْخ  - 5                   *  ٚ **  ْأ:       2 2: 1 .... ***x Ch x Sh x      . 

                  6 -  

                  
 

   
 

 
 

 
2 2 2

2

2 2 2

1
: 1 1

Ch x Sh x Sh x
x th x

Ch x Ch x Ch x


       . 

                  7 -  

             
 

   
 

 
 

 
2 2 2

* 2

2 2 2

1
: 1 1

Ch x Sh x Ch x
x Cth x

Sh x Sh x Sh x


       . 

                  8 -       2 2: 2.a Ch a Ch a Sh a     . 

                  9 -       : 2. 2 . .a Sh a Sh a Ch a    . 

                  10 -   
   
   

, :
1 .

th a th b
a b th a b

th a th b


   


  .                                                                                    
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                  11 -      , : 2. .
2 2

a b a b
a b Ch a Ch b Ch Ch

    
       

   
 . 

                  12 -     , : 2. .
2 2

a b a b
a b Ch a Ch b Sh Sh

    
       

   
  . 

                  13 -    
 
 

2

2

1
: 2.

1

th a
a Ch a

th a


  


   . 

                   14 -   
 
 2

2.
: 2.

1

th a
a Sh a

th a
  


  . 

                  15 -   
 
 2

2.
: 2.

1

th a
a th a

th a
  


  . 

                  

  :اشـرـمـالـٛـح انـرـٕاتغ انمـطـؼـٛح -ج             

                                

                   1 -      
'

,Sh x Ch x x   . 

                   2 -      
'

,Ch x Sh x x   . 

                   3 -  
  

 
 

   
   

 

'
2 2

'

2 2

2

1

1 ,

Sh x Ch x Sh x
th x

Ch x Ch x Ch x

th x x

   
    
 

    

  . 

                   4 -  
  

 
 

   
 

 

'
2 2

'

2

21 ,

Ch x Sh x Ch x
Coth x

Sh x Sh x

Coth x x

  
    
 

    

  . 

                                                    

   

        II - انـرـٕاتغ انمـطـؼـٛح انـؼـكـسـٛـح:  

                  

انراتغ انمطؼٙ انؼكسٙ نهراتغ  - 1                Sh x  ) ٙػـًـذج اندـٛـة انمطؼ (:    ArgSh x . 

  :ذؼرٚف                     

Sinus Hyperbolique  : ثٌضجدغ                       Sh x   ِْٞضٌّ ٚ ِـضـَث٠ـو صّجِج  ٬صجدغ فـٌه ِٓ  

  :.  أٞ ٔقٛ                        :Sh x    ٗصـمـجدـٍٟ . ٚ دجٌضجٌٟ ٠ٍّه صمجدلا ػـى١ْج . ١ّْٔ:  

                          ''Hyperbolique Argument sinus   ''''  ٟػـّـور ثٌؾـ١ـخ ثٌـمـطؼ''  ٌٗ ٌَِٔ ٚ 

  :دجٌٌَِ                         :ArgSh x   ِٞٚـضـَث٠ـو صّجِج ػٍٝ ِْضٌّ ٬. ٚ ٘ٛ صجدغ فـٌه 

  :. ف١ظ                        

                         1 -    , ,y Sh x x x ArgSh y y         . 

٠ّىٓ أْ ٔؼذٌ ػٓ ثٌضجدغ  - 2                          ArgSh x ٌٍج٠ًضُ . ٚ ىٌه دجٌشىً ثٌضجٌٟــٛغـدولاٌز هثٌز ث:  

   :ٌو٠ٕج ّجدمج أْ                            

   

   

     

2 2

2 2

2

: 1

: 1

: 1 ...... 1

x Ch x Sh x

x Ch x Sh x

x Ch x Sh x

    

    

    

   . 

  :ٚ ٌو٠ٕج أ٠ؼج أْ                                 : .... 2yy e Ch y Sh y     . 

ٚ فْخ                              1  ْٔؾو أ:  

                                  2: 1 .... 3yy e Sh y Sh y      . 
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ٚ دٛػغ                                 Sh y x y ArgSh x     فْخ ٚ  . 3 ْأ:  

                               

                             
   

     

2

2

: 1

: arg ln 1 ........ 4

yy e Sh y Sh y

y y Sh x x x

    

      
 . 

                                     

              

انراتغ انمطؼٙ انؼكسٙ نهراتغ  - 2                Ch x  ) ٙػـًـذج خـٛـة انـرـًاو انمطؼ (:  ArgCh x . 

  :ذؼرٚف                    

Cosinus Hyperbolique    :  ثٌضجدغ                     Ch x   ِْٟضٌّ ٚ ِـضـَث٠ـو صّجِج ِٓ ٬صجدغ ٍٚؽ 

                      0 ,   ٛٔق 1 ,     ٞأ  .:  Ch x   . صـمـجدـٍٟ . ٚ دجٌضجٌٟ ٠ٍّه صمجدلا ػـى١ْج 

                     ٗ١ّْٔ:  '' Argument cosinus Hyperbolique '''' ٟػـّــور ؽـ١ـخ ثٌـضـّجَ ثٌـمـطؼ 

 :ٚ ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ  ''                        : 1 ,ArgCh x      ٟ٬. . ٚ ٘ٛ صجدغ ٍٚؽ  

  ِْضٌّ ٚ ِـضـَث٠ـو صّجِج ػٍٝ                       1 ,   ف١ظ .:  

                       1 -      , , 1 ,y Ch x x x ArgCh y y           . 

٠ّىٓ أْ ٔؼذٌ ػٓ ثٌضجدغ  - 2                       ArgCh x ٌج٠ًضُ . ٚ ىٌه دجٌشىً ثٌضجٌٟــٛغـٍـدولاٌز هثٌز ث:  

   :ٌو٠ٕج ّجدمج أْ                           

   

   

     

2 2

2 2

2

: 1

: 1

: 1 ...... 1

x Ch x Sh x

x Sh x Ch x

x Sh x Ch x

    

    

    

    . 

  :ٚ ٌو٠ٕج أ٠ؼج أْ                                : .... 2yy e Ch y Sh y     . 

ٚ فْخ                             1  ْٔؾو أ:  

                                      2: 1 .... 3yy e Ch y Ch y      . 

ٚ دٛػغ                                 Ch y x y ArgCh x     فْخ ٚ  . 3 ْأ:  

                             
   

     

2

2

: 1

: arg ln 1 ........ 4

yy e Ch y Ch y

y y Ch x x x

    

      
 . 

                                                

              

انراتغ انمطؼٙ انؼكسٙ نهراتغ  - 3                th x   ) ٙػـًـذج انـظــم انمطؼ (:    Argth x . 

  :ذؼرٚف                     

Tangente Hyperbolique    :  ثٌضجدغ                      th x   ِْٞضٌّ ٚ ِـضـَث٠ـو صّجِج  ٬صجدغ فـٌه 

 ٔقٛ ػٍٝ                       1 , 1   .ٞأ:  th x  ٗصـمـجدـٍٟ . ٚ دجٌضجٌٟ ٠ٍّه صمجدلا ػـى١ْج . ١ّْٔ:  

                       '' Argument Tangente Hyperbolique ''''  ٟػّور ثٌـظـً ثٌـمـطؼ''  ٌٗ ٌَِٔ ٚ 

 :دجٌٌَِ                        : 1 , 1Argth x     ِْٞضٌّ ٚ ِـضـَث٠ـو  ٬. . ٚ ٘ٛ صجدغ فـٌه 

صّجِج ػٍٝ                       1 , 1  ف١ظ .:   

                     1 -     , , 1 , 1y th x x x Argth y y          . 

٠ّىٓ أْ ٔؼذٌ ػٓ ثٌضجدغ - 2                     Argth x ٌج٠ًضُ . ٚ ىٌه دجٌشىً ثٌضجٌٟــٛغـٍـدولاٌز هثٌز ث:  

  :ٌو٠ٕج ّجدمج أْ                         
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     

   

 
 

 
 

   

2
2 2

2

2

2

1
: : . 1 1

1

: . 1 1

1 1
: , 1 , 1 ..... 1

1 1

x
x x

x

x

x

e
x y th x x y e e

e

x e y y

y y
x e y

y y


 








         



      

  
        

 

 . 

ج٠ًضُ ٌٍؼذجًر ــٛغــٍـّضؼّجي هثٌز ثٌئٚ د                         1 ْٔؾو أ:  

                           

 
 

 
 

 

 

   

2 1 1
: , 1 , 1

1 1

1
: 2. ln , 1 , 1

1

1 1
. ln , 1 , 1

2 1

x y y
x e y

y y

y
x x y

y

y
x Argth y y

y

   
       

 

 
        

 

 
       

 

  . 

  :أٞ أْ                               
1 1

. ln , 1 , 1 ..... 2
2 1

x
Argth x x

x

 
     

 
.                                                        

انراتغ انمطؼٙ انؼكسٙ نهراتغ  - 4                Coth x  ) ٙػـًـذج ظــم انـرـًـاو انمطؼ (:  ArgCoth x.  

  :ذؼرٚف                     

Cotangente Hyperbolique    :  ثٌضجدغ                      Coth x   ِْٞضٌّ ٚ ِـضـٕجلض  ٬صجدغ فـٌه 

*صّجِج ػٍٝ                       
ٔقٛ     , 1 1 ,       ٞأ  .:  Coth x   ٌٟصـمـجدـٍٟ . ٚ دجٌضج 

 ''  Argument Cotangente Hyperbolique ''   :٠ٍّه صمجدلا ػـى١ْج . ١ّْٔٗ                      

  :ٚ ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ ''ػّور ثٌـظـً ثٌضّجَ ثٌـمـطؼٟ  ''                      

                              *: , 1 1 ,ArgCoth x         ٞضٌّ ِْٚ ٬. ٚ ٘ٛ صجدغ فـٌه 

ِـضـٕجلض صّجِج ػٍٝ                         , 1 1 ,      ٛف١ظ*ٔق .:  

                      1 - 
 

     

*,

, , 1 1 ,

y Coth x x

x ArgCoth y y

   

        
 . 

٠ّىٓ أْ ٔؼذٌ ػٓ ثٌضجدغ  - 2                      ArgCoth x ٌج٠ًضُ .ٚىٌه دجٌشىً ثٌضجٌٟــٛغـٍـدولاٌز هثٌز ث:  

  :ٌو٠ٕج ّجدمج أْ                           

                 

     

   

 
 

     

2
* * 2 2

2

* 2

* 2

1
: : . 1 1

1

: . 1 1

1
: , , 1 1 , ..... 1

1

x
x x

x

x

x

e
x y Coth x x y e e

e

x e y y

y
x e y

y


 








         



     


           



                      

ٚ دجّضؼّجي هثٌز ثٌٍٛغج٠ًضُ ٌٍؼذجًر                             1 ْٔؾو أ:  

                         

 
 

   

   

     

* 2

*

1
: , , 1 1 ,

1

1
: 2. ln , , 1 1 ,

1

1 1
. ln , , 1 1 ,

2 1

x y
x e y

y

y
x x y

y

y
x ArCoth y y

y

 
          



 
            

 

 
           

 

   . 
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 :أٞ أْ                             
1 1

. ln , , 1 1 , ..... 2
2 1

x
ArgCoth x x

x

 
         

 
.  

                                              

   :انـؼـكـسـٛـحاشـرـمـالـٛـح انـرـٕاتغ انمـطـؼـٛح  -ج             

                  1 -      
'

' 2

2

1
arg ln 1 ,

1
Sh x x x x

x


     


 . 

   :ٚ دظفز ػجِز  ٠ّىٓ صؼ٠ٌف ثٌّشضمز ثٌضج١ٌز                      

                           
 

 
 

'
'

2
arg ,

1

f x
Sh f x f x

f x


  


.  

                  2 -  
     

 

'
' 2

2

1
arg ln 1 ,

1

1 ,

Ch x x x
x

x


   



   

  . 

  :ٚ دظفز ػجِز  ٠ّىٓ صؼ٠ٌف ثٌّشضمز ثٌضج١ٌز                       

                           
 

 
   

'
'

2
arg , 1 ,

1

f x
Ch f x f x

f x


    


  . 

                  3-     
'

'

2

1 1 1
1 , 1 : . ln

2 1 1

x
x Argth x

x x

   
       

   
  . 

                  4 -  
      

'

'

2

1 1
, 1 1 , : . ln

2 1

1

1

x
x ArgCoth x

x

x

  
           

  






 . 
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  -انـرـٕاتغ انـمـاتـهـح نلاشـرـمـاق  -                                             

 

 :انراتغ انماتم نهـرـفـاضم ػُذ َمطح - 6.3 

  :ذؼرٚف           

f:١ٌىٓ              D   ً0صجدؼج ِؼٌفج فٟ ؽٛثx D  . 

 دـضـجدغ صـجٌـفٟ . دظ١غز 0xإىث أِىٓ صم٠ٌذٗ فٟ  0xثٔٗ لـجدً ٌٍضفجػً ػٕو ثٌٕمطز  fٔمٛي ػٓ ثٌضجدغ -           

  :أهق             

  Aٚػوه فم١مٟ 0xٌٍٕمطز  Vإىث ٚؽو ؽٛثً 0xثٔٗ لـجدً ٌٍضفجػً ػٕو ثٌٕمطز fٔمٛي ػٓ ثٌضجدغ -           

  :دق١ظ  ٬ xلا ٠ضؼٍك دـ  ٬              

                              
00 0 0. . , .... *xf x f x A x x x x x x V       ْف١ظ أ .:  

                
0x صـجدغ ٠قمك ٛ٘:    

0
0

lim 0x
x x

x


 . 

  :٠ّْٝ ثٌؾَء -              ''' '''

0 0.f x A x x  ٌضجٌفٟ . د١ّٕج ٠ّْٝ ثٌؾَءدجٌـؾـَء أ:   

                 
0

''' '''

0 . xx x x . ٟدـجٌـذـجلــ 

ٚ ٌَِٔ ٌٗ دـ  0xػٕو ثٌٕمطز  ''' fدـّـشـضـك ثٌضجدغ  ''' ٠Aوػٝ ثٌؼوه  -            '

0f x  . 

                  

  :خـاطٛح           

 ٠ـىـْٛ ٚفـ١وث .   )إْ ٚؽو   ( Aثٌؼوه  -           

0  :دٛػغ -            0x x h x x h     فجْ ثٌّْجٚثر  ٬ * صظذـ:   

                     '

0 0 0. . ...... **f x h f x h f x h h    ْف١ظ أ .:  ''' '''

0
lim 0
h

h


 . 

  :٠وػٝ ثٌضطذ١ك -            '

0 .h f x h صـفـجػـً ثٌضجدغ   '''  ٬f '''  0ػٕو ثٌٕمطزx  

 :ٚ ٠ٌَِ ٌٗ دـجٌٌَِ   ) 0xػٕو ثٌٕمطز  fأٚ ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ ثٌّّجُ ٌٍضجدغ  (             
0xdf  . 

  :ٚ ِٕٗ ٠ىْٛ ٌو٠ٕج            
   

0
'

00
.

:
x

x

h df h f x h

df
 

 ػـٕوةي . ٚ ٔىضخ:  

                     
00 0 . ...... ***xf x h f x df h h h     . 

                                 

  :يلاحظح           

  :إْ ثٌضطذ١ك -             '

0 .h f x h   . ٟصطذ١ك مـطـ ٛ٘ 

                                                                   

  :انراتغ انماتم نلاشرماق ػُذ َمطح - 7.3 

  :ذؼرٚف           

 :إىث وجٔش ٌٍْٕذز 0xثٔٗ لـجدً ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطز ٬ 0xٌٍٕمطز  Vِؼٌف فٟ ؽٛثً fٔمٛي ػٓ صجدغ           

            
   0

0

f x f x

x x




فٟ  0xإٌٝ  xٔـٙج٠ـز ِٕض١ٙز. ػٕو ِج ٠ؤٚي    0V x .  

                   

   :خـاطٛح          

 .  0xْ لجدلا ٌٍضفجػً ػٕو ثٌٕمطزإىث ٚفمؾ إىث وج 0xلـجدلا ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطز ٠fىْٛ -          

  :ٚ ٠ىْٛ ٌو٠ٕج             
   

0

0'

0

0

lim
x x

f x f x
f x

x x





  . 
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  :انًشرك يٍ انٛسار  -انًشرك يٍ انًٍٛٛ   - 8.3 

  :ذؼرٚف           

  :إىث وجٔش 0xثٔٗ لـجدً ٌلاشضمجق ِٓ ث١ٌـْجً ػٕو ثٌٕمطز  fٔمٛي ػٓ صجدغ -           

                
   

0

0

0

lim
x x

f x f x

x x






 شضك ِٓدجٌؼوه ثٌّ '''ٛهر ٚ ِٕض١ٙز. ٚ صّْٝ ٘يٖ ثٌٕٙج٠ز  ِٛؽ

 '''   :. ٚ ٌَِٔ ٌٗ دج0xٌٌَِػٕو ثٌٕمطز  fٌٍضجدغ  '''ث١ٌـْجً                '

0gf x    ٚأ '

0f x "'  . 

                                    

  :إىث وجٔش 0xثٔٗ لـجدً ٌلاشضمجق ِٓ ث١ّ١ٌٓ ػٕو ثٌٕمطز  fٔمٛي ػٓ صجدغ  -            

                 
   

0

0

0

lim
x x

f x f x

x x






 دجٌؼوه ثٌّشضك ِٓ '''٘يٖ ثٌٕٙج٠ز   ِٛؽٛهر ٚ ِٕض١ٙز. ٚ صّْٝ  

 '''  :. ٚ ٌَِٔ ٌٗ دج0xٌٌَِػٕو ثٌٕمطز  fٌٍضجدغ  '''ث١ّ١ٌٓ                 '

0df x    ٚأ '

0f x "'  . 

                                    

   :خـاطٛح           

 ٌلاشضمجق ِٓ ث١ّ١ٌٓ ٚ ِٓ  إىث ٚفمؾ إىث وجْ لـجدلا 0xلـجدلا ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطز ٠fىْٛ ثٌضجدغ -           

   :ٚ وجْ ٬ 0xث١ٌْجً ػٕو ثٌٕمطز                 ' '

0 0d gf x f x   . 

                                    

  :انراتغ انًشرك - 9.3 

   :ذؼرٚف           

f:١ٌىٓ               D   ٚD  ٔمٛي أْ ثٌضجدغ ٬f ٍٝلـجدً ٌلاشضمجق ػD  إىث ٚفمؾ إىث 

  :ٚػٕوةي ٠ّْٝ ثٌضطذ١ك 0x  ِٓDٌلاشضمجق ػٕو وً ٔمطز لـجدلا  fوجْ             

              
 '

' :
x f x

f D


  ثٌـّـشـضـك.  دـجٌـضـجدغ 

                                                

  :انـريـــس انـرـفـاضـهــٙ - 10.3 

  :١ٌىٓ ثٌضجدغ ثٌّـطـجدـك            
 

:
x Id x x

Id
 

  ثٔٗ لـجدً ٌلاشضمجق . 

               ٚ  
'

: 1x Id x    ىْإ ٬:  Id x  لـجدً ٌٍّفجػٍز ػٕو وً ٔمطزx  ٌَِٔ ٚ . 

  :ٚثٌّؼٌف دـ dx :ٌٙيث ثٌضفجػً دـ                  ,dx h h h    . 

   :إْ صفجػٍٗ ٘ٛ ثٌضطذ١ك ٬ 0xثٌّؼٌف ٚ ثٌمجدً ٌٍضفجػً ػٕو  ١ٌfىٓ ثٌضجدغ             

                      
0 0

' '

0 0. .x xdf h f x h df h f x dx h   ِٕٗ ٚ .:  

                   0

0

' '

0 0.
x

x

df
df f x dx f x

dx
    ٌٟإىث وجْ :. ٚ دجٌضجf مجق ػٍٝلـجدلا ٌلاشض 

 :دـ  fفئٕٔج ٌَِٔ ٌّشضمٗ Dثٌّؾّٛػز            
df

dx
'  :. إىْ df

f
dx

. 

                         

  :يلاحظاخ           

  :إىث وجٔش - 1            
   

0

0

0

lim
x x

f x f x

x x




  


 لـجدً ٌلاشضمجق ػٕو  f. فلا ٔمٛي أدوث أْ ثٌضجدغ

 . 0xثٌٕمطز                  

 ٠ىْٛ ِْضٌّث ػٕو ٘يٖ ثٌٕمطز .  f :فجْ ٬ 0xشضمجق ػٕو ثٌٕمطزلـجدلا ٌلا fإىث وجْ ثٌضجدغ - 2            

 )فضٝ ٚ ٌٛ وجٔج ِنضٍف١ٓ  ( fِٓ ث١ّ١ٌٓ ٚ ِٓ ث١ٌْجً ٌضجدغ 0xإْ ٚؽٛه ِشضك ػٕو ثٌٕمطز - 3            

                                                   ػٕو ٘يٖ ثٌٕمطز .  ٠fمضؼٟ ثّضٌّث٠ًز ثٌضجدغ                   
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  :دق١ظ ٬ 0xػٕو ثٌٕمطزٌلاشضمجق ِٓ ث١ّ١ٌٓ ٚ ِٓ ث١ٌْجً  لـجدلا fثىث وجْ - 4            

                     ' '

0 0d gf x f x ثٌضجدغ :ػٕوةيf 0غ١ٌ لـجدً ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطزx  ْثٌذ١ج ٚ . fC  

 ػٕو ٘يٖ ثٌٕمطز .  ''ٔـمـطـز ٍث٠ٚــز   ''٠شًّ                     

                                         

  :يثال           

  :ثٌّؼٌف دجٌشىً ١ٌfىٓ ثٌضجدغ             
1

. , 0
:

0 , 0

x Sin x
x f x x

x

  
  

    
 

  . 

0إْ ٘يث ثٌضجدغ ِؼٌف ٚ ِْضٌّ ػٕو ثٌٕمطز  -            0x  0.ٌىٕٗ غ١ٌ لـجدً ٌلاشضمجق ػٕو ٘يٖ ثٌٕمطزx  لا 

 ِٓ ث١ّ١ٌٓ ٚلا ِٓ ث١ٌْجً .               

                                          

  :حساب انًشرماخ - 11.3 

   :حساب انًشرماخ تؼض انرٕاتغ انًأنٕفح - 1             

      

انراتغ   f x   انراتغ انًشرك 'f x 

C  ثـاتد   '' '', 0x  

  x  
'' '', 1x  

 , 2nx n  

'' 1 '', . nx n x   

  
1

x

 
 
 

 
* '' ''

2

1
,x

x
   

x 
* '' ''1

,
2.

x
x




  

 Cos x
 

 '' '',
2

x Sin x Cos x
 

     
 

 

 .Cos a x b
  '' '', . .x a Sin a x b   

 

   Sin x 
 '' '',

2
x Cos x Sin x

 
    

 
 

   .Sin a x b  '' '', . .x a Cos a x b  
 

   tan x 

 
 '' 2 ''

2

1
\ . , , 1 tan

2
x k k x

Cos x




 
      

 
 

   Cotg x  
 

 '' 2 ''

2

1
\ . , , 1x k k Cos x

Sin x



     

 

 

  ln x * '' ''1
,x

x



  

 xe    '' '', xx e   

   Ch x  '' '',x Sh x 
 

   Sh x  '' '',x Ch x 
 

   th x 

 
 '' 2 ''

2

1
, 1x th x

Ch x


   

 

   Coth x 

   
 * '' 2 ''

2 2

1 1
, 1 1x Coth x

Sh x th x


     
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  :َمثم تذٌٔ ترْاٌ انُظرٚح انرانٛح -         

  :َظرٚح           

,١ٌىٓ             :f g D    0لـجد١ٍٓ ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطزx١ٌىٓ  ٬ ٚ ٌو٠ٕج ٬:  

ثٌضجدغ   - 1             f g  0لـجدً ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطزx ٌو٠ٕج ٚ:   

                         
' ' '

0 0 0f g x f x g x    . 

.ثٌضجدغ  - 2             f  0لـجدً ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطزx ٌو٠ٕج ٚ:      
' '

0 0. .f x f x  . 

ثٌضجدغ   - 3             .f g  0لـجدً ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطزx ٌو٠ٕج ٚ:  

                             
' ' '

0 0 0 0 0. . .f g x f x g x g x f x   . 

 :إىث وجْ - 4             0 0g x  فئٕٔج ْٔضط١غ إ٠ؾجه ؽٛثً ٬V  0ٌٍٕمطزx  ٠ىْٛ ػ١ٍٗ ثٌضجدغ gٌغ١ 

:  :ِؼوَٚ ٚدجٌضجٌٟ فجْ                  
f

V
g

 
 

 
  :ٚ ٌو٠ٕج ٠0xىْٛ لـجدلا ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطز  

                    
       

  

' ' '

0 0 0 0

0 2

0

. .f x g x g x f xf
x

g g x

 
 

 
  . 

دجلأمض ثٌضجدغ                  
1

g

 
 
 

   :ٚ ٌو٠ٕج 0xلـجدً ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطز 

                       
 

  

' '

0

0 2

0

1 g x
x

g g x

 
 

 
  . 

                                   

             

  :يـشـرـك ذـاتغ يـركـة           

  :َظرٚح            

f:١ٌىٓ                D    0لجدً ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطزx  ٚ0x D ٓ١ٌى ٚ 

               ':g D   ًٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطز لجد 0f x ْٔفٌع أ .:   'f D D ْفج:  

gثٌضجدغ ثٌٌّوخ                f ٠0ىْٛ لجدلا ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطزx ٌو٠ٕج ٚ:  

                      
' ' '

0 0 0.g f x g f x f x     . 

                                     

  :يـشـرـك ذـاتغ ػـكـسٙ           

  :َظرٚح            

f:١ٌىٓ              D   ٚ 0صجدؼج ِؼٌفجx D ٔفٌع أْ ثٌضجدغ .f   ِْضٌّ ٚ ًص١خ صّجِج 

إٌٝ ٠Dؼٌف صمجدلا ِٓ fٚدجٌضجٌٟ ثٌضجدغ .Dػٍٝ                'f D D  1ٚ أْ ثٌضجدغf   ٛ٠ْى: 

ِْضٌّث ػٍٝ               'f D D  . fٚ ٌٗ ٔفِ ثصؾـجٖ صغ١ٌثس ثٌضجدغ  ٬ٚ ًصـ١ـذـج صّجِج  

ٚ إىث وجْ 0xلجدلا ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطز fإىث وجْ ثٌضجدغ               '

0 0f x   ْفج:  

1fثٌضجدغ ثٌؼـىـْٟ                  ٠ىْٛ لجدلا ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطز 0f x ٌو٠ٕج ٚ:   

g:'١ٌىٓ              D    ًٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطزلجد 0f x ْٔفٌع أ .:   'f D D   

gثٌٌّوخ ثٌضجدغ :فجْ              f ٠0ىْٛ لجدلا ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطزx ٌو٠ٕج ٚ:  

                   
 

'
1

0 '

0

1
f f x

f x

 
   .                                                         
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  :ثٌٕظ٠ٌز ثٌْجدمز صّْـ ٌٕج دئصّجَ ؽوٚي ِشضمجس ثٌضٛثدغ ثٌّأٌٛفزإْ  :َـرـٛـدـح           

      

انراتغ   f x   انراتغ انًشرك 'f x 

  
1

*,nx n      
1

1
'' ''1

. nx
n



 

  ,rx r     '' 1 ''. ,rr x r  

   ArcSin x     '' ''

2

1
1 , 1 ,

1
x

x


   


 

   ArcCos x     '' ''

2

1
1 , 1 ,

1
x

x


   


 

    tanArc x    '' ''

2

1
,

1
x

x


 


 

    ArcCot x     '' ''

2

1
,

1
x

x


 


 

    ArgSh x      '' ''

2

1
,

1
x

x


 


 

   ArgCh x       '' ''

2

1
1 , ,

1
x

x


   


 

   Argth x       '' ''

2

1
1 , 1 ,

1
x

x


   


 

    ArgCoth x     '' ''

2

1
, 1 1 , ,

1
x

x


       


 

 

 

  : الاشرماق ػهٗ يدال يٍ - 12.3 

  :ذؼرٚف            

١ٌىٓ              : ,f I a b   صجدؼج ِؼٌفج . 

ثٔٗ ٠مـذً ثلاشضمجق ػٍٝ ثٌّؾجي  fٔمٛي أْ ثٌضجدغ -             ,I a b ْإىث ٚفمؾ إىث وجf لـجدلا ٌلاشضمجق 

وً ٔمطز ِٓ ٔمجؽ ثٌّؾجي  ػٕو              ,I a b ٞأْ ثٌضجدغ :. أf ِٓ لجدً ٌلاشضمجق ػٕو وً ٔمطز 

ثٌّفضٛؿ  ثٌّؾجي               ,a b  ٗٔلجدً ٌلاشضمجق ػٓ ٠ْجً ثٌٕمطز ٚ ثa  ٚػٓ ١ّ٠ٓ ثٌٕمطزb . 

                                       

  :انـمـٛى انـمـظـٕٖ انًحهٛح - 13.3 

  :َظرٚح            

f:إىث وجْ              I    0صجدؼج ِؼٌفج ٚوجٔشx I ْوج ٚf 0لـجدً ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطزx  

 :فجْ 0xػٕو ثٌٕمطز ''ٜ  ِق١ٍز ل١ّز لـظـٛ ''٠ّٚضٍه               '

0 0f x  .)  ثٌؼىِ غ١ٌ طق١ـ(  . 

                                

  :يلاحظاخ            

 ثٌؼىِ غ١ٌ طق١ـ فٟ ثٌقجٌز ثٌؼجِز.  - 1             

  :إىث وجْ                   '

0 0f x   فجْ لذٛي ثٌضجدغ ٬ِـٛؽٛهf  ''  ٌـ١ـِ ''ٌم١ّز لـظـٜٛ  ِق١ٍز 

 :ثِــٌأ ِـــؤووث . ِٚغجي ػٓ ىٌه                   

ثٌضجدغ   -                     3: ;f x f x x    ٠قمك 0 0f  ٌىٓ ػٕو ثٌٕمطز ٚ 

                      0 0x   ًل١ّز فو٠ز. لأٔٗ ِّٙج وجْ ثٌؾٛثً  لا ٠مذ 0V   0ٌٍٕمطز 0x  ٌو٠ٕج:  
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                         
   

   

3

3

0 0 , 0
0 ;

0 0 , 0

f x x f x
x V

f x x f x

    
  

   

 لـجدً f. دجٌٌغُ ثٌضجدغ  

0ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطز                        0x  ٌو٠ٕج ٚ .:      ' 2 '3. 0f x x f x    . 

ثٌٕمطز :فٟ فـ١ـٓ أْ                          0 , 0 0 , 0f   ًٌٍضجدغ ''ل١ّز لـظـٜٛ ِق١ٍز  ''لا صّغf  . 

                                    

 لـجدلا  fدــوْٚ أْ ٠ىْٛ ثٌضجدغ 0xػٕو ثٌٕمطز ''ل١ّز لـظـٜٛ  ِق١ٍز  '' أْ ٠مذً ٠fّىٓ ٌضجدغ - 2            

  :. ٚ ِغجي ػٓ ىٌه0xٌلاشضمجق ػٕو ٘يٖ ثٌٕمطز                 

ثٌضجدغ  -                  : ;g x g x x    ٠قمك 0 0g   ل١ّز لـظـٜٛ  ''ٚ ٠ّضٍه 

ٟ٘ ثٌٕمطز ثٌـَث٠ٚز  ''ِق١ٍز طـغـٌٜ                        0 , 0 0 , 0g  ْفٟ فـ١ـٓ أ .:  

0غ١ٌ لـجدً ٌلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطز gثٌضجدغ                    0x  ٌو٠ٕج ٚ .:   

                      
 

 

'

'

'

1 , 0
;

1 , 0

g x x
x g x

g x x





   
   

  

 . 

                              

  :َظرٚح            

١ٌىٓ              : ,f I a b   ٍٝصجدؼج ِؼٌفج ٚ لـجدلا ٌلاشضمجق ػ ,I a b '' n '' 

ِـٌر . ٔفٌع أْ ٕ٘جن              ,c a b صقمك:   

                           
       
   

1' ''

0

.... 0

0

n

n

f c f c f c

f x

    




 . 

 ''فضٝ صىْٛ - 1               f c '' ''  ٠ؾخ أْ ٠ىْٛ ثٌـؼـوه  ''ل١ّز لـظـٜٛ ِق١ٍز'' n ''  .ٍٚؽـ١ـــج 

   :ٍٚؽـ١ـــج فـــجْ  '' n ''   :إىث وجْ - 2              

                     -  ''   f c  '' ''  إىث وـجٔش ''ل١ّز طـغــٌٜ ِق١ٍز    0
n

f c  . 

                    -  ''   f c  '' ''  إىث وـجٔش ''ل١ّز ػـظـّـٝ  ِق١ٍز    0
n

f c   . 

                        

  :حــانح خــاطح             

١ٌىٓ                : ,f I a b   ٍٝصجدؼج ِؼٌفج ٚ لـجدلا ٌلاشضمجق ػ ,I a b  

ٔفٌع أْ ٕ٘جن  ِـٌص١ٓ.                ,c a b صقمك:  ' 0f c    .) ٞثٌٕمطز  :أc  فـٌؽــز(  

                 ٚ   ''
0f c . 

إىث وجْ  - 1                 '' 0f x  ْفــج:    ''   f c  '' ''  ل١ّز ػـظـّـٝ ِق١ٍز''   . 

إىث وجْ  - 2                 '' 0f x  ْفــج:   ''   f c  '' ''  ل١ّز طـغــٌٜ ِق١ٍز''   . 

                                                        

  :َظرٚح             

f:ٚ ِؾجلا ِٓ  ١ٌIىٓ               I   ٚ صجدؼج ِؼٌفجf ٍٝلـجدلا ٌلاشضمجق ػI  . 

  :إىث وجْ - 1                ' 0 ,f x x I    ْفج: f  ٍٝعـجدـضـج ػI . 

  :إىث وجْ - 2                ' 0 ,f x x I   ْفج: f  ٍِٝـضـَث٠ـو ػI . 

  :إىث وجْ - 3                ' 0 ,f x x I   ْفج: f  ٍِٝـضـٕجلض ػI . 
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  :ساب انًشرماخ انًرؼالثحح  - 14.3 

  :ذؼرٚف             

f:ٚ ِؾجلا ِٓ  ١ٌIىٓ               I    ثٌّشضك ثٌـٕٟٛٔ ''ٔؼٌف  ٬صجدؼج ِؼٌفج ''   

     :. دجٌضٌثؽغ ٚ ىٌه دٛػغ Iثٌّؾجي ػٍٝ )إْ ٚؽـو  (               

                                     

 

    

0

'
1

;
n n

f f
n

f f


 
  



 . 

 :إىث وجْ               n
f   . ِـٛؽٛهث ٚ ِـْـضـّـٌث 

  :ٔش١ٌ دـ                  n
D I  لأٌّر ثٌضٛثدغ ثٌمجدٍز ٌلاشضمجقn ٌِر ػٍٝ  ِؾجيI .  

                                

   :يثال             

   :دجٌشىً ٌف١ٓ ػٍٝ ٌٍضجدؼ١ٓ ثٌّؼ ''ثٌّشضك ثٌـٕٟٛٔ   ''ٌٕقْخ               

                    f x Sin x  ٬      g x Cos x ٌو٠ٕج .:   

              1 -    ': 1.
2

x f x Cos x Sin x
 

     
 

٬  ِٕٗ ٚ: 

                       ''
: 2.

2 2
x f x Cos x Sin x

    
        

   
  :. ٚ دجٌذٌ٘جْ دجٌضٌثؽغ أْ

                          
 

: .
2

nn
x f x Sin x Sin x n

 
     

 
   . 

                                                       

   :ٚ دٕفِ ثٌط٠ٌمز. ٔؾو أْ - 2              

                           
 

: .
2

nn
x g x Cos x Cos x n

 
     

 
 . 

                                                                                                                

  :طـف أٔ طـُـف انـرـٕاتغ - 15.3 

  :ذؼرٚف             

f:ٚ ِؾجلا ِٓ  ١ٌIىٓ               I    ١ٌىٓ  ٬صجدؼج ِؼٌفج ٚ*n  . 

ثٔٗ ِٓ ثٌظف أٚ ِٓ ثٌظٕف  fٔمٛي أْ ثٌضجدغ -                 n
C I ْثٌضجدغ :إىث وجf ٝ٠مـذً ثلاشضمجق فض 

ٚ ثٌّشضك  nثٌوًؽز                n
f ٍِٝـْـضـّـٌ ػI . 

 .Iٌِر ػٍٝ  nلجدً ٌلاشضمجق ٚ دجّضٌّثً  fٔمٛي أ٠ؼج أْ ثٌضجدغ -              

ثٌظف أٚ ِٓ ثٌظٕف  ثٔٗ ِٓ fٔمٛي ػٓ ثٌضجدغ -                 C I
 ْثٌضجدغ :إىث وجf  لجدلا ٌلاشضمجق لا 

  :. أٞ أْ Iٔٙجة١ج ػٍٝ                n
f   ِّٙج وجْ   ِـٛؽٛه*n  . 

 :ٔؼغ -                   0
C I C I :  '''  ٍِٝؾّٛػز ثٌضٛثدغ ثٌّْضٌّر  ػI ''' . 

                                               

   :أيثهح             

 :ثٌضجدغ ثٌّؼٌف دـ  - 1               : ; .f x f x x x    ثٌظٕف ِٓ 1
C  ٍٝػ 

 ثٌّؾجي                    0 , 1   . 

 :ثٌضجدغ ثٌّؼٌف دـ  - 2                 : ;g x g x Cos x     ثٌظٕف ِٓ C
  ٍٝػ 

 .  ثٌّؾّٛػز                   
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 طٛـغـح نـٛـثـُـٛـرـس   :َظرٚح             

,١ٌىٓ                        :f g I    ٓ١ٌى ٚ .n   ْإىث وج .   ,
n

f g C I  فجْ ٬:  

                                .
n

f g C I ٌو٠ٕج ٚ:   

                             
 
         

 0

!
. . . ,

!. !

n
n k n kk k

n n

k

n
f g x C f x g x et C

k n k





 


  . 

                                                                   

  : ) Michel  Rolle (رٚح  رٔل ظَ - 16.3 

  :َظرٚح             

صجدؼج ِؼٌفج ػٍٝ ثٌّؾجي  ١ٌfىٓ               ,I a b ) a b (  ثٌضج١ٌز ٚ ٠قمك ثٌشٌٚؽ:  

ِْضٌّ ػٍٝ ثٌّؾجي  fثٌضجدغ -ث                 ,I a b  . 

لجدً ٌلاشضمجق ػٕو وً ٔمطز  ِٓ ٔمجؽ ثٌّؾجي fثٌضجدغ -ح                 ,a b .  

  :٠قمك  fثٌضجدغ -ـ ؽ                  f a f b   . 

صـٛؽو ٔمطز  :فـجْ               ,c a b  دق١ظ:   ' 0f c  . 

                     

  :حظاخيلا             

ثٌٕمطز  -1                ,c a b  . ٌـ١ـْش دجٌؼًٌٚر ٚف١ور 

  :صذ١ٓ ثلأِغٍز ثٌضج١ٌز أْ شٌٚؽ ٔظ٠ٌز ًٚي لاٍِز ٌضطذ١مٙج. ٚىٌه - 2               

لجدٍز ثلاشضمجق ػ٠ًٌٚز فٟ وً ٔمطز ِٓ ٔمجؽ ثٌّؾجي -ث                    ,a bِٚغجي ػٓ ىٌه .:  

ثٌّؼٌف ػٍٝ ثٌّؾجي  fدغثٌضج -                       1 , 1I     دـ:   f x x  ٠قمك ؽ١ّغ . 

0شٌٚؽ ٔظ٠ٌز ًٚي ػــوث شٌؽ ثلاشضمجق ػٕو ثٌٕمطز                           0x  ْلا:  

                              
 

 

'

'

'

1 , 0
;

1 , 0

f x x
x f x

f x x





   
   

  

  . 

لا صـٛؽو ٔمطز   :فـجٔٗ                        1 , 1c     دق١ظ:  ' 0f c  . 

٠ـىـْٛ ِْضٌّث ػٍٝ ثٌّؾجي  أْ ٠fؾخ ػٍٝ ثٌضجدغ -ح                     ,I a b ِٚغجي ػٓ ىٌه .:  

ثٌّؼٌف ػٍٝ ثٌّؾجي  fثٌضجدغ -                          0 , 1I    دـ:  

                            
 

 1 , 0

0 , 0

x x
f x

x

 
 

 ٠قمك ٚ .:     0 1 0f f    . 

٠0قمك ؽ١ّغ شٌٚؽ ٔظ٠ٌز ًٚي ػــوث شٌؽ ثلاّـضـّـٌثً ػٕو ثٌٕمطز  fثٌضجدغ -                          0x  . 

لا صـٛؽو ٔمطز  :فـجٔٗ                            0 , 1c    دق١ظ:  ' 0f c  .  

 :أْ ٠قمك ثٌشٌؽ  ٠fؾخ ػٍٝ ثٌضجدغ - ـؽ                     f a f b  ِٚغجي ػٓ ىٌه .:  

ثٌّؼٌف ػٍٝ ثٌّؾجي  fثٌضجدغ -                         0 , 1I    دـ:   f x x ٚ  . 

                               0 0 1 1f f       . 

 :٠قمك ؽ١ّغ شٌٚؽ ٔظ٠ٌز ًٚي ػــوث ثٌشٌؽ  fثٌضجدغ  -                           f a f b  . 

لا صـٛؽو ٔمطز  :فـجٔٗ                            0 , 1c    دق١ظ:  ' 0f c .  

  :شٌٚؽ ٔظ٠ٌز ًٚي ١ٌْش وجف١ز . ِٚغجي ػٓ ىٌه - 3               

ثٌّؼٌف ػٍٝ ثٌّؾجي  fثٌضجدغ -                     1 , 1I     دـ:    3f x xوً شٌٚؽ  . لا ٠قمك 

ٔظ٠ٌز ًٚي ػٍٝ ثٌّؾجي                         1 , 1I   ٓفٟ ف١ .:  ' 0 0f  . 
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  :. ِٚغجي ػٓ ىٌه a ٚbلجد١ٍز ثلاشضمجق ػٕو لا ٔطٍخ  - 4               

ثٌّؼٌف ػٍٝ ثٌّؾجي  fثٌضجدغ -                     1 , 1I     دـ:    21f x x   . 

                                                 

  :رٚح  رٔل انـًـؼـًـًحظَ             

 :رٚحظَ             

ٌّؾجي صجدؼج ِؼٌفج ٚ ِْضٌّث ػٍٝ ث ١ٌfىٓ               ,I a   ٚلجدلا ٌلاشضمجق ػٍٝ ثٌّؾجي 

                ,a  ٠قمك ٚ:    lim
x

f x f a


. 

صـٛؽو ػٍٝ ثلألً ٔمطز  :فـجٔٗ                 ,c a b  دق١ظ:   ' 0f c  . 

                             

  : ) Lagrangeلا غـراَح   (َظرٚح انـرـساٚـذاخ انًُرٓٛح  - 17.3 

  :َظرٚح            

ؼج ِؼٌفج ػٍٝ ثٌّؾجي صجد ١ٌfىٓ              ,I a b ) a b (  ِْضٌّث ػٍٝ ثٌّؾجي ٚ ,I a b ٚ 

ٌلاشضمجق ػٍٝ  ثٌّؾجي لجدً              ,a b ٗٔصـٛؽو ٔمطز   :. فـج ,c a b  دق١ظ:   

                
   

   ' ........ 1
f b f a

f c
b a





   . 

             

  :1يثال           

   :دجّضؼّجي ٔظ٠ٌز ثٌـضـَث٠ـوثس ثٌّٕض١ٙز . دٌ٘ٓ ػٍٝ أْ             

                      :x Sin x x     . 

   :ثٌقً             

xِٓ ثؽً وً                  )  ٔطذك ٔظ٠ٌز ثٌـضـَث٠ـوثس ثٌّٕض١ٙز ػٍٝ ثٌّؾجي )ِـٛؽـخ ِغلا  

                0 ,I x .  دجٌْٕذز ٌٍضجدغ Sin x  ػٍٝ ثٌّؾجي 0 ,I x ٠ىْٛ ٌو٠ٕج ٚ:  

                   

         

   

   

0 , : 0 0 .

, 0

, 0 ......... 1

c x Sin x Sin x Cos c

Sin x x Cos c x x

Sin x x x

   

   

  

  . 

x ؽقز ػٕوِج ٠ىْٛٚ دٕفِ ثٌط٠ٌمز ٔذٌ٘ٓ ثٌّضٌث -                . ّـجٌـذـج 

                                                              

  :2يثال           

   :دجّضؼّجي ٔظ٠ٌز ثٌـضـَث٠ـوثس ثٌّٕض١ٙز . دٌ٘ٓ ػٍٝ أْ            

                        
1 1

0 : ln 1 ln
1

x x x
x x

     


   . 

   :ثٌقً            

١ٌىٓ ثٌضجدغ              ln x ٌظٕف ٘ٛ ِٓ ث    0 ,C


   شٌٚؽ ٔظ٠ٌز ثٌـضـَث٠ـوثس ثٌّٕض١ٙز  ٬ 

ِقممز ػٍٝ وً ِؾجي               , 1I x x    0ف١شx  ٌٟدجٌضج ٚ:   

                  
         

 

', 1 : ln 1 ln 1 . ln

1
.... 1

c x x x x x x c

c

      


  . 

ٚ دقظٌ ثٌّموثً               
1

c

 
 
 

  :ٔؾو أْ  

                 
1 1 1

, 1 , 0 0 1 ...... 2
1

c x x x x c x
x c x

          


  . 

ٚ فْخ               1  ٚ 2 ْٔؾو أ: 
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                    
1 1

0 : ln 1 ln ...... 3
1

x x x
x x

     


  . 

                                                                                         

 حٕل َظرٚح انـرـساٚـذاخ انًُرٓٛح  :َرٛدح            

  :ٕ٘جن صؼ٠ٌف ِـىـجفــب ٌـٕظ٠ٌز ثٌـضـَث٠ـوثس ثٌّٕض١ٙز . ٚىٌه وّج ٠ٍٟ -                     

١ٌىٓ  -                      : ,f I a a h      ِْضٌّ ػٍٝ ثٌّؾجي صجدؼج ِؼٌفج ٚ 

                         ,I a a h ٚ .  لجدً ٌلاشضمجق ػٍٝ ثٌّؾجي ,a a h ٗٔصـٛؽو ٔمطز :فــج 

                           0 , 1  دق١ظ:  

                                               

   
 

       

'

'

. , .

. . ......... 2

f a h f a
f a h c a h

h

f a h f a h f a h

 



 
   

    

  . 

,ٔأمي   (                          0b a h h        ٚ0 1
c a

h



    فٟ ثٌٕظ٠ٌز ثٌْجدمز .(   . 

                                             

  :يثال            

دجّضؼّجي ثٌٕض١ؾز ثلأم١ٌر . ػ١ٓ ل١ّز ثٌؼوه              0 , 1   ٟثٌؼوه ثٌقم١م ٚ.c a h  ٌٍضجدغ 

  :دـ  ثٌّؼٌف ػٍٝ               2 '. .f t a t b t c    . 

 :ٌو٠ٕج أْ -              ' 2 .f t a t b   ْدّج أ ٚ . f t  ٍٝلجدً وغ١ٌ فوٚه فٙٛ ِْضٌّ ػ ٚ 

 :. ٚ دجٌضجٌٟ ٘ٛ ِْضٌّ ػٍٝ وً ِؾجي ِٓ ثٌشىً وً ٔمجؽ  ٌلاشضمجق ػٍٝ              ,I x x h   . 

ثٌّؾجي ٚ لجدً ٌلاشضمجق ػٍٝ              ,x x h ًىٌه ِٓ ثؽً و ٚx  ِٓ  ْفْخ ثٌٕض١ؾز :. إى 

  :ثٌّٕض١ٙز ٠ىْٛ ٌو٠ٕج ثلأم١ٌر ٌـٕظ٠ٌز ثٌـضـَث٠ـوثس             

                                         

   
 

       

'

'

. , .

. . ......... 2

f a h f a
f a h c a h

h

f a h f a h f a h

 



 
   

    

    . 

                                  

                               

             ِٕٗ ٚ:          '. . .... 3f x h f x h f x h    ًدقْجح ثٌّموث ٚ .:  

                   

       

 

2 ' 2 '

2 2 ' 2 '

2

. . . .

. 2. . . . . . . .

2. . . . . ...... *

f x h f x a x h b x h c a x b x c

a x a x h a h b x b h c a x b x c

a x h a h b h

         

        

  
     

  :ٚ ِٓ ؽٙز أمٌٜ             
    

 

'

2

. . . 2 . .

2 . 2 . . . ........ **

h f x h h a x h b

ax h a h b h

 



   

  
  . 

ٚفْخ                *    ٚ **  ْٔؾو أ:  

2 2

2 2

2. . . . . 2 . 2 . . .

. 2 . . 1 2.

1 1
, 0 1

2 2

a x h a h b h a x h a h b h

a h a h



 

 

    

    

    

 . 

c.ثٌقم١مٟ  ثٌؼوه  :ٚ دجٌضجٌٟ              a h  :   
1

.
2

c x h x h      . 
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   : ) Cauchyكـٕشٙ    (ٓٛح انـًـؼـًـًح  َظرٚح انـرـساٚـذاخ انًُر           

   :َظرٚح           

١ٌىٓ             , : ,f g I a b     صجدؼ١ٓ ِؼٌف١ٓ ٚ ِْض٠ٌّٓ ػٍٝ ثٌّؾجي ,I a b 

              ) a b (   لجد١ٍٓ ٌلاشضمجق ػٍٝ  ثٌّؾجي ٚ ,a b   إىث وجْ ثٌضجدغ ٚ'g ٍٝلا ٠ـٕـؼوَ ػ 

ثٌّؾجي                ,a b ٗٔصـٛؽو ٔمطز   :. فـج ,c a b   

         :دق١ظ                
   
   

 
 

 
'

'
.......... 2

f b f a f c

g b g a g c





  . 

                    

 :انثرْاٌ           

ٌضىٓ ثٌوثٌز              
   
   

 
f b f a

h x g x
g b g a


 


ِْضٌّر ػٍٝ ثٌّؾجي   ,I a b ) a b ( لجدٍز ٚ 

ٌلاشضمجق ػٍٝ ثٌّؾجي              ,a b  ٚ٘يث ًثؽغ ٌىْٛ ثٌوثٌزg  ِْضٌّر ػٍٝ ثٌّؾجي ,I a b  

            ) a b (  ٌلاشضمجق ػٍٝ ثٌّؾجي ٚ لجدٍز ,a bفقْخ ٔظ٠ٌز ثٌـضـَث٠ـوثس ثٌّٕض١ٙز .:  

صـٛؽو ٔمطز              ,c a b دق١ظ:  
   

   ' ........ 1
h b h a

h c
b a





  :، ف١ظ 

                
   
   

 ' 'f b f a
h c g c

g b g a


 


  :ِٓ ؽٙز ، ٚ ِٓ ؽٙز ثمٌٜ 

          

   
   
   

 
   
   

 
   

   
   

    
 

   
 

'

' '

........ 1

f b f a f b f a
g b g a

h b h a g b g a g b g a
h c

b a b a

f b f a
g b g a

g b g a f b f a
h c h c

b a b a

 
  

  
 

 


 

 
   

 

 

                 

  :ٔظ٠ٌز ثٌـضـَث٠ـوثس ثٌّٕض١ٙز فجْ صقمك شٌٚؽ  fٚ دّجْ ثٌوثٌز      

                                          

   
       

     
   
   

 

 
   
   

 
 

' ' '

' ' '

'

'

, :

, :

, :

f b f a
h c c a b f c h c

b a

f b f a
c a b f c h c g c

g b g a

f b f a f c
c a b

g b g a g c


    




     




   



 .  

                   

  : )  Règle  de L'Hôpital (لـاػـذج نـٕتـٛـطـال   - 18.3 

  :ذؼرٚف           

,١ٌىٓ              :f g I    صجدؼ١ٓ ِؼٌف١ٓ ِٓ ثٌظٕف   n
C Iٓ0. ٌٚضىx ِٓ ٔمطزI ٬  

   :إىث وجْ             

               1 -           1' ''

0 0 0 0.... 0
n

f x f x f x f x


      . 

               2 -  
         

   

1' ''

0 0 0 0

0

.... 0 ,

0

n

n

g x g x g x g x

g x


    


   . 

 :ـــجْفــ           
 
 

 
 

 
 

   
   0

' ''

0 0 0

' ''

0 0 0

lim ....

n

nx x

f x f x f x f x

g x g x g x g x
     . 
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   :يلاحظح           

   :ٌضطذ١ك لـجػـور ٌـٛدـ١ـطـجي ٠ؾخ أْ ٠ضقمك أْ ثٌٕٙج٠ز صىْٛ ػٍٝ ثٌشىً -            

            
 
 

 
 0 0

0
lim lim

0x x x x

f x f x

g x g x 

 
  

 
  . 

                                 

                     

  :يمارَح انرٕاتغ فٙ خٕار َمطح - 19.3 

                                    

  :لا يرُاْٙ انـكـثـر ٬لا يرُاْٙ انـظـغر  -           

  :ذؼرٚف            

,١ٌىٓ              :f g I    صجدؼ١ٓ ِؼٌف١ٓ ػٍٝ ِؾجيI  ٓ0. ٚ ٌضىx  ِٓ  ٔمطزI . 

 ٚ دجّضؼّجي ًَِ  0xدؾًٛ ثٌٕمطز '' fِـٙـّـً أِجَ ثٌضجدغ  ''ثٔـٗ  gٔمٛي أْ ثٌضجدغ  - 1             

 :ٔىضخ   Landauنـَٕـذٔ                    g f ْإىث وج:  
 
 0

lim 0
x x

g x

f x
 . 

0xٚ دؼذجًر أمٌٜ فٟ فجٌز                     :  

                          00 , 0 ; .x x g x f x           . 

1fإىث وجْ  - 2               أٞ إىث وجْ ٬:   
0

lim 0
x x

g x


لـٍـٕـج  إْ   ٬g ''  ٌلا ِضٕجٟ٘  ثٌـظـغ''  

 .  0xإٌٝ ٠xؤٚي  ػٕوِج                    

 :إىث وجْ - 3              
0

lim
x x

g x


  لـٍـٕـج إْ ٬g '' ٌ٠ؤٚيػٕوِج ''لا ِضٕجٟ٘ ثٌـىـذـx ٌٝ0إx.  

                                            

  :ايثهح            

             1 -  
1 1

.x Sin
x x

   
   

   
  . 0x V ْلا .:  

                     
 
 0 0 0

2

0 0 0

1
.

1
lim lim lim . 0

1x x x x x x

x Sin
g x x

x Sin
f x x

x

     

 
 

     
   
 
 

 . 

             2 -    2.x Cos x x  . 0x V ْلا .:    

                      
 
 

 
 

0 0 0

2

0 0 0

.
lim lim lim . 0

x x x x x x

g x x Cos x
x Cos x

f x x     
  .  

             3 -  
23 2. xx e x   . 0x V ْلا .:    

                       
 
 

2

2

0 0 0

3

20 0 0

.
lim lim lim . 0

x
x

x x x x x x

g x x e
x e

f x x




     
    . 

             4 - 
2

1 1

x x

  
   

   
  . 0x V ْلا .:   

                       
 
 0 0 00 0 0

2

1

lim lim lim 0
1x x x x x x

g x x
x

f x

x

     

 
 
   
 
 
 

 . 
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             5 -   4

1
x

x

 
 

 
  . x V   ْلا .:  

                      
 
   0 0 0

4

5

1

1
lim lim lim 0

x x x x x x

g x x

f x x x           

 
 

     
 

 . 

                                                                      

  :ذؼرٚف            

,١ٌىٓ              :f g I    صجدؼ١ٓ ِؼٌف١ٓ ػٍٝ ِؾجيI  ٓ0. ٚ ٌضىx  ِٓ ٔمطزI  . 

  :إىث 0xدؾٛثً ثٌٕمطز ''ِـضـىـجفـتـضـجْ  ''أٔـٙـّج  f   ٚgٔمٛي أْ ثٌضجدؼ١ٓ - 1              

                        
 
 0

lim 1
x x

g x

f x
   ٔـىـضـخ صـؼـذـ١ـٌث ػٓ ىٌه .:       

0x x
g x f x


   . 

  :إىث 0xدؾًٛ ثٌٕمطز ''ِـضـىـجفـتـضـجْ  ''أٔـٙـّج  f    ٚgٔمٛي أْ ثٌضجدؼ١ٓ  - 2              

                     f g g       ٚأ f g f     . 

                                                 

  :َرٛدح            

  :فجْ 0xصجدؼ١ٓ ِؼٌف١ٓ فٟ ؽٛثً ثٌٕمطز f   ٚgإىث وجْ ثٌضجدؼ١ٓ  -             

                   )     
0x x

g x f x


  (        
 
 0

lim 1
x x

g x

f x

 
   

 
  . 

                                             

  :َظرٚح            

 :ثٌؼلالز -               
0x

g f g x f x   .ػلالز صـىجفـؤ دجٌْٕذز ٌفؼجء ثٌضٛثدغ ٟ٘ 

                                               

  :َـرـائح            

  :إىث وجْ - 1                
0

1
x

f x f x    ٚ   
0

1
x

g x g x ْفــج:  

                   
 
 

 
 0 0

1

1

lim lim
x x x x

g x g x
l l

f x f x 
    . 

             2 -         
0

1 1
x

g x f x g x f x   . 

             3 -  
 
 

 
 0

1

1
x

g x g x

f x f x
  . 

             4 -      0xg x f x     1 1g x f x  . 

                                               

  :ايثهح            

              1 -      
0 0x

Sin x x


  :. لاْ 
 
 

 
0 00 0

lim lim 1
x x x x

g x Sin x

f x x   
  . 

              2 -   
0

1 1

x
Sin

x x  

   
   
   

  :. لاْ 
 
 0 0

1

lim lim 1
1x x x x

Sin
g x x

f x

x

       

 
 
  

 
 
 

 . 

              3 -   
0 0

1x

x
e x


 ْلا .:  

 
 

 
0 00 0

1
lim lim 1

x

x x x x

eg x

f x x



   


  . 
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              4 -    
0

2

0

1
1

2x
Cos x x


 ْلا .:   

                                       
 
 

  
0 00 0

2

1
lim lim 1

1

2

x x x x

Cos xg x

f x
x

   


 

 
 
 

 . 

              5 -   
0 0

tan
x

g x x


  :. لاْ 

 
 

 

 
 

0 0

0

0 0

0

tan
lim lim

1
lim 1 1 1

x x x x

x x

g x g x

f x x

Sin x

x Cos x

   

 

 

   

 . 

                                                                                                                     

                                                                                                    

                                                                                                

                                                                              

                                                                                        

                                                                   

                                                                         

                                                                                                

                                                                                      

                                                                                                   

                                                                                 

                                                                                             

                                                                         

                                                                      

                                                              

                                                                             

                                                                

                                                              

                                                               

                                                                         

                                                                   

                                                                   

                                                                        

                                                                     

                                                                                

                                                                         

                                                                                

                                                                       

                                                                                   

                                                                          

                                                                                                     

                                                                      

                                                                                       

                                                                                

                                                                              

                                                                                          

                                                                               

-78-                                                                                



 
 ثٌفظً ثٌٌثدغ 
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 شر المحدود دستور تايلور و الن

  

  :نـٕراٌ -تـالٙ لاغـراَـح  ٔ يـان  –دسرٕر ذـاٚـهـٕر  -1.4 

  :01ذؼرٚف         

n*. ٚ ١ٌىٓ  Iصجدؼج فم١م١ج ِؼٌفج ػٍٝ ثٌّؾجي f. ٚ ١ٌىٓ ِؾجلا ِٓ  ١ٌIىٓ           . 

ثٔٗ ِٓ ثٌظٕف  fٔمٛي ػٓ ثٌضجدغ -         n
C ػٍٝ ثٌّؾجيI ْثىث وجf  لجدلا ٌلاشضمجقn ٌٍِٝر ػ 

ٚ وجْ ِشضمٗ  ٬ Iثٌّؾجي           n
f   ِْضٌّث ػٍٝ ثٌّؾجيI . 

ثٔٗ ِٓ ثٌظٕف  fٚ ٔمٛي ػٓ ثٌضجدغ -         0
C ػٍٝ ثٌّؾجيI إىث وجْ ِْضٌّث ػٍٝ ثٌّؾجيI  . 

ِٓ ثٌظٕف  fلجدلا ٌلاشضمجق ػوه لا ٔٙجةٟ ِٓ ثٌٌّثس فٕمٛي أْ fٚ إىث وجْ           C
 ػٍٝ ثٌّؾجيI . 

                                                                  

  :تـالٙ لاغـراَـح -ذـاٚـهـٕردسرٕر  -        

  :َـظـرٚـح          

١ٌىٓ ثٌّؾجي ثٌّضٌثص            ,I a b ١ٌىٓ ٬ ٚf  صجدؼج فم١م١ج ِٓ ثٌظٕف n
C  ػٍٝ ثٌّؾجي 

             ,I a b ِغ  ٬ n
f  لجدلا ٌلاشضمجق ػٍٝ ثٌّؾجي ثٌّفضٛؿ ,a b.٠ـٛؽو   :ػـٕـوةـيc  ِٓ 

             ,a bدق١ظ:  

                    

   
     

     
     

     
 
 

     

1 2 3

1 2 3

1

1

. . .
1! 2! 3!

.... . . ..... 1
! 1 !

n n

n n

b a b a b a
f b f a f a f a f a

b a b a
f a f c

n n





  
    

 
   

     . 

 .دـجلٟ لاغـٌثٔـؼ  – صـج٠ـٍـًٛصّْٝ ثٌؼذجًر ثلأم١ٌر دـوّـضـًٛ            

                                                  

  :نـٕراٌ -يـان دسرٕر  -        

h :ٌٕؼغ ٬صـج٠ـٍـًٛفٟ هّضًٛ             b a    ٚ.c a h    ِغ 0 , 1  ػـٕـوةــي ٔؾو:  

                         

               

   
 

     

1 2 3
1 2 3

1
1

. . .
1! 2! 3!

.... . . . ........ 2
! 1 !

n n
n n

h h h
f a h f a f a f a f a

h h
f a f a h

n n





     

    


      

إْ ثٌؼلالز -            2  ًدـ١ـٓ ٌٕج ثٔٗ ِٓ ثؽh ٌجْف فٟ ؽٛثً ثٌظف:  h f a h  ِٓ ٠مضٌح 

  :ثٌقوٚه وغ١ٌ              

                 

   

1 2 3
1 2 3

0

. . . .
! 1! 2! 3!

.... .
!

kn
k

k

n
n

h h h h
f a f a f a f a f a

k

h
f a

n



    

 


   . 

  " :ٚثٌؼوه ثٌّىًّ               
 

   
1

1
. .

1 !

n
nh

f a h
n








 . " لاغـٌثٔـؼدـذــجلٟ  "٠وػٝ   " 

0 "  :ٌٕفٌع ث٢ْ أْ -               I " . ػـٕـوةــي دضؼ٠ٛغ ثٌؼوهa "  ٌفٟ ثٌؼلالز  "دجٌظف 2 ٬  

h  ِٓٌو٠ٕج ِٓ ثؽً وً  ٠ىْٛ                  ,I a b ٠ـٛؽــو:  0 , 1  دق١ظ:  
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               

   
 

     

1 2 3
1 2 3

1
1

0 . 0 . 0 . 0
1! 2! 3!

.... . 0 . . .......... 3
! 1 !

n n
n n

h h h
f h f f f f

h h
f f h

n n





    

   


  . 

 .ٌـًٛثْ -ِـــجن صّْٝ ثٌؼذجًر ثلأم١ٌر دـوّـضـًٛ  -              

                                                                             

  :01يثال         

 :١ٌىٓ ثٌضجدغ            f x Sin xٔؼٍُ إْ ثٌضجدغ .f  ثٌظٕف ِٓ C
  ٍٝثؽً وً . ٚ ٌو٠ٕج ِٓػ  

         k :     .
2

k
f x Sin x k

 
  

 
 :. ٚ ػ١ٍٗ فــجْ    0 .

2

k
f Sin k

 
  

 
 

 :ٍٚؽـٟ ٌو٠ٕج أْ kفّٓ ثؽً :ػـٕـوةــي            2
2 , 0 0

p
k p p f   . ًثؽ ِٓ ٚk ٞفـٌه 

 :ٌو٠ٕج أْ                2 1
2 1 , 0 2 1 1

2

pp
k p p f Sin p

  
        

 
  :إىْ .

                      
12 2

2 2 . 1 . 1 .
2

pp
f x Sin x p Sin x p Sin x




  
        

 
  . 

 :٠ـٛؽــو ِٓ  xفجٔٗ ِٓ ثؽً وً ٌـًٛثْ -ِـــجن فقْخ هّضًٛ           0 , 1  دق١ظ:  

                                

               

   
 

     

1 2 3
1 2 3

1
1

0 . 0 . 0 . 0
1! 2! 3!

.... . 0 . . .......... 3
! 1 !

n n
n n

x x x
Sin x f f f f

x x
f f h

n n





    

  


  :أٞ أْ.   

       
 

 
 

 
3 5 7 2 1 2 2

1
( ) .... 1 . 1 . . .

3! 5! 7! 2 1 ! 2 2 !

p p
p px x x x x

Sin x x Sin x
p p


 


        

  . 

                               

  :02يثال         

 :١ٌىٓ ثٌضجدغ            g x Cos xٔؼٍُ إْ ثٌضجدغ .g  ثٌظٕف ِٓ C
  ٌٍٝو٠ٕج ِٓ ثؽًػ ٚ . 

kوً          :       .
2

n
g x Cos x n

 
  

 
 ٔؾو ثٔٗ ِٓ 01ِ ثٌط٠ٌمز ثٌّضذؼز فٟ ثٌّغجي . فذٕف

 :٠ـٛؽــو ِٓ  xثؽً وً          0 , 1  دق١ظ:  

                        

               

   
 

   

1 2 3
1 2 3

1
1

0 . 0 . 0 . 0
1! 2! 3!

.... . 0 . .
! 1 !

n n
n n

x x x
Cos x g g g g

x x
g g h

n n





    

  


  :أ٘ أٌ .   

             
 

 
 

 
2 4 6 2 2 1

1
1 .... 1 . 1 . . .

2! 4! 6! 2 ! 2 1 !

p p
p px x x x x

Cos x Sin x
p p





        

. 

          

  :يفٕٓو انُشر انًحذٔد - 1  

  :01ذؼرٚف         

nٚ ٬ أٚثفـو ؽٌف١ٗ Iٔمطز ِٓ ثٌّؾجي 0x. ٌٚضىِٓٓ Iصجدؼج فم١م١ج ِؼٌفج ػٍٝ ِؾجي ١ٌfىٓ           . 

"ثٔٗ ٠مذً ٔشٌث ِقوٚهث ِٓ ثٌٌّصذز  fٔمٛي ػٓ.  1          "n ً0فٟ ؽٛثxفـوٚه  ١ٌإىث ٚؽـو وغ ٬ P x ِٓ 

                x هًؽز صْجٚٞ ٬ ِٓ" "n ٌدق١ظ ٬ػٍٝ ثلأوغ:      nf x P x x دق١ظ .:  

              nx: ٟٙ٠ٕضٟٙ إٌٝ ثٌظفٌ ٌّج ٠ٕضx ٌٝ0إ 0x ْأٞ أ .:  

                   1 2 3

0 1 2 3. . . .... . n

nP x a a x a x a x a x        ٚ 
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                       1 2 3

0 1 2 3. . . .... . .... *n n

nf x a a x a x a x a x x        . 

ٚػٕو٘ج ّْٟٔ وغ١ٌ ثٌقوٚه  -               P x  ٌٍضجدغ "ثٌؾَء ثٌٌة١ْٟ  "دـfّْٟٔ ف١ّج . nx 

 . "دـذـجلــٟ آٚ ثٌنطأ ثٌٌّصىخ ٌٍٕشٌ ثٌّقوٚه  " دـ                  

                                                   

  :يلاحظح           

 دـىـغـ١ـٌ فـوٚه فٟ ِؾجي f٘ٛ ثفو ثٌطٌق ٌـضـمـ٠ٌـخ ثٌضجدغ ٬ fإْ ِفَٙٛ ثٌؾَء ثٌٌة١ْٟ ٌٍضجدغ            

 ثٌظفٌ .  ٠قٛٞ             

0x :ث٢ْ . ٚ ٌٕؼضذٌ 2           0ِغ 0x .  

"ثٔٗ ٠مذً ٔشٌث ِقوٚهث ِٓ ثٌٌّصذز  fػٓ ثٌضجدغ ٔمٛي -              "n  ً0فٟ ؽٛثxإىث ٚؽـو وغ١ٌ فـوٚه ٬ 

                 P x  ِٓ x هًؽز صْجٚٞ  ٬ ِٓ" "n ٌدق١ظ ٬ػٍٝ ثلأوغ:  

                            0 0 ... **
n

f x P x x x x    ف١ظ .:   

                   0

n
x x   ٟٙ٠ٕضٟٙ إٌٝ ثٌظفٌ ٌّج ٠ٕضx ٌٝ0إx . 

0x. ٔش١ٌ إٌٝ أْ ثٌضؼ٠ٌف ٠ذمٝ طق١ـ ِٓ ثؽً 3             )  ٚ0آx    ( ف١ظ:  

"ثٔٗ ٠مذً ٔشٌث ِقوٚهث ِٓ ثٌٌّصذز  fأٔـٕـج ٔمٛي ػٓ                "n ً0فٟ ؽٛثx    ٬  

0xآٚ  (                    ( ـوٚه إىث ٚؽـو وغ١ٌ ف P x  ِٓ x هًؽز صْجٚٞ  ٬ ِٓ" "n  ٍٝػ 

  :دق١ظ ٬ثلأوغٌ                

                   
1 1

n
f x P

x x


   
    

   
  :. دق١ظ 

1
0

xnx


 

 
 

 
  :. إىْ

                    1 2 3
0 1 2 3

1
.... .... ***n

n n

a a a a
f x a

x x x x x

 

        
 

 . 

                                                                        

  :02ذؼرٚف         

 :أٞ أْ 0xٔٙج٠ز ِٕض١ٙز ػٕو ؽٛثً fإىث لذً ثٌضجدغ . 1         
0

lim
x x

f x l


 ْدغثٌضج :فــجf  ٠مذً ٔشٌث 

 :٠ىضخ ػٍٝ ثٌشى0xًِٕض١ٙج فٟ ؽٛثً                    0 .
n

nf x P x x x x  ٞأْ . أ: 

                 
     

         

1 2

0 1 0 2 0

3

3 0 0 0

. .

. .... . . .... ****
n n

n

f x a a x x a x x

a x x a x x x x x

     

      
   . 

 :ِغ              
0

?

lim 0
x x

x


 . 

 :صظٌٙ فٟ ثٌقو "ًؽز ثٌٕشٌ ثٌّٕضٟٙه ". إْ  2           0 .
n

x x x ٌـ١ـِ فٟ وغ١ٌ ثٌقوٚه ٚ 

             nP x  ِٓ ثٌيٞ ٠ّىٓ أْ صىْٛ هًؽضٗ ثلً صّجِج" "n   . 

 :. إْ ثٌىضجدز ثٌضج١ٌز 3             n nf x P x R x ٌطٌق ٌـضـمـ٠ٌـخ ثٌضجدغٟ٘ ثفو ثf  ٌدـىـغـ١ـ 

فـوٚه                nP x ٌِغ أْ ثٌنطأ ثٌٌّصىخ  ٬فٟ ِؾجي ٠قٛٞ ثٌظف nR x ٌٍضجدغf ٌ٠ٕضٟٙ إٌٝ ثٌظف 

0إٌٝ ٠xٕضٟٙ ٌّج               0x  . 

                             

  :يلاحظح ْايح        

 صضؼٍك دجٌنطج )ثٚ ثٌذجلٟ(ِقوٚه  ًصذز ٔشٌثْ  -             .n

nR x x x ٌوٚه ق١ٌِٚ دوًؽز وغ١ٌ ثnP  

 . nّّىٓ ثْ صىْٛ ثلــً صّجِج ِٓ ثٌ ثٌضٟ ِٓ             

 :ٚ وّغجي ػٓ ىٌه -             4 3 .f x x x x لأٔٗ 4 ١ٌِ ثٌٌصذزٚ  3 ٠ّغً ٔشٌث ِقوٚهث ِٓ ثٌٌصذز:  

 :وضجدضٗ ػٍٝ ثٌشىً ٠ّىٓ                   4 3 3. .f x x x x x x x    ْأٞ ث .: 

                        4 3 3

1 1. . ,f x x x x x x x x x        ْأٞ ث:  
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                        4 3 3

1. 0 .f x x x x x x     ِغ:      
0 0

1lim lim 0
x x x x

x x x 
 

   . 

 .ِؼوَٚ)أٞ ثٌؾَء ثٌٌة١ْٟ ٌٙيث ثٌٕشٌ(  وغ١ٌ ثٌقوٚه ثٌٌّفك :ٚ دجٌضجٌٟ             

                                

  :شر انًحذٔدخٕاص انُ - 2  

 ٔش١ٌ إٌٝ أْ ثٌنٛثص ثٌضٟ ّٕؼط١ٙج ف١ّج ٠ٍٟ صضؼٍك دجٌٕشٌ ثٌّقوٚه فٟ ؽٛثً ثٌظفٌ صذمٝ طق١قز ِٓ        

 ثٌظفٌ ٚػغ  ٚ ٠ىفٟ ٌيٌه ٌٌٍؽٛع إٌٝ ؽٛثًِٕض١ٙج آٚ غ١ٌ ِٕضٟٙ . 0xّٛثء وجْ  ٬ويٌه  0xثؽً         

0u :صذو٠ً ِضغ١ٌ          x x   ٚآ
0

1
u

x
 . 

  :01. يثرُْح 1       

0ٔشٌث ِقوٚهث فٟ ؽٛثً fإىث وجْ ٌٍضجدغ            0x  ثٌٌّصذز ِٓ" "n ٗٔوٚه فٟ ٘يث٠ضّضغ دٕشٌ ِق  :فـج 

r :ف١ظrِٓ ثؽً وً ٌِصذز ثٌؾٛثً            n.  

                                            

  :02. يثرُْح 2       

0ِقوٚه فٟ ؽٛثًدٕشٌ  ٠ضّضغ fثٌضجدغ إىث وجْ           0x ثٌٌّصذز ِٓ" "nْثٌّقوٚه ٚف١و ٘يث ثٌٕشٌ:فـج. 

                   

  :نـٕراٌ -. َشر يـان 3       

صجدؼج ِٓ ثٌظٕف ٠fقٛٞ ثٌظفٌ. ٚ ١ٌىٓ ِؾجلا ِفضٛفج ِٓ  ١ٌIىٓ            C
  ػٍٝ ثٌّؾجيIػٕوةي ٬:  

"٠ضّضغ دٕشٌ ِقوٚه  ِٓ ثٌٌّصذز  f :ٌـًٛثْ فـجْ -فْخ هّضًٛ ِـجن             "n ً0فٟ ؽٛث 0x ٠ىضخ 

   :ػٍٝ ثٌشىً           

           
       

 
1 2 3

1 2 3(0) (0) (0) (0)
( ) (0) . . .... .

1! 2! 3! !

n
n nf f f f

f x f x x x x x
n

         . 

 :ف١ظ             0
0n

x
x


 ٌـًٛثْ ٌٍضجدغ –.  ١ّْٔٗ  ٔشٌ ِـجنf ً0فٟ ؽٛث 0x  .                        

  :01يثال         

 :١ىٓ ثٌضجدغٌ. 1            xf x eْثٌضجدغ :. ٌو٠ٕج أf  ٍٝلجدً ٌلاشضمجق دجلاّضٌّثً ػ n ٌِِٓر ٚ . 

 :٠ٕجٌو ٬ِٓ  nوً ثؽً                 n xf x e ْأ ٚ:     00 1
n

f e  ِٕٗٚ .:  

                1 2 31 1 1 1
( ) 1 . . .... .

1! 2! 3! !

x n nf x e x x x x x
n

         . 

ٌـًٛثْ ٌٍضجدغ -ٚ ٘ٛ ٔشٌ ِـجن                 xf x e ً0فٟ ؽٛث 0x . 

                 

a*ثٔٗ ٌو٠ٕج ِٓ ثؽً وً . دّج 2           :  lnx axa e ً٠ٕضؼ ِٓ ٘يث ثٔٗ ِٓ ثؽ .x ِٓ:  

                               
 

1 2

ln 1 2
ln ln ln

1 ...
1! 2! !

n

x ax n n
a a a

a e x x x x
n

      .  

ٌـًٛثْ ٌٍضجدغ -ٚ ٘ٛ ٔشٌ ِـجن                 lnx axa e ً0فٟ ؽٛث 0x . 

                                    

  :02يثال         

 :١ٌىٓ ثٌضجدغ.  1             g x Cos xْثٌضجدغ :. ٌو٠ٕج أf ٍٝلجدً ٌلاشضمجق دجلاّضٌّثً ػ n ٌِر . 

 :ٌو٠ٕج ٬ ِٓ  nٚ ِٓ ثؽً وً                   .
2

n
g x Cos x n

 
  

 
 ٚ   0 .

2

n
g Cos n

 
  

 
 . 

 :ٍٚؽـٟ ٌو٠ٕج أْ nفّٓ ثؽً                      2
2 , 0 1

pp
n p p g Cos p     ِٓ ٚ . 

 :فـٌهٞ ٌو٠ٕج أْ nثؽً                     2 1
2 1 , 0 2 1 0

2

p
n p p g Cos p

  
       

 
. 
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  :إىْ ٠ىْٛ ٌو٠ٕج                
 

 
2 4 6 2

2 1( ) 1 .... 1 .
2! 4! 6! 2 !

p
p px x x x

Cos x x
p

          

 :. ٚ ِٓ ثؽً ثٌضجدغ 2             f x Sin x ثؽً وً ٠ىْٛ ٌو٠ٕج ِٓx  ِٓ:  

                 
 

 
3 5 7 2 1

2 2( ) .... 1 .
3! 5! 7! 2 1 !

p
p px x x x

Sin x x x
p




       
 . 

                                            

  :انؼًهٛاخ ػهٗ انُشر انًحذٔد - 2.4 

  :. اندًغ1         

"٠ضّضؼجْ دٕش٠ٌٓ ِقوٚه٠ٓ ِٓ ثٌٌّصذز  f ٚgإىث وجْ ثٌضجدؼجْ -              "n ً0فٟ ؽٛث 0x  دق١ظ:  

                   1

nf x P x x ٚ     2

ng x q x x ْثٌضجدغ  :فــج f g ّضغ٠ض 

"دٕشٌ ِقوٚه ِٓ ثٌٌّصذز                  "n  ً0فٟ ؽٛث 0x  .ٌٚو٠ٕج:  

                         nf g x P x q x x   . 

0 فٟ ؽٛثً f ٚgإىث وجْ ثٌـٕـشـ٠ٌـٓ ثٌّقوٚه٠ٓ ٌٍضجدؼ١ٓ -              0x ٌِٓصذض١ٓ ِنضٍفض١ ْ,m n 

ٔشٌ صجدغ ثٌؾّغ آٚ ثٌطٌؿ :ػٍٝ ثٌضٌص١خ فجْ                f g ْٛ٠ى:  

                   inf ,dégré f g n m  . 

                        

  :01يثال          

"ثٚؽو ثٌٕشٌ ثٌّقوٚه ِٓ ثٌٌّصذز            "n ٌٍٓضجدؼ١:  

               
2

x xe e
Ch x Cosh x

 
      ٚ   

2

x xe e
Sh x Sinh x

 
  :  

  :ٌو٠ٕج أْ -             1 2 3

1

1 1 1 1
1 . . .... . ... 1

1! 2! 3! !

x n ne x x x x x
n

       ْٚويٌه أ:  

                   1 2 3

2

1 1 1 1
1 . . .... 1 . . ... 2

1! 2! 3! !

nx n ne x x x x x
n

         دجٌؾّغ ٚ . 1 

            ٚ 2 ٍٝٔؾو أْ 2ٚثٌمّْز ػ:  
 

 
2 4 6 2

2 11 ....
2! 4! 6! 2 !

p
px x x x

Ch x x
p

       . 

ٚ دجٌطٌؿ               1 ٚ 2 ٍٝٔؾو أْ 2ٚ ثٌمّْز ػ:  

                
 

 
3 5 7 2 1

2 2....
3! 5! 7! 2 1 !

p
px x x x

Sh x x x
p




      


         . 

  :. انـدـذاء 2         

"٠ضّضؼجْ دٕش٠ٌٓ ِقوٚه٠ٓ ِٓ ثٌٌّصذز  f ٚgإىث وجْ ثٌضجدؼجْ -              "n ٛ0ثًفٟ ؽ 0x دق١ظ:  

                     1

nf x P x x ٚ     2

ng x q x x ْثٌضجدغ  :فــج .f g  

"ِقوٚه ِٓ ثٌٌّصذز  دٕش٠ٌضّضغ                 "n ً0فٟ ؽٛث 0x ٠ٕج. ٚ ٌو:  

                     nf g x r x x  ف١ظ .:  r x  دجلٟ ثٌمّْز ثلال١ٍو٠ز ٌـ ٛ٘ 

                   .p x q xٍٝ1ػnx  ِغ:  dég r x n. 

0فٟ ؽٛثً ٠f ٚgٓ ٌٍضجدؼ١ٓإىث وجْ ثٌـٕـشـ٠ٌـٓ ثٌّقوٚه -              0x ٌِٓصذض١ٓ ِنضٍفض١ ِٓ 

                ,m n ْٔشٌ صجدغ ثٌـؾــوثء  :ػٍٝ ثٌضٌص١خ فج f g ْٛ٠ى:  

                    inf ,dégré f g n m . 
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  :02يثال          

"ثٌٌّصذزثٚؽو ثٌٕشٌ ثٌّقوٚه ِٓ            " 3n   ٌٍضجدغ:  
1

xe
f x

x



0فٟ ؽٛثً   0x . 

 :ِٓ ثؽً ىٌه ٌو٠ٕج -             1 2 31 1 1 1
1 . . .... . ... 1

1! 2! 3! !

x n ne x x x x x
n

         . 

   :ٚ ويٌه             2 3 31 1 3 5
1 . . . ... 2

2 8 161
x x x x

x
    


 . 

  :ػٕوةي ٌو٠ٕج فْخ مجط١ز ثٌؾوثء          

                  2 3 31 3 1
1 . . . ... 3

2 8 481

xe
f x x x x x

x
     


 . 

                    

  :. انـًـمـهــٕب3         

"٠ضّضغ دٕشٌ ِقوٚه ِٓ ثٌٌّصذز  fإىث وجْ ثٌضجدغ               "n ً0فٟ ؽٛث 0x َٚأٞ أْ ٬صم١١ّٗ غ١ٌِؼو:  

                  nf x P x x ٬  

                 1 2 3

0 1 2 3. . . .... . , 0n

n nP x a a x a x a x a x a       . 

ثٌضجدغ  :فـجْ              
1

f
"٠ضّضغ دٕشٌ ِقوٚه ِٓ ثٌٌّصذز   "n ً0فٟ ؽٛث 0x ٌو٠ٕج ٚ .:  

                
 

   
1

q x x
f x

  . 

 :ف١ظ               q x  ػٍٝ  1٘ٛ فجطً لّْز P x "  ٚفك ثٌـمـٜٛ ثٌـّـضــَث٠ــور فضٝ ثٌٌّصذز" "n " . 

                                       

  :. انـمـسـًـح4         

"٠ضّضؼجْ دٕش٠ٌٓ ِقوٚه٠ٓ ِٓ ثٌٌّصذز  f ٚgإىث وجْ ثٌضجدؼجْ               "n ً0فٟ ؽٛث 0x دق١ظ:  

                    1

nf x P x x   ٚ     2

ng x q x x ف١ظ:  

                   1 2 3

0 1 2 3. . . .... . , 0n

n nq x b b x b x b x b x b       ْفـــج .:  

ثٌضجدغ               
f

g
"٠ضّضغ  دٕشٌ ِقوٚه ِٓ ثٌٌّصذز    "n ً0فٟ ؽٛث 0x ٌو٠ٕج ٚ .:  

                     nf
x A x x

g


 
  

 
 :. ف١ظ  A x  فجطً لّْز ٛ٘ P x  ٍٝػ q x  

"ٚ فك ثٌـمـٜٛ ثٌـّـضــَث٠ــور فضٝ ثٌٌّصذز  "                "n " . 

                               

  :03يثال           

"ثٚؽو ثٌٕشٌ ثٌّقوٚه ِٓ ثٌٌّصذز            " 5n  ٌٍضجدغ:    tanf x g x ً0فٟ ؽٛث 0x  . 

  :ِٓ ثؽً ىٌه ٌو٠ٕج صؼ٠ٌفج أْ -               
 
 

tan
Sin x

f x g x
Cos x

  ٚ .ٌٌٜو٠ٕج ِٓ ؽٙز أم:  

                 
3 5

5

1( ) ... 1
3! 5!

x x
Sin x x x      ٚ   

2 4
5

2( ) 1 ... 2
2! 4!

x x
Cos x x    . 

ثٌؾَء ثٌٌة١ْٟ ٌـ ثٌـّـضــَث٠ــور  ػٕوةي دئؽٌثء ثٌمّْز ٚ فك ثٌـمـٜٛ            Sin x ْٟػٍٝ ثٌؾَء ثٌٌة١ 

ٌـ             Cos x فضٝ ثٌٌّصذز" " 5n   ْٔؾو أ:  

                 
 
 

   3 5 51 2
tan . . ... 3

3 15

Sin x
g x x x x x

Cos x
     . 
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  :04يثال           

"ذزثٌّقوٚه ِٓ ثٌٌّص ثٚؽو ثٌٕشٌ            " 5n  ٌٍضجدغ:    f x th x ً0فٟ ؽٛث 0x  . 

  :ِٓ ثؽً ىٌه ٌو٠ٕج صؼ٠ٌفج أْ -              
 
 

Sh x
f x th x

Ch x
 ٌٌٜٚو٠ٕج ِٓ ؽٙز أم .:  

                  
3 5

5

1( ) ... 1
3! 5!

x x
Sh x x x      ٚ   

2 4
5

2( ) 1 ... 2
2! 4!

x x
Ch x x    . 

ػٕوةي دئؽٌثء ثٌمّْز ٚفك ثٌـمـٜٛ ثٌـّـضــَث٠ــور ثٌؾَء ثٌٌة١ْٟ ٌـ             Sh x ثٌٌة١ْٟ ػٍٝ ثٌؾَء 

ٌـ             Ch x فضٝ ثٌٌّصذز" " 5n  ْٔؾو أ:  

              
 
 

   3 5 51 2
. . ... 3

3 15

Sh x
th x x x x x

Ch x
     . 

                                                     

  :. انـُشر انًحذٔد نـرـاتــغ يـركـة 5         

  :َـظـرٚـح              

"٠ضّضؼجْ دٕش٠ٌٓ ِقوٚه٠ٓ ِٓ ثٌٌّصذز  f ٚgإىث وجْ ثٌضجدؼجْ                "n ً0فٟ ؽٛث 0x  ْوج ٚ:  

                 
0 0

lim 0
x x

f x
 

 ف١ظ ٬:       1

nf x P x x  ٚ 

                       2

ng x q x x ثٌضجدغ ثٌٌّوخ  :ػـٕـوةـي g f ِٓ ٠ضّضغ دٕشٌ ِقوٚه   

"ثٌٌّصذز                 "n ً0فٟ ؽٛث 0x ٌٚو٠ٕج .:       ng f x R x x . 

 :ف١ظ                  R x   دجلٟ ثٌمّْز ثلال١ٍو٠ز ٌـ  ٛ٘  q p x ٍٝ1ػnx   . 

                                   

 : 04يثال           

"ثٌّقوٚه ِٓ ثٌٌّصذزثٚؽو ثٌٕشٌ             " 5n  ٌٍضجدغ:    ln 1f x sh x    ً0فٟ ؽٛث 0x .  

 :ِٓ ثؽً ىٌه ٌو٠ٕج أْ -                
2 3 4 5

5ln 1 ... 1
2 3 4 5

x x x x
x x x        ِٓ ٌٚو٠ٕج . 

 :ؽٙز أمٌٜ               
3 5

5( ) ... 2
3! 5!

u u
Sh u u u   ٌٟٚدضطذ١ك ثٌٕظ٠ٌز ٔقظً ػٍٝ ثٌٕشٌ ثٌضج .:  

               
2 3 4 5

5ln 1
2 2 2 2

x x x x
f x sh x x x          . 

   :ٌو٠ٕج صؼ٠ٌفج أْ ٬ٚدط٠ٌمز أمٌٜ  - -           

                        ln 1 ln 11 1 1
ln 1 1 ... *

2 2 1

x x
f x sh x e e x

x

    
            

 . 

 :ج صؼ٠ٌفج أْٚ ٌو٠ٕ              2 3 4 5 51
1 .... 3

1
x x x x x x

x
      


 . ٚ دجٌضؼ٠ٛغ فٟ 

ثٌؼذجًر             * ْٔؾو أ:      
2 3 4 5

5ln 1
2 2 2 2

x x x x
f x sh x x x           . 

                                                   

"صجدؼج ِؼٌفج فٟ ؽٛثً ثٌظفٌ ِجػوث ػٕو ثٌٕمطز  ١ٌfىٓانُشر انًحذٔد انًـؼـًـــى:  - 3.4    :أٞ ٬ 0"

            
0 0

lim
x x

f x
 

    .-  ٌٟٕفٌع ثٔٗ ٠ٛؽو ػوه ؽذ١ؼm  ِٓ* ٠ىْٛ ٌٍضجدغ :دق١ظ 

                mx f x ِٓ ثٌٌّصذز  ٔشٌث ِقوٚهث" "n  m n  ًفٟ ؽٛث" "0:   

                1 2 3

0 1 2 3. . . .... .m n

nx f x a a x a x a x a x       .٠ىْٛ ٌو٠ٕج :ػـٕـوةـي:  

                      1 2 3

0 1 2 3

1
. . . .... . ... *n n m

nm
f x a a x a x a x a x x

x
        . 

" جٌٕشٌ ثٌّقوٚه ثٌـّـؼـّـُ ِٓ ثٌٌّصذزد "ّْٟٔ ٘يٖ ثٌؼلالز         "n m " ٌٍضجدغf .ٌفٟ ؽٛثً ثٌظف  
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  :05يثال           

"ثٚؽو ثٌٕشٌ ثٌّقوٚه ثٌّؼُّ ِٓ ثٌٌّصذز            " 4n  ٌٍضجدغ:    f x Cotg x . 

 :ِٓ ثؽً ىٌه ٌو٠ٕج صؼ٠ٌفج أْ -             
 
 

Cos x
f x Cotg x

Sin x
   ٚ 

0 0
lim

x x
f x

 
   . 

    :ف١ظ              
 
 

 

 

2 4
5

1

3 5
6

2

1
2! 4!

3! 5!

x x
xCos x

f x Cotg x
x xSin x

x x





  
  

  

  . 

1mفّٓ ثؽً -           ٔقظً ػٍٝ ثٌضجدغ:  

               
 

 
 

2 4
5

2 41
5

2 4
5

2

1
2! 4! 1

3 45
1

3! 5!

x x
x

x x
x Cotg x x

x x
x






  
     

  

  :ْ. أٞ أ

 :ثٌّقوٚه ثٌّؼُّ ٌٍضجدغ ثٌٕشٌ :ٚ ػ١ٍٗ فجْ              f x Cotg x ثٌٌّصذز ِٓ" " 4n   ًفٟ ؽٛث 

  :ثٌظفٌ                  
3

41
.... *

3 45

x x
f x Cotg x x

x
     . 
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 - ''0لـائـًـح انـُـشــٕر انـًـحـذٔدج نثؼـض انـذٔال انشٓٛرج فٙ خـٕار انـظـفــر '' -

 

   
 

 
2 4 6 8 10 2

2 11 .... 1
2! 4! 6! 8! 10! 2 !

n
n nx x x x x x

Cos x x
n

            

 
 

 
3 5 7 9 11 2 1

2 2( ) .... 1
3! 5! 7! 9! 11! 2 1 !

n
n nx x x x x x

Sin x x x
n




          
 

     
2 3 4 5 6

1
ln 1 ..... 1

2 3 4 5 6

n
n nx x x x x x

x x x
n




            

  
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 ....
1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! !

n
x nx x x x x x x x x x

e x
n

             

 
       

 1 21 1 2 3 .... 1
1 1 .....

1! 2! !

n nn
x x x x x

n

       


     
      

 

   2 3 4 5 6 71
1 ..... 1

1

n n nx x x x x x x x x
x

            


 

 2 3 4 5 6 7 81
1 .....

1

n nx x x x x x x x x x
x

           


 

     
 

 
1

11 2 3
2

1.3.5... 2 31 1 3
1 1 1 .... 1

2 8 48 2 !

n n n

n

n
x x x x x x x

n




  
           



 

 
   

 
 

1
1 2

2
1.3.5... 2 11 1 3

1 1 .... 1
2 8 2 !1

n n n

n

n
x x x x x

nx




  
         


 

   3 5 7 9 11 13 151 2 17 62 1382 21844
tan

3 15 315 2835 155925 6081075
g x x x x x x x x x        

 
 

 
3 5 2 1

2 21.3.5..... 2 11 3
....

2 3 8 5 2 . ! 2 1

n
n

n

nx x x
ArcSin x x x

n n





        


 

     
3 5 7 9 11 2 1

2 2.... 1
3 5 7 9 11 2 1

n
n nx x x x x x

Arctg x x x
n




          


  

 
 

 
2 4 6 8 10 12 14 2

2Cosh 1 ....
2! 4! 6! 8! 10! 12! 14! 2 !

n
nx x x x x x x x

x x
n

           

 
 

3 5 7 9 11 13 15 2 1
2 2Sinh( ) ....

3! 5! 7! 9! 11! 13! 15! 2 1 !

n
nx x x x x x x x

x x x
n




          
 

   3 5 7 9 11 13 151 2 17 62 1382 21844
tan

3 15 315 2835 155925 6081075
gh x x x x x x x x x        

 

   
 

 
3 5 2 1

2 21.3.5..... 2 11 3
Sin .... 1

2 3 8 5 2 ! 2 1

n
n n

n

nx x x
Arg h x x x

n n





          
 

 

   
2 1

3 5 7 9 11 13 2 21 1 1 1 1 1
tan ....

3 5 7 9 11 13 2 1

n
nx

Arg gh x x x x x x x x x
n




         

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 ثٌفظً ثٌنجِِ

 

 البنى الجبرية، الفضاءات الشعاعية و التطبيقات الخطية

  رٚح الأساسٛحانثُٗ اندث 

 انفضاءاخ انشؼاػٛح 

 انرطثٛماخ انخطٛح 

 
















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  انثُٗ اندثرٚح الأساسٛح، انفضاءاخ انشؼاػٛح ٔ انرطثٛماخ انخطٛح  

 

  انثُٗ اندثرٚح الأساسٛح ) انسيرج، انحهمح ٔ انحمم ( - 1.5 

  :انؼًهٛاخ انذاخهٛح       

 وً صطذ١ك Eأٚ لجٔٛٔج هثم١ٍج فٟ Eّْٟٔ ػ١ٍّز هثم١ٍز فٟ  ١ٌ٬ز ِؾّٛػز غ١ٌ مج Eٌضىٓ :ذؼرٚف         

          f ِٟؼٌفج ػٍٝ ثٌؾوثء ثٌو٠ىجًصE E ٛٔقE ٍٟوّج ٠:  
( , ) ( , )

:
x y f x y z

f E E E
 

  . 

   :ٚ ٌَِٔ ٌٍؼ١ٍّجس ثٌوثم١ٍز دجٌٌٍِٛ ثٌضج١ٌز -           , , , , , , , .....T      . 

z :ٚ ّٕظطٍـ ػٍٝ ثٌىضجدز             x T y دولا ِٓ أْ ٔىضخ: ( , )z T x y . 

  :ٕج أْ ٔلافع ثٔٗ ٠ّىٓ ط١جغز صؼ٠ٌف ثٌؼ١ٍّز ثٌوثم١ٍز دجٌط٠ٌمز ثٌضج١ٌز٠ّىٕ :يلاحظح        

                     )   ٟػ١ٍّز هثم١ٍز فE (     )  , :x y E x y E    ( . 

                                       

  :أيثهح        

          1  .: : ( , )x y x y     ٬: : ( , ) .x y x y     . 

          2 . E  2 :ٚثٌؼ١ٍّز 2x y x y    ٟهثم١ٍز فE ٌْٛى .:  

                          2 2, :x y x y     . 

          3 .  E  ثٌؼ١ٍّز ٚ: x y x y     ٟ١ٌْش هثم١ٍز فE ٌْٛى .:  

                          3 , 4 : 3 4 1x y x y              . 

          4 .     : 0 , 1 0 , 1 0 , 1 : ( , )x y x y     . 

ثٌؼ١ٍّز ١ٌْش هثم١ٍز فٟ                   0 , 1E ٌْٛى .:  

                   
1 3

1 , 0 , 1 : 0 , 1
2 2

x y x y        . 

                                         

   :انؼًهٛح انذاخهٛحخٕاص  - 2.5 

  :انردًٛغ -           

  إىث Eصؾ١ّؼ١ز فٟ  . ٔمٛي أْ ثٌؼ١ٍّز  ِؾّٛػز غ١ٌ مج١ٌز َِٚهر دجٌؼ١ٍّز ثٌوثم١ٍز  Eٌضىٓ                

 :ٚ فمؾ إىث صقمك                   , , :x y z E x y z x y z       . 

E. فٟ  1  :ِغلا  -               . ٟثٌؾّغ صؾ١ّؼٟ ٚ ثٌؼٌح صؾ١ّؼ 

E. فٟ  2                        2 :ٚ ثٌؼ١ٍّز 2x y x y   ٌْٛ١ْش صؾ١ّؼ١ز . ٌى:  

                          1 , 2 , 3x y z   ٌو٠ٕج ٚ:        1 2 3 34 ..... 1x y z      

                                                                      ٚ     1 2 3 170 ..... 2x y z     . 

                                                

  :انرثذٚم -           

 إىث ٚ Eصذو١ٍ٠ز فٟ  . ٔمٛي أْ ثٌؼ١ٍّز  ِؾّٛػز غ١ٌ مج١ٌز َِٚهر دجٌؼ١ٍّز ثٌوثم١ٍز  Eضىٌٓ               

  :فمؾ إىث صقمك                  , :x y E x y y x     . 

E. ثٌؾّغ فٟ 1   :أيثهح -             . ٍٟثٌطٌؿ فٟ 2  صذو٠ .E   .ٍٟ١ٌِ صذو٠ 

فٟ   ٚ ثلاصقجه   . ثٌضمجؽغ 3                         P E جْ . صذو١ٍ٠   
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  :انرٕزٚغ -           

 . Eػ١ٍّضجْ هثم١ٍضجْ فٟ T   ٚِؾّٛػز غ١ٌ مج١ٌز ٚ ٌضىٓ  Eٌضىٓ               

  :إىث ٚ فمؾ إىث صقمك Tص٠ٍٛؼ١ز ػٍٝ ثٌؼ١ٍّز  ٔمٛي أْ ثٌؼ١ٍّز  -              

                      , , :x y z E x y T z x y T x z     صقمك أ٠ؼج ٚ .:  

                      , , :x y z E x T y z x z T y z      . 

                             

   :انؼُظر انحٛاد٘ -           

Ee. ٚ ١ٌىٓ  ِؾّٛػز غ١ٌ مج١ٌز َِٚهر دجٌؼ١ٍّز ثٌوثم١ٍز  Eٌضىٓ                E . 

  :إىث ٚ فمؾ إىث صقمك Eفٟ  ثٔٗ ػٕظٌث ف١جه٠ج دجٌْٕذز ٌٍؼ١ٍّز ثٌوثم١ٍز  Eeٔمٛي ػٓ  -              

                   : E Ex E x e e x x      . 

                     

  :أيثهح -           

              1   .'' E٘ٛ ػٕظٌ ف١جهٞ دجٌْٕذز ٌٍؾّغ فٟ  0''  . 

              2   .'' E٘ٛ ػٕظٌ ف١جهٞ دجٌْٕذز ٌٍؼٌح فٟ  1''   . 

.  فٟ ثٌّؾّٛػز 3               L P E ْأ:  

''دجٌْٕذز ٌٍؼ١ٍّز  -ث                     ''   : ٛ٘ أْ ثٌّؾّٛػز صمذً ػٕظٌث ف١جه٠ج: ( )P Ee   .  

''دجٌْٕذز ٌٍؼ١ٍّز  -ح                     ''   : ٛ٘ أْ ثٌّؾّٛػز صمذً ػٕظٌث ف١جه٠ج: ( )P Ee E  . 

                                       

 :انؼُظر انُظٛر -           

Ee. ٚ صمذً ػٕظٌث ف١جه٠ج  ِؾّٛػز غ١ٌ مج١ٌز َِٚهر دجٌؼ١ٍّز ثٌوثم١ٍز  Eٌضىٓ                 E ٔمٛي . 

xأْ                 E ً1ػٕظٌث ٔظ١ٌث ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ  ٠مذx   دجٌْٕذز ٌٍؼ١ٍّز ثٌوثم١ٍز  ٟفE  إىث ٚ فمؾ 

1 :إىث صقمك                1 1, : Ex E x E x x x x e          . 

                                     

  :أيثهح -           

Eفٟ  .1                  ٌٌىً ػٕظx   ٟٔظ١ٌث ف ٛ٘:   1x x     .دجٌْٕذز ٌؼ١ٍّز ثٌؾّغ 

Eفٟ. 2                  ٌٌىً ػٕظx  ٟٔظ١ٌث ف ٛ٘:  1 1
x

x

    . دجٌْٕذز  ٌؼ١ٍّز ثٌؼٌح 

E.  فٟ 3                 دجٌْٕذز ٌؼ١ٍّز ثٌؾّغ ١ٌِ ٌٗ ٔظ١ٌث فٟ  4ٌؼوه ث . 

                               

  :1لضٛح  -           

Eeثٌؼٕظٌ ثٌق١جهٞ  ٬ ١ز ِؾّٛػز غ١ٌ مج١ٌز َِٚهر دجٌؼ١ٍّز ثٌوثمٍ Eٌضىٓ               E  إىث 

 ٚؽو فٙٛ ٚف١و .               

                                          

  :2لضٛح  -           

  :صؾ١ّؼ١ز فجْ إىث وجٔش ثٌؼ١ٍّز  ٬ ِؾّٛػز غ١ٌ مج١ٌز َِٚهر دجٌؼ١ٍّز ثٌوثم١ٍز  Eٌضىٓ               

1xثٌؼٕظٌ ثٌٕظ١ٌ                ٚ ؽو فٙٛ ٚف١و . إىث                                        

  :انـسيــرج - 3.5 

. ٔمٛي ػٓ ثٌغٕجة١ز  Gػ١ٍّز هثم١ٍز فٟ  ِؾّٛػز غ١ٌ مج١ٌز  ٚ  Gٌضىٓ  :ذؼرٚف           ,G   ٍِـٌر 

 صؾ١ّؼ١ز .  . ثٌؼ١ٍّز 1  :صقمك إىث ٚ فمؾ إىث             

Geظٌث ف١جه٠ج صم١ً ػٕ G.  ثٌّؾّٛػز2             G   دجٌْٕذز إٌٝ ثٌؼ١ٍّز  . 

x. وً ػٕظ3ٌ             G  ٠1مذً ػٕظٌث ٔظ١ٌثx G   دجٌْٕذز إٌٝ ثٌؼ١ٍّز . 

ٔمٛي ػٓ : صذو١ٍ٠ز فئٕٔج ٚ ٠ٍجهر ػٓ ىٌه . إىث وجٔش ثٌؼ١ٍّز              ,G  د١ٍز.إٔٙج ٍِـٌر صذو١ٍ٠ز أٚ أ 
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  :أيثهح  -     

         1 . ,  ٍ فٟ  ِـٌر ٌىْٛ ػٕجطٌ٘ج لا صٍّه ٔظجة١ٌٌْش . 

. ثٌّؾّٛػجس2          ,  ٬  ,  ٬  ,  ٬  ,   . ٍِـٌ صذو١ٍ٠ز 

                         

  :انسيرج اندسئٛح - 4.5 

ٌضىٓ :1ذؼرٚف          ,G   ٬ٍِـٌر  ٚH G  ِٓ ِؾّٛػز ؽَة١ز غ١ٌ مج١ٌزG .  

ٔمٛي ػٓ  -           ,H   ِٓ إٔٙج ٍِـٌر ؽـَة١زG إىث ٚ فمؾ إىث صقمك:  

           1  .Ge H ف١ظ  ٬Ge  ٌثٌق١جهٞ دجٌْٕذز إٌٝ ثٌؼ١ٍّز  ٘ٛ ثٌؼٕظ  ٟفG  . 

           2   ., :x y H x y H     .)   أٞ  ثٌؼ١ٍّز  ٟهثم١ٍز فH  ( . 

           3  .1:x H x H   1ف١ظ ٬x   ثٌؼٕظٌ ثٌٕظ١ٌ دجٌْٕذز إٌٝ ثٌؼ١ٍّز.  

H  :ٚ ٌَِٔ ٌٙج دجٌٌَِ            G .  

                                        

  :يكافئ  نهسيرج  اندسئٛح  2ذؼرٚف          

ٌضىٓ             ,G   ٬ٍِـٌر  ٚH G ِٓ ِؾّٛػز ؽَة١زG  . 

ٔمٛي ػٓ  -            ,H   ِٓ إٔٙج ٍِـٌر ؽـَة١زG إىث ٚ فمؾ إىث صقمك:  

              1  .  H     .) Ge H  (  . 

              2 .1, :x y H x y H   1. ف١ظy  ثٌؼٕظٌ ثٌٕظ١ٌ ٌـy  دجٌْٕذز إٌٝ ثٌؼ١ٍّز. 

                                                                      

  :يثال         

ٔؼضذٌ ثٌٌَِر ثٌضذو١ٍ٠ز           3 ,  ٚٔؼٌف ثٌّؾّٛػز:  

                         3, , : 2 0H x y z x y z      . 

 :د١ٓ أْ -           ,H   ِٓ ٍِـٌر ؽـَة١ز 3 ,  . 

   :انحم -          

              1  /H    .) Ge H  ( :  

ٌو٠ٕج                  3 0,0,0e H   ْلا:       3 32 0 0 2 0 0 0x y z e H        .  

١ٌىٓ / 2               1 1 1, ,X x y z  ٚ 2 2 2, ,Y x y z  ِٓH. ْ٠ٌٔو إعذجس أ: X Y H  . 

 :ٌو٠ٕج                     1 1 1 1 1 1, , 2 0 ........ 1X x y z H x y z       ٚ 

                             2 2 2 2 2 2, , 2 0 ........ 2Y x y z H x y z       .ِٕٗ ٚ:  

                         
?

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ,X Y x y z x y z x x y y z z H        . 

 :أٞ                           1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 22 2 2 0 0 0x x y y z z x y z x y z               

X  :ٚ دجٌضجٌٟ                    Y H   . 

١ٌىٓ /  3               , ,X x y z ِٓH ْ٠ٌٔو إعذجس أ .: 
?

1X H  :  

ٔؼٍُ أْ ثٌؼٕظٌ ثٌٕظ١ٌ ٌـ                     , ,X x y z  دجٌْٕذز إٌٝ ثٌؼ١ٍّز   ٛ٘:  

                      1 , ,X X x y z         . 

  :ٌو٠ٕج                    , , 2 0X x y z H x y z      ِٕ ٚ .ٗ:  

                            2 2 0 0x y z x y z            ْ1 :. إىX H  . 

 :/ أ3ْ/  ٚ 2/  ٚ  1ٚ فْخ                 ,H  ِٓ ٍِـٌر ؽـَة١ز 3 ,  .                                                                 
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  :َرائح         

ٌضىٓ            ,G   ٬ٍِـٌر 

           1 . 
1 1 1, :x y G x y y x
       . 

           2  .1 , : ....n

n fois

n x G x x x x x         . 

 :فجْ Gٍِـٌصـجْ ؽـَة١ضجْ ِٓ H ٚK. إىث وجٔش3            H K ِٓ ٍِـٌر ؽـَة١زG . 

 :فجْ Gؽـَة١ضجْ ٍِِٓـٌصـجْ   H ٚK. إىث وجٔش4            H K ٌـ١ـِ دجٌؼًٌٚر ٍِـٌر 

 .  Gؽـَة١ز ِٓ               

                                       

  :انحـهـمـح ٔ انحـمـم - 5.5 

 :ػًٕيٛاخ ٔ ذؼارٚف         

   :ذؼرٚف         

. ٔمٛي ػٓ ثٌغلاع١ز   ٚِؾّٛػز غ١ٌ مج١ٌز َِٚهر دجٌؼ١ٍّض١ٓ Aٌضىٓ           , ,A    إٔٙج فـٍـمـز 

  :إىث ٚ فمؾ إىث صقمك          

            1 . ,A   . ٍِـٌر  صذو١ٍ٠ز 

1Aً ػٕظٌث ف١جه٠ج ذصم  A.  ثٌّؾّٛػز2             A   دجٌْٕذز إٌٝ ثٌؼ١ٍّز . 

 ٔمٛي أْ  ٬صذو١ٍ٠ز  . ٚ إػجفز إىث وجٔش ثٌؼ١ٍّز  ص٠ٍٛؼ١ز ػٍٝ ثٌؼ١ٍّز  .  ثٌؼ١ٍّز 3            

                    , ,A   .فـٍـمـز صذو١ٍ٠ز  

                                                               

  :أيثهح         

. ثٌّؾّٛػجس1           , ,  ٬ , ,  ٬ , ,  ٬  , ,  ٬ , ,
n

   

 وٍٙج فـٍـمـجس.               

          2 . L P E ِؾّٛػز أؽَثء ثٌّؾّٛػزE ٌَِٞٚهر دجٌفٌق ثٌضٕجظ 

                )    
1

A B A B A B     (   ٚػ١ٍّز ثٌضمجؽغ ٝفـٍـمـز صذو١ٍ٠ز. ٚ صوػ ٟ٘ 

ثٌقٍمز                   , ,P E   ٛيدـقـٍـمـز دــ. 

                                

  :انحـهـمح اندـسئٛح - 6.5 

  :ذؼرٚف          

Bٌضىٓ             A  ِؾّٛػز ؽَة١ز ِٓ ثٌقـٍـمز , ,A    ٍٝ٠1قضٛٞ ػA A  ِْضمٌر دجٌْٕذز ٚ 

 .   ٚإٌٝ ثٌؼ١ٍّض١ٓ            

ِٓ ثٌقـٍـمز  فـٍـمـز ؽَة١زإٔٙج  Bػٓٔمٛي  -             , ,A   إىث ٚ فمؾ إىث صقمك:  

                1 )-  ,B   ٍِـٌر ؽـَة١ز ِٓ ثٌٌَِر ,A   ٚ .1A B. 

 :أٞ  Bػ١ٍّز هثم١ٍز فٟثٌؼ١ٍّز -( 2                
?

, :x y B x T y B   . 

                                             

  :يثال           , ,   فـٍـمـز ؽَة١ز ِٓ ثٌقـٍـمز , ,  . 

                               

  :انحـهـمح انـرـايـح - 7.5 

ٔمٛي ػٓ ثٌقـٍـمـز  :ذؼرٚف           , ,A   ف١ظ ( , )AA e  ٞإٔٙج صـجِــز إىث وجٔش لا صٍّه أ 

)لـجُّ ٌٍؼٕظٌ ثٌق١جهٞ              , )Ae  ٕٝدّؼ  .:   
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ْ ) صىــٛ                  , ,A T  ) فـٍمز صــجِز  

                          (  
( , )

?

( , ),

( , )

, :

A

AA

A

x e

x y A e x T y e

y e










    
 

  .) 

                                           

  :أيثهح           

فٟ ثٌقٍمز . 1            0, 1 , 2, 3 , 4, 5
6

 جٌؼ١ٍّض١ٓثٌَّٚهر د  ٚ ْٔؼٍُ أ ٚ .:  

                  
( , )

6

0e


  ٌو٠ٕج  .:     

                                            

1/ 2 3 6 0

2 / 3 2 6 0

3/ 3 4 12 0

4 / 4 3 12 0

  

  

  

  

  

لٛثُّ ثٌظفٌ فٟ ثٌقٍمز  :إىْ                0, 1 , 2, 3 , 4, 5
6

 ٟ٘:   2 , 3 , 4 . 

ثٌقٍمز   :أٞ أْ                , ,
6

    .ٌـ١ـْـش صــجِــز 

A   ( :إْ. 2           
n

  فٍمز صــجِــز(   )  n   ٌٟٚػـوه أ(.  

                                                      

  :انرًاثم تٍٛ انثُٗ اندثرٚح - 8.5 

ٌضىٓ   :ذًاثم انسير           1 ,G  ٬  2 ,G   ٓ1 ٬ٌٍِص١e  1ثٌؼٕظٌ ثٌق١جهٞ ٌـG ٬2e  ٌثٌؼٕظ 

ٚ ١ٌىٓ  ٬ 2Gثٌق١جهٞ ٌـ              1 2: , ,f G G   .صطذ١مج 

  :إىث ٚ فمؾ إىث  صقمك 1G  ٚ2Gّجعلا د١ٓ ثٌٌَِص١ٓثٔٗ ص fٔمٛي ػٓ           

                   1, :x y G f x y f x f y      . 

                                              

  :يثال          

    :ثٌّؼٌف  دـ  ١ٌfىٓ ثٌضطذ١ك              *: , , :f x x

   . 

صّجعً د١ٓ ثٌٌَِص١ٓ  fإْ            * ,     ٚ ,

  ْلا:  

                   
?

*, :x y f x y f x f y     . 

 :ٌو٠ٕج                  *, :x y f x y x y x y f x f y         . 

                                   

َٕاج  - 9.5  Ker f   طٕرج ٔ Im f انرًاثمf :  

ٌضىٓ :ذؼرٚف            ,G  ٬  ' ,G  ٓ١ٌىٓ  ٬ٌٍِص١ ٚ   ': , ,f G G    . صّجعلا 

  :ثٌّؾّٛػز ثٌغ١ٌ ثٌنج١ٌز ثٌّؼٌفز دـ f.  ٔؼٌف ٔٛثر ثٌضّجعً 1              

                          ':
G

Ker f x G f x e   . 

 :ثٌّؾّٛػز ثٌغ١ٌ ثٌنج١ٌز ثٌّؼٌفز دـ fًر ثٌضّجعً . ٔؼٌف ط2ٛ              

                         Im :f f G f x x G   .  
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  :لضٛح         

ٌضىٓ          ,G  ٬  ' ,G  ٓ١ٌىٓ ٬ٌٍِص١ ٚ   ': , ,f G G  ْصّجعً فج:  

f :  ٔٛثر ثٌضّجعً  )1               Ker f  ٌٍِر ؽَة١ز ِٓ ثٌٌَِر ,G  . 

f : طًٛر ثٌضّجعً  )2               Im f   ٌٍِر ؽَة١ز ِٓ ثٌٌَِر ' ,G  . 

                                             

                                                           

  :ذًاثم انحـهـمـاخ - 10.5

  :ذؼرٚف         

ثٌّؼٌف ِٓ ثٌقٍمز  fٔمٛي ػٓ ثٌضطذ١ك          , ,A    إٌٝ ثٌقٍمز , ,B   ثٔٗ صّـجعـً فـٍـمـجس 

    :إىث ٚ فمؾ إىث صقمك         

           

 

     

     

1/ 1 1 .

2 / , : .

3/ , : .

A Bf

x y A f x y f x f y

x y A f x y f x f y



    

    

   . 

                      

  :انحـمـم - 11.5

ٌضىٓ            , ,A    . فـٍـمـز 

ّْٟٔ  فملا وً فـٍـمـز صنضٍف ػٓ ثٌظفٌ  : 1ذؼرٚف             0 , ,KA    ٌدق١ظ وً  ػٕظٌ غ١ 

 .  دجٌْٕذز إٌٝ ثٌؼ١ٍّز  )ِـمـٍـٛح  (ِؼوَٚ ِٕٙج ٠مذً ٔـظـ١ـٌث            

 :صذو١ٍ٠ز فئٕٔج ٔمٛي أْ  ٚ إىث وجٔش ثٌؼ١ٍّز               0 , ,KA     . ٍٟثٌقـمـً صذو٠ 

                                                                                                                                                                                                                                                               

ّْٟٔ  : 2ذؼرٚف             0 , ,KA    إىث ٚ فمؾ إىث صقمكفملا  : 

 -ث              ,A    . ٍِـٌر  صذو١ٍ٠ز 

-ح               ,0 ,KA    .0, (ٍِـٌرK   ثٌؼٕظٌ ثٌق١جهٞ  دجٌْٕذز إٌٝ ثٌؼ١ٍّز ( . 

 . ص٠ٍٛؼ١ز ػٍٝ ثٌؼ١ٍّز  ثٌؼ١ٍّز   -ػ             

 :فئٕٔج ٔمٛي أْ صذو١ٍ٠ز ٚ إىث وجٔش ثٌؼ١ٍّز                 0 , ,KA    ٍٟثٌقـمـً صذو٠ . 

                                                  

ّْٟٔ  : 3ذؼرٚف             ( ,*) , ,AA e   فــــمـــلا  إىث ٚ فمؾ إىث صقمك:  

  -ث               , ,A     فـٍـمـز صذو١ٍ٠ز ٚثفــو٠ــز ( , )1T A Te A  . 

)٠نضٍف ػٓ  x ِٓAوــً ػٕظٌ -ح              ,*)Ae   ( ,*)Ax e A    ٠1مذً ِـمـٍـٛحx

  

                  )  1x ٌث ٌٍؼٕظٌٔـظـ١ـx (  دجٌْٕذز إٌٝ ثٌؼ١ٍّز ْثٞ ث.:  

             
1 1 1 1

( ,*) ,
, : 1 ....A A T

x e A x A x x x x x             ف١ظ .: 

         )  ,
1

A T
 .  ) Tثٌؼٕظٌ ثٌق١جهٞ ثٌٛثفوٞ دجٌْٕذز إٌٝ ثٌؼ١ٍّز  

                             

  :ايثهح          

           1  . , ,    . ً١ٌِ فـمـ 

           2  . , ,   ٚ , ,   .ٓفـمـ١ٍٓ صذو١١ٍ٠ 

           3.   , ,
3

   .ٍٟفـمـً صذو٠ 
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 انفضاءاخ انشؼاػٛح

 
  :انفضاء انشؼاػٙ - 12.5  

  )تُٛح انفضاء انشؼاػٙ ( :ذؼرٚف          

 ١ٍ٠ج . فملا صذو Kِؾّٛػز غ١ٌ مج١ٌز ٚ Eٌضىٓ            

 إىث صقممش ثٌشٌٚؽ  )فؼجء شؼجػٟ  Kآٚ   ( Kأْ ٌٙج د١ٕز فؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقمً Eٔمٛي ػٓ -          

  :ثٌضج١ٌز            

َِٚهر دؼ١ٍّز هثم١ٍز ؽّؼ١ز  Eإىث وجٔش - 1               ْصؾؼً ِٕٙج ٌٍِر صذو١ٍ٠ز. أٞ أ:  

                    ,E   .ٍِـٌر صـذـو٠ـٍـ١ز 

Kثىث ٚؽو صطذ١ك ِٓ - 2              E ٛٔقE ٍٟٔؼذٌ ػٕٗ وّج ٠:  
 , .u u

K E E
 

   ٠ٚقمك ثٌنٛثص 

  :ثٌضج١ٌز             

                            2) , , : . . .a x y E K x y x y           

                          2) , , : . . .b x E K x x x             

                               2) , , : . . . .c x E K x x           

                                                                              ) : 1 .Kd x E x x     

  . Kثٌؼٕظٌ ثٌق١جهٞ دجٌْٕذز ٌٍقمً :  1K :ف١ظ                             

  :يلاحظاخ          

 دج١ٌٍّْجس.  Kدجلأشؼز . ف١ّج صّْٝ ػٕجطٌ Eصّْٝ ػٕجطٌ - 1            

 :٠ّْٝ ثٌضطذ١ك - 2             , .u u   دؼٌح ثٌشؼجعu  ٌٍّْٟدج ٠ّْٝ أ٠ؼج ػ١ٍّز مجًؽ١ز ٚ . 

 .Eآٚ لجْٔٛ صشى١ً مجًؽٟ ػٍٝ ٬ Eػٍٝ ثٌّؾّٛػز                  

 . دجٌشؼجع ثٌّؼوَٚ ٠0Eوػٝ ثٌؼٕظٌ ثٌق١جهٞ - 3            

دجٌغلاع١ز ٠Eٌَِ ػجهر ٌٍفؼجء ثٌشؼجػٟ - 4             , , .E   ٌٍٓضيو١ٌ دجٌمج١ٔٛٔ . 

   :أيثهح          

 ٚهر دؼ١ٍّز ؽّغ شؼجػ١ٓ ؽٍم١ٓ ٚفك لجػور َِ ٬ٔؼضذٌ ِؾّٛػز ثلأشؼز ثٌطٍمز فٟ ثٌّْضٛٞ  - 1           

 دأٔٗ ثٌضطذ١ك ثٌيٞ ٠ٌفك ثلأػلاع . ٚ ٔؼٌف ػ١ٍّز ػٌح شؼجع ؽٍك دؼوه فم١مٟ  ِضٛثٍٞ              

ثٌغٕجة١ز                , u  دجٌشؼجع.u . 
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 ثلأٌِ ىثصٗ دجٌْٕذز ٚ ٌو٠ٕج.  د١ٕز فؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقمً ٠Eّىٕٕج ثٌضقمك ِٓ أْ ثٌّؾّٛػز  -             

 . ثلأشؼز ثٌطٍمز فٟ ثٌفؼجءإٌٝ               

 ثٌشؼجػٟ. إٌٝ أْ ٘ي٠ٓ ثٌّغج١ٌٓ ٠ؼوثْ ثٌٌّؽؼ١ز ثلأط١ٍز فٟ ص١ّْز ثططلاؿ ثٌفؼجء ٔش١ٌ :يلاحظح            

ِؾّٛػز ثلأػوثه ثٌؼمو٠ز  - 2            , , . :ٟ٘ ًفؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقم . 

لأػوثه ثٌقم١م١زِؾّٛػز ث - 3            , , . :  ًٟ٘ػٍٝ ثٌؼَّٛ وًفؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقم ٚ . 

 فمـً ٘ٛ فؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ٔفْٗ .               

ِؾّٛػز ثلأٍٚثػ - 4            2 , , .  : ًف١ظٟ٘ فؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقم .:  

                     

   

     
   

' ' 2

' ' ' '

, , , , :

1/ , , ,

2 / . , . , . .

x y x y

x y x y x x y y

x y x y



  

   

    



    . 

ثٌّؾّٛػز  - 5            3 , , . : ًظ. ف١ٟ٘ فؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقم:   

                 

   

     
   

' ' ' 3

' ' ' ' ' '

, , , , , , :

1/ , , , , , , ,

2 / . , , . , . , . .

x y z x y z

x y z x y z x x y y z z

x y z x y z



   

   

    



   . 

ىٌه أْ                3 ,  ٌٙج د١ٕز ٍِـٌر صـذـو٠ـٍـ١ز. ٚ ثٌؼٌح دّموثً ٍّّٟ ٠قمك ؽ١ّغ مٛثص 

 ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ .               

ف١ظ nKف١ّىٕٕج أْ ٔضقمك ِٓ أْ  ٬فملا صذو١ٍ٠ج  Kإىث وجْ :ذؼًٛى        1n  ًفؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقم 

              Kٛإىْ. ف١ى ْ: n  ف١ظ 1n  ًفؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقم . 

   :لٕاػذ انحساب فٙ انفضاء انشؼاػٙ - 13.5  

  :ٌو٠ٕج v ٬ uٚ وً شؼجػ١ٓ  . ػٕوةي ِٓ ثؽً وً ٍّّٟ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ            

                        

 

1) . 0 0 0 .

2) . . . .

3) . . .

E K Eu u

u u u

u v u v

 

  

  

    

    

  

  . 

: :ْٔضنٍض ِٓ ٘يث أْ             . 0 0 ; : 0 . 0E E E EK u E u         . 

 ػٍٝ ثٌطجٌخ أْ ١ّ٠َ د١ٓ ثٌٛػغٚ  0Eأٚ 0Kدولا ِٓ   0ِج ١ّأصٟ ْٔضنوَ ثٌٌَِفٟ وً  :يلاحظح        

  ثٌٍّْٟ ٚ ثٌٛػغ ثٌشؼجػٟ.            
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  K'ػٍٝ وً فمً ؽَةٟ فجٔٗ ١ّىْٛ ويٌه Kفؼجءث شؼجػ١ج  ػٍٝ ثٌقمً Eإىث وجْ :يلاحظح ْايح        

            ِٓK ْإىث وج ٚ .'K K  .ٓفٕؼضذٌ ٘ي٠ٓ ثٌفؼجة١١ٓ ثٌشؼجػ١ٓ ِنضٍف١ 

 . ٚػٍٝ ثٌقمً فؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقمً     :فّغلا        

                                                                       

  :انرركٛثح انخطٛح آٔ انًسج انخطٙ  - 14.5 

ٚ ٌضىٓ  ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ             i i I
u


E ٚػجةٍز أشؼز ِٓ   i i I




 ػجةٍز 

i.. ّْٟٔ ثٌؾّغ ١ٍّّKجس غ١ٌ ِؼوِٚز و١ٍج ِٓ           i

i I

u


  ِـَؽـج مـطـ١ـج فٟ ثلأشؼزiu  . 

 :ػٍٝ ثٌؼَّٛ إىث وجٔشٚ        
1 2 3 4, , , , ...... ,u u u u uؽٍّز أشؼز ِٓ ثٌفؼجءEفّْٕٟ ِـَؽـج مـطـ١ـج ٬ 

  :فٟ ٘يٖ ثٌؾٍّز وً وضجدز ِٓ ثٌشىً  )ز ػذجًر مط١ (          

          
1 1 2 2 3 3 4 4. . . . ...... .u u u u u          .ف١ظ:  

         
1 2 3 4, , , , ...... ,      ثٌـفـؼـجءثس -ٌِٕضٗ ِٓ ثٌؼٕجطؽٍّز ١ٍّّجس ِٓ  ثٌقمً صقضٛٞ ػوه 

 ثٌـشـؼـجػـ١ـز .        

               

  :لٕاػذ انحساب فٙ انفضاء انشؼاػٙ - 15.5 

   :ٌو٠ٕج v ٬ uٚ وً شؼجػ١ٓ  ثؽً وً ٍّّٟ  ي ِٓ. ػٕوةKشؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً فؼجءث ١ٌEىٓ            

                     

 

1) . 0 0 0 .

2) . . . .

3) . . .

E K Eu u

u u u

u v u v

 

  

  

    

    

  

   . 

: :ْٔضنٍض ِٓ ٘يث أْ         . 0 0 ; : 0 . 0E E E EK u E u        . 

         

 ٚ ػٍٝ ثٌطجٌخ أْ ١ّ٠َ د١ٓ ثٌٛػغ  0Eأٚ 0Kدولا ِٓ 0فٟ وً ِج ١ّأصٟ ْٔضنوَ ثٌٌَِ :يلاحظح        

 ثٌٛػغ ثٌشؼجػٟ .  ثٌٍّْٟ ٚ                    

                                                

       K'فجٔٗ ١ّىْٛ ويٌه ػٍٝ وً فمً ؽَةٟ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً Eإىث وجْ  :يلاحظح ْايح        

                    ِٓK. ْإىث وج ٚ'K K  ٌ٘ي٠ٓ ثٌفؼجة١١ٓ ثٌشؼجػ١ٓ ِنضٍف١ٓفٕؼضذ. 

 . ٚ ػٍٝ ثٌقمً فؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقمً   :فّغلا                    

                                   

  :انرركٛثح انخطٛح آٔ انًسج انخطٙ - 16.5 

ٚ ٌضىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ            i i I
u


E ٚػجةٍز أشؼز ِٓ   i i I




 ػجةٍز 

           

i.. ّْٟٔ ثٌؾّغ Kِؼوِٚز و١ٍج ِٓ ١ٍّّجس غ١ٌ          i

i I

u


  ِـَؽـج مـطـ١ـج فٟ ثلأشؼزiu . 

1 :ػٍٝ ثٌؼَّٛ إىث وجٔشٚ          2 3 4, , , , ...... ,u u u u uؽٍّز أشؼز ِٓ ثٌفؼجءEفّْٕٟ ِـَؽـج  ٬ 

 

  :فٟ ٘يٖ ثٌؾٍّز وً وضجدز ِٓ ثٌشىً )ػذجًر مط١ز  ( مـطـ١ـج         

          1 1 2 2 3 3 4 4. . . . ...... .u u u u u         . ف١ظ:  

          1 2 3 4, , , , ...... ,     ٌثٌّؼوِٚز . غ١ٌ ؽٍّز ١ٍّّجس ِٓ ثٌقمً صقضٛٞ ػوه ِٕضٗ ِٓ ثٌؼٕجط 

                                  

  :انفضاء انشؼاػٙ انـدـذاء - 17.5 

1ٚ ٌضىٓ  ٬فملا صذو١ٍ٠ج  ١ٌKىٓ             2 3 4, , , , ...... ,E E E E E ًفؼجءثس شؼجػ١ز ػٍٝ ثٌقمK ٬  

1 :ثٌّؾّٛػز  ٌٕؼضذٌ ٚ          2 3 4 ......E E E E E E      ٌٕٚؼٌف ػ١ٍٙج ػ١ٍّضٟ ثٌؾّغ ٚ ٬ 

   :وّج ٠ٍٟ Kثٌؼٌح دٍّْٟ ِٓ ثٌقمً         

                                                                                            

-98-               



          

   

 

 

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3

, , , ...... , , , , , ...... , , ;

1) , , , ...... ,

2) . . , . , . , ...... , .

U u u u u E V v v v v E K

U V u v u v u v u v

U u u u u

 

 





    

       

      




   

إْ ثٌّؾّٛػز -         
1 2 3 4 ......E E E E E E      ًٌٙج د١ٕز فؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقمK .  

  ٠وػٟ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ثٌـؾـوثء .         

                                 

  :انفضاء انشؼاػٙ انـدـسئٙ - 18.5 

  :ذؼرٚف             

Fٚ ١ٌىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج  ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ              E ِٓ ؽَءثEٓٔمٛي ػ .F  ثٔٗ فؼجء 

  :إىث وجEْشؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٓ         

          1 .F ِْٓضمٌر دجٌْٕذز إٌٝ ثٌمج١ٔٛٔ:   

                                                
 

 
2

..... 1
, , :

. ...... 2

u v F
u v F K

u F




 
    



 . 

         2 .F ج١ٔٛٔٓ ثٌّْضنٌؽ١ٓ ٌــٗ د١ٕز فؼجء شؼجػٟ. ِـَٚهر دجٌم 

                             

  :يلاحظح        

 :فـجْ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً Eإىث وجْ           0E ٚE ِٓ ْفؼجءثْ  شؼجػ١جْ ؽـَةـ١جE ٬ 

 ثٌفؼجءثْ  ثٌشؼجػ١جْ ثٌؾـَةـ١جْ ثٌـضـجفـٙـجْ.  :٠وػ١جْ          

                        

  :1يثرُْح         

Fٚ ١ٌىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ           E ِٓ ؽَءثEْٛ٠ى .: F  ٟثٔٗ فؼجء شؼجػ 

  :إىث وجْ Eؽـَةـٟ ِٓ         

                                 

 

 

 

?

2

0 ..... 1

, , : ..... 2

. ...... 3

EF F

u v F K u v F

u F







  
  

 


     





   . 

                                        

  :2يثرُْح         

١ٌٚFىٓ ٬ Kءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمًفؼج ١ٌEىٓ            E  ِٓ ؽَءثEْٛ٠ى .: F ٟثٔٗ فؼجء شؼجػ 

  :إىث وجْ Eؽـَةـٟ ِٓ         

                            
 

 

?

2 2
0 ..... 1

, , , :

. . ......... 2

EF F
u v F K

u v F


 

 

  
  

     
  

 . 

                              

  :يلاحظاخ ٔ خٕاص        

F :دجٌْٕذز إٌٝ ثٌشٌؽ  - 1             ْ٠ىفٟ ثٌضقمك ِٓ أ: 
?

0E F  ٞجػٟفؼجء شؼ. ىٌه ث ْ إE  

 . ٠0Eقٛٞ ػٍٝ ثلألً ثٌؼٕظٌ ثٌق١جهٞ          

فجٔٗ ِٓ ثؽً وً  ػجةٍز أشؼز  ٬ Eفؼجءث شؼجػ١ج ؽَة١ج ِٓ Fإىث وجْ - 2            i i I
u


   ِٓF ًو ٚ 

ػجةٍز ١ٍّّجس          i i I



   ِٓK ْٛثٌَّػ ثٌنطٟ  :٠ـىـ.i i

i I

u


 ِٓ ػـٕـظـٌثF ٖٔؼذٌ ػٓ ٘ي . 

                                                                         ز إٌٝ ثٌَّػ ثٌنطٟ.ِـْـضـمـٌ دجٌْٕذ F :ثٌنجط١ز دجْ         
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Gٚ  ٬ Eفؼجءث شؼجػ١ج ؽَة١ج ِٓ Fإىث وجْ  - 3            F ِٓ فؼجءث شؼجػ١ج ؽَة١جF ْفـج:  

         G ِٓ ٟفؼجء شؼجػٟ ؽـَةـE . 

Fٚ وجْ ٬دجٌْٕذز إٌٝ ٔفِ ثٌمج١ٔٛٔٓ  ١Kٓ ػٍٝ ثٌقمًفؼجة١ٓ شؼجػ١ F ٬ Eإىث وجْ  - 4            E  

 . Eفؼجءث شؼجػ١ج ؽــَة١ج ِٓ F :فـجْ         

                              

  :1يثال         

ٚ ٌٕؼضذٌ  ٬ ِؾجلا ِٓ ١ٌIىٓ -          ,E F I :  

  fؽّغ ثٌضطذ١مجس ٚ ػٌح صطذ١ك. َِٚهر دؼ١ٍّز  '' Iِؾّٛػز ثٌضطذ١مجس ثٌقم١م١ز ثٌّؼٌفز ػٍٝ ''            

 . ِٓ دٍّْٟ          

                 , , ; , . .f g E f g x f x g x f x f x          . 

إْ ثٌّؾّٛػز  -          ,E F I  ٟ٘ ً٠وػٝ  .فؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقم ٚ ,E F I :  

 . '' Iفؼجء ثٌضٛثدغ ثٌقم١م١ز ثٌّؼٌفز ػٍٝ ثٌّؾجي  ''          

 :ٚ ٌٕؼضذٌ ثٌّؾّٛػضجْ -          ,F C I   ٟ٘'' ٌّؼٌفز ػٍِٝؾّٛػز ثٌضٛثدغ ثٌّْضٌّر ٚ ثI '' 

         ٚ    ,
n

H C Iٟ٘ :  

 . '' Iٌِر ٚ ثٌّؼٌفز ػٍٝ nِؾّٛػز ثٌضٛثدغ ثٌمجدٍز ٌلاشضمجق دجلاّضٌّثً ''            

  :إْ -          ,F C I  ٚ   ,
n

H C I ِٓ ْفؼجءثْ  شؼجػ١جْ ؽـَةـ١جE  . 

                       

  :2يثال         

ٌٕؼضذٌ ٚ ٬فملا صذو١ٍ٠ج  ١ٌKىٓ          K X ثٌقمًٌثس ثٌقوٚه دّؼجِلاس ِٓ فؼجء وغ١Kٌ ٚ .ىٓض 

           nK X  ٟ٘''  ِٞٚؾّٛػز وغ١ٌثس ثٌقوٚه ِٓ ثٌوًؽز ثلً أٚ صْجn  ''. 

إْ ثٌّؾّٛػز   -          nK X  ٟ٘ فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٓ ثٌفؼجء K X ًػٍٝ ثٌقمK . 

             

  :3يثال         

  :ّؾّٛػزٚ ٌضىٓ ثٌ ٬ ػٍٝ ثٌقمً  2ثٌفؼجء ٌٕؼضذٌ         

                  2, ; 2 0F x y x y    . 

 . 2فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٟٓ٘  Fإْ ثٌّؾّٛػز  -         

                                          

  :انفضاء انشؼاػٙ انـدـسئٙ انـًـٕنـذ  - 19.5 

  :يثرُْح ٔذؼرٚف            

Eٚ  ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ                 ثٌفؼجءؽٍّز أشؼز ِٓE  ٬غ١ٌ مج١ٌز  

 ٟ٘ فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ Fإْ ثٌّؾّٛػز  -. ِؾّٛػز ثٌَّٚػ ثٌنط١ز فٟ ػٕجطٌ ثٌؾٍّز  Fٌٚضىٓ         

         ِٓEثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ثٌـؾـَةٟ ثٌـّـٌٛـو دجٌؾٍّز  ''٠وػٝ  ٬ ''  دجٌٌَِ  ٬ ٌٗ ٌَِٔ ٚ:  

           F        . 

 :إىث وجٔش :فّغلا          ; 1iu i n   ْٛفـ١ـىـ: 

                    
1

. ;
n

i i i

i

F u 


 
      

 
 . 

                                                                 

  :انؼًهٛاخ تٍٛ انفضاءاخ انشؼاػٛح - 20.5 

 ٚ  ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ  . )ذماطغ فضائٍٛ شؼاػٍٛٛ خـسئـٛـٛـٍ ( :1يثرُْح             

 :فـجْ Eفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ؽـَةـ١ـ١ـٓ ِٓ  ٬H Fْإىث وج .١Eٓ ١ِٓؽَة ٬H ١ٌFىٓ         

          F H ٟفؼجء شؼجػٟ ؽـَةـ ِٓEوجٔش . ٚ إىث i i I
F


  Eأٌّر فؼجءثس شؼجػ١ز  ؽـَةـ١ـز ِٓ 

i :فـجْ         
i I

F


 .Eفؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٓ 
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  :1يلاحظح             

 .Kػٍٝ ثٌقمً Eؽَة١ز غ١ٌ مج١ٌز ِٓ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ِؾّٛػز ٌضىٓ              

 :إْ -             ٟدّؼ١جً ثلافضٛثء  (٘ـٛ ثطغٌ فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـ( ِٓE  ٍٝ٠قضٛٞ ػ. 

 . ثٌضٟ صقٛٞ  Eٚ٘ٛ صمجؽغ ؽ١ّغ ثٌفؼجءثس ثٌشؼجػ١ز ثٌؾـَة١ز ِٓ          

                               

  :2يلاحظح             

 ٠ىْٛ ثصقجه فؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ؽَة١١ٓ ٬ثٌؾَة١ز  ٔش١ٌ ثٔٗ فْخ ِج د١ٕج فٟ ِٛػٛع ثٌٌَِ             

         F H   ''ِفؼجءث  شؼجػ١ج ؽَة١ج ػٍٝ ثٌؼَّٛ  ٌـ١ـ'' . 

٠Fىْٛ -          H ِٓ ٟفؼجء شؼجػٟ ؽـَةـE ْإىث وج: F H  ٚآH F  . 

                             

  )خًغ فضائٍٛ شؼاػٍٛٛ خـسئـٛـٛـٍ (  : 2يثرُْح            

 . Eٚفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ؽَة١١ٓ ِٓ ٬H Fٚ ١ٌىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ              

  :ٌٕؼضذٌ ثٌّؾّٛػز           , ,F H u v u F v H      . 

F :إْ ثٌّؾّٛػز  -          H ِٟ٘ٓ  ٟفؼجء شؼجػٟ ؽـَةـE ٝ٠وػ .:  

 .  '' F ٚHؾـَةـ١ـ١ـِٓؾّٛع ثٌفؼجة١ٓ ثٌشؼجػ١١ٓ ثٌ  ''            

ٚ إىث وجٔش -          i i I
F


i :فـجْ Eأٌّر فؼجءثس شؼجػ١ز ؽـَةـ١ـز ِٓ 

i I

F


 ٟؽـَةـٟ  ٘ٛ فؼجء شؼجػ 

         ِٓE ٝٚ٘ـٛ ثطغٌ فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٓ  ''ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ثٌؾَةٟ ثٌّؾّٛع   ''. ٠وػE  

 .iFثٌٌّٛو دجصقجه ثلأؽَثء  Eَةٟ ِٓثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ثٌؾ  :. فـٙـٛ إى٠iFْقٛٞ ؽ١ّغ ثلأؽَثء          

                                                     

      :اندًغ انًثاشر - 21.5 

   :ذؼرٚف             

 . Eفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ؽَة١١ٓ ِٓ ٬H Fٚ ١ٌىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ              

 ؽّغ  ِذجشٌ ٌٍفؼجة١ٓ ثٌشؼجػ١١ٓ ثٌؾـَةـ١ـ١ـٓ '' :ثٔٗ G ِٓEؽـَةـٟػٓ فؼجء شؼجػٟ  ٔمٛي -              

         F ٚH ''  ْإىث وج: 
 

   

 

 
?

, , : ..... *..... 1

0 ... 2 0 ...... **E E

u G x F y H u x yF H G

F H u F H u

         
 

      

 . 

G :ٚػٕو٘ج ٔىضخ          F H . 

                                             

 :ذؼًٛى           

ٌضىٓ              i i I
F


iٔمٛي ػٓ ثٌؾّغ  E٬أٌّر فؼجءثس شؼجػ١ز ؽـَةـ١ـز ِٓ

i I

G F


  ٌثٔٗ ِذجش 

i :٠ىضخ دط٠ٌمز ٚفـ١ـور ػٍٝ ثٌشىً u ِٓGثىث وجْ وً شؼجع          

i I

u u


  ف١ظ .:  i iu F  ِٓ 

iثؽً وً           Iٚػٕو٘ج ٔىضخ .: i
i I

G F


 . 

  :يلاحظاخ           

iإىث وجْ ثٌؾّغ  -1            

i I

F


 ِْذجشٌث ٚ وجJ I  ِٓ ؽـَءثI ْثٌؾّغ   :فـجi

i J

F


  . ٠ىْٛ ِذجشٌث 

i  :ف١ظ  j ٬ iٚ ػٍٝ ثٌنظٛص ِٓ ثؽً وً            j  ْٛ٠ى:  0i j EF F .  

1  :غ١ٌ طق١ـ . فجلإعذجس أْ 1ثْ ػىِ ثٌٛػؼ١ز  - 2             2 3 4, , , , ...... , nF F F F F 3ف١شn   

 ِنضٍف١ٓ ٌو٠ٕج j ٬ iلا ٠ىفٟ ثٌضقمك ِٓ ثٔٗ ِٓ ثؽً وً ه١ٍ١ٌٓ ٬ٟ٘ فٟ ؽّغ ِذجشٌ          

           0i j EF F ْدً ٠ؾخ ثٌضقمك ِٓ أ .:  1 2 3 4 .... 0n EF F F F F      . 
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 :الإضافٛح حانفضاءاخ انشؼاػٛح انـدـسئٛ - 22.5 

  :ذؼرٚف             

 . Eفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ؽـَةـ١ـ١ـٓ ِٓ فؼجء شؼجػٟ ٬H ١ٌFىٓ              

E  :إىث وجْ Eفٟ  ''فؼجءثْ إػجف١جْ  ''أّٔٙج   ٬H Fٔمٛي ػٓ -               F H   . 

u :٠ىضخ دط٠ٌمز ٚفـ١ـور ػٍٝ ثٌشىً u ِٓEٚ ٘يث ٠ؼٕٟ أْ وً شؼجع            v w  ف١ظ:  

            v F  ٚw H . 

                 

  :َظرٚح             

  :. ػٕوةيEفؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٓ Fٚ ١ٌىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ              

 . Eفٟ ٠Hـّـٍـه ػٍٝ ثلألـً فؼجءث ثػـجفـ١ـج Fثٌفؼجء          

                

  :يلاحظاخ             

  F ِٓEؾخ ػوَ ثٌنٍؾ د١ٓ ِفَٙٛ ثلإػجفٟ ٚ ِفَٙٛ ثٌّضُّ . فّضُّ فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـ٠ٟ - 1              

 لأٔٙج لا صقضٛٞ ٬ Eفٟٙ ٌـ١ـْـش فؼجءث شؼجػ١ج ؽـَةـ١ـج ِٓ ٬ِؾّٛػز ١ٌْش ٌٙج فجةور وذ١ٌر  ٘ٛ          

 . ثٌؼٕظٌ ثٌق١جهٞ          

 . Eٚثٌؼَّٛ ػوه لا ٔٙجةٟ ِٓ ثلإػجف١جس فٟػٍٝ F ِٓEإْ ٌٍفؼجء ثٌشؼجػٟ ثٌؾـَةـٟ - 2              

 صٛؽو فـجٌـضــجْ فمؾ ٠ىْٛ ف١ٙج ثلإػجفٟ ٚ فـ١ـوث .          

F  :فئىث وجْ -             E ْثلإػجفٟ ثٌٛ فـ١ـو ٌـ :فـجF ٟفE ٛ٘ـ:  0E . 

 :ٚإىث وجْ -             0EF   ْثلإػجفٟ ثٌٛ فـ١ـو ٌـ :فـجF ٟفE ٛٔفْٗ :٘ـE . 

                                                         

  :يثال             

فٟ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ  -              ,E F  ِٓ فٟ  ٌٍضٛثدغ . 

ثٌفؼجءثْ ثٌشؼجػ١جْ ثٌؾَة١جْ  -              ,P  ٚ ٌٍضٛثدغ ثٌَٚؽ١ز ,A ٌٍضٛثدغ ثٌفٌه٠ز 

فؼجءثْ ثػـجفـ١ـجْ فٟ            ,E F . 

                            

  :الارذثاط ٔ الاسرملال انخطٛاٌ - 23.5 

  :ذؼرٚف             

ٌٚضىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً  ١ٌEىٓ               
1 2 3 4, , , , ...... ,u u u u u ِٓ ؽٍّز أشؼز 

 . Eثٌفؼجء          

 :ٔمٛي ػٓ ثلأشؼز -          
1 2 3 4, , , , ...... ,u u u u u  إىث ٚؽو  ''ِـٌصـذـطـز مـطـ١ـج  ''أٔٙج'' n  ١ٍّّج 

            1 2 3 4, , , , ...... ,      ًثٌقم ِٓK١ـٌ ِؼوِٚز و١ٍج دق١ظغـ:  

                1 1 2 2 3 3

1

. . . . ...... . 0
n

i i n n

i

u u u u u    


      . 

 :ٚ ٔمٛي ػٓ ثلأشؼز -          
1 2 3 4, , , , ...... ,u u u u u  إىث ٌـُ صـىـٓ  ''ِـْـضـمـٍز مـطـ١ـج  ''أٔٙج 

   :ِـٌصـذـطـز مـطـ١ـج. دّؼٕٝ إىث صقمك          

          
1 1 2 2 3 3

1

1 2 3

. . . . ...... . 0

.... 0

n

i i n n

i

n

u u u u u    

   



     

     


  . 

                                                                            

  :يلاحظاخ َٔرائح          

 .  ''١ٌْش وٍٙج ِؼوِٚز  ''ٚ  ''١ٌْش ِؼوِٚز و١ٍج  ''٠ؾخ ػوَ ثٌنٍؾ د١ٓ  -1          

وً ؽٍّز ِمضظٌر ػٍٝ شؼجع ٚثفـو   - 2           u ْٛ0  :ِـْـضـمـٍز  مـطـ١ـج إىثث وجْ :صىu  . 
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وً ؽٍّز أشؼز ِىٛٔز ِٓ شؼجػ١ٓ - 3           ,u v ِْٛـٌصـذـطـز مـطـ١ـج ثىثث وجْ  :صى: ,u v ٍٝػ 

K :أٚ وجٔج ِضٕجّذ١ٓ . دّؼٕٝ إىث ٚؽو )ِضْجِض١ٓ  (ثّضمجِز ٚثفور                   دق١ظ: .u v  ٚآ 

               .v uلا ٠ّىٓ صؼ١ُّ ٘يٖ ثٌٛػؼ١ز ػٍٝ ؽٍّز ِىٛٔز ِٓ أوغٌ شؼجػ١ٓ.  :ز ِلافظ  :. ٚ ٌو٠ٕج 

 صىْٛ ؽٍّز ِٓ ثلأشؼز ِـٌصـذـطـز مـطـ١ـج إىث أِـىـٓ وـضـجدز ثفـو٘ج وـّـَػ مـطـٟ  - 4          

 فٟ ثلأشؼز ثٌّضذم١ز.  )صٌو١ذز مط١ز  ٬ػذجًر مط١ز  (               

 ِـْـضـمـٍز مـطـ١ـج. :ٍّز أشؼز ِـْـضـمـٍز مـطـ١ـج ٟ٘وً ؽـّـٍز ؽـَةـ١ز ِٓ ؽ - 5          

 ِـٌصـذـطـز مـطـ١ـج. :ٟ٘ وً ؽـّـٍز صـقـٛٞ ؽٍّز ِـٌصـذـطـز مـطـ١ـج - 6          

 ٚػٍٝ ثٌنظٛص وً ؽٍّز صقٛٞ ثٌشؼجع ثٌّؼوَٚ أٚ شؼجػ١ٓ ِضْجِض١ٓ ٟ٘ ِـٌصـذـطـز مـطـ١ـج.                

                                         

  :أيثهح           

 :. ثٌؾٍّز  ػٍٝ ثٌقمً 2فٟ ثٌفؼجء - 1             1 2,e e ف١ظ ٬:  

                     1 21 , 0 , 0 , 1e e ِْـْـضـمـٍز مـطـ١ـج. ىٌه أ:   

              

       

 

 

 

 

1 2. . 0 , 0 . 1 , 0 . 0 , 1 0 , 0

. 1 . 0 0 ... 1 0 ... 1

. 0 . 1 0 ... 2 0 ... 2

e e   

  

  

    

    
  

    

. 

 :. ٌٕؼضذٌ ثلأشؼزػٍٝ ثٌقمً 3فٟ ثٌفؼجء  - 2             1 1 , 3 , 1u   ٬  2 2 , 1 , 0u   ٬  

                  3 4 , 5 , 2u    . 

  :ثٌؾٍّز -               1 2 3, ,u u u ىٌه أِْـٌصـذـطـز مـطـ١ـج .: 

                         31 2 32 . 1 . 1 . 0u u u     ْأٞ أ:  

                  
             2 . 1 , 3 , 1 1 . 2 , 1 , 0 1 . 4 , 5 , 2 0 , 0 , 0        

 . 

  :ثلأشؼز . ٌٕؼضذٌ ػٍٝ ثٌقمً  3فٟ ثٌفؼجء  - 3             1 1 , 1 , 0u    ٬   2 2 , 0 , 3u   ٬  

                   1 0 , 2 , 3v    ٬   2 3 , 1 , 3v    . 

 :ثٌؾٍّضجْ -                 1 2,u u  ٚ 1 2,v v ِْـْـضـمـٍضجْ مـطـ١ـج. ىٌه أ:  

                      31 2. . 0u u  ْأٞ أ:  

                       

     

 

 

 

 

 

. 1 , 1 , 0 . 2 , 0 , 3 0 , 0 , 0

2 . 0 ..... 1
0 ..... 1

0 0 ........ 2
0 ..... 2

0 3 . 0 ... 3

 

 







   

 
 

     
 

  

   . 

        :ٚ ويٌه أْ -                   

     

 

 

 

 

 

. 0 , 2 , 3 . 3 , 1 , 3 0 , 0 , 0

0 3 . 0 ................ 1
0 ..... 1

. 2 . 1 0 ....... 2
0 ..... 2

. 3 3 . 0 ....... 3

 




 


 

   

 
 

     
 

  

 . 

  :مـطـ١ـج. ىٌه أْ ِـْـضـمـلاْ  i  ٬  1 :. ٌو٠ٕج ػٍٝ ثٌقمً فٟ ثٌفؼجء  - 4            

                  
     . 1 . 0 . 0 . 0

0 , 0

i i i   

 

     

  
  . 
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  :اندـًـهـح انـًـٕنــذج - 24.5

ٚ ٌضىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ              1 2 3 4 ¨, , , , ...... , nu u u u u ِٓ ؽٍّز أشؼز 

 .Eثٌفؼجء          

 :ٔمٛي ػٓ ٘يٖ ثٌؾٍّز -            1 2 3 4 ¨, , , , ...... , nu u u u u أٔٙج صـٌٛـو ثٌفؼجءE  إىث وجْ وـً شؼجع 

              ِٓE  دّؼٕٝ .٠ىضخ وـّـَػ مـطـٟ فٟ أشؼز ٘يٖ ثٌؾٍّز:  

                   1 2 3

1

, , , , ...., ; .
n

n i i

i

w E w u    


       . 

 . E٘ـٟ أ٠ؼج ِـٌٛـور ٌـ  Eصقٛٞ ِـٌٛـور ٌـ  Eشؼز ِٓ ثٌفؼجءوً ؽٍّز أ :يلاحظح           

                                                     

   :الأسـاش ٔ انـثـؼــذ - 25.5 

   : 01ذؼرٚف          

ٚ ٌضىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً  ١ٌEىٓ             i i I
u


 . Eؽٍّز أشؼز ِٓ 

ٍّز ٔمٛي ػٓ ثٌؾ -            i i I
u


   :إىث وجْ Eٌٍفؼجء  ''أّـجّـج  ''أٔٙج صـشـىـً  

ثٌؾٍّز   - 1            i i I
u


 ِـْـضـمـٍز  مـطـ١ـج .   

٠ىضخ  وـّـَػ مـطـٟ فٟ أشؼز ثٌؾٍّز Eوـً شؼجع ِٓ  - 2            i i I
u


  . 

صـىـْٛ ثٌؾٍّز  :دّؼٕٝ            i i I
u


 ٚ ِـْـضـمـٍز  مـطـ١ـج  :إىث وجٔش Eٌٍفؼجء ''أّـجّـج  ''  

 .Eصـٌٛـو ثٌفؼجء            

                                                  

  :02ذؼرٚف          

dimىٚ دؼو ِٕضٟٙ )ِغلا  Eٌٕفٌع ثْ ثٌفؼجء -           E n ٌٓضى ٚ ، ) ِٓ ؽٍّز ثشؼزE. 

'' ػوه ثشؼضٙج٠ىفٟ ثْ ٠ىْٛ  Eثّجّج ٌٍفؼجء فضٝ صىْٛ ثٌؾٍّز  -)ث(             ''n  ِْٚضمٍز مط١ج . 

'' ػوه ثشؼضٙج٠ىفٟ ثْ ٠ىْٛ  Eثّجّج ٌٍفؼجء فضٝ صىْٛ ثٌؾٍّز  -)ح(             ''n  ٚ صٌٛـو ثٌفؼجءE . 

 ػــوه ثلأشؼز ثٌّـْـضـمـٍز  مـطـ١ـج ّٛثء ِٓ 'أٚ  ''ػــوه أشؼز أّـجُ ثٌفؼجء  ''ّْٟٔ   -            

 .  '' Eدـؼـو ثٌفؼجء  ''٘ـٛ  ''ثٌضٟ صشىً أّـجُ ٌٍفؼجء ثلأّطٌ أٚ ِٓ ثلأػّور ٚ ثٌغ١ٌ ِؼوِٚز                

 ىٚ دـؼـو  Eفـٕـمـٛي أْ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ٬ nوجْ ػوه أشؼز ثلأّجُ ثٌفؼجء ِٕض١ٙج ٚ ١ٌىٓ فئىث                 

dim :ِٕضٗ ٚ ٔىضخ                 E n  َٚٔؼضذٌ ثططلافج أْ دـؼـو ثٌفؼجء ثٌّؼو ٚ . 0 ٛ٘ـ:  

                 dim 0 0 إىث ٌُ ٠ىٓ ٌٍفؼجء ٚ .E  ٟٙفـٕـمـٛي أْ دـؼـو ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ٬أّجُ ِٕضE 

dim :غ١ٌ ِٕضٟٙ ٚ ٔىضخ                  E   . 

                    

  : E ذؼرٚف الاساش ٔ انثؼـذ نهفضاء انشؼاػٙ - 26.5 

وً ؽٍّز ثشؼز  Eٌٍفؼجء ثٌشؼجػٟ  ثّجّجّْٟٔ  - 1            1 2 3, , ,..., nu u u u  ِٓE ِْضمٍز مط١ج  ٚ 

 . Eٌِٛور ٌٍفؼجء                

 ػوه ثلاشؼز ثٌّْضمٍز مط١ج ٚثٌغ١ٌ ، ثٞ Eثلاّجُ ثٌفؼجء  ػوه ثشؼز٘ٛ Eثٌفؼجء  ّْٟٚٔ دؼو - 2            

 . Eٌـ   ِؼوِٚز             
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   :كثاخ شؼاعير - 27.5 

ٚ ١ٌىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج دذؼو ِٕضٗ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ             1 2 3 4 ¨, , , , ...... , nu u u u u ٌٗ ُأّج. 

1 :ف١ظ Eشؼجػج ِٓ ثٌفؼجء  wإىث وجْ             1 2 2 3 3. . . ...... .n nw u u u u         ِغ 

          1 2 3, , , ...., n    ً١ٍّّجس ِٓ ثٌقمK .1فّْٕٟ ث١ٌٍّْجس 2 3, , , ...., n   ٌِوذجس ثٌشؼجعw  

فٟ ثلأّجُ            1 2 3 4 ¨, , , , ...... , nu u u u u . 

                            

   :يثرُْح          

 أّـجُ.  Kػٍٝ ثٌقمEًٌـىـً فؼجء شؼجػٟ -           

ٌـىـً فؼجء ىٚ دـؼـو ِٕضٗ غ١ٌ ِنضَي إٌٝ  -            0  .ُأّـج 

                         

   :أيثهح          

 :. ثٌؾٍّز  ػٍٝ ثٌقمً  2فٟ ثٌفؼجء - 1             1 2,e e ف١ظ ٬:   

                      1 21 , 0 , 0 , 1e e   2  :إىْ  2صشىً أّجّج ٌٍفؼجءdim 2  . 

  :. ثٌؾٍّز ػٍٝ ثٌقمً   3فٟ ثٌفؼجء  - 2             1 2 3, ,e e e ف١ظ  ٬:  

                   1 1 , 0 , 0e  ٬  2 0 , 1 , 0e  ٬   3 0 , 0 , 1e   صشىً أّجّج ٌٍفؼجء  . 

3dim :إىْ   3                       3 . 

  :ز. ثٌؾٍّ ػٍٝ ثٌقمً  nفٟ ثٌفؼجء  - 3             1 2 3, , , ...., ne e e e ف١ظ  ٬:   

                  1 1 , 0 , 0 ,....,0e   ٬ 2 0 , 1 , 0 ,...., 0e   ٬  3 0 , 0 , 1 ,...., 0e  ٬...... ٬  

                    0 , 0 , 0 ,...., 1ne  صشىً أّجّج ٌٍفؼجء .n  وً  ٬. ىٌه أٔٙج ِـْـضـمـٍز مـطـ١ـج ِٓ ٚ 

شؼجع                       1 2 3, , ,...., nX x x x x   ِٓn ٌو٠ٕج:  

                  1 1 2 2 3 3. . . .... .n nX x e x e x e x e      صوػٝ ثٌؾٍّز .: 

                      1 2 3, , , ...., ne e e e   ٌٍٟٔٛٔفؼجء ثلأّجُ ثٌمجn  ْإى .: dim n n  . 

فٟ ثٌفؼجء  - 4             K X  ِٓ ثٌقمً فؼجء ٌـىغ١ٌثس ثٌقوٚه دّؼجِلاسK.  ٌو٠ٕج ثٌؾٍّز:  

                   1 2 31 , , , ,...., ,.....nx x x x  صشىً أّجّج ٌٍفؼجء K X.غ١ٌ ِٕض١ٙز ٟ٘ ٚ . 

فجٌفؼجء                      K X  ْىٚ دـؼـو غـ١ـٌ ِٕضٗ . إى:   dim K X    . 

فٟ ثٌفؼجء   - 5             nK X   ''   ٌٞٚـىـغـ١ـٌثس ثٌقوٚه ِٓ ثٌوًؽز ثلً أٚ صْجn  ''  ٚ ِٓ دّؼجِلاس 

  :ٌو٠ٕج ثٌؾٍّز   .Kثٌقمً                 1 2 31 , , , ,...., nx x x x  صشىً أّجّج ٌٍفؼجء nK Xٟ٘ ٚ . 

ِٕض١ٙز . فجٌفؼجء                     nK X ْىٚ دـؼـو ِٕضٗ . إى:   dim 1nK X n   . 

  :. ٌو٠ٕج  ػٍٝ ثٌقمً   فٟ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ   - 6               1  ,  i    لأٔٙج ِـْـضـمـٍز أّجُ ٌٍفؼجء 

z.  :ٌو٠ٕج ِٓ  zمـطـ١ـج .  ٚ ِٓ ثؽً وً                     a i b   ف١ظ   ٬:  a  ٚb  ِٓ  . 

dim :إىْ                    2  . 

                        

   :انفضاءاخ  انشؼاػٛح تـثـؼـذ يُرّ  - 28.5

  :يفٕٓو انثؼذ انًُرٓٙ          

 . Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ  :ذؼرٚف           

 ثٔٗ ىٚ دؼو ِٕضٗ إىث وجْ ٠ـّـٍـه ؽـٍّز ِـٌٛـور ِٕض١ٙز.  Eٔمٛي ػٓ ثٌفؼجء  -           

                               

ِٓ ٘يث ثٌضؼ٠ٌف ٠ٕضؼ أْ ثٌفؼجء  :يلاحظح           0 .ٗىٚ دـؼـو ِٕض                                                                   
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  :انـُـظـرٚـاخ الأساسٛح - 29.5 

   :1َظرٚح             

. ٚ ٌضىٓ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ             1 2 3 4 ¨, , , , ...... , nu u u u u ِٓ ؽٍّز أشؼز 

 .Eثٌفؼجء          

صىْٛ ثٌؾٍّز  -            1 2 3 4 ¨, , , , ...... , nu u u u u  أّجّج ٌٍفؼجءE ِٓ ثىثث وجْ وً شؼجعE ٠ىضخ 

دط٠ٌمز ٚفـ١ـور وـّـَػ مـطـٟ فٟ أشؼز ثٌؾٍّز           1 2 3 4 ¨, , , , ...... , nu u u u u . 

  :2َظرٚح              

. ٚ ٌضىٓ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ               1 2 3 4 ¨, , , , ...... , nu u u u u  ِٓ ؽٍّزn  شؼجع 

 .Eِٓ ثٌفؼجء          

ىث وجٔش ثٌؾٍّزإ - 1             1 2 3 4 ¨, , , , ...... , nu u u u u ِـٌٛـور ٌٍفؼجءE ْوً ؽٍّز ِٓ  :فجE ػوه 

 . ِـٌصـذـطـز  مـطـ١ـج  :صىْٛ nػٕجطٌ٘ج ثوذٌ ِٓ                  

إىث وجٔش ثٌؾٍّز   - 2              1 2 3 4 ¨, , , , ...... , nu u u u u ٗٔلا صٛؽو أ٠ز  :ِـْـضـمـٍز  مـطـ١ـج فـج 

 .  nػوه ػٕجطٌ٘ج ثلــً ِٓ Eؽٍّز ِـٌٛـور ٌٍفؼجء               

                             

  :3َظرٚح              

 وً فؼجء شؼجػٟ  ِـٌٛـو دؼوه ِٕضٗ ِٓ ثلأشؼز ٠قضٛٞ ػٍٝ أّجُ ِٕضٟٙ .               

                      

  :4َظرٚح              

. ٚ ٌضىٓ Kفؼجءث شؼجػ١ج ىٚ دؼو ِٕضٗ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ                1 2 3 4, , , , ...... ,u u u u u  ؽٍّز 

ثٌؾٍّز :ػـٕـوةـي Eِـٌٛـور ٌٍفؼجء             1 2 3 4, , , , ...... ,u u u u u صـقـٛٞ أّجّج ٌٍفؼجءE  . 

 مـطـ١ـج ِٓ ثٌؾٍّز  ػـوه ِٓ ثلأشؼز ثٌّـْـضـمـٍز ٘يث ثلأّجُ ِىْٛ ِٓ ثوـذـٌ           

            1 2 3 4, , , , ...... ,u u u u u  . 

                         

  :5َظرٚح              

 ؽ١ّغ أّجّجصٗ ِىٛٔز ِٓ ٔفِ ثٌؼوه ِٓ :فجْ Kضٗ ػٍٝ ثٌقمًفؼجءث شؼجػ١ج دذؼـو ِٕ Eإىث وجْ               

 . Eثٌؼٕجطٌ. ١ّْٔٗ دـؼـو ثٌفؼجء           

                                      

 :6َظرٚح              

1nفؼجءث شؼجػ١ج ىٚ دؼو ِٕضٗ  ١ٌEىٓ                ًػٍٝ ثٌقمKٌٓضى ٚ  . 

             1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u ؽٍّز أشؼز ِٓ ثٌفؼجءE  ِٓn ػٕظٌث  ػـٕـوةـي:  

               1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u  ُأّج  1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u  ِـْـضـمـٍز مـطـ١ـج 

              1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u   . ِـٌٛـور 

                                                           

   :يلاحظاخ             

1nفؼجءث شؼجػ١ج ىٚ دؼو ِٕضٗ  ١ٌEىٓ                 ًػٍٝ ثٌقمK ػـٕـوةـي  ٬:  

  nشؼجػج . ٚ وً ؽٍّز ِشىٍز ِٓ أوغٌ ِٓ  nوً ؽٍّز ِـْـضـمـٍز   مـطـ١ـج صشًّ ػٍٝ ثلأوغٌ  - 1             

 شؼجع صـىـْٛ ِـٌصـذـطـز مـطـ١ـج .                    

 شؼجع ١ٌْش  nشؼجػج . ٚ وً ؽٍّز ِشىٍز ِٓ ثلً  nوً ؽٍّز ِـٌٛـور ِىٛٔز ػٍٝ ثلألً ِٓ  - 2             

 .  Eِـٌٛـور ٌٍفؼجء                   

 ٘ٛ ثٌؼوه ثٌّْجٚٞ لألً ػوه ِٓ ثلأشؼز ثٌٌّٛور  Eٌٍفؼجء nثٌذؼو  :ػـٕـوةـي  - 3             

 ٚ٘ٛ ثٌؼوه ثٌّْجٚٞ لا وذٌ ػوه ِٓ ثٌؼٕجطٌ ٌؾٍّز )ثطغٌ ؽٍّز ٌِٛور  (                   

                   :دّؼٕٝ )ج ثوذٌ ؽٍّز ِـْـضـمـٍز  مـطـ١ـ (                   
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إىث وجٔش                  1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u ؽٍّز أشؼز ِٓ ثٌفؼجءE ْفــج:  

                * 1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u ُأّج  1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u  . ثلً ؽٍّز ِـٌٛـور 

                 * 1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u  ُأّج  1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u  ألظٝ ؽٍّز 

 .ِـْـضـمـٍز مـطـ١ـج                   

                                   

  )َظرٚح الأساش انُالض  ( : 7َظرٚح              

dim :ف١ظ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ىٚ دؼو ِٕضٗ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ                E n  ٌٓضى ٚ . 

               1 2 3 4, , , , ...... , Pu u u u u ؽٍّز أشؼز ِٓ ثٌفؼجءE  ف١ظ:  p n  . 

إىث وجٔش ثٌؾٍّز  -               1 2 3 4, , , , ...... , Pu u u u u  فـ١ـّـىٓ  ٬ِـْـضـمـٍز مـطـ١ـج 

صـىـّـٍـضـٙج دـأشـؼـز                   
1 2 3, , , ...... ,p p p nu u u u  

 دق١ظ صـىـْٛ ثٌؾٍّز 

                  1 2 3 4 1 2 3, , , , ...... , , , , , ...... ,P p p p nu u u u u u u u u   صـشىـً أّجّج ٌٍفؼجءE . 

                                               

  :َـرـائـح             

ٚ ٌضىٓ  Kفؼجءث شؼجػ١ج ىٚ دؼو ِٕضٗ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ                1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u  ٚ 

ٌضىٓ               1 2 3 4, , , , ...... , mv v v v v ؽٍّض١ٓ أشؼز ِٓ ثٌفؼجءE. 

إىث وجٔش ثٌؾٍّز  - 1             1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u صـٌٛـو ثٌفؼجءE ٬  ٚ 

                  1 2 3 4, , , , ...... , mv v v v v ـشىـً أّجّج ٌٍفؼجء صE ْفــج: m n  . 

إىث وجٔش ثٌؾٍّز   - 2              1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u صـٌٛـو ثٌفؼجءE ٬  ٚ 

                   1 2 3 4, , , , ...... , mv v v v v ِْـْـضـمـٍز مـطـ١ـج فــج: m n . 

إىث وجٔش ثٌؾٍّض١ٓ - 3              1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u ٬  1 2 3 4, , , , ...... , mv v v v v  

m :فــجْ Eأّج١ّٓ ٌٍفؼجء                    n  . 

 شؼجع صـشىـً أّجّج nوً ؽٍّز ِْضمٍز مـطـ١ـج ِٓ  :فـجْ nدـؼـوٖ  Eإىث وجْ ثٌفؼجء  - 4             

 . Eشؼجع صـشىـً أّجُ ٌٍفؼجء n. ٚ وً ؽٍّز ِـٌٛـور ِٓ  Eٌٍفؼجء                    

                    

  :يلاحظاخ              

 .  ٚ فٟ ٘يٖ ثٌقجٌز وً شؼجع غ١ٌ  1دـؼـوٖ  Eوً فؼجء شؼجػٟ  ''ِْضم١ُ شؼجػٟ  ''ّْٟٔ  - 1               

   :. ٚ ٌو٠ٕج ٠Eـشىـً أّجّج ٌٍفؼجء  uِؼوَٚ                      . ;E u K    . 

 .  ٚ فٟ ٘يٖ ثٌقجٌز وً ثٌشؼجػ١ٓ 2دـؼـوٖ  Eء شؼجػٟ وً فؼج   ''ِْضٛٞ شؼجػٟ  ''ّْٟٔ  - 2               

  :. ٚ ٌو٠ٕج ٠Eـشىـلاْ أّجّج ٌٍفؼجء   v  ٬ uغ١ٌ ِضٕجّذ١ٓ                     

                     . . ; ,E u v K       . 

  ٬ ػٍٝ ثٌقمً  nدـؼـوٖ   Eٌِصذؾ دجٌقمٛي ثلأّج١ّز .  فـئىث وجْ  Eإْ دـؼـو ثٌفؼجء  - 3               

 ٬ ػٍٝ ثٌقمً  ''ِْضم١ُ شؼجػٟ  ''٘ـٛ     :.  فّغلاػٍٝ ثٌقمً  2n فؼجء دـذـؼـو فـٙـٛ                     

dimK :. ٚ ٌضفجهٞ ثلاٌضذجُ ٔىضخ هثةّجػٍٝ ثٌقمً ''ِْضٛٞ شؼجػٟ  ''ٚ ٘ـٛ                       E  . 

                                         

   :ػٛح اندسئٛح  تـثـؼـذ يُرّانفضاءاخ  انشؼا - 30.5 

  :1يثرُْح             

Fٚ ١ٌىٓ  Kفؼجءث شؼجػ١ج ىٚ دؼو ِٕضٗ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ               E  فؼجءث  شؼجػ١ج  ؽـَةـ١ج 

             ِٓE ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ثٌؾَةٟ   :. ػـٕـوةـيF ىٚ دؼو ِٕضٗ . ٚ ٌو٠ٕج:  

               dim dimF E F E    . 

dim  ثٌّْجٚثر:ٚ صقظً               dimF E F E     . 
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 :2يثرُْح             

dim :ف١ظ  Kفؼجءث شؼجػ١ج ىٚ دؼو ِٕضٗ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ              E n  ٓ١ٌى ٚ .F E  ٚ 

             G E  ِٓ ٓفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ؽَة١١E ػـٕـوةـي ٌو٠ٕج ٬:  

                                     dim dim dim dim ...... *F G F G F G     . 

Fثٌؾّغ   :ٚ إىث وجْ -             G ''  فـ١ـىـْٛ ''ؽـّـؼـــج ِـذـجشـــٌث:   

                                 dim dim dim .......... **E F G F G F G      .                                   

  :ذؼًٛى -             

1  :إىث وجٔش -                2 3 4, , , , ...... , nF F F F F  ِٓ فؼجءثس شؼجػ١ز ؽَة١زE ْفـج:  

               
1 1

dim dim
n n

i i

i i

F F
 

   
   

   
   . 

  :ٚ صقظً ثٌّْجٚثر -               
1 1

dim dim
n n

i i

i i

F F
 

   
   

   
   ثىثث وجْ ثٌؾّغ:   

1

n

i

i

F


 ''  ؽّؼج 

 . ''ِـذـجشٌث                     

                                

  :3يثرُْح             

dim :ف١ظ Kفؼجءث شؼجػ١ج ىٚ دؼو ِٕضٗ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ              E n ٓ١ٌٚى .F E ٚ 

              G E ِٓ ٓفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ؽَة١١E دق١ظ .: E F G   ْفــج:   

              dim dim dimE F G   . 

                                     

  :4يثرُْح              

dim :ف١ظ Kفؼجءث شؼجػ١ج ىٚ دؼو ِٕضٗ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ               E n  ٓ١ٌى ٚ .F E ٚ 

              G E ِٓ ٓفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ؽَة١١E ٓدـذـؼـو٠: dim F p ٬ dim G q ْفــج:  

                  dim dim dim ...... ***F G F G   .ف١ظ:  

                  , : ,F G x y x F y G   . 

   :انثرْاٌ               

ؾٍّز ٌٕؼضذٌ ثٌ                 1 2 3 4, , , , ...... , nu u u u u  أّجّج ٌٍفؼجءF  ٚ 

                 1 2 3 4, , , , ...... , mv v v v v  أّجّج ٌٍفؼجءG  ٌٕٚؼضذٌ ثٌؾٍّز:  

                    1 2 3 1 2, 0 , , 0 , , 0 ,...., , 0 , 0 , , 0 , ,...., 0 ,n mu u u u v v v . 

Fصشىً أّجّج ٌٍفؼجء  ثٌؾٍّز    :ف١ىفٟ ثٌضقمك ِٓ أْ -                 G  .                         

  :يلاحظح             

Fَةٟ ثٌضمجؽغٔؼٍُ صؼ٠ٌفج أْ دؼـو ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ثٌؾ -              H :  

                   0 dim dim , dimF H Min F H   .  

                                                    

 )ْــــايـــح (  : لضٛح             

dim :ف١ظ Kفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ىٚ دؼو ِٕض١ٙٓ ػٍٝ ثٌقمً  ١ٌE ،Fىٓ                E n    

               ،dim F m  ٟ١ٌٚىٓ ثٌضطذ١ك ثٌنط .:f E F ٚ ١كٔؼٌف ًصذز ثٌضطذfدــ:  

                 dimrang f f E  ،ْفــــج:  

  ((   E Injectiveِضذج٠ٓ ػٍٝ f) ٠ىْٛ  -( 1                   0E EKer f e   . ) 

  ((   E Injectiveِضذج٠ٓ ػٍٝ f) ٠ىْٛ -( 2                 dimrang f E . ) 

  ((   E Surjectiveغــــجِــٌ ػٍٝ f) ٠ىْٛ -( 3                 dimrang f F  . ) 

  ((   E Bijectiveػٍٝ  صـمـــجدــٍٟ f) ٠ىْٛ -( 4                   dim dimrang f E F  . ) 
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  :انفضاء انشؼاػٙ انـدـذاء - 31.5 

ٚ ٌضىٓ ٬فملا صذو١ٍ٠ج  ١ٌKىٓ            
1 2 3 4, , , , ...... ,E E E E Eًفؼجءثس شؼجػ١ز ػٍٝ ثٌقمK ٬  ٚ 

 ثٌّؾّٛػز:ٌٕؼضذٌ             
1 2 3 4 ......E E E E E E      ٌٕٚؼٌف ػ١ٍٙج ػ١ٍّضٟ ثٌؾّغ ٚ ٬ 

   :وّج ٠ٍٟ Kثٌؼٌح دٍّْٟ ِٓ ثٌقمً            

         

   

 

 

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

1 2 3

, , , ...... , , , , , ...... , , ;

1) , , , ...... ,

2) . . , . , . , ...... , .

U u u u u E V v v v v E K

U V u v u v u v u v

U u u u u

 

 





    

       

      




 . 

إْ ثٌّؾّٛػز -          
1 2 3 4 ......E E E E E E      ًٌٙج د١ٕز فؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقمK  . 

 ٠وػٟ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ثٌـؾـوثء .             

                                                    

              :انفضاء انشؼاػٙ انـدـسئٙ - 32.5 

    :ذؼرٚف            

Fٚ ١ٌىٓ  ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ              E ِٓ ؽَءثEٓٔمٛي ػ .F ثٔٗ فؼجء 

 :إىث وجْ Eشؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٓ               

              1 - F ِْٓضمٌر دجٌْٕذز إٌٝ ثٌمج١ٔٛٔ:  

                             
 

 
2

..... 1
, , :

. ...... 2

u v F
u v F K

u F




 
    



. 

              2 - F جٌمج١ٔٛٔٓ ثٌّْضنٌؽ١ٓ ٌــٗ د١ٕز فؼجء شؼجػٟ . ِـَٚهر د 

                                

  :يلاحظح             

 :فـجْ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً Eإىث وجْ -              0E ٚE ِٓ ْفؼجءثْ شؼجػ١جْ ؽـَةـ١جE  

 ثٌفؼجءثْ ثٌشؼجػ١جْ ثٌؾـَةـ١جْ ثٌـضـجفـٙـجْ. :٠وػ١جْ  ٬             

                             

  : 1يثرُْح             

Fٚ ١ٌىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ               E  ِٓ ؽَءثE. 

  :إىث وجْ Eثٔٗ فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٓ F  :٠ىْٛ -             

                                 

 

 

 

?

2

0 ..... 1

, , : ..... 2

. ...... 3

EF F

u v F K u v F

u F







  
  

 


     





  . 

                                    

   :2يثرُْح             

Fٚ ١ٌىٓ  ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ              E ِٓ ؽَءثE . 

 :إىث وجْ E ثٔٗ فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٓ F :٠ىْٛ -             

                       
 

 

?

2 2
0 ..... 1

, , , :

. . ......... 2

EF F
u v F K

u v F


 

 

  
  

     
  

. 
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  :يلاحظاخ ٔخٕاص            

F :دجٌْٕذز إٌٝ ثٌشٌؽ  - 1                ْ٠ىفٟ ثٌضقمك ِٓ أ: 
?

0E F ْجء شؼجػٟفؼثٌ . ىٌه ثF  

 .  ٠0Eقٛٞ ػٍٝ ثلألً ثٌؼٕظٌ ثٌق١جهٞ                    

فجٔٗ ِٓ ثؽً وً ػجةٍز أشؼز  ٬ Eفؼجءث شؼجػ١ج ؽَة١ج ِٓ Fإىث وجْ - 2              i i I
u


   ِٓF ًو ٚ 

١ٍّّجس ػجةٍز                    i i I



   ِٓK ْٛثٌَّػ ثٌنطٟ  :٠ـىـ.i i

i I

u


  ِٓ ػـٕـظـٌثF  . 

 ِـْـضـمـٌ دجٌْٕذز إٌٝ ثٌَّػ ثٌنطٟ.  F :ػٓ ٘يٖ ثٌنجط١ز دجْٔؼذٌ                  

Gٚ  ٬ Eفؼجءث شؼجػ١ج ؽَة١ج ِٓ Fإىث وجْ - 3              F ِٓ فؼجءث شؼجػ١ج ؽَة١جF ْفـج:  

                   G  ِٓ ٟفؼجء شؼجػٟ ؽـَةـ E . 

Fٚ وجْ ٬دجٌْٕذز إٌٝ ٔفِ ثٌمج١ٔٛٔٓ  ١١Kٓ ػٍٝ ثٌقمًفؼجة١ٓ شؼجػ F ٬ Eإىث وجْ - 4              E  

 . Eفؼجءث شؼجػ١ج ؽــَة١ج ِٓ F :فـجْ                   

                                      

  :1يثال             

ٌٕٚؼضذٌ ٬ِؾجلا ِٓ ١ٌIىٓ -              ,E F I : '' ٍِٝؾّٛػز ثٌضطذ١مجس ثٌقم١م١ز ثٌّؼٌفز ػI '' . 

 .ِٓ  دٍّْٟ  fَِٚهر دؼ١ٍّز ؽّغ ثٌضطذ١مجس ٚ ػٌح صطذ١ك                

                
           

, , :

, . .

f g E

f g x f x g x f x f x



 

   

   
 . 

إْ ثٌّؾّٛػز  -               ,E F I  ٟ٘ ً٠وػٝ  . فؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقم ٚ ,E F I  

 . '' Iفؼجء ثٌضٛثدغ ثٌقم١م١ز ثٌّؼٌفز ػٍٝ ثٌّؾجي  '' :                 

 :ٚ ٌٕؼضذٌ ثٌّؾّٛػضجْ -               ,F C I ٟ٘'' ٍِٝؾّٛػز ثٌضٛثدغ ثٌّْضٌّر ٚ ثٌّؼٌفز ػI ''  ٚ 

                    ,
n

H C I ٟ٘'' ًِؾّٛػز ثٌضٛثدغ ثٌمجدٍز ٌلاشضمجق دجلاّضٌّثn ٚ ثٌّؼٌفز ٌِر 

 . '' Iػٍٝ                  

  :إْ                  ,F C I ٚ   ,
n

H C Iِٓ ْفؼجءثْ  شؼجػ١جْ ؽـَةـ١جE. 

                   

  :2يثال              

ٌٕؼضذٌ ٚ ٬فملا صذو١ٍ٠ج  ١ٌKىٓ               K X  ِٓ ثٌقمًفؼجء وغ١ٌثس ثٌقوٚه دّؼجِلاسK. 

ىٓ ضٚ ٌ               nK X  ٟ٘''  ِٞٚؾّٛػز وغ١ٌثس ثٌقوٚه ِٓ ثٌوًؽز ثلً أٚ صْجn  ''  

إْ ثٌّؾّٛػز   -               nK X   ٟ٘ ِٓ ٟثٌفؼجء فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـ K X ًػٍٝ ثٌقمK  . 

                                     

  :3يثال              

  :ٌٚضىٓ ثٌّؾّٛػز ٬ ػٍٝ ثٌقم2ًٌٕؼضذٌ ثٌفؼجء              

                 2, ; 2 0F x y x y    . 

 .2فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٟٓ٘  Fإْ ثٌّؾّٛػز  -               

                                     

  :انفضاء انشؼاػٙ انـدـسئٙ انـًـٕنـذ - 33.5 

  :يثرُْح ٔ ذؼرٚف             

Eٚ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ                ؽٍّز أشؼز ِٓ ثٌفؼجءE  ٬غ١ٌ مج١ٌز  

 . ِؾّٛػز ثٌَّٚػ ثٌنط١ز فٟ ػٕجطٌ ثٌؾٍّز  Fٌٚضىٓ              

 ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ثٌـؾـَةٟ ثٌـّـٌٛـو ''٠وػٝ  E٬ػٟ ؽـَةـٟ ِٓ ٟ٘ فؼجء شؼج Fإْ ثٌّؾّٛػز  -             

 :ٚ ٌَِٔ ٌٗ دجٌٌَِ  ٬  '' دجٌؾٍّز                  F        . 
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 :إىث وجٔش  :فّغلا              ; 1i iu u n    ْٛفـ١ـىـ:  

                          
1

. ;
n

i i i

i

F u 


 
      

 
 . 

                                        

  :اػٛحانؼًهٛاخ تٍٛ انفضاءاخ انشؼ - 34.5 

 )ذماطغ فضائٍٛ شؼاػٍٛٛ خـسئـٛـٛـٍ   ( :1يثرُْح              

 . Eؽَة١ٓ ِٓ  H ٬ ١ٌٚFىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً  ١ٌEىٓ              

F :فـجْ  Eفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ؽـَةـ١ـ١ـٓ ِٓ H ٬ Fإىث وجْ               H  ٟفؼجء شؼجػٟ ؽـَةـ 

               ِٓEإىث وجٔش ٚ . i i I
F


i :فـجْ Eٌّر فؼجءثس شؼجػ١ز  ؽـَةـ١ـز ِٓأ 

i I

F


 فؼجء شؼجػٟ 

 . E ؽـَةـٟ ِٓ               

                                   

  :1يلاحظح               

 .Kػٍٝ ثٌقمً Eِؾّٛػز ؽَة١ز غ١ٌ مج١ٌز ِٓ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ٌضىٓ                

  :إْ -                  ٘دّؼ١جً ثلافضٛثء  (ٟ ؽـَةـٟ ٛ ثطغٌ فؼجء شؼجػ( ِٓE ٍٝ٠قضٛٞ ػ 

                  ِٚٓ صمجؽغ ؽ١ّغ ثٌفؼجءثس ثٌشؼجػ١ز ثٌؾـَة١ز ٛ٘E  ٞٛثٌضٟ صق . 

                          

  :2يلاحظح                

 جػ١١ٓ ؽَة٠ٓ١١ىْٛ ثصقجه فؼجة١ٓ شؼ ٬ٔش١ٌ ثٔٗ فْخ ِج د١ٕج فٟ ِٛػٛع ثٌٌَِ ثٌؾَة١ز                 

                 F H   '' ٌَّٛـ١ـِ فؼجءث  شؼجػ١ج ؽَة١ج ػٍٝ ثٌؼ''. 

٠Fىْٛ  -                 H ِٓ ٟفؼجء شؼجػٟ ؽـَةـ E ْإىث وج: F H  ٚآH F . 

                            

 )خًغ فضائٍٛ شؼاػٍٛٛ خـسئـٛـٛـٍ (  :1يثرُْح             

 . Eفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ؽَة١١ٓ ِٓ   H ٬ Fٚ ١ٌىٓ ٬ Kجػ١ج ػٍٝ ثٌقمًفؼجءث شؼ ١ٌEىٓ               

  :ٚ ٌٕؼضذٌ ثٌّؾّٛػز               , ,F H u v u F v H      . 

F  :إْ ثٌّؾّٛػز -               H ِٓ ٟفؼجء شؼجػٟ ؽـَةـ ٟ٘E  ِٝؾّٛع ثٌفؼجة١ٓ  ''. ٠وػ 

 . '' F ٚHثٌؾـَةـ١ـ١ـٓ ثٌشؼجػ١١ٓ                 

شٚ إىث وجٔ -               i i I
F


i :فـجْ Eأٌّر فؼجءثس شؼجػ١ز ؽـَةـ١ـز ِٓ  

i I

F


 ٟفؼجء شؼجػ ٛ٘ 

 ٚ ٘ـٛ ثطغٌ فؼجء شؼجػٟ  ''ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ثٌؾَةٟ ثٌّؾّٛع   ''. ٠وػٝ Eؽـَةـٟ ِٓ                 

 ثٌٌّٛو Eثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ثٌؾَةٟ ِٓ  :. فـٙـٛ إىْ ٠iFقٛٞ ؽ١ّغ ثلأؽَثء  Eؽـَةـٟ ِٓ                 

 . iFدجصقجه ثلأؽَثء                  

                                                     

  :اندًغ انًثاشر - 35.5 

  :ذؼرٚف             

 . Eفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ؽَة١١ٓ ِٓ  H ٬ Fٚ ١ٌىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ              

 ؽّغ  ِذجشٌ ٌٍفؼجة١ٓ ثٌشؼجػ١١ٓ  '' :ثٔٗ  G  ِٓEٔمٛي ػٓ فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ -              

   :إىث وجْ '' F ٚHثٌؾـَةـ١ـ١ـٓ                

         
 

   

 

 
?

, , ; ... *.............. 1

0 .... 2 0 ............. **E E

u G x F y H u x yF H G

F H u F H u

          
 

      

  

G :ٚػٕو٘ج ٔىضخ                 F H  . 
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   :ذؼًٛى             

ٌضىٓ                i i I
F


iٔمٛي ػٓ ثٌؾّغ  ٬ Eأٌّر فؼجءثس شؼجػ١ز ؽـَةـ١ـز ِٓ 

i I

G F


   ٗٔث 

i :٠ىضخ دط٠ٌمز ٚفـ١ـور ػٍٝ ثٌشىً u ِٓGِذجشٌ ثىث وجْ وً شؼجع               

i I

u u


  ف١ظ .:  

               i iu F ًثؽً و ِٓi I ٚػٕو٘ج ٔىضخ .: i
i I

G F


   . 

  :يلاحظاخ           

iإىث وجْ ثٌؾّغ  - 1            

i I

F


  ِْذجشٌث ٚ وجJ I ِٓ ؽـَءث I ْثٌؾّغ   :فـجi

i J

F


 ٠ىْٛ ِذجشٌث . 

i  :ف١ظ j ٬ i ػٍٝ ثٌنظٛص ِٓ ثؽً وًٚ                  j  ْٛ٠ى:    0i j EF F  . 

1  :غ١ٌ طق١ـ . فجلإعذجس أْ 1ثْ ػىِ ثٌٛػؼ١ز  - 2             2 3 4, , , , ...... , nF F F F F 3ف١شn   

 ِنضٍف١ٓ ٌو٠ٕج٬j iلا ٠ىفٟ ثٌضقمك ِٓ ثٔٗ ِٓ ثؽً وً ه١ٍ١ٌٓ ٬ٟ٘ فٟ ؽّغ ِذجشٌ                   

                    0i j EF F ْدً ٠ؾخ ثٌضقمك ِٓ أ .:  

                    1 2 3 4 .... 0n EF F F F F     . 

                                                                        

   :الإضافٛحح انفضاءاخ انشؼاػٛح انـدـسئٛ - 36.5 

 :ؼرٚفذ           

 .Eفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ؽـَةـ١ـ١ـٓ  ِٓ فؼجء شؼجػٟ  ٬H ١ٌFىٓ            

E :إىث وجْ Eفٟ ''فؼجءثْ إػجف١جْ  ''أّٔٙج   ٬H Fٔمٛي ػٓ -             F H  . 

u :٠ىضخ دط٠ٌمز ٚفـ١ـور ػٍٝ ثٌشىً u ِٓEٚ٘يث ٠ؼٕٟ أْ وً شؼجع                v w  ف١ظ:  

               v F  ٚw H  . 

                              

  :َظرٚح           

  :. ػٕوةيEفؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٓ Fٚ ١ٌىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ            

  .Eفٟ Hجػـجفـ١ـإ٠ـّـٍـه ػٍٝ ثلألـً فؼجءث  Fثٌفؼجء            

                       

  :يلاحظاخ           

 F ِٓEٛ٘د١ٓ ِفَٙٛ ثلإػجفٟ ِٚفَٙٛ ثٌّضُّ . فّضُّ فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ ٠ؾخ ػوَ ثٌنٍؾ - 1           

 لأٔٙج لا صقضٛٞ ٬ Eفٟٙ ٌـ١ـْـش فؼجءث شؼجػ١ج ؽـَةـ١ـج ِٓ ٬ِؾّٛػز ١ٌْش ٌٙج فجةور وذ١ٌر                 

 ثٌؼٕظٌ ثٌق١جهٞ.                 

 . ٚ صٛؽوEَٛ ػوه لا ٔٙجةٟ ِٓ ثلإػجف١جس فٟػٍٝ ثٌؼّ F ِٓEإْ ٌٍفؼجء ثٌشؼجػٟ ثٌؾـَةـٟ  - 2           

 فـجٌـضــجْ فمؾ ٠ىْٛ ف١ٙج ثلإػجفٟ ٚ فـ١ـوث.                   

:فئىث وجْ -                 F E ْثلإػجفٟ ثٌٛ فـ١ـو ٌـ :فـجF ٟفE ٛ٘ـ:  0E . 

 :ٚ إىث وجْ -                 0EF  ْثلإػجفٟ ثٌٛ فـ١ـو ٌـ  :فـجF ٟفE ٛٔفْٗ  :٘ـE. 

                                  

  :يثال           

فٟ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ              ,E F ِٓ فٟ  ٌٍضٛثدغ . 

ثٌفؼجءثْ ثٌشؼجػ١جْ ثٌؾَة١جْ -              ,P ٚ ٌٍضٛثدغ ثٌَٚؽ١ز ,A  ٌٍضٛثدغ ثٌفٌه٠ز 

فؼجءثْ ثػـجفـ١ـجْ فٟ                ,E F . 
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  :الاسرملال انخطٛاٌ الارذثاط ٔ - 37.5 

  :ذؼرٚف            

ٚ ٌضىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ             
1 2 3 4, , , , ...... ,u u u u uِٓ ؽٍّز أشؼز 

 . Eثٌفؼجء             

 :ٓ ثلأشؼزػ ٔمٛي -             
1 2 3 4, , , , ...... ,u u u u u  إىث ٚؽو  ''ِـٌصـذـطـز مـطـ١ـج  ''أٔٙج'' n  ١ٍّّج 

              
1 2 3 4, , , , ...... ,      ًثٌقم ِٓK غـ١ـٌ ِؼوِٚز و١ٍج دق١ظ:  

                  1 1 2 2 3 3

1

. . . . ...... . 0
n

i i n n

i

u u u u u    


      . 

 :ٚٔمٛي ػٓ ثلأشؼز -             
1 2 3 4, , , , ...... ,u u u u u  إىث ٌـُ صـىـٓ  ''ِـْـضـمـٍز مـطـ١ـج  ''أٔٙج 

 :إىث صقمكِـٌصـذـطـز مـطـ١ـج. دّؼٕٝ                 

                   
1 1 2 2 3 3

1

1 2 3

. . . . ...... . 0

.... 0

n

i i n n

i

n

u u u u u    

   



     

     


 . 

                                      

  :يلاحظاخ ٔ َرائح            

 .  ''١ٌْش وٍٙج ِؼوِٚز  ''ٚ  ''١ٌْش ِؼوِٚز و١ٍج  ''٠ؾخ ػوَ ثٌنٍؾ د١ٓ  - 1              

وً ؽٍّز ِمضظٌر ػٍٝ شؼجع ٚثفـو   - 2               u ْٛ0  :مـطـ١ـج إىثث وجِْـْـضـمـٍز  :صىu   . 

وً ؽٍّز أشؼز ِىٛٔز ِٓ شؼجػ١ٓ  - 3               ,u v ِْٛـٌصـذـطـز مـطـ١ـج ثىثث وجْ :صى: ,u v ٍٝػ 

K :أٚ وجٔج ِضٕجّذ١ٓ. دّؼٕٝ إىث ٚؽو )ِضْجِض١ٓ  (ثّضمجِز ٚثفور                      دق١ظ: .u v ٚآ 

                 .v u٘يٖ ثٌٛػؼ١ز ػٍٝ ؽٍّز ِىٛٔز ِٓ أوغٌ شؼجػ١ٓ.  لا ٠ّىٓ صؼ١ُّ :ِلافظز :. ٚ ٌو٠ٕج 

 صىْٛ ؽٍّز ِٓ ثلأشؼز ِـٌصـذـطـز مـطـ١ـج إىث أِـىـٓ وـضـجدز ثفـو٘ج وـّـَػ مـطـٟ  - 4              

 فٟ ثلأشؼز ثٌّضذم١ز.  )مط١ز  صٌو١ذز ٬ػذجًر مط١ز  (                   

 ِـْـضـمـٍز مـطـ١ـج.  :ٟ٘مـطـ١ـج  شؼز ِـْـضـمـٍزوً ؽـّـٍز ؽـَةـ١ز ِٓ ؽٍّز أ - 5              

 .مـطـ١ـج ِـٌصـذـطـز :ٟ٘ وً ؽـّـٍز صـقـٛٞ ؽٍّز ِـٌصـذـطـز مـطـ١ـج - 6              

 ٚػٍٝ ثٌنظٛص وً ؽٍّز صقٛٞ ثٌشؼجع ثٌّؼوَٚ أٚ شؼجػ١ٓ ِضْجِض١ٓ ٟ٘ ِـٌصـذـطـز مـطـ١ـج.                  

                                    

  :أيثهح            

 :. ثٌؾٍّز ػٍٝ ثٌقمً 2فٟ ثٌفؼجء - 1              1 2,e e ف١ظ ٬:  

                      1 21 , 0 , 0 , 1e e  ِْـْـضـمـٍز مـطـ١ـج. ىٌه أ:   

              

       

 

 

 

 

1 2. . 0 , 0 . 1 , 0 . 0 , 1 0 , 0

. 1 . 0 0 ... 1 0 ... 1

. 0 . 1 0 ... 2 0 ... 2

e e   

  

  

    

    
  

    

. 

                                 

 :. ٌٕؼضذٌ ثلأشؼز ػٍٝ ثٌقمً 3فٟ ثٌفؼجء - 2              1 1 , 3 , 1u   ٬  2 2 , 1 , 0u   ٬  

                    3 4 , 5 , 2u    . 

  :ثٌؾٍّز -                 1 2 3, ,u u u ِْـٌصـذـطـز مـطـ١ـج. ىٌه أ:  

                         31 2 32 . 1 . 1 . 0u u u     ْأٞ أ:  

                  
             2 . 1 , 3 , 1 1 . 2 , 1 , 0 1 . 4 , 5 , 2 0 , 0 , 0        

 . 

  :. ٌٕؼضذٌ ثلأشؼزػٍٝ ثٌقمً 3ثٌفؼجء فٟ  - 3              1 1 , 1 , 0u    ٬   2 2 , 0 , 3u   ٬ 

                    1 0 , 2 , 3v    ٬   2 3 , 1 , 3v   . 
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  :ثٌؾٍّضجْ -                   1 2,u u  ٚ 1 2,v v ِْـْـضـمـٍضجْ مـطـ١ـج. ىٌه أ: 

                     31 2. . 0u u  ْأٞ أ:  

                              

     

 

 

 

 

 

. 1 , 1 , 0 . 2 , 0 , 3 0 , 0 , 0

2 . 0 ..... 1
0 ..... 1

0 0 ........ 2
0 ..... 2

0 3 . 0 ... 3

 

 







   

 
 

     
 

  

  . 

        :ٚ ويٌه أْ -                  

     

 

 

 

 

 

. 0 , 2 , 3 . 3 , 1 , 3 0 , 0 , 0

0 3 . 0 ................ 1
0 ..... 1

. 2 . 1 0 ....... 2
0 ..... 2

. 3 3 . 0 ....... 3

 




 


 

   

 
 

     
 

  

    . 

                                                                                         

 :ِـْـضـمـلاْ مـطـ١ـج. ىٌه أْ i ٬ 1 :. ٌو٠ٕج ػٍٝ ثٌقمً فٟ ثٌفؼجء - 4             

                  
     . 1 . 0 . 0 . 0

0 , 0

i i i   

 

     

  
  . 

                                           

  :ًـهـح انـًـٕنــذجاندـ  - 38.5 

ٚ ٌضىٓ ٬ Kثٌقمًفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ  ١ٌEىٓ               1 2 3 4 ¨, , , , ...... , nu u u u u ِٓ ؽٍّز أشؼز 

 .Eثٌفؼجء              

  :ٔمٛي ػٓ ٘يٖ ثٌؾٍّز -              1 2 3 4 ¨, , , , ...... , nu u u u u أٔٙج صـٌٛـو ثٌفؼجء E إىث وجْ وـً شؼجع 

              ِٓ E دّؼٕٝ. ٠ىضخ وـّـَػ مـطـٟ فٟ أشؼز ٘يٖ ثٌؾٍّز:    

                 1 2 3

1

, , , , ...., ; .
n

n i i

i

w E w u    


      . 

                               

 .E٘ـٟ أ٠ؼج ِـٌٛـور ٌـEصقٛٞ ِـٌٛـور ٌـ E وً ؽٍّز أشؼز ِٓ ثٌفؼجء :يلاحظح            

                                                         

  :الأسـاش ٔ انـثـؼــذ - 39.5 

  :01ذؼرٚف             

ٚ ٌضىٓ ٬ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ               i i I
u


 .Eؽٍّز أشؼز ِٓ 

ٔمٛي ػٓ ثٌؾٍّز  -               i i I
u


  :إىث وجْ E ٌٍفؼجء ''أّـجّـج  ''أٔٙج صـشـىـً  

ثٌؾٍّز  - 1                  i i I
u


 . مـطـ١ـجِـْـضـمـٍز   

٠ىضخ وـّـَػ مـطـٟ فٟ أشؼز ثٌؾٍّز E وـً شؼجع ِٓ - 2                  i i I
u


 . 

صـىـْٛ ثٌؾٍّز :دّؼٕٝ                i i I
u


  :إىث وجٔش Eجءٌٍفؼ  ''أّـجّـج  '' 

 .Eِـْـضـمـٍز مـطـ١ـج ٚ صـٌٛـو ثٌفؼجء                         

                                                            

  :02ذؼرٚف             

dimىٚ دؼو ِٕضٟٙ )ِغلا  Eٌٕفٌع ثْ ثٌفؼجء  -               E n ٌٓضى ٚ ، )  ِٓ ؽٍّز ثشؼزE. 

'' ػوه ثشؼضٙج٠ىفٟ ثْ ٠ىْٛ  Eثّجّج ٌٍفؼجء فضٝ صىْٛ ثٌؾٍّز  -)ث(                 ''n  ِْٚضمٍز مط١ج. 

'' ػوه ثشؼضٙج٠ىفٟ ثْ ٠ىْٛ  Eثّجّج ٌٍفؼجء فضٝ صىْٛ ثٌؾٍّز  -)ح(                 ''n  ٚ صٌٛـو ثٌفؼجءE. 

 ـٍز مـطـ١ـج ّٛثء ِٓػــوه ثلأشؼز ثٌّـْـضـم 'أٚ  ''ػــوه أشؼز أّـجُ ثٌفؼجء  ''ّْٟٔ  -              

 .  '' Eدـؼـو ثٌفؼجء  ''٘ـٛ  ''ثلأّطٌ أٚ ِٓ ثلأػّور ٚ ثٌغ١ٌ ِؼوِٚز ثٌضٟ صشىً أّـجُ ٌٍفؼجء                 
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 ىٚ دـؼـو Eفـٕـمـٛي أْ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ٬ nج ٚ ١ٌىٓ فئىث وجْ ػوه أشؼز ثلأّجُ ثٌفؼجء ِٕض١ٙ                

dim :ِٕضٗ ٚ ٔىضخ                  E n  َٚٔؼضذٌ ثططلافج أْ دـؼـو ثٌفؼجء ثٌّؼو ٚ . 0 ٛ٘ـ:  

                  dim 0 0 إىث ٌُ ٠ىٓ ٌٍفؼجء ٚ .E  ٟٙفـٕـمـٛي أْ دـؼـو ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ ٬أّجُ ِٕضE  

dim :غ١ٌ ِٕضٟٙ ٚ ٔىضخ                  E    . 

                                        

 : Eٙذؼرٚف الاساش ٔ انثؼـذ نهفضاء انشؼاػ             

 وً ؽٍّز ثشؼز Eٌٍفؼجء ثٌشؼجػٟ  ثّجّجّْٟٔ  -1               1 2, ,..., nu u u  ِٓE ِْضمٍز مط١ج  ٚ 

  .Eٌٍفؼجء  ٌِٛور                   
 ػوه ثلاشؼز ثٌّْضمٍز مط١ج ٚثٌغ١ٌ ، ثٞ Eثلاّجُ ثٌفؼجء  ػوه ثشؼز٘ٛ Eّْٟٚٔ دؼو ثٌفؼجء  -2              

 . Eٌـ   ِؼوِٚز                   
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  - انرطثٛماخ انخطٛح -

  :يفٕٓو انرطثٛك انخطٙ - 40.5 

  :ذؼرٚف            

 .Fٔقـٛ Eصطذ١مج ِٓ  fٚ ٬ Kجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمًفؼ ١ٌE ٚFىٓ             

  :ثٔٗ صطذ١ك مـطـٟ إىث وجْ fٔمٛي ػٓ -            

               
       

     
2

..... 1
, , :

. . .................. 2

f u v f u f v
u v E K

f u f u


 

  
    



 . 

 . Fٔقـٛ morphisme ِٓEصـّـجعـً    : fٚ ٔمٛي أ٠ؼج أْ ثٌضطذ١ك -            

                     

  :يلاحظاخ ٔ خٕاص            

 :إىث ٚفمؾ إىث وجْ Fٔقـٛ Eصطذ١مج مـطـ١ـج ِٓ  fى٠ْٛ - 1             

                   
   

       

2 2, , , :

. . . . ...... **

u v E IK

f u v f u f v

 

   

   

  
 . 

i. :ِٓ ثؽً وً صٌو١ذز مط١ز  :صطذ١مج مـطـ١ـج فــجٔٗ fإىث وجْ - 2               i

i I

u


  ِٓE ٌو٠ٕج:   

                      . .i i i i

i I i I

f u f u 
 

 
 

 
   . 

 ''  :فــجْ صطذ١مج مـطـ١ـج fإىث وجْ  - 3               0 0E Ff   ''   صْضؼًّ ٘يٖ ثٌنجط١ز أف١جٔج ٚ . 

 صطذ١ك ِــج ٌـ١ـِ مـطـ١ــج.  لإعذجس أْ                    

              4 -     ;x E f x f x     . 

                                     

  :ذـريٛساخ  ٔ يظطهحاخ - 41.5 

 .  Kفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌE  ٚFىٓ             

ٌَِٔ دـ  - 1               £ ,E F  ٌِٝؾّٛػز ثٌضطذ١مجس ثٌنط١ز ثٌّؼٌفز ِٓ  "إE  ٛٔقـF " . 

 . ٚ ٌَِٔ دـ  Eٔقـٛ  Eوً صطذ١ك مطٟ ِٓ   : " Eصـّجعـلا ىثصـ١ـج ٌـ  "ّْٟٔ   - 2              

                       £ , £E E E "  ٌّؾّٛػز ثٌضّجعلاس ثٌيثص١ز ٌـE " . 

 وـً صطذ١ك مـطـٟ ِـضـمـجدــً.   "ـجوــلا  صـش  "ّْٟٔ  - 3              

 .Eٔقـٛ Eوـً  صـشـجوــً ِٓ   " Eصـشـجوــلا ىثصـ١ــج  ٌـ   "ٚ ّْٟٔ   - 4              

 . Kٔقـٛ Eوً صطذ١ك مـطـٟ ِٓ   "شـىـلا مـطـ١ـج   "ّْٟٔ   - 5              

                              

  :أيـثـهـح            

 ٘ـٛ صطذ١ك مـطـٟ. Fٔقـٛ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ Eِٓ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ "ثٌضطذ١ك ثٌّؼوَٚ  ".  1              

                     
  0

:
x f x

f E F
 
 ْلا:  

                 

             
       

     
2

0 0 0 ..... 1
, , :

. 0 . 0 . ...................... 2

f u v f u f v
u v E K

f u f u


  

     
    

  
 . 

3E. ١ٌىٓ 2                ٚ2F  ًثٌفؼجة١ٓ ثٌشؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمK ٌٕٚؼضذٌ ثٌضطذ١ك .: 
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     

3 2:

, , , , ,

f E F

x y z f x y z x y y z

  

   
 . 

                        

   :مطٟ . ىٌه أْ fإْ ثٌضطذ١ك -                   

         :ٔضقمك أْ -ث                       
   

       

3

1 1 1 2 2 2

?

, , , , , :

..... 1

u x y z v x y z E

f u v f u f v

    

  
   . 

  :ٌو٠ٕج أْ                           

                              

   

        
       

   

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2 2 2

, ,

,

, , , , , ,

f u v f x x y y z z

x x y y y y z z

x y y z x y y z f x y z f x y z

f u f v

    

      

       

 

 . 

  :ٔضقمك أْ -ح                       

                     
?

3, , , : . . ..... 2u x y z E K f u f u          . 

                                 

     

         
     

. , , ,

. , . . ,

. , , . ..... 2

f u f x y z x y y z

x y y z x y y z

f x y z f u

       

  

 

   

     

 

 . 

                    

  ٔقٛ  f ِٓIك وً صجدغثٌيٞ ٠ٌف . ثٌضطذ١ك  ِٓ )لا ٠مضظٌ ػٍٝ ٔمطز  (ِؾجلا  ١ٌIىٓ  - 3              

٘ـٛ صطذ١ك مطٟ ِٓ  f'دّشضمٗ                     ,D I  '' ٍِٝؾّٛػز ثٌضٛثدغ ثٌمجدٍز ٌلاشضمجق ػI ''  

فٟ                    ,F I : ''  ِؾّٛػز ثٌضٛثدغ ثٌقم١م١ز ثٌّؼٌفز ػٍٝ ثٌّؾجيI  ٟف '' . 

                        
   

'

: , ,D I F I

f f

 


  . 

ػٍٝ  جدغ ٚثلضظجً ثٌض                      ,E C I


  ٛصـشـجوــً ىثصـٟ  ٌـ  "٘ـE " . 

. ٚ ١ٌىٓ  ١ٌKىٓ ثٌقمً - 4               1,..., n  ِٓ ػٕظٌثnK  ٌٕؼضذٌ ثٌفؼجء ٚ .nE K ًػٍٝ ثٌقم 

                    K .  ٚثٌضطذ١ك
 1 2

1

:

, ,..., .

n

n

n i i

i

f E K K

x x x x


 

 
  . 

nEشىً مطٟ ػٍٝ ثٌفؼجء  fإْ ثٌضطذ١ك -                   K  . 

                                                                                

  :انؼًهٛاخ ػهٗ انرطثٛماخ انخطٛح - 42.5 

 :ٔمذً دوْٚ دٌ٘جْ ثٌّذٌٕ٘جس ثٌضج١ٌز -            

 

تُٛح انفضاء انشؼاػٙ  ( :01يثرُْح               £ ,E F (  

 . Fفٟ Eصطذ١م١ٓ  ٌـ  ٬g K ٚ .fفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌE ٚFىٓ                              

  :فـجْ ١١ٍّّKٓ ِٓ   ٬ F   ٚفٟ Eصطذ١م١ٓ مط١١ٓ ِٓ g ٬ fإىث وجْ               

                 . .f g  ِٓ ٟصطذ١ك مطE ٟفF ْْٔضنٍض ِٓ ٘يث أ .:  

                £ ,E F ًفؼجء شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقمK . 
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  )ركــة ذطثٛمٍٛ خطٍٛٛ يـ ( :02يثرُْح              

 .Kعلاعز فؼجءثس شؼجػ١ز ػٍٝ ثٌقمً  G ٬  F ٬ ١ٌEىٓ                               

 :صطذ١م١ٓ مط١١ٓ فـجْ g ٬ fإىث وجْ                g f ِٓ ٟصطذ١ك مطE ٟفG. 

                                                                                   

  :يلاحظح             

"ٚ  Eصّجعلا ىثص١ج ٌـ  fثىث وجْ                "n ْػـوهث ؽذ١ؼ١ج فـج: nf  ٟصّجعً ىثصٟ ٌٍفؼجء ثٌشؼجػE. 

nf...  ف١ظ:                 f f f f   " "n .ِــٌر  

                     

  )انـرـشـاكـــم انـؼـكـسـٙ   ( :03يثرُْح              

 .Kفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌE ٚFىٓ                               

 . Eٔقٛ Fِٓ "صـشـجوــً  "صـجدـؼـٗ ثٌـؼـىـْــٟ   :فـجْ Fفٟ Eصـشـجوــلا ِٓ  fإىث وجْ               

                               

  :َـرـٛـدـح             

1f  :ػـٕـوةـي Eصشـجوـٍـ١ٓ ىثصـ١١ٓ ٌٍفؼجء g ٬ ١ٌfىٓ                   ٚ g f  صشـجوـٍـ١ٓ ىثصـ١١ٓ ٌٍفؼجء 

               E. ْٚٔضنٍض ِٓ ىٌه أْ ِؾّٛػز ثٌضشجولاس ثٌيثص١ز ٌٍفؼجءE ٌٙج د١ٕز ٍِـٌر دجٌْٕذز إٌٝ ػ١ٍّز 

 .ٖ ثٌٌَِر غ١ٌ صذو١ٍ٠ز ػٍٝ ثٌؼَّٛ٘ي ٬صٌو١خ ثٌضطذ١مجس                

                                              

  :َـٕاج ذطثٛك خـطٙ طـٕرج ٔ - 43.5 

  :ذؼرٚف             

 . Fٔقـٛ Eصطذ١مج مـطـ١ــج ِٓ fٚ ٬ Kفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌE  ٚFىٓ               

 :ّْٟٔ ثٌّؾّٛػز -                ;v f u u E  ٟطًٛر ثٌضطذ١ك ثٌنطf ٌٌٌَِٙج دج ٌَِٔٚ:  

                 Im f F ْأٞ أ .: 

                      Im , : ;f v F u E v f u f u u E       .  

 :ٚ ّْٟٔ ثٌّؾّٛػز -                ; 0Fu E f u  ٟٔــٛثر ثٌضطذ١ك ثٌنطf ٌٙج ٌَِٔٚ 

 :دجٌٌَِ                  Ker f Eْأٞ أ .:      ; 0FKer f u E f u  . 

                               

  )انرطثٛماخ انخطٛح ٔ انفضاءاخ انشؼاػٛح اندسئٛح  (  :04يثرُْح              

 . Fٔقـٛ Eصطذ١مج مـطـ١ــج ِٓ Kٚ  .fجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمًفؼجة١ٓ شؼ ١ٌE ٚFىٓ                               

1Eإىث وجْ  -               E ِٓ فؼجءث شؼجػ١ج ؽَة١جE ْفــج:  1f E  ِٓ فؼجءث شؼجػ١ج ؽَة١جF. 

1Fٚإىث وجْ  -               F ِٓ فؼجءث شؼجػ١ج ؽَة١جF ْفــج:  1

1f F  ِٓ فؼجءث شؼجػ١ج ؽَة١جE . 

                                 

  :َـرـٛـدـح             

 :ٚأْ Fٟ٘ فؼجء شؼجػٟ ؽَةٟ ِٓ fطًٛر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ  :٠ٕضؼ ِٓ ٘يٖ ثٌّذٌٕ٘ز أْ               

 .Eٟ٘ فؼجء شؼجػٟ ؽَةٟ ِٓ  fٔــٛثر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ               

                     

  )ذًٛٛس انرطثٛك انًرثاٍٚ  (  :05يثرُْح              

 . Fٔقـٛ Eصطذ١مج مـطـ١ــج ِٓ K ٚ .fؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمًف ١ٌE ٚ Fىٓ                               

 :إىث ٚفمؾ إىث وجْ ِـضـذـج٠ـٕــج ٠fىْٛ ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ -                 0EKer f  . 

  :ٚ دٛػغ آمــٌ ٠ىْٛ               

                 (f  ْإىث ٚفمؾ إىث وج ) ِـضـذـج٠ـٕــج:  
?

: 0 0F Eu E f u u     . 
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  :06يثرُْح              

  :فـجْ Fٔقـٛ Eصطذ١مج مـطـ١ــج ِٓ K ٚ .fفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌE ٚFىٓ               

                1(   Ker f E فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٓ ثٌفؼجءE . 

                                        

                 2(   Im f F  فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ ِٓ ثٌفؼجءF . 

                 3( f   ِـضـذـج٠ـٕــج     0EKer f  . 

                 4(  f   ٌغــجِـــــ    Im f F  . 

                  

  :انرطثٛماخ انخطٛح ٔ الأساساخ - 43.5 

  )انرطثٛماخ انخطٛح ٔ انـدـًـم انـًـٕنــذج  (  :07ُْح يثر             

 .Fٔقـٛ Eصطذ١مج مـطـ١ــج ِٓ K ٚ .fفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌE  ٚFىٓ                              

 ٌٚضىٓ                i i I
u


  .Eؽٍّز أشؼز ِٓ 

إىث وجٔش ثٌؾٍّز -                i i I
u


 :فــجْ Eصـٌٛــو ثٌفؼجء   i i I

f u


f :  و طًٛرصـٌٛــ  Im f. 

ثٌؾٍّز  :غــجٌِث فــجfْثٌضطذ١ك :ٚإىث وجْ إػجفز إٌٝ ىٌه -                 i i I
f u


 صـٌٛــو ثٌفؼجء  

 .Fثٌشؼجػٟ                  

                             

 .ـٌٛــور٠ـٕـمـً ؽٍّز ِـٌٛــور إٌٝ ؽٍّز ِ fثٌضطذ١ك ثٌـغــجٌِ :٠ّْـ ٌٕج ٘يث دجٌمٛي أْ  :ذٕضٛح             

                                             

 )انرطثٛماخ انخطٛح ٔ الأساساخ  (  :08يثرُْح              

                             .n. دـذـؼـو  ِٕضٟٙ Kػٍٝ ثٌقمًفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ  ١ٌE ٚFىٓ                               

ٌٚضىٓ                1 2, ,... , nu u u ٌٍ فؼجء أّـجّـجE ٌٓضى ٚ 1 2, ,... , nv v v  ؽٍّز أشؼز ِٓ ثٌفؼجء 

               F ٠ـٛؽـو صطذ١ك مـطـٟ ٚفـ١ــو :.ػـٕـوةـيf  ِٓE ٛٔقـF ْٛدق١ظ ٠ى:  i if u v  

1 :ف١ظ i ِٓ ثؽً وً                i n  . 

                              

  :َـرـٛـدـح             

   :٠ٕضؼ ِٓ ٘يٖ ثٌّذٌٕ٘ز أْ               

                - f    ِٓـضـذــج٠ــ   ثٌؾٍّز 1 2, ,... , nv v v  ِـْـضـمـٍـز مـطـ١ــج . 

                - f    ٌغــجِـــــ   ثٌؾٍّز 1 2, ,... , nv v v  ٟصـٌٛــو ثٌفؼجء ثٌشؼجػF . 

                - f  ًِـضـمــجدــ      ثٌؾٍّز 1 2, ,... , nv v v ٟصشىً أّـجُ ٌٍفؼجء ثٌشؼجػF. 

                           

  :فـسـٛــرذـ             

 :صّْـ ٌٕج ٘يٖ ثٌٕض١ؾز دجٌمٛي أْ               

 ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ ٠ؼٌف دط٠ٌمز ٚف١ور دٛثّطز طًٛر أّجُ. -               

 إٌٝ أّـجُ Eإىث ٚفمؾ إىث ٔمً أّـجُ ٌٍفؼجء   "صـشـجوــلا  " Fٔقـٛ  ٠Eىْٛ صطذ١ك مـطـٟ ِٓ -               

 .Fٌٝ أّـجُ ٌـ إ Eأّـجُ ٌـ  ٙٛ ٠ٕمً وً. فFٌٍفؼجء                  

                                                                     

  :انرطثٛماخ انخطٛح ٔ انـثـؼـذ انًُرٓٙ - 44.5 

 :09يثرُْح              

  ٠Eىْٛ ثٌفؼجءثْ :ػـٕـوةـي. nدـذـؼـو  ِٕضٟٙ Kٚ .Eفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌE ٚFىٓ               

               ٚF ْثٌفؼجء :ِضشجو١ٍٓ ثىثث وجF ْىٚ دؼـو ِٕضٟٙ ٚ وج: dim dimE F. 
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  ) nKضاء أًْٛح انف ( :َـرـٛـدـح              

  nKثٌفؼجء  ٠ـشـجوــً :فــجٔٗ. nدـذـؼـو ِٕضٟٙ E. ٚوجْ Kفؼجءث شؼجػ١ج ػٍٝ ثٌقمً Eإىث وجْ -               

nK  :. أٞ أْ                  E. 

فئىث وجْ  -                1 2, ,... , nu u u  أّـجّـج ٌٍفؼجءE ٠ىْٛ ثٌضطذ١ك . ٍٟثٌّؼٌف وّج ٠:  

                  1 2

1

, ,..., .
n

n i i

i

x x x x u


  ِٓ  صـشـجوــلاE ٟفnK . 

  ) ٠nKّىٓ دشىً مجص ثػضّجه ثلأّجُ ثٌٕظجِٟ ٌٍفؼجء  (                  

                                                                        

  )يثرُْح انـثـؼـــذ  (  :10يثرُْح              

 صطذ١مج ١ٌٚfىٓ.  nِٕضٟٙ  دـؼـو ىٚ K ٚ  .Eفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌE ٚFىٓ               

  :فــــجٔـــٗ Fٔقـٛ Eمـطـ١ــج ِٓ               

 :ٌو٠ٕج -               Im f فؼجء شؼجػٟ ؽـَةـٟ دـذـؼـو ِٕضٟٙ ِٓ ثٌفؼجءF. 

  :ٚ ٌو٠ٕج ثٌّْجٚثر -                     dim dim dim Im ..... *E Ker f f . 

                                             

  :ذؼرٚف             

 . Fٔقـٛ Eصطذ١مج مـطـ١ــج ِٓ  fٚ  ٬ Kفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌE ٚFىٓ               

f : ّْٟٔ دـؼـو طًٛر ثٌضطذ١ك -                Im f دـٌصذز ثٌضطذ١كf ٌٌٌَِٙج دج ٌَِٔ ٚ:  

                     dim Imrang f f . 

f : ٚ ّْٟٔ دـؼـو ٔــٛثر ثٌضطذ١ك -                Ker f دـظـفـ٠ٌز ثٌضطذ١كf ٌٙ ٌَِٔ ٌٌَِٚج دج:  nul f. 

                     

  :11يثرُْح              

 ٌٙج ٔفِ ثٌـذـؼـو ثٌّٕضٟٙ  ٬ Kفؼجة١ٓ شؼجػ١١ٓ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌE ٚFىٓ                

                dim dimE F n ٚ .f  ِٓ صطذ١مج مـطـ١ــجE  ٛٔقـF  ػـٕـوةـي ثٌشٌٚؽ ثٌضج١ٌز . 

  :ِـضـىـجفـتــز               

                 1 - f  ًصـشـجوــ. 

                 2 - f  .ِٓـضـذـج٠ــ 

                 3 - f  .ٌغــجِـــ 

g:  :٠ـٛؽـو صطذ١ك مـطـٟ  - 4                  F E  دق١ظ:    Ff g Ind . 

g:  :٠ـٛؽـو صطذ١ك مـطـٟ   - 5                  F E  دق١ظ:    Eg f Ind. 

                                                    

 :12يثرُْح              

n ٚ .:fىٚ دـؼـو ِٕضٟٙ Kفؼجء  شؼجػٟ ػٍٝ ثٌقمً ١ٌEىٓ                E E   ٟصطذ١ك مـطـ 

  - 1 :فـجْ                    2Ker f Ker f Ker f f         Im EKer f f e . 

 ثٌؼٕظٌ ثٌق١جهٞ.  Ee :ف١ظ                              

                      2 -      2Im Im Imf f f f         ImE Ker f f . 

                                              

  :ايثهح -             

  : 01يثال             

  :ِٓ د١ٓ ثٌضطذ١مجس ثٌضج١ٌز. ػ١ٓ صٍه ثٌنط١ز ِٓ غ١ٌ٘ج -             

                        
     

2 2:

, , ,

f

x y f x y x y x



 
   ٬  

                        
   

2:

, , 2 3

g

x y g x y x y z



  
    ٬  
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   

2:

, , .

h

x y h x y x y




    . 

  :انحم -              

  :ِٓ د١ٓ ثٌضطذ١مجس ثٌضج١ٌز. صؼ١١ٓ صٍه ثٌنط١ز ِٓ غ١ٌ٘ج -              

 :/  ثٌضطذ١ك 1                     2 2: ; , , ,f x y f x y x y x     

                                     :. لا2ْمطٟ ػfٍٝثٌضطذ١ك -              

                                 

                                

         :ٔضقمك أْ -ث                
   

       

2

1 1 2 2

?

, , , :

..... 1

u x y v x y E

f u v f u f v

    

  
  . 

    :ٌو٠ٕج أْ                  

   

      
       

   

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

,

,

, , , ,

f u v f x x y y

x x y y x x

x y x x y x f x y f x y

f u f v

   

    

     

 

  . 

  :ٔضقمك أْ -ح                

                             
?

2, , : . . ..... 2u x y E K f u f u          . 

                                 

     

         
     

. , ,

. , . . ,

. , . ..... 2

f u f x y x y x

x y x x y x

f x y f u

     

  

 

  

   

 

  . 

 :/  ثٌضطذ١ك 2                   3: ; , , , , 2 3g x y z g x y z x y z   . 

  :. لا3ْمطٟ ػٍٝ gثٌضطذ١ك -                      

     :ٔضقمك أْ -ث                
   

       

3

1 1 1 2 2 2

?

, , , , , :

..... 1

u x y z v x y z E

g u v g u g v

    

  
  . 

                                                            :ٌو٠ٕج أْ                   

                

   

     

       

   

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

, ,

2 3

2 3 2 3 , , , ,

g u v g x x y y z z

x x y y z z

x y z x y z g x y z g x y z

g u g v

    

     

       

 

    

  :ٔضقمك أْ -ح                 

                            
?

3, , , : . . ..... 2u x y z E K g u g u          . 

                                 

     

    

     

. , , 2 3

. 2 3 . 2 3

. , , . ..... 2

g u g x y z x y z

x y z x y z

g x y z g u

      

 

 

   

     

 

  . 

                                 

 :/  ثٌضطذ١ك 3                   2: ; , , .h x y h x y x y  . 

 :. لاْ 2ٌـ١ـِ  صطذ١ك مـطـٟ ػٍٝ hثٌضطذ١ك -                      

         :ٔضقمك أْ -ث                   
   

       

2

1 1 2 2

?

, , , :

..... 1

u x y v x y E

h u v h u h v

    

  
  . 
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  :ٌو٠ٕج أْ -                     

                          

       

     

       

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

, .

. . . . .

, ,

h u v h x x y y x x y y

x y x y x y x y x y x y

h x y h x y g u g v

      

      

   

  .  

                                                                    

  : 02يثال            

3صطذ١ك ِٓ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ   ١ٌfىٓ             
 طذ١ك ِٓ ثٌفؼجء ص gٚ ٬ 2ٔقٛ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ  

  :. ف١ظ 3ٔقٛ ثٌفؼجء ثٌشؼجػٟ 2ثٌشؼجػٟ             

                      
     

3 2:

, , , , ,

f

x y z f x y z x y z x y z



     
    ٬  

                                            
     

2 3:

, , , ,

g

x y g x y y x x y



 
   . 

 . . ٚ أدؼجه٘ج f   ٚgػ١ٓ طًٛر ٚ ٔٛثر وـلا ِٓ - ) 2مط١جْ .     f   ٚg :أصذظ أْ - ) 1              

 :ػ١ٓ   - ) 3               g f   ٚ f g  . 

  :دق١ظ 2فٟ  h  ِٓ3٘ـً ٠ـٛؽـو صطذ١ك مطٟ  - ) 4              

                             2h g Ind   ؟  3g h Ind  ؟ 

  :انحم -              

 مط١جْ.f  ٚg :٠ّىٓ ثلإعذجس أْ - )1            

  :. ٚأدؼجه٘ج f ٚgصؼ١١ٓ طًٛر ٚ ٔٛثر وـلا ِٓ - )2             

  : fفجٌز ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ -ث                     

f :  :fطٟٔؼٍُ أْ ٔٛثر ثٌضطذ١ك ثٌن -                       E E   ٟ٬صطذ١ك مـطـ  

                            ; 0FKer f u E f u E     ِٟ٘ٓ ٟفؼجء شؼجػٟ ؽـــَةE . 

                      ِٕٗٚ:  

                            2

3, , ; , , 0 0 , 0
F

Ker f x y z E f x y z


     . 

  :ٔـقـً ثٌّؼجهٌز ٬ٌيٌه                        

                            
 

 

0 .... 1

0 .... 2

x y z

x y z

   

   

     2, , 0 0 , 0
F

f x y z


  . 

ٚ دؾّغ                        1  ٚ 2 ْ0 :ٔؾو أz  دجٌضؼ٠ٛغ فٟ إفوٜ ثٌّؼجهٌض١ ٚ . ٓ 1 ٚآ 2ْٔؾو أ:  

                      y xٌٟدجٌضج ٚ .:     3, , 0 ;Ker f x x E x    ْأٞ أ .:  

                              1 , 1 , 0Ker f    ٘يث ثٌشؼجع . 1 , 1 , 0u   ْ٠قمك أ:  

                          21 , 1 , 0 0
F

f


 ًويٌه ٘ٛ ِْضمً مط١ج ِغ أٞ شؼجع غ١ٌ ِؼوَٚ. فٙٛ ٠شى ٚ . 

f ـجُ ٌـٕـٛثر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟأّ                        Ker f . ْأٞ أ:    1 , 1 , 0Ker f u   . 

 :ٚ دجٌضجٌٟ                        dim 1Ker f  . 

  :1 َرٛدح                       

  :دّج أْ                        

                                   31 , 1 , 0 0 , 0 , 0 0
E

Ker f


    f   .ٌٓـ١ـِ ِـضـذـج٠ــ 

f :  :fٔؼٍُ أْ طـًٛر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ -                       E E   ٟ٬صطذ١ك مـطـ  

                               Im ; , ;f v F f u v u E f u u E F        

 ٌيٌه ٔذقظ ػٓ ثلأشؼز ثٌـّـٌٛــور ٌظًٛر ثٌضطذ١ك.  Fؽــَةٟ ِٓ ٟ٘ فؼجء شؼجػٟ                      

f   : ثٌنطٟ                       Im f :  
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 خ دط٠ٌمز ٚفـ١ـور وـّـَػ مـطـٟصىض  f  ِٓFطًٛر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ  :ٔقجٚي ثلإعذجس أْ -                      

 فٟ أشؼز ثٌؾٍّز                       1 2,v v٠طٍخ صؼ١١ٕٙج:  

       

      

        

            

   

, , , ,

, , . 1 , 1 . 1 , 1

. 1 , 1 . 1 , 1

f x y z x y z x y z x y z x y z

x y x y z z x y z

 

              

              

     

  

  :أٞ أْ                            1 2Im 1 , 1 , 1 , 1f v v         . 

 :ٚ دّج أْ ثٌشؼجػ١ٓ                         1 21 , 1 , 1 , 1v v        فّٙج ٬ِْـضـمـٍـ١ـٓ مـطـ١ـج 

f : ك ثٌنطٌٟظًٛر ثٌضطذ١ ٠ـشـىـلاْ أّــجُ                       Im f ْأٞ أ.: 

                             1 2Im 1 , 1 , 1 , 1f v v        ٌٟدجٌضج ٚ .:  

                       dim Im 2f   . 

  :2 َرٛدح                      

   :ٔـلافــع أْ - 1                       

                   

 

 

   

2

2

2

Im

Im ... **

2 dimIm dim dim 2

f F

et f F

f F

  


  


     

  

 :ٚ دّج أْ -                        2Im f F    f ٌ3ػٍٝ غــجِـــ. 

  :فــــجْ 3صطذ١ك مـطـٟ ػٍٝ   fدّج أْ - 2                       

                                        dim dim dim Im ..... *E Ker f f ْأٞ أ .:  

                           3dim dim 1 2 3E       
 
. 

  : 3 َرٛدح                      

 . 3ٌـ١ـِ صـمــجدـٍـــٟ ػٍٝ  f :. إى3ْغــجِـــٌ ػٍٝ  fٌـ١ـِ ِـضـذـج٠ــٓ ٚ fدّج أْ                        

                             

  : gفجٌز ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ -ح                     

                                  2 3: ; , , , ,g x y g x y y x x y    . 

g :  :gٔؼٍُ أْ ٔٛثر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ -                       E E   ٟ٬صطذ١ك مـطـ  

                             ; 0FKer g u E g u E    ِٓ ٟفؼجء شؼجػٟ ؽـــَة  ٟ٘E. 

                       ِٕٗ ٚ:  

                                3

2, ; , 0 0 , 0 , 0
F

Ker g x y E g x y


     . 

  :ٔـقـً ثٌّؼجهٌز ٬ٌيٌه                               3, 0 0 , 0 , 0
F

g x y


      

                                                          

 

 

 

 

 

0 ............ 1
0 ............ 1

0 ............ 2
0 ............ 2

0 ..... 3

y
y

x
x

x y


 

  
 

 

 . 

ٚ فْخ                         1  ٚ 2 ْٔؾو أ:     20 , 0 0
E

Ker g


  ٛ٘ـ ٚ 

  :. ٚ ٠قمك أْ " ثٌـّـٌٛــو  دجٌّؾّٛػز ثٌنج١ٌز  ثٌفؼجء ثٌـضـجفــٗ "                        

                           30 , 0 0 , 0 , 0 0
F

g


 ٌو٠ٕج ٚ . dim 0Ker g . 

  :1 َرٛدح                       

 :دّج أْ                             20 , 0 0
E

Ker g


   g ٍٝ2ِـضـذـج٠ــٓ ػ . 

g :  :gٔؼٍُ أْ طـًٛر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ -                       E F  ٟ٬صطذ١ك مـطـ  
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    

        
  

3 2

Im ; ;

, , , : , , ,

;

g v F u E g u v

X Y Z F x y E g x y X Y Z F

g u u E F

     

        

  

   

 .Fٟ٘ فؼجء شؼجػٟ ؽــَةٟ ِٓ                      

g صؼ١١ٓ طـًٛر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ -                       Im g :  

    

    

        3 2

Im ; ;

, , , : , , ,

g v F u E g u v

X Y Z F x y E g x y X Y Z F

     

        
   

 :ٌو٠ٕج أْ -                         , , ,g x y X Y Z    

   , , , ,y x x y X Y Z        

                                                     

 

 

 

 

 

 

............ 1 ............ 1

............ 2 ............. 2

..... 3 .... 3

y X y X

x Y x Y

x y Z Y X Z

  
 

   
 

    

  . 

                      ِٕٗٚ:   
    

  

3

3

Im , , :

, , : 0

g X Y Z F X Y Z

X Y Z X Y Z F

    

     
   . 

 :ثٚ دشىً آمٌ                          3Im , , : 0g x y z x y z F       ٛ٘ٚ 

ِـجً ِٓ ثٌّذوأ   3ِـْـضـٛٞ  فٟ "  ػذجًر ػٓ                       0,0,0  "  . 

g : ٌيٌه ٔذقظ ػٓ ثلأشؼز ثٌـّـٌٛــور ٌظًٛر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ                        Im g :  

 صىضخ دط٠ٌمز ٚفـ١ـور وـّـَػ مـطـٟ  gِٓFك ثٌنطٟطًٛر ثٌضطذ١ :ٔقجٚي ثلإعذجس أْ -                      

 فٟ أشؼز ثٌؾٍّز                        1 2,v v٠طٍخ صؼ١١ٕٙج:   

                             

       

   

   

, , , 0 , , , 0 ,

. 0 , 1 , 1 . 1 , 0 , 1

. 0 , 1 , 1 . 1 , 0 , 1

g x y y x x y x x y y

x y

 

    

      

     

 . 

 :أٞ أْ -                            1 2Im 0 , 1 , 1 , 1 , 0 , 1g v v         . 

 :ٚ دّج أْ ثٌشؼجػ١ٓ                          1 20 , 1 , 1 , 1 , 0 , 1v v        ِْٓـضـمـٍـ١ـ 

g : فّٙج ٠ـشـىـلاْ أّــجُ ٌظًٛر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ ٬ـج مـطـ١                        Im g ْأٞ أ .:  

                            1 2Im 0 , 1 , 1 , 1 , 0 , 1g v v        ٌٟٚدجٌضج .:  

                        dim Im 2g   . 

  :ٔـلافــع أْ - 1  :2 َرٛدح                       

                  

 

 

   

3

3

3

Im

Im ... **

2 dimIm dim dim 3

g F

et g F

g F

  


  


     

. 

 :ٚ دّج أْ                         3Im g F    g ِ2ٍٝػ غــجِـــٌ ٌـ١ــ . 

  :فــــجْ 3صطذ١ك مـطـٟ ػٍٝ   gدّج أْ - 2                       

                                           dim dim dim Im ..... *E Ker g g ْأٞ أ .: 

                                       2dim dim 0 2 2E      . 

  :3 َرٛدح                       

 .2ٌـ١ـِ صـمــجدـٍـــٟ ػٍٝ g :إىْ. 2ػٌٍٝـ١ـِ غــجِـــٌ  gِـضـذـج٠ــٓ ٚ gدّج أْ                       
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 :صؼ١١ٓ ثٌضطذ١مجْ -)3              g f  ٚ f g :   

ثٌضطذ١ك -ث                     g f :         
3 2 33 3:

f g

g f    . 

  :ٌو٠ٕج أْ -                     

                                 

      

 

 

, , , , , ,

, , ,

, , 2

X Y

g f x y z g f x y z g f x y z

g x y z x y z Y X X Y

x y z x y z z

       

  
          

  

     

 .  

  :أٞ أْ                           , , , , 2 .... 1g f x y z x y z x y z z     . 

ثٌضطذ١ك - ح                     f g  :    
2 3 22 2:

g f

f g   . 

 :ٌو٠ٕج أْ -                         
    

   

, , , ,

2 , 2 2 . ,

X Y Z

f g x y f g x y f y x x y

x y x y

  
        

  

 

 . 

  :أٞ أْ                                  , 2 , 2 2. , ...... 2f g x y x y x y .  

 :دق١ظ 2فٟ h ِٓ3٘ـً ٠ـٛؽـو صطذ١ك مطٟ - )4               2h g Ind  ؟  3g h Ind ؟ 

 :ٌو٠ٕج -                      2

2 2: ; , ,h g Ind x y x y    ٚ 

                         3

3 3: ; , , , ,g h Ind x y z x y z  . 

  :ٌو٠ٕج ِّج ّذك إْ -                       , , , , 2 .... 1g f x y z x y z x y z z      

ٚدجٌـّـمـــجًٔز ِـغ                        3

3 3: ; , , , ,g h Ind x y z x y z  . 

 :دق١ظ 2فٟ  h  ِٓ3مطٟ  ْٔضٕضؼ ِٓ ىٌه ثٔٗ لا ٠ـٛؽـو صطذ١ك                     3g h Ind. 

 :ِّج ّذك إْٚ ٌودٕج أ٠ؼج  -                         , 2 , 2 2. , ...... 2f g x y x y x y  . 

 :أٞ أْ                        
1

. , , ..... 2
2

f g x y x y
   

   
   

 ِـغ ٚ دجٌـّـمـــجًٔز  

                         2

2 2: ; , ,h g Ind x y x y  ْٔضٕضؼ ِٓ ىٌه ثٔٗ ٠ـٛؽـو . 

  :دق١ظ 2فٟ h  ِٓ3صطذ١ك مطٟ                     2h g Indف١ظ .: 
1

.
2

h f
 

  
 

.  

                                           

 : 03يثال            

١ٌىٓ               1 2,e e  ٚ 1 2 3, ,v v v ٔٛٔػ3ٍٝٚ  ١١2ٓ ٌٍفؼجة١ٓ ثٌشؼجػ١١ٓثلأّج١ّٓ ثٌمج 

 ثٌضٌص١خ.              

  :ثٌيٞ ٠قمك 3ٔقٛ f ِٓ2ػ١ٓ ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ - )ث                

                         2 2 1f e v v  ٬  1 2 32f e v v  . 

  "  ثٌّؾّٛػز:ثعذش أْ  - )ح                 Im f "  ٟ٘ ٞٛشؼجػٟ. أػـؾ ِؼجهٌز ه٠ىجًص١ز ٌِْٗض. 

  :انحم -            

١ٌىٓ              1 2,e e ٚ 1 2 3, ,v v v ٓػٍٝ ثٌضٌص١خ3ٚ 2ثلأّج١ّٓ ثٌمج١١ٔٛٔٓ ٌٍفؼجة١ٓ ثٌشؼجػ١١ . 

  :ثٌيٞ ٠قمك 3ٔقٛ f ِٓ2صؼ١١ٓ ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ - )ث               

                        2 2 1f e v v   ٬ 1 2 32f e v v  :  

                          2 3: ; , , ?? , ?? , ??f x y f x y   . 

  :ٌو٠ٕج أْ                  

                 
           2

1 2

, : , , 0 0 , . 1 , 0 . 0 , 1

. .

x y x y x y x y

x e y e

     

 
. 
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  :صطذ١ك مطٟ فـجْ  fٚدّج أْ                  

                      

         

   

     

2

1 2 1 2

2 3 2 1

, : , . . . .

. 2 .

. 0 , 2 , 1 . 1 , 1 , 0 , 2 ,

x y f x y f x e y e x f e y f e

x v v y v v

x y y x y x

     

   

        

. 

  :٠ىضخ ػٍٝ ثٌشىً 3ٔقٛ f  ِٓ2ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ :ٚدجٌضجٌٟ                  

                                2 3: ; , , , 2 ,f x y f x y y x y x   . 

 " :إعذجس أْ ثٌّؾّٛػز - )ح               Im f " ٚ ِٟؼجهٌز ه٠ىجًص١ز ٌٗ جءػـطإٟ٘ ِـْـضـٛٞ شؼجػ:  

    

    

        3 2

Im ; ;

, , , : , , ,

f v F u E f u v

X Y Z F x y E f x y X Y Z F

     

        
  

 :ٌو٠ٕج أْ -                    , , ,f x y X Y Z     

                                  , 2 , , ,y x y x X Y Z         

                                                            

 

 

 

 

 

 

............ 1 .............. 1

2 ...... 2 2 .... 2

................ 3 .................. 3

y X y X

x y Y Z X Y

x Z x Z

    
 

      
 

  

  . 

ٚ فْخ ثٌّؼجهٌز                    2 ْ2 :ٔؾو أ 0X Y Z   . 

                  ِٕٗ ٚ:     3Im , , : 2 0f X Y Z X Y Z F       . 

 :آٚ دشىً آمٌ                      3Im , , : 2 0f x y z x y z F      ٚٛ٘ 

ِـجً ِٓ ثٌّذوأ  3ِـْـضـٛٞ  فٟ " ػذجًر ػٓ                    0,0,0 "  . 

f :  صؼ١١ٓ أّجُ طًٛر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ -                  Im f :  

f : ٌيٌه ٔذقظ ػٓ ثلأشؼز ثٌـّـٌٛــور ٌظًٛر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ                    Im f :  

 صىضخ دط٠ٌمز ٚفـ١ـور وـّـَػ مـطـٟ فٟ f ِٓFضطذ١ك ثٌنطٟطًٛر ثٌ :ٔقجٚي ثلإعذجس أْ -                  

أشؼز ثٌؾٍّز                      1 2,v v٠طٍخ صؼ١١ٕٙج:  

                     

       

   

   

, , 2 , 0 , 2 , , , 0

. 0 , 2 , 1 . 1 , 1 , 0

. 0 , 2 , 1 . 1 , 1 , 0

f x y y x y x x x y y

x y

 

      

      

     

. 

  :ٞ أْث -      1 2Im 0 , 2 , 1 , 1 , 1 , 0f v v         . 

  :ٚدّج أْ ثٌشؼجػ١ٓ      1 20 , 2 , 1 , 1 , 1 , 0v v       ِْٓـضـمـٍـ١ـ 

٠f : ـشـىـلاْ أّــجُ ٌظًٛر ثٌضطذ١ك ثٌنطٟ فّٙج ٬مـطـ١ـج    Im f ْأٞ أ .:  

        1 2Im 0 , 2 , 1 , 1 , 1 , 0f v v        ٌضجٌٟ. ٚ دج:  

   dim Im 2f   . 

                

  :ٔـلافــع أْ - : 1 َرٛدح                     

                            

                

 

 

   

3

3

3

Im

Im ... **

2 dimIm dim dim 3

f F

et f F

f F

  


  


     

  . 

 :أْ ٚ دّج -                     3Im f F   f 2ػٍٝ جِـــٌٌـ١ــِ غــ. 
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