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Résume.

Ce travail est consacré a I’application de I’analyse de Fourier pour la
résolution de certains problemes aux limites.

Pour les domaines finis cette application revient a I’application des séries
de Fourier.

Pour les domaines infinis I’application consiste en I’utilisation des
propriétés de la transformée de Fourier.

Les méthodes utilisées pour résoudre ces problemes aux limites, dites
méthodes de Fourier ou encore methodes de séparation des variables,
permettent de ramener la résolution des équations aux dérivees partielles a
la résolution des équations différentielles ordinaires.
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Application de la transformation de Fourier pour la résolution des
équations aux dérivées partielles

Introduction :

La Transformation de Fourier intervient dans la résolution
d’équations et des systemes différentielles. Aujourd’hui en électronique,
cette transformation peut intervenir dans la théorie de la chaleur et au

traitement du signal.

Si f est une fonction numérique réelle sur R, sa transformée Fourier est

la fonction, d'une variable réelle, définie par

F=rm =—| "0 e g
= —m . X) e

La résolution d’une équation différentielle F(y,y’,y", ...) = 0 consistera
alors a savoir inverser la transformée Fourier de f.

Ce travail est composé , de trios chapitres. Le premier chapitre porte sur
la mise en équation de certains phénomenes physiques :

propagation de la chaleur le long d’une tige, et propagation de la chaleur
travers une plaque et un rappel sur les série de Fourier . Le deuxieéme
chapitre porte sur la transformation de Fourier et transformation
double. Le dernier chapitre est consacré aux applications de series de

Fourier et la transformation de Fourier.
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I. Mise en équation

Dans ce chapitre nous mettons en équation les différents phénomeénes
physiques abordés.

Les lois fondamentales de la physique sont essentielles et
systématiquement utilisées.

|.1 Mise en équation de la propagation de la chaleur le long d’une
tige

On considére une tige mince, homogene de longueur [ isolée
thermiquement de facon a négliger tout échange de chaleur avec le
milieu environnant.
La tige est soumise initialement a une certaine température.
Selon les lois de la physique, notamment la loi de Fourier, la chaleur
passe d’'un point plus chaud vers un point moins chaud.
On se propose d’étudier la propagation de la chaleur le long de cette
tige. La tige étant mince tous les points d'une section de la tige, en,
point, sont alors a la méme température.
Notons par u(x, t)la température du point x a l'instant t.

Définition

La quantité de chaleur par unité de temps et par unité d’aire est
appelée densité de chaleur et sera notée par q.
Si s désigne l'aire de la section, le flux de chaleur moyen AQtraversant le
point x dans un intervalle de temps est donné expérimentalement par la
formule :

AQ = gsAt . D’autre part, q = —k(x) i—z ou k(x) est une caractéristique
physique du matériau de la tige. Elle représente la conductibilité
thermique.

Comme la tige est supposée étre homogene k(x)est une constante

k(x) =k

Faisons tendre At et Ax vers 0. Alorsi—f - Z—f et 2% Z—Z . Par suite

5 5 Ax
t2 0Q _ (t2 _.0u
ft1 atdt_ft1 ks——dt .

Dot Q = [;* —ks = dt .
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Ceci représente la quantité de chaleur qui traverse le point x durant
I'intervalle de temps [t; t,].

Notons par pla densité de masse de la tige et par cla densité spécifique
de la chaleur.

La quantité de chaleur nécessaire pour faire augmenter la température
de Au estalors AQ = cpsAxAu avec sSAx = v et pv = m (v est le
volume, et m désigne la masse). Donc AQ = cmAu. La quantité de
chaleur traversant le segment [x; x,] de la tige est alors Q = fxxlz cpsdx .

YA

—{ K[ }—*
X x+Ax
Fig. 1

Calculons la balance thermique sur le segment [x; x,] durant l'intervalle
de temps [t; t,] . D’aprés le principe de la conservation de I’énergie on a
Il == 12
avec
— [t 0% _ [Pz v
I, = ft1 k—(x2, 1) ft1 k——(xy, t)dt

I, = f 2c/o(u(x, t;) —u(x, ty,))dt

D’aprés la formule de la moyenne I; = k(t,— t;) {z—z (x,,7) — Z—Z (x4, T)}

Pour un, T € [ty, t,]. De méme I, = cp(x, — x;){u(x, t,) — u(x,t;)}ou
X € [xq, x5].

Divisons les deux membres de 1'égalité I; = I, par la quantité

(t2— t1) (X2 — x1).

On obtient alors
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K] 0
B0 -ReD  u@me) —u@ )

c
xz_xl p tz_ tl

Faisons tendre x,vers x,et t,verst; . Par conséquent x - x; et 7 = t;

. . : 92 0
on obtient alors ’équation k ﬁ (xi,t1) =cp 6—1: (x1,t1)

2u

> \ . ou d k 5 y s . .
Cest-a-dire —= = a® Sqz avec a® = % C’est I'équation qui gouverne le

phénomene de la propagation de la chaleur le long de la tige.

Pour une tige infinie (mince et homogéne) la méme équation décrit la
propagation de la chaleur le long de cette tige car, pour I'établir, nous
n’avons pas utilisé la longueur totale de la tige. La propagation de la
chaleur dans le plan (ou I'espace) ou dans le domaine borné du plan (ou

de espace) est donnée par un raisonnement analogue.

1.2. Mise en equation de la propagation de la chaleur a travers une
plague

Considérons une plaque finie, mince et homogene. Notons par
u(x, t) la température du point (x,y) de la plaque (on suppose donné un
systéme de repérage), a I'instant t.Désignons par k, o,et u la
conductibilité thermique, la chaleur spécifique et la masse spécifique

respectivement.

Soit As un élément de surface de la plaque. Le flux de chaleur entrant

par le coté AB (voir fig.1) est égalea -k %
X



Application de la transformation de Fourier pour la résolution des
équations aux dérivées partielles

La quantité totale de chaleur entrant par le coté AB, entre I'instant t et

. , . 9
I'instant t + At, est égalea -k %

AyAt. De méme la quantité de
X

AyAt .

. I4 V4 4 by a
chaleur quittant la surface par le coté A B ‘est égale a —k a—u
x+Ax

X

La quantité de chaleur qui demeure dans 1’élément de surface est
ou
0x

donnée par la différence et est égale a {— k Z—Z| AyAt +k AyAt} :
X

x+Ax

De la méme maniére, on peut montrer que la quantité de chaleur qui

demeure dans ’élément de surface, dans la direction verticale,

est égale a

{—ka—”| AxAt +ka—“| AxAt}.
dy y dxlyiny
A
A A’
—>
Ay —*
—>
B Ax B’
Fig.2

La quantité totale de chaleur recue par 'élément est donc la somme
des quantités précédentes. Elle sert a faire augmenter la température

de I’'élément de Au.
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Par ailleurs, la quantité de chaleur nécessaire pour augmenter la
température de ’élément, de masse m est de Au vaut moAu =
UAxAyoAu .

Egalisons et divisons par AxAyAt. On obtient alors

b, L )

o .
Ax Ay At

Par passage a la limite pour Ax - 0,Ay —» 0 et At - 0

. 0 Ju 0 du Ju
on obtient . (k a) + 3 (k 5) = Ol

, NPT , 0%u = 9%u ouou
C’est-a- dire, k, étant une constante, (— + —) = —#—, ou encore
0x2 ~ oy? k ot

0%u azu) ou ou ) )
—+ — ) = a— avec a = —. Cette équation décrit donc la
(axz t oy? ot k 9

propagation de la chaleur a travers la plaque.

I. 3.Rappels
1.3.1. DEFINITION DES SERIES DE FOURIER

Soit f une fonction définie dans l'intervalle (-L,L) et déterminée

a extérieur de cet intervalle par f(x + 2L)= f(x),
C’est-a-dire que f(x) présente une période 2L.La série de Fourier

Ou le développement de Fourier, qui correspond a f(x) est défini

Par

a N nmx in "
. +zn=1 (ancos ; + b,, sin L) (1)
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ou les coefficients de Fourier a,, et b,,sont
1 (L . NmXx
4 (n= J_, f(x) sin=—dx

< n=0,1,2.. (2)

b, = 1f_LLf(x) sin%dx

L

N
Les raisons de cette définition sont exposées dans le problemel. 4.

Puisque f(x) est de période 2L, les coefficients a, et b,, peuvent

également étre définis par les expressions

1 fC+2

L . nmx
an=r ), f(x) sin——dx

< n=0,12.. (3)

b, = %chJrZLf(x) sin% dx

-

Ou ¢ est un nombre entier quelconque .Dans le cas particulier

ou c = —L, Pexpression (3) devient identique a I’expression (2).
Il faut également noter que le terme constant dans l'expression (1)
A pour valeur :%:i f_LL f(x)dx , qui est la moyenne de f(x)

Sur une période.

SiL = m,la série (1) et les coefficients (2) et(3) ont des expressions

particulierement simples. Dons ce cas la fonction a 21 pour période.
Il faut insister sur le fait que la série (1) est seulement la série qui

Correspond a f(x). Nous ne savons rien sur sa convergence, et méme si

elle converge, nous ne savons pas si elle converge vers f (x).
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Ce probléme de convergence a été étudié par le mathématicien
DIRICHLET qui a établi les conditions de convergence des séries de
Fourier, conditions que nous allons examiner dans le paragraphe

suivant.

1.3.2. LES CONDITIONS DE DIRICHLET

Théorémel. Soit une fonction fsupposée :

i. Définie et continue dans l'intervalle (=L, L), a 'exception
d’'un nombre fini de points,
ii. Périodique de période 2L,
iii. Telle que f(x) et f'(x) sont réguliéres par morceaux dans

(—L, L). Dans ces conditions la série (1), de coefficients(2)
et (3), converge vers :

a) f(x) si x est un point de continuité,
b) f(x+0)+f(x-0)

si x est un point de discontinuité.

Il en résulte que nous pouvons écrire

flx) = +2 a, cos—+b sm%) (4)

%o
2 L

n=1
en tout point de continuité. Cependant, six est un point de

discontinuité, le membre de gauche est remplacé par

% [f(x +0) + f(x — 0)], de fagon que la série converge vers la valeur
moyenne de f(x + 0) etde f(x — 0).

Les conditions i, ii et iii imposées a f (x) sont suffisantes, elles ne sont
pas nécessaires, c’est-a-dire que si elles sont satisfaites la convergence est

assurée .Si elles ne le sont pas, la série est ou n’est pas convergente.
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Les conditions précédentes sont, en fait, généralement satisfaites dans

les cas qui se présentent en physique et en ingénierie.

Nous ne connaissons pas, a présent, de conditions nécessaires et
suffisantes de convergence des série de Fourier .11 est intéressant de
noter que la continuité seule de f(x) n’assure pas la convergence d'une

série de Fourier.
1.3.3. SERIES DE FOURIER EN COSINUS OU EN SINUS

Un développement en série de Fourier en cosinus ou en sinus, est
un développement ou seuls sont présents, respectivement, les termes en
cosinus ou en sinus. Quand on désire obtenir se genre de
développement correspondant a une fonction donnée, celle-ci est
généralement définie dans l'intervalle (0, L) qui représente la moitié de
I'intervalle (=L, L) et la symétrie de la fonction, paire ou impaire, est
alors spécifiée de fagon a ce que l'autre moitié de I'intervalle, (—L, 0),

soit parfaitement définie .Nous avons dans ce cas :

2 L . 4 3
ap =0, by =7 ) o S (x)sin nLﬂ dx Pour les développements en sinus

(5)

2 (L . :
by =0, ay = 7 ) o S (x) cos nLﬂ dx Pour les développements en cosinus

|.3.4.L°IDENTITE DE PARSEVAL

L’identité de Parseval traduit le fait que :

L OF dx = 2 4+ $50(ay ? + by?) 6)
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Si a, et b,, sont les coefficients de Fourier correspondant a f(x) satisfait

aux conditions de Dirichlet.

1.3.5. CONVERGENCE UNIFORME

Soit une série infinie dont 'expression est Y., u, (X).

Notons par S, (x) = Yht;u, (x) la somme partielle de cette série,

par définition, nous dirons que la série infinie converge vers f(x) sur un

intervalle donné si, étant donné un nombre positif quelconque e,

Il existe pour chaque x appartenant a l'intervalle, un nombre positif N,
tel que :

|Sg(x) — f(x)| < € Chaque fois que R > N (8)

En générale le nombre N ne dépend pas seulement de € mais aussi de x.

Nous appelleronsf (x), la somme de la série.

Dans le cas particulier ou N ne dépend que de € (N est alors
indépendant de la valeur dex), la série est dite converge uniformément,

ou uniformément convergente versf (x).

Les deux théoremes suivants résument deux propriétés importantes

des séries uniformément convergentes.

Théoréme 2. Si chaque terme d’une série infinie est continu dans un
intervalle (a, b)et si la série infinie est uniformément convergente vers

la somme f, alors :

1. fest aussi continue dans l'intervalle,

2. La série peut étre intégrée terme a terme,
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c’est-a-dire
(00] (0]

jb z U, (x)dx = Z jbun (x)dx (9)

a \n=1 n=1"9

Théoréme Si chaque terme d’une série infinie posseéde une dérivée et si
la série des dérivées est uniformément convergente, alors la sérés peut

étre dérivée terme a terme,

Clest-a-dire :

%Z?ﬁ:l un(x) = Z,‘fﬂ%un(x)dx . (10)

La convergence uniforme dune série peut étre établie de plusieurs
maniéres. La plus évidente consiste a calculer directement la somme
Sm(x) et d’appliquer directement, en suite la définition. Une autre
méthode, de loin la plus puissante, est d’utiliser le théoréme M de

Weierstrass :

Théoréme 4 (Le teste M de Weierstrass)

S’il existe un ensemble de constantes M,,, (n = 1,2, ..., )telles que

pour tout x dans un intervalle, |u, (x)| < M, et si, de plus,

Yin=1 M, est convergente, alors Y.,—; U, (x) est uniformément
convergente dans l'intervalle considéré. Dans ces conditions, et par

ailleurs, la série est aussi absolument convergente, c’est-a-dire

Lin=1|un (¥)] (C.N).
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Exemple.

2

, sinnx . , .
La série )5, — converge uniformément dans I'intervalle

(—m, m), (ou, en fait, dans tout intervalle), puisqu’on peut trouver un

ensemble de constantes M,,_, /,2 telles que

sinnx

n2

1.3.6. INTEGRATION ET DERIVATION DES SERIE DE
FOURIER

1 1
== et Ymeq — convergent

L’'intégration et la dérivation des séries de Fourier peuvent étre justifiées
par application des théorémes 3 et 4, qui sont valables pour toute série.
11 faut insister sur le fait, que ces théorémes conduisent a des conditions
suffisantes mais non nécessaires. Le théoréme suivent est

particuliérement utile dans le cas de I'intégration :

Théoréme 5 La série de Fourier correspondant a f (x)peut étre intégrée

terme de « a x, et la série résultante convergera uniformément
x . 14 *\
vers fa f(w)du, si f(x)est réguliére par morceaux dans —L < x < L et

si a et x appartiennent a cet intervalle.

|.4. SERIER DE FOURIER DE DEUX VARIABLES

L'idée du développement en série de Fourier d’une fonction d’'une
variable peut étre étendue au cas des fonctions de deux variables
xet y,c'est —a —dire f(x,y).Nous pouvons, par exemple,
développer f(x,y) en une double série de Fourier en sinus :

x,y) =3%_ Y B sin—E-sin ==X
. 4 L L2 . mpx . mgy
ou Bon = 15 Jo J, " fey sin—=sin—= dx
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Il. Transformation de Fourier

Dans ce chapitre nous étudions les proprietiés fondamentales des

transformées de Fourier.
I1.1. Transformée de Fourier.

11.1.1. Cas classique.

Considérons une function fnumérique réelle continue par morceaux
sur R c’est-a-dire qu’elle n’admet qu'un nombre fini de points de
discontinuités de premiére espece sur tout intervalle fini et absolument
intégrable sur R i.e [ |f(x)|dx < + .

La fonction F (1) suivante, définie pour tout A€ R

F(1) = \/%_n f_J:O f(x) e~**dx est alors correctement définie car

I'intégrale est absolument convergente.

Définition 1. La fonction F(A1)est appelée transformée de Fourier de la
fonction f(x) . Elle est aussi note f (A1) par fois.

Remarque. Il existe plusieurs variantes de la définition de la transformée
de Fourier.

Proposition 1. La fonction F (1) est bornée, continue sur R . De plus
F(A)— 0 quand A —>+o0 .

Preuve.

(i) La fonction F (1) est bornée car | F(1)| < \/%_n f_J:)ol f(x)|dx et la
fonction f(x) est absolument intégrable sur R .

(ii) Soit A5 ER quelconque . Considérons F(4, + h) — F(4,).

Ona F(ly+h) — F(1y) = v%—n [7% F(x) (e7iGotmx — g=ilho)x) gy,

1 [* o L h
_ Y, —i(Ag+o)x 5.4 hX
__\/Z_nf_oo f)(=20)(e™" 072" sin—)dx

: 2 (oo . hx
Par suite F(1y + h) — F(4,) < Ef—oo |f ()|sin h7|dx.
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Ecrivons [ = fjozolf(x)llsm %ldx.

-R
~ [ ireol[sin’s

+oo +R
dx+j |f (20)] |sinhz—x dx+f |f (20)] |sinhz—x| dx
R -R

On a:

JZo1fGollsin2]dx < [ZF1f (x)ldx
et [ @ldx < [ 71 (oldx

[ GOllsin’2]dx < RE[ZFIFG)ldx

Comme fjozo f (x) dx est absolument convergente les intégrales
) R+°°| f(x)|dx et f__o}jl f(x)|dx tendent vers 0 lorsque R— +o . Quant a
l'autre terme, comme fj;lf(x)Hsin %|dx <R’ fj;lf(x)ldx <
R2 f_J:)OI f(x)|dx, il tend vers 0 lorsque h— 0, pour tout R. On voit donc

que [— 0 avec h , ce qui traduitla continuité de F(4) .

(iii)) Pour =n, on a

F()—L.[-l_oo()—inxd
n—m_mfxe X

f(x)e .[ f(x)e "™ dx
A

1 f_B —inxd + 1
= —_— X _—
V2T J_ V21

1 (4 y
+Ef_3f(x)e dx

Comme |f__£f(x)e‘i"xdx| < f__jlf(x)ldx et f(x) est absolument
intégrable alors le membre de gauche tend vers 0 quand B— +o.

De la méme maniére [ A+°O f(x) e"™dx - 0 quand A— +o.
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1 > 7 A —1 7 . .
Quant a l'intégrale [ 5 f(x)e™™dx, elle représente le coefficient

C_y de la série de Fourier de la fonction f(x)sur les egment[—B, A].

Or ces coefficients tendent vers 0, d’apres I'inégalité deBessel.

Pour 1 quelconque , | A |— +,

ona:

F(A) = \/%f:: fx)e M dx =\/%f__jf(x)e‘mxdx

+\/% fA+00 e—i/le(x)dx + \/%fle e—ile(x)dx et, comme

précédemment les deux premieres integrals tendent vers 0 lorsque 4 et
B tendent vers +.

Prouvons donc que fle fx)e™Hdx - 0si [A| — +oo.

Par hypothese, f(x) est continue par morceaux et ne présente donc
quun nombre fini des points de discontinuités de premiére espece

sur [—B, A]. Soit ¢y, €3, ..., Cy. Ces points, et donc en dehors de ces points

est f(x) continue sur [—B, A]. Par suite

A C1 C1
j fx)e *dx = j e M f(x) dx + j FxX)e M dx + -

+ j fx)e M dx

Posons ¢y = —B, Gy = A, et] = [ f(x)e M dx.
J

Montrons que/— O.

Notant que f(x) est continue sur] Cj» Cj+1 [divisons le segment[cj, Cj+1] en

segments de longueur 2F en posanta, = c;,
2

— T __ 2T
vy Qg = Qg + 5 = ag + k55

— 21 —
a; =agt+4a; =a, +

21
ar

Le segment [cj, Cj+1]ne contient qu'un nombre fini de points a; , disons

p + 1points. Par suite
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J == fccj_f+1f(x)e‘i’lxdx = failf(x)e“"lxdx + 3Pt f;j“f(x)e‘i’lxdx

+"'+f(2, f(x)e~**dx. On notera quef (a,*) et f(ap~)existent.

Posons

( flay*) surlag ayl
f(ay) sur [ay, ap[
f(ap-1) sur|ay,ap|
f(ap™)  surlap,apil

p(x) = 5

On a alors, pour tout x € [—B, A]

1f () — p(x)|< Sup|x_xl|527n|f(x) — f(x)I

Par suite faa,j“ p(x)e M dx = f(a;) f;.j“f(x)e_i’lxdx =0 car
j j

f;j“ f(x)e™* =0,

J

D’ou |f:43<p(x)e‘i’1xdx| = |f:p§o(x)e‘i’1xdx| < f;;|f(ap)|dx

<3 sup_|fGO)

|x—x’|57
carA—a, < 2T, Doncfle p(x)e ™ *dx —» 0si |A| = +oo .
En écrivant fle f(x)e **dx sous la forme
A —ia _ A —i2 A —il
Jo fe ™ dx = [T (f(x) — p(x))e ™ dx + [ p(x)e™¥dx, en
A
remarquant que f_BI(f(x) —@(x)|dx < (A+ B) Sup|x_x,|527n|f(x) —

f(xHl, en se rappelant que la fonction f(x) est continue

sur] Cj» Cj+1 [ et donc ce dernier terme tend vers 0 quand |A| = 40, on

voit que flef(x)e‘”xdx — 0si|A] - +oo.
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Remarque. La demonstration faite montre, en fait, que la fonctionF (1)
est uniformément continue .
Proposition 2. Si, autre les hypotheses faites f(x) sur la fonction

est Xf (x) est absolument intégrable sur R alors F (4)est dérivable et
) 1
F'() = 2Flxf ().
Remarque. En notant que la transformée de Fourir est une opération

linéaire, la proposition 2 signifie que la transformée de Fourier

transforme la multiplication par la variable x en i% :
Corollaire 1. Si f(x), xf(x) , x*f(x), ...x*f(x) sont absolument
intégrables sur R alors F (1) est dérivable jusqu’a 'ordre k et

imFM (1) = F[x™ f(x)], pour tout m,m = 0,1, ..., k

Preuve de la proposition 2. On se rameéne au théoreme de la dérivation

sous le signe d’intégration en remarquant que

f::o —ixf(x)e Mdx = f_+;° ;—lf(x)e‘i’lxdx

est uniformément convergente en A car la fonction a intégrer admet la
fonction absolument intégrable xf (x) comme fonction majorante.
Proposition 3. Soit f une fonction continue et lisse par morceaux, c’est-
a-dire que sa dérivée est continue par morceaux.

On suppose fet f absolument intégrables sur R.

Alors Ff'(x)] = GAF[f(x)]]-

Preuve. Comme f (x) est une fonction continue et f (x) est intégrable
sur R alors f(x) = £(0) + [ f (t)dt . Par suite, puisque [ f (x) dx
converge absolument, |, O+OO f (x) dx existe c’est-a-dire que la limite
suivante existe limy_, , o [ (f( f (x)dx et donc lim, . . f(x) = « existe.
Montrons que @ = 0. Comme [ O+OO f(x) dx converge absolument alors,

pour toute suite X, qui tend vers +cola série de terme général
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J'Xn+1

v f(x)dx est absolument convergente et donc son terme
n

général |, ; " f(x) dx tend vers 0 sin - +oo. En particulier,
n

en prenant X,, = n, on voit que f:ﬂ f(x) dx tendvers 0 si n—+o. Par
consequent a = 0 puisque f(x) — a. On prouve de la méme maniere
que lim,_,_, f(x) = 0.Une intégration par parties donne alors le
résultat.

Corollaire 2. Si f () et toutes ses derives jusqu’al’ordre m sont
absolument intégrables alors F [ )] = GOXF[f (x)]], Vk, k =
0,1,..,m.

Remarque. Sous les hypothéses précédentes on a

FIF® ()] = GDFFIF (] ] et done [FIF (]I |2 <

vk 17 12

C
Ik car

F[g(x)] est bornée (prop.1).

Par conséquent F (1) tend vers 0, a l'infini, plus vite que toute

L

1Al

Passons a la formule d’inversion de la transformée de Fourier. Soit f (x)

puissance de

une fonction continue par morceaux et absolument intégrable sur R.

Définition. On dit que la fonction f vérifie la condition de Dini au

f(x0+t)_f(x0) dt < +OO

point x, s’il existe § > 0 tel que [ It1<5

On a alors le résultat suivant pour les fonctions vérifie la condition de

Dini.

Théoréme 1. Soit f une fonction continue par morceaux et absolument

intégrable sur R vérifiant la condition de Dini en x,. Alors

+oo

1 1 1 +4
— Fﬂe‘xod/1=lim—j
VZn.];oo @ A=+ 21 ) _p

B>+

flxo) = F(X)e*o d,.

Preuve. Posons f; p(x,) = i fj; da f_+: f(x)e o= gy .
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L’'intégrale fj: f(x)e**o~=¥)dx converge uniformément et absolument
par rapport & A car |f(x)e*®0~0| < |f(x)]| et f(x) est absolument

intégrable. On peut donc intervertir 'ordre d’intégration

fap (o) = = [ dx [ 7 f(x)e*Fo)dy.

Comme on a f+A eMxo—0)g) = [eiA(xO_x) — e_iB(xO_x)] alors
-B i(xo—X) ’

par changement de variable (t = x — x), on obtient la relation

suivante :

1 to [eiBt_o—iAt]
fan(o) = o= [ 2 f oo + ) E—"ar.
D’autre part, comme on peut le vérifier facilement

ierdet =1, et donc

2Wi T —® t

iBt_

e lAL
fan (o) = fGx0) = 7 [72f G + ) = f o) .
Montrons que f; g(x) = f(xo) lorsque Aet B tendent vers + <.
Décomposons I'intégral comme suit :

lAt]dt—{f R }(x0+t)—

—iAt
]dt ouT > 1.

iBt _

[ o +6) = fxo) &
£ o) =8

Comme la fonction f(xg + t) est absolument intégrable et

[eiBt_e—iAt] 2
—_— SES <2 etdesque [t| > Talors,siT = 4+, 1a

t

premiére et la derniére intégrales tendent vers 0 : Dans chacune de deux

expressions { f__i + f_TT + f } f(xg+t)—— lAt] dt

[ iBt _
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iBt —e

—iAt
] dt la premiere et la derniére

et ([ T+ 4177 gy =

intégrales tendent vers 0 quand T — +oVA,B. Le dernier terme

LT (g + ) — f o))

Zm -

— f T o(t) (eBt — e~ dt ou (p(t) =1 (x°+ti_f (*0) ot absolument

21 Y —

—lAL‘]
dt s’écrit sous la forme

intégrable car la fonction f(x) vérifie la condition de Dini au point x,

Cette derniére intégrable est la somme de deux intégrales de type

% f @(t) e?tdt qui, au coefficient pres, représente le coefficient c,

de la série de Fourier sous forme complexe de la fonction ¢(t).
On sait que ¢, » 0 quand v —» t .
Par conséquent, on a bien le résultat voulu : f, 5 (xo) = f(x()

Il .1.2. Convolution et transformée de Fourier.

Soient deux fonctions numériques f (x) et g(x).
Définition. La fonction h définie par h(y) = f_+: f(x)g(y — x)dx,

Lorsqu’elle existe, est appelée convolution de fet g.
On note h(y) = f(y) *g(y) -

Théoréme 2. Si les fonctions fet g sont continués, bornées, et
absolument intégrables sur R. Alors leur convolution h existe. De plus

cette convolution est continue, bornée, absolument intégrable sur R, et
L hGdy = [17fdx [ g(odx.

Preuve. On a |g(x — y)|< ¢ etdonc [f(¥)g(x —¥)|< clf(y)]. Par
conséquent l'intégrale f_+: f(x)g(y — x)dx converge uniformément par
rapport 2 y. Par suite h(y)existe et |h(y)| = | f_+: fx)gly —x)dx| <

c f Il f(y)|dy c’est-a-dire que h(y) est bornée. Elle est aussi continue

car l'intégrale f_w f(x)g(y — x)dx converge uniformément et la



Application de la transformation de Fourier pour la résolution des
équations aux dérivées partielles

fonction f(x)g(y — x) est continue du couple (x, y) sur tout
rectangle [a, b] X [c, d].

Par suite, on peut aussi intégrer et changer I'ordre des intégrations :
IS ax LI ollg(x = wldy = [2 7 dy [Z1F0)llg (e = y)ldx .
Comme |h(x)| < [71f (3)g(x = y)ldy alors

[ h@)ldx < [° dx [*71F0)l1g(x = y)Idy. D oi

[Sh@ldx < 77 dy [ If(Y)IIg(x ¥)ldx ¢’est-a-dire
LR dx < [T O)ldy [0 Ig(t)ldt <

LI ldy [271g@)lde.

Par conséquent limy._, ; o f Ih(x)l dx existe. La fonction h est donc

absolument intégrable sur R .
Pour les mémes raisons

[ hdx = [T [T F)g(x — y)dy dx =
2 f o) [ g(tydedy =

12 FO) 77 gtoratay - 17 ) [ erymng(Odtdy.
On peut montrer que cette derniére intégrale tend vers 0 lorsque «c— +co.

Par conséquentona [ h(x)dx = [ f(dy [ g(t)dt.
11.2 . Transformation de Fourier d’une fonction radiale "a deux
dimensions
On a:
F) = [ o f)erdr

En utilisant dans le plan des coordonn “ees polaires r et 0 d “efinies en

prenant comme axe polaire la direction du vecteur k, on a:

fQ) = [,"drr f(r) [ d(8)ekreose,
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La fonction F(k) ne d "epend en realit "e que du module k de k. C’est
donc aussi une fonction radiale. En utilisant la repr esentation

int "egrale de la fonction de Bessel d’ordre zéro>J,(x) on obtient le
résultat suivant :

o}

F) = 2m f ro (k) f(r)dr

0
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I11. Application de la propagation de la chaleur

I111.1. Cas d’une plaque circulaire

Une plaque circulaire de rayon unité et dont les faces sont isolées est
placée dans une situation tell quune de ses moitiés est maintenue a la

température constante u, et autre a la température constante u, .

U,

Trouver la température d’état stationnaire de cette plaque.

En coordonnées polaires(p, @), 'équation aux dérivées partielles

représentant la propagation de la chaleur dans I'état stationnaire est :

0*’u 10du 162u_

4 + = 1
apz p ap p2 a@Z ( )
Les conditions aux limites sont :
(u 0<@<m
u(1,9) = {uz T<Q<2m (2)
lu(p, ®)| < M, Cest-a-dire u est limité dans la région (3)

Posonsu(p, @) = po , ou p n’est fonction que de p, et ¢ une

fonction de @ seulement .Il vient alors

1 1
P’/¢ + _P’¢ + _P¢// — 0
p p’
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En divisant parP®, multipliant par p“et en réarrangeant les termes,
p p par p g

ZP// P/ 144
pr” PP ¢

P P &

En posant chaque membre égal a A2
¢+ 2*°d=0 p’P” + pP — A*P =0 (4)
La premiére équation de(4) a pour solution générale
b = A; cosAD + B; sin A0

La deuxiéme équation de (4) est une équation d’Euler ou de Cauchy. En
posant P = pX il vient K = +1,p* etp™ sont solutions. D’ot1 la

solution générale
P=A,,+B,,-2

Puisque u(p, @) doit avoir une période 2 en @, nous devons avoir
A=m=1,273,..

Et puisque u doit étre bornéa p = 0, B, = 0,d’ou
u =P = Ay,m(A; cosm@ + B, sinm@) = p™(A cosm® + B sinm@®)

Et par superposition
(0]

u(p, @) = 7 Z p™(A,, cosm@ + B,, sinm®)

u(1,09) = 70 Z (A,,, cosm@ + B,, sinm®)

est une solution.
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Dans ces conditions d’apres la théorie

1 21
A, = —J u(1,®)cosm@ do
TJo

1 Y
= —j u, cos m@pdo
TJo

0 sim>0
u;+u, sim=20

1 21
+—j u, cos modQ@ ={
n A

1 2T
B, = —f u(1, @) sinm@do
tJy

I 1% (w—uz)
= —j u;sinm@dg + —] U, sinm@d@ = ——— (1 — cosmm)
T J, ), mm

D'ou :

(o]

(uy+u,) N z (w—uz)(1 — cosmm)

> — p™ sinm@

u(p,®) =

m=1

(utuy)  2(u—uy)

1 1
(psin@ +§p3sin3® +§pssin5® + )

u+u u,—u 2psin @
=(1 2)_|_ 1 Ztan_l(p 2)
2 1 1—-p
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I111.2.Cas d’une plaque carrée

Soit une plaque carrée dont les c6té ont la longueur unité. Les

faces de cette plaque sont isolées et ses cOté sont maintenus a 0 T .

Si sa température initiale est spécifiée, déterminer I’évolution de la

température en tout point de cette plaque.

y
(0,1) 0°C (1,1)

0°C 0°C
f6y)

(0,0) 0°C (1,0)
Choisissons un systéeme de coordonnées comme celui de la Fig.

L’équation qui donne la température u(x,y, t) en un point (x,y)au

tempst est :

ou 0%u N 0%u 1)
ot \axz " 9y?

Les conditions aux limites sont :
lu(x,y, )l <M
u(0,y,t) =u(l,y,t) =ulx,1,t) =0
u(x,y,0) =fx,y)

ou 0<x<1 0<y<1¢t>0.
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Pour résoudre le probléme posons u = XYT, Ou X, Yet T sont des

fonctions de x, y et t, respectivement.(1) devient alors :
XYT =x(X”YT + XY”T)
La division par mXYT donne

T/ _ X//+ YII
kT X

Le membre de gauche est une fonction de t seulement, tandis que le

membre de droite n’est fonction que de xet y.

Chacun de cas membres doit donc étre constant, disons—A2
L ) vy ,
Dou T +xrAT =0 Y-I_?:_'l (2)
La deuxieme équation peut s’écrire
X// Y//

_:___AZ

X Y

De nouveau, et pour des raisons analogues, chacun des membres doit

étre constant, disons= —u?

Dou X "+ u?X=0 Y+ A2 —u®)Y =0 3)
Les solutions des deux équations (3) et de la premiére équation (2)

S’expriment par X = a, cos ux + by sin ux

Y = a,cos/A2— u2y + b, sin\/A2— u?y, T = aze 4"t

Il en résulte qu'une solution pour (1) est
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u(x,y,t) =(a, cos ux + b, Sin#x)(az cos+/A2 — 2y +
b, sin /A2 — 2 y)(age“dzt)
D’apres la condition aux limites u(0,y,t) = 0, il vient a; = 0.

De u(x,0,t) = 0,il vient a, = 0, et la solution satisfaisant ces deux

conditions est

u(x,y,t) = Be"**tsin ux sin /12— u?y

Ou nous avons posé B = b;b,a; .

D’aprés la condition aux limites u(1,y,t) =0, u =mn,m=1,2,3, ...et
d’apres u(x, 1,t) =0,

JAZ—pu?=nm,n=1.23,..,0r 1 =Vvm?+ n?m.
Dans ces conditions
u(x,y, t) = Be-Xm*+n)n? t gin may sinnmy

est une solution qui satisfait a toutes les conditions exceptée
u(x,y,0) = f(x,5).

Maintenant par superposition nous pouvons arriver a une

solution possible

ulx,y,t) = 2 Z Bpne XM sin murx sinnmy (4)

m=1n=1

En posant t = 0, et en utilisant la condition u(x,y, 0) = f(x,y), il vient

flx,y) = z z By, sinmmx sinnmy

m=1n=1
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Et, B, =4 fol f01 f (x,y) sinmmx sin ny dxdy (5)

La solution formelle de notre probleme est alors donnée par(4) ou les

B, sont déterminées par (5).
11 .3 Cas d’une tige fini

Nous examinons les deux problémes, fondamentalement différents,

sulvants :

1. Etude de la propagation de la chaleur le long d’une tige finie, sans
perte de chaleur. Les extrémités de la tige sont maintenues a une
température nulle. La température initiale est une fonction donnée du
point de la tige. Il s’agit du probléme :

(
ou d%u

_=a2—0SXSl,0St<+OO;
at dx?

U, t) =u(,t) =0 0<t<+oo,

U(x,0) = f(x) 0<x<lI
Cas particulier ou f(x) = u, est constante.

2. Etude de la propagation de la chaleur le long d'une tige fine, sans
perte de chaleur. Les extrémités de la tige sont thermiquement isolées.
La température initiale est une fonction donnée du point de la tige. I1
s’agit du probléme :

(

ou 2—62u0< <L0<t<+

- = (o)

ot oxz T EUE '
< ou ou

a(O,t)—a(l,t)—O 0<t< +oo,
\

u(x,0)=f(x) 0<x<lL
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Nous résolvons, en détails, le probleme 1 et indiquons la solution du

probleme 2 et comment la trouver.

Utilisons la méthode de Fourier et cherchons une solution u(x, t)sous la
forme u(x,t) =X@)T(t).

,, . ou %u ,, . , ’e
L'équation — = a*—— s’écrit alors XT" = a’TX”.

\ 1
D’ou —==—
X

Le membre de gauche est une fonction dex seulement tandis que celui
de droite ne dépend que de t. Par conséquent chacun d’eux est une
17

X//
constante ¢ : — = > =cC
X a“ T

X” 77 b4 : r 2 b
On a donc ~ = couencore X" = cX dont I’équation caractéristique

Sécrit > — c = 0.

Si ¢ > Ol’équation caractéristique admet les racines ++/c et la solution
X (x)est donnée sous la forme X(x) = a,eV™ + a,e VX, L’équation
1T

—— = cdonne T(t) = ke®*t,
a? T

Par conséquent u(x, t) = ke® ¢t [ale‘/a + aze_\/c_].

La constante k est, évidemment, non nulle sinon T'(t)est identiquement
nulle, et par suite, u(x, t)est aussi identiquement nulle ce qui est exclu
et contredit la condition initiale u(x, 0) = f(x). Par suite, les conditions

au bord u(0,t) = u(l,t) = 0 s’écrivant sous la forme

ke®[a, +a,] =0

keazc’f[ale‘/a + aze“/a] =0
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Donnent lien au systéme
la; +a;] =0

[ale‘/a + aze‘m] = 0.

Qui se réduit alors a I’équation a, [e‘/a + e_‘/a] = 0.

Par conséquent a; = a, = 0 et donc u(x, t) est aussi identiquement

nulle ! Le cas ¢ > 0 ne peut avoir lieu, et donc ¢ < 0.
Posons alors ¢ = A%

L’équation caractéristique s’écrit donc solution s’écrit donc > + 1> = 0

et admet +4i comme racines.

La solution X (x)s’écrit alors sous la forme X(x) = a, cos Ax + a, sin Ax,
et T(t) sous la forme T(t) = ke 4%t Trouvons les différentes
constantes a partir des données. Les conditions u(0,t) = u(l,t) = 0 se

traduisent en X(0) = X(1) = 0 et donnent lieu au systéme suivant :

a, cosAl + a,sinAl =0
ui se réduit a ’éguationa, sin Al = 0. Comme nécessairement
2

a, # 0 alors sin Al = 0. Par conséquent Al = km, ouk € z. La condition
initiale s’exprime par T(0) = f(x) = k. On a donc des
solutionsuy (x, t)sous la forme u (x,t) = by, {exp (—k2 7;—22 az) t} sin ?

(ici on a posé b, = ka,). La somme de solutions du probléme 1 étant
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encore une solution trouvons, conformément au principe de

superposition, la solution u(x, t)

sous la forme

+ oo 2
k
u(x, t) = z b, {exp (—kz 7;—2a2> t} sin?
k=1

La condition initiale u(x, 0) = f(x) se traduit par
+0oo k
X
flx) = 2 by sinT
k=1

Ceci exprime que f(x) se décompose en série de Fourier sinus sur [0, []

et donc
2 (! - kmx
b, =-| f(x)sin——dx.
) l
Conséquences
- Lo 0 : .k
i.  Lasérie Y12 by {exp (—k2 7;—2 az) t} sin g est convergente

uniformément et absolument car b, — 0 et la série
i) {exp (—k2 7;—22 az) t} converge et représente une série
majorante pour la série précédente.

ii.  On peut vérifier que la série peut étre dérivée terme a terme car
les séries obtenues par dérivation formelle convergent aussi
uniformément et absolument.

iii. Montrons que u(x,t) = f(x) quand t = 0*. La somme partielle
de la série Sy (x, t) est continue et converge uniformément vers
u(x,t). Par conséquent u(x,t) - u(x, ty) quand t - t,.

En particulier pour t, = 0, on voit que u(x,t) = f(x) c’est-a-
dire que u(x, 0) = f(x).
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En conclusion la solution du probléeme 1 est donnée par

+oo T kmx
u(x, t) = z b {exp (—kz l—2a2> t} sinT
k=1

Ot les b, représentent les coefficients de Fourier sinus, sur les segment
[0,1], de la fonction donnéef (x).

Pour le deuxiéme probléme on suit la méme démarche : Si ¢ > 0 alors
X(x) = ale\/a + aze_\/a, T(t) = ke®“t, et comme précédemment,

u(x,t) = ke®t[a,eVe* + aeVex].
Par suite 2% (x,t) =X'T.

0x
.. ou ou s, .
Les conditions au bord ™ (0,t) = ™ (I, t) = 0 S’écrivent
X’(0) = X’(1) = 0 et donnent lieu au systéme suivant :
al\/z - az\/z - 0

aeeVel — a,\ce Vel = 0.

On obtient donc a; = a,.Sia; = 0 alors a, = 0 et par

Conséquent u(x, t)est identiquement nulle car X (x) s’annule
identiquement. Ce cas est exclu. Si a; # 0, la seconde équation donne

2V/cl = 0, ce qui aussi exclu. Donc ¢ = —4% < 0. Par suite
X(x) = a, cos Ax + a, sin Ax, et T(t) = ke 4@t

Trouvons les différentes constantes a partir des équations
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X’(0) = X’(l) = 0. De la premiere X"(0) = 0, on obtient a, = 0 et
Donc X(x) = a, cos Ax.

La seconde équation X’(I) = 0 permet alors de calculer a, :on trouve

N . k
Al = km, ou k € Z.Par conséquent X(x) = a,cos %et

T(t) =k {exp (—k2 7;—22 az) t}.

On a donc des solutions u; (x,t) sous la forme

u, (x,t) = ay {exp (—kZ?—;az) t} cos k%x(en posant a; = ka,). On
continue, comme précédemment, pour aboutir a la conclusion suivante :

La solution du probléme 2 est donnée par

+00 5

T kmx

u(x, t) = z ay {exp (—kz l—2a2> t} cos ——
k=1

Ou les a; représentent les coefficients de Fourier cosinus, sur le

segment [0, [], de la fonction donnée f(x) c’est-a-dire

a, = %folf(x) cosklixdx (k=0,1,2,..).

IV. Cas d’une tige infinie

La propagation de la chaleur le long d'une tige infinie est modélisée

par le probléme aux limites suivant :
4
ou d%*u

) i oxz TXSxSHe 0st<de

U(x,0) = uy(x) donneeentout x.

On suppose que pour tout t = 0,
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) ou 0%u .
1. les fonctions U(x, t), Ft et .z sont continues et absolument

intégrables, comme fonctions de x, sur R, pour tout ¢ = 0.
du(x,t)
at

t20:|

admet une fonction majorante intégrable sur R, pour tout

au;f't)| < @(x)avec f_+;° o(x)dx < +oo.

Désignons par V (4, t)et V,(A) les transformées de Fourier de u(x, t)et
de uy(x)respectivement. Appliquons la transformation de Fourier aux
deux membres de 1’équation aux dérivées partielles. On obtient :

+0o0 du(x,t)

1 —iAx — [az_u
\/an—oo ot € dx F 0x2

Notons d’abord que I'intégrale converge uniformément en A, d’apres la

ou(x,t) _;
( )e ilx

condition 2, et que or

est une fonction continue du couple

. . .9
(x, t) sur tout rectangle. Par conséquent on peut faire sortir o On

: V(AL 92 . .
obtient donc % =F [ﬁ] En utilisant les deux propositions

précédentes on voit que le probléme initial devient :

vy
e = VLD

V(4,0) = Vy(A).

qui admet pour solution la fonction V(4,t) =V, (L)e~*°t@. Ainsi

V(A t) = \/%F[uo (x) = f(x,t)] avec [f(x,t)] = et Trouvons donc la
fonction f(x,t). Comme conséquence on aura

u(x,t) = \/%uo(x) * f(x,t).

AZ

. _ 2 1 _~
Lemme. Soit a > 0. Alors F[e™® | = —e .
—ax?] _ 1 T _ax? —ilx -1z
Preuve. On a F [e ] == f_oo e e7"*dx .Considérons

I = 5ﬁc+e‘azze‘i’12dz ou Ctest le contour ABCD, z = x + iy (voir fig.)
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v

A B

ona0=1=($,, +P,.+9., +$,,)f(2) dz avec

f(z) =e™ % ‘"2 SurBCz =R+ iy et donc, par un calcul direct, on

obtient |f(2)| = e~4#*~¥) ety = gay’edyg=aR?

Par suite |5ﬁBCf(Z)dZ| < f;}lz e etV e=aR%qy et donc SﬁBCf(Z)dz -0
quand R - +c De méme _CﬁDAf(Z)dZ — 0 quand R — +.

Par conséquent § pf(2)dz = ¢ pcf(Z)dz , etdoncen faisant R - +
on obtient fj:f(x + iy;)dx = fj:f(x + iy,)dx (y;, y,désignent
respectivement les ordonnées des points Bet C ) c’est-a-dire qu’on peut
intégrer de —a +le long de toute droite parallele a I'axe des
abscisses. En particulier, en prenant y; = y quelconque et y, = 0 on

obtient

F[e—axz] — \/%_ﬂf:: f(x + iy)dx — \/%_ﬂeay2+ly J‘_‘"O:o e—axz—ix(Zay+A)dx .

Prenons, en particulier, y tel que 2Zay + 1 =0i.e.y = — % :

22 A2 : .
Donc y* = = ay’*+ Ay = — -~ On obtient ainsi

AZ
Fle=o*] = \/L_e_ﬁ /77 e=2** dx . posons xv/a = t. Alors

+o  _ax? R B — ﬁ A
J_ e ™ dx = \/Ef—oo e”"dt = 7= .Par conséquent

AZ
2 —_—
1 Xyr e 1a

a -_— .
2T Va V2a
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1 :
En prenant t = —on obtient :

Corollaire. On a

e 4t

On voit donc que f(x,t) = 5 -

En conclusion, la solution u(x, t) est donnée, sous forme d’intégrale

appelée intégrale de Poisson, par la formule suivante :
u(x, ) = = [ e uy(x — y)dy
] \/Z_Tl't —® 0 .

Remarque. Nous avons utilisé la formule bien connue

+oo _,2 .. , . \ .
J__e tdt =+/m. Voici une démonstration assez bréve. Soit A le
carré centré a lorigine d’aréte 2R, D;, D, , les disques centrés a l'origine

et de rayons R et Rv/2 respectivement. Les inégalités suivantes sont
triviales :

ffDle‘xz‘yzdxdy <[ [,e* ¥V dxdy < fsze‘xZ‘yzdxdy
Le passage en coordonnées polaires donne immédiatement

ffDle_xz_yzdxdy = (1l - e‘Rz),f fDZe—xz—ydedy — (1 — e_ZRZ)_
Un calcul simple et direct montre

quef e dxdy = (7 e ’dt )2

11 suffit de passer a la limite lorsque R — +c.
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Conclusion

En conclusion, résumons les different résultats de ce travail :

1. Comme application des séries de Fourier, nous avons résolu le
probleme de la propagation de la chaleur le long d'une tige finie,
sans perte de chaleur. Les extrémités de la tige étant a temperature
constante .

2. Comme application des séries de Fourier, nous avons résolu le
probleme de la propagation de la chaleur a travers une plaque.

3. Nous avons étudié les propriétés des transformées de Fourier .

4. Enfin Comme application des transformées de Fourier, nous avons
résolu le probléme de la propagation de la chaleur a travers une

tige infinie.
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