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Résumeé :

Le théoreme de Frobenius donne une condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité
locale d’un systéme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre dont le membre
de droite dépend des variables, des inconnues, mais ne dépend pas de dérivées partielles
de ces inconnues. Ce théoreme conduit a considérer les « variétés intégrales » qui nécessite
la notion de feuilletage. Pour le traité, on donne premierement un rappel de définitions
de base de la géométrie différentielle. En suite, on aborde la notion d’une distribution(
champ de p-plans), d’une variété feuilleté et leurs propriétés. Puis, on donne la preuve
détailler du théoreme de Frobenius.

Mots clés : Champ de p-plans; Feuilletage ; Variété feuilleté ; Théoreme de Frobe-
nius.
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Abstract :

Frobenius’ theorem gives a necessary and sufficient condition of local integrability of a
system of partial differential equations of the first order whose right-hand side depends on
variables, unknowns, but does not depend on partial derivatives of these unknowns. This
theorem leads to consider the "integral varieties" which requires the notion of foliation.
For the treatise, we first give a reminder of basic definitions of differential geometry.
Next, we discuss the notion of a distribution (field of p-plane), a foliated variety and their
properties. Then, we gives the detailed proof of the theorem of Frobenius.

Key-words : Field of p-plane; Foliated variety ; Foliation ; Frobenius’s theorem.
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Introduction

Le théoreme de Frobenius donne une condition nécessaire et suffisante d’intégra-
bilité locale d’un systeme d’équation aux dérivées partielles du premier ordre dont le
membre de droite dépend des variables, des inconnues, mais ne dépend pas de dérivées
partielles de ces inconnues : un tel systeme d’équation aux dérivées partielles est appelé

un " systeme de Pfaff ".

Le théoreme de Frobenius conduit & considérer les "variétés intégrables" de la géomé-
trie différentielle et peut s’exprimer dans ce langage. Ces variétés intégrables conduisent
a la notion de feuilletage.

Ce travail se compose de trois chapitres. Le premier chapitre contient des rappels et
les définitions de base de la géométrie différentielle ( les variétés différentiable, les espaces
tangents, dérivation, application tangente,... ), et on cite les propriétés élémentaires et
nécessaires pour la suite.

Dans le seconde chapitre : Pour étudier un mouvement sur une variété, nous avons besoin
de quelques définitions comme : équation différentielle sur une variété M de la forme

ou X est un champ de vecteurs sur M et ¢ est une courbe sur M. Tout champ de vecteurs
sur M définit donc une équation différentielle, dont 'inconnue est la courbe ¢ : R — M.
En chacun de ces points, cette courbe doit avoir pour vecteur tangent le vecteur associé
a X en ce point. En physique, ce type d’équation différentielle est tres connue. Comme
dans les espaces vectoriels normés, on peut parler dans ce cas a l'existence et 'unicité de
solutions. L’unique solution avec des conditions initiales de cette équation est appelée le
flot de X. On parle de quelques propriétés du flot local.

Dans le troisieme chapitre, on aborde la notion de distribution ( champ de p-plans),
et d'une variété feuilleté et leurs propriétés. Puis, on donne la preuve détailler du théo-

réme de Frobenius.

On termine ce mémoire par une conclusion.



Chapitre 1

Variété différentiable

1.1 Rappels de topologie

Définition 1.1. Un espace topologique est un ensemble M muni d’'une famille de sous-
ensembles de M, appellés ouverts, telle que :

i) ensemble vide () et M sont des ouverts;

ii) lintersection N,U, d’un nombre fini d’ouverts est un ensemble ouvert ;

iii) I'union U,U, d’ouverts est un ensemble ouvert.
La famille d’ensembles choisis comme ouverts s’appelle topologie de M. Un ensemble
s’appelle fermé si son complément est ouvert. (En particulier, () et M sont au méme temps

ouverts et fermés. )

Définition 1.2. Une base B pour une topologie est un ensemble d’ouverts telle que tout

ouvert peut s’écrire comme une union d’ouverts.

Définition 1.3. La topologie induite sur A C M est I'ensemble d’ouverts de la forme

ANO ou O est un ouvert de M.

Définition 1.4. Un ensemble ouvert contenant un point x € M s’appelle voisinage de M.
Un espace topologique M est de Hausdorff, ou 75 - separé, si pour tous les points distincts

x et y de M il existe des voisinages U, et U, qui ne s’intersectent pas, i.e. U, N U, = 0.

4



1.1. RAPPELS DE TOPOLOGIE

Définition 1.5. Une application ¢ : M — N entre deux espaces topologiques est
continue si pour tout ouvert V' C N I'image réciproque ¢! (V) C M est un ouvert.
Une application continue ¢ : M — N est un homéomorphisme si elle est bijective et sa

réciproque ¢! : N — M est aussi continue.

Définition 1.6. Un espace topologique M est dit a base dénombrable s’il existe une

famille dénombrable B d’ouverts de M constituant une base de la topologie de M.

Définition 1.7. Un espace topologique M est dit connexe si pour tous les ouverts disjoints

U,VdeMavec UNV = M, on asoit U =10, soit V=10.
Définition 1.8. Une fonction f définie par :

f:UCRxR" — R"

(t,l’) — f(th;):ft(x)'

est dite k-lipschitzienne de costante £ > 0 en x si :

V(t,z1), (t,z2) €U |fe(wr) — fe(zo)|| < Kl|lzy — 22|



1.2. VARIETE TOPOLOGIQUE

Considérons le probleme de Cauchy suivant :

X(t) = jt(xa)) = f(t,X(1)) 1)
X (tog) = xo avec (tg,xq) € U;

Théoréme 1.1. (Théoréme de Cauchy)
Soit f: U C R x R® — R"™ une fonction k-lipschitzienne en x, et continue.

alors :

1. (existence) pour tout (to,zo) € U , e > 0 et il existe x :| — e, +e[—> R" de

classe C' satisfaisant le probléme de Cauchy (1.1);

2. (unicité) si xy :] —e,+el— R™, x5 | — n,4+n[—> R™ sont des solution de
probléme (1.1) telle que :
dty €] —e,+e[N] —n,+n]  z1(t1) = xa(te)  alors :
Vit €] —e,+elN] —n,4n[ a1 (t) = 22(t) ;

3. (régularité) si f € C* 1<k < oo alors toute solution v : I C R — R" est de

classe CF+1,

1.2 Variété topologique

Définition 1.9. Soit M un espace topologique, on dit que M est une variété topologique
de dimension n, (n € N* ), si le trois proprietés sont vérifies :

— M est T5 -séparé.

— M posséde une base dénombrable.

— Pour tout z € M, U € V, homéomorphe a un ouvert de R".

Proposition 1.1. La dimension d’une variété topologique est un invariant topologique.

Deuz variétés homéomorphe ont la méme dimension.

Proposition 1.2. Toute partie ouverte d’une variété topologique de dimension n, est elle

méme une variété topologique de méme dimension.



1.3. CARTES LOCALES ET ATLAS

1.3 Cartes locales et atlas

Soit M une variété topologique de dimension n.

Définition 1.10. Une carte sur M est le couple (U, ) formé d'un ouvert U C M, appelé

domaine de la care et d’'un homéomorphisme ¢ : U — p(U) C R™.

Remarque 1.1.
Chaque point de M posséde au moins une carte locale.

Pourp e U € M, on a ¢(p) = (©1(p),---,en(p)) € R™ est appelée fonction de coordon-

nées.
Notons par :
m=Pri:R" — R
(T1,. .. xy) —>
Vi=1,...,n la i projection, Uapplication z; : U —= o(U) 5 R est appelée i

coordonnées locale sur U.

Définition 1.11. Soit M une variété topologique de dimension n, (U, p) et (V, 1) deux
cartes locales sur M, avec U NV ## (), elles sont dites différentiablement compatibles si
'application de transition oo™ : p(UNV) — (UNV) est différentiable (ou de classe
C* 1<k < +0).
Remarques :

— Si k = o0, on dit que 'application de transition est lisse.

— La relation " étre différentiablement compatible" est une relation d’équivalence.

Définition 1.12. Un atlas topologique sur une variété topologique M de dimension n est

une famille de cartes locales {(U;, ;),7 € I(I C N)}, avec :

MQUUz'

iel



1.4. VARIETES DIFFERENTIABLES

Définition 1.13. Un atlas différentiable (C*,1 < k < co) sur une variété topologique M
de dimension n est une famille de cartes locales {(U;, p;),t € I} telle que :

i/ M = U Ui

ii/ Vi,j € I, les cartes (Ui, ;) et (U, ;) sont différentiablement compatibles (les

applications de transition ¢; o gpj_l sont différentiables (de classe C*) ).

1.4 Variétés différentiables

Définition 1.14. Un atlas différentiable A (de classe C*) pour une variété topologique
M de dimension n, est dit maximal s’il n’est pas inclus strictement dans aucun autre atlas

différentiable (de classe C*) sur M.
Lemme 1.1. Toute atlas A pour M est contenu dans un atlas maximal A de M.

Définition 1.15. Une variété différentiable (de classe C*) de dimension n est une variété

topologique de dimension n, muni d'un atlas différentiable maximale (de classe C*).

Définition 1.16. Une structure différentiable (de classe C*) de dimension n est le choix
d’un atlas différentiable sur cette variété.

D’apres Lemme 1.1, on a le corollaire suivant :

Corollaire 1.1. Si M est une variété topologique qui a une structure différentiable alors

M est une variété différentiable.

Exemple 1.1. Sphére unité S”
La sphére unité S™ = {(z1,...,2,41) € R"™ 2 + ...+ 22, = 1} est une variété
différentiable de dimension n. S™ muni de la toplogie induite par la topologie de R

Soit N =(0,...,1) et S=(0,...,—1) le pdle nord et le pdle sud respectivement.



1.5. APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

Soit Uy = S"™\{N} et Us=S"\{S} avec :

(pNiUN — R"

e
I — 2 I —%p1

!

(T1,. oy Tpy1)

QOSZUS — R"

x x
(xl,...,a:nﬂ) — (71 ”)

]-+xn+1’ .’1+$n+1

A={(Un,¢n), (Us, ps)} un atlas différentiable (de classe CF).

Les variétés grassmanniennes

Définition 1.17. Soient r € N, n € N*, K = (R ou C), et V un K-espace vectoriel de
dimension finie n.
La variété grassmannienne, notée, par G,.(V') est I'ensemble des sous-espaces vectoriels de
V' de dimension r.
Remarques :

i) Go(V) et G, (V) sont réduits & un point.

ii) G.(V) est vide si r > n.

iii) G1(V) est 'ensemble des droites vectorielles de V.

1.5 Applications différentiables

Soient M et N deux variétés différentiables de dimension n et m respectivement et
soit f: M — N une application.

Définition 1.18. Soit (U, ¢) une carte de M en p, et (V,1) une carte en f(p) de N avec

f(U) c V. On dit que 'application f définie par :

f=vofop:pU)CR" — (V) CR™,

9



1.5. APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

est expression locale de f lue dans les cartes (U, p) et (V, ).

Définition 1.19. L’application f est différentiable (ou de classe C*¥ 1 < k < +o00 )
au point p € M, si pour toute carte (U, ) en p de M, et pour tout carte (V,7) de N
contenent f(p) avec f(U) C V, telles que f I'expression locale de f est différentiable au

p (ou de classe C*).

Définition 1.20. On dit que f est une application différentiable sur M, si elle est diffé-

rentiable en tout point p € M.

Remarque 1.2. Cette définition a un sens car la notion de différentiabilité ne dépend
pas des cartes choisies dans les variétés.

En effet, si on choisit (U',¢") une autre carte en p sur M, et (V',4") une autre carte en

f(p) sur N avec f(U')CV'. On a :

Yofo()™ = Yo lo)ofo(p top)o(y)
= oyl o(ofopopol(y)

1

Puisque les applications des changement de cartes ¥ op~! et po ™ sur N et M respec-

tivement sont de classes C* alors ¢ o f o (¢')7! est de classe C>.
Propriétés :

i) Toute application différentiable est continue.

ii) Idy : M — M est une application différentiable.

iii) La composition de deux applications différentiables est différentiable.

Définition 1.21. Une application f : M — N est un difféomorphisme de M sur N, si

f est une bijection et si f et f~! sont différentiables, on a alors nécessairement dimM =

dimN.

10



1.6. ESPACE TANGENT

1.6 Espace tangent

Vecteur tangent

Définition 1.22. Soit M une variété différentiable de dimension n, (n € N*), et p un

point de M, on s’intéresse aux courbes qui sont différentiables et qui passent par p :

c:]—e,+e[ — R

t — c(t) avec ¢(0)=np.

Définition 1.23. Deux courbes ¢; et ¢y sont tangentes en point p, si ¢;(0) = ¢3(0) = p,
et si pour toute carte locale (U, ¢) tel que p € U on a :

d d

Spoe)(0) = 2@ o)) (12)

Remarque 1.3.
i) La définition est indépendante de la carte choisie.

En effet, si (V1) une autre carte autour de p, on a :

i(m o cl>(0) = i(@bl optopo Cl>(0)
d

= Z(@ee™o o)
= Do) (1/11 o 901> o jt(so o 01) (0)
= Dy (@/11 o 90_1> o Zf(so o Cz) (0)

d

= dt<¢1090_10%0002>(0)

;i(wl o cl) (0) = CZ<¢1 ° C2> (0).

it) On définit ainsi une relation d’équivalence sur l'ensemble de courbes qui passant

par p : c1Rea, si elles sont tangentes en p.

Définition 1.24. Un vecteur tangent a M en p est une classe d’équivalence de courbes
tangentes en p. L’espace tangent a M en p, noté, T),M est I’ensemble des vecteures tangents

a M en p.

11



1.7. DERIVATIONS

1.7 Dérivations

Notation :
Considérons ’ensemble des fonctions a valeurs réelles, de classe C'°° , définies sur un ouvert
de M contenant un voisinage de p, dans lequel on identifie les fonctions qui sont égales

sur un voisinage de p. On note C*°(p) ou Cy*(U) ou C°(M) cet ensemble. Notons
que c’est une algebre.

Définition 1.25. Une dérivation en p est un opérateur linéaire D, : C;O(M ) — R qui
vérifie la régle de leibniz. Autrement dit : D, est une dérivation si, pour tous réels o, 3 et

toutes fonctions f, g dans C3°(M),
i) Dy(af +Bg) =aDyf+ BDyg
ii) Dy(fg) =g®)Dpf + f(p)Dyy.

Remarque 1.4. Toute dérivation vérifie Dyc = 0 ot c est une constante.

Lemme 1.2. Soit (U,p), ¢ = (¥1,92,...,¢n), une carte centrée en p (p(p) =0). Pour

toute fonction g € C3°(M), il existe des fonctions x1, X2, - - -, Xn € C;°(M) telles que :
9=9(p)+>_vixi
i=1
Autremnt dit, Vg € U : g(q) = g(p) + > ¢i(@)xi(q).

Proposition 1.3. Chaque dérivation de C;°(M) est localement de la forme

7

n a .
Dy = z:Ui%‘%’(p) ot v; = Dypi = Dp(mi 0 p).
i—1

Notation :

On note Der(Cy°(M),R) = Der(Cy°(M)) 'ensemble de toutes les dérivations sur Cp°(M).

Proposition 1.4. L’ensemble des dérivations Der(Cp°(M)) est un espace vectoriel de

dimension n = dimM. Si (U,p) est une carte locale en p avec coordonnées locales
0 0
(x1,...,2,) alors {axl, e axn} est une base dans Der(C°(M)).

Lien entre dérivation et vecteur tangent.

12



1.7. DERIVATIONS

Proposition 1.5. Soient g € C;°(M) et X, un vecteur tangent en p. Alors la dérivée
7 —(goc)(0) est la méme pour toutes les courbes c : s +— ¢(s) passant par p est appartenant
a la classe d’équivalence X,,.

Démonstration. Soit (U, ) une carte locale au voisinage de p, ¢ et b deux courbes tan-

gentes en p. Alors :

Ccli(gob)(()) = Dyw(goy™')o jt(gobﬂo)
= Dywl(goy 1)02(900)@)
d
= —(g00)(0)

Proposition 1.6. L’application g — X,.g est une dérivation.
Théoréme 1.2. L’ensemble des vecteurs tangents T,M s’identifie a Der(Cy°(M)).

Démonstration.
Soit W : T,M — Der(Cy°(M)) qui a une vecteur tangent X, fait correspondre la dériva-

tion définie par X,g. d’aprés la proposition 1.4, I'application ¥ est bien définie, si ¢ est un

représentant de la classe d’équivalence X, = [c], U(X,) est la dérivation X, g = (jt( goc)(0).
I1 suffit montrer que V¥ est bijective. m
Proposition 1.7. (Changement de coordonnées)
Soit (U, @) une carte locale de M en p, des coordonnées locales (1, ..., x,), et (V,1) une
autre carte en p de coordonnées locales (yy,...,Yn), alors :

8 _1) 0

sz

J |Lp(p ay ’1/1(}))
j
ot Xy, = >, Uia%i|s0(p)

Démonstration. Soit {8%1, g} et {aiyl, : 91 deux bases dans T, M.

) Dy

Les coordonnées y; peuvent s’écrire en fonction des coordonnées x; sur U NV au moyen

13



1.8. APPLICAION TANGENTE

I’application de changement de cartes :

yj(ajla o 7'7771) = (w o Qpil)j<x17 cee 7xn>7

otl (¢ o p~1) est la 5™ coordonnées de I’application 1) o p~!

Un vecteur X, € T),M peut s’écrire comme une combinaison linéaire dans les deux bases :

Xp ZUZ l‘w(p ij ayj

Faison agir X, sur la fonction y;, € C*(V,R) :

" Oy = Oy
Xp(ye) = sz‘%b(m Z By, |4(p)-

=1

Comme gy’“ = 0);, on en déduit

" 0oy
Wk = Z%T|w(p)'

i=1
En d’autre termes, le changement de coordonnées pour les vecteur tangents est donné par
la différentielle de I'application de changement de cartes, c’est-a-dire ’application linéaire
dont la matrice est la jaccobienne J(¢ o ¢ !). en remplasant w; par cette valeur dans la
double écriture de X,,, on voit aussi que :

a Zvl

‘1)3 9
|so(p)a ’

1.8 Applicaion tangente

Soient M, N deux variétés différentiables de dimension n, m respectivement
f M — N une application différentiable et p un point de M.

Remarque 1.5. Puisque le vecteur tangent est définie comme dérivation ou classe d’équi-

valence des chemins. Alors on définie aussi [’application tangent de deux facon équivalente.

Définition 1.26. L’aplication d,f : T,M — TN définie par :
dpf(Xp)(h) = Xp(ho f), pour tout X, €T,M et heCy,(N)

est appelée différentielle de f en p ou 'application tangente en p induite par f.

14



1.8. APPLICAION TANGENTE

Définition 1.27. On définit aussi d, f par :

dpf([c]) = [fod; [ eT,M.

pour tout chemin ¢ :] — &, +e[—> M avec ¢(0) = p . foc est un chemin sur N et

(f 0c)(0) = f(p)-

Proposition 1.8.
i) L’application tangente d,f en p est R-linéaire.
ii) Soient f: M — N une application différentiable en p € M et g : N — Ny une
application différentiable en f(p) € N. Alors go f est une application différentiable
enp et

dp(go f) = dypygodyf.

wi) Si f + M — N est un difféomorphisme alors, pour tout p € M , d,f est un

isomorphisme. De plus

Ay (f) = (dpf) ™

Remarque 1.6. L’inverse de iii) n'est pas vérifié localement.

Définition 1.28. Une application f : M — N est un difféomorphisme local en p s’il
existe un voisinage U C M de p et un voisinage V' C N de f(p) tels que 'application

fiv : U — V soit un difféomorphisme.

Théoréme 1.3. (Théoréme d’inversion locale)
Soit f: M — N une application différentiable en p € M telle que
dyf : TyM — TN soit un isomorphisme. Alors f est un difféomorphisme local en p

.De plus :

Ay (fio) ™ = (dpf)™"
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1.9. RANG -IMMERSION -SUBMERSION

1.9 Rang -Immersion -Submersion

Soit f : M — N une application différentiable entre les variétés différentiables de
dimension n et m respectivement.
Définition 1.29. Le rang de f en x € M est le rang de I'application linéaire tangente
d,f c’est -a-dire :

rg.f =rg(d.f) = dimIm(d,f).

Si le rang est constant pour tout x € M, alors on le note par rg(d,f).

Définition 1.30. On dit que f est une :

i) Immersion en x € U C M, sil'application linéaire d, f : T, M — T, N est injective
dans ce cas on a :rg, f =rgf = dimM = n.
On dit que f est une immersion sur U € M, si pour tout x € U, l'application
tangent est injective.

ii) Submersion en x € U C M, si 'application linéaire d,f : T,M — T,N est
surjective dans ce cas on a : rg,f =rgf = dimN = m.
On dit que f est une submersion sur U C M, si pour tout x € U, 'application

tangent est surjective.

Définition 1.31. On dit que f est un plongement si :
i) f: M — f(M) C N est un homéomorphisme (ou f(M) est muni de la topologie
induite par celle de N).

ii) Papplication f est une immersion.

1.10 Sous-variétés

Les sous-variétés apparaissent historiquement comme généralisation de la théorie clas-
sique des courbes et surfaces dans l'espace R3. Elles peuvent étre considérées selon dif-
férents points de vue qui constituent la richesse et la difficulté méme de la théorie. Une
premiere étape va donc étre de dégager des définitions équivalentes correspondant a ces
différents points de vue, pour pouvoir choisir le plus adapté.

16



1.10. SOUS-VARIETES

1.10.1 Sous-variétés de R"

Définition 1.32. Un sous-ensemble N de R™ est une sous-variété différentiable de R™ de
dimension p < n si, pour tout point x de N, il existe un voisinage U de x dans R", un

voisinage V' de 0 dans R™ et un difféomorphismes f : U — V tels que

FUNN) =V (R x {0,_,}).

On dit alors que la codimension de N dans R" est n —p. Sip =1, 2, n— 1, on dit
que N est une courbe, surface, hypersurface (différentiable) de R™ respectivement.
On appellera f redressement local en z de N sur R? x {0,,_,}.
En d’autres termes, une sous-variété de dimension p de R™ est un sous-ensemble que 'on
peut localement redresser en un sous-espace vectoriel R?. Il est clair qu'une sous-variété de
R™ est une variété, les (UNN, f/unn) formant un atlas pour N. La structure différentiable
et la topologie sont induites par celles de R". Si r = oo, on dit NV est une sous-variété lisse.

Exemple 1.2. 1- Une sous-variété de dimension 0 est le sous-ensemble discret et une
sous-variété de codimension 0 est un ouvert de R".

2- Soit g : U € R® — R™ différentiable, son graphe Gr(f) = {(z, g(z))/x € U} est une
sous-variété de dimension n de R**™. En effet, Papplication f(z,y) = (z,y — g(z)) est un

difféomorphisme de R™*™ qui envoie Gr(f) sur (R™ x {0}) N (U x R™).

Propriétés :

1- Si U est un ouvert de R™ et IV est une sous-variété de dimension p alors N NU est une
sous-variété de dimension p. Tout ouvert d’une sous-variété est une variété.

2- Soit f : U — U’ un difféomorphisme entre deux ouverts de R™ et R™ respectivement.
Si N est une sous-variété de U alors f(IV) est une sous-variété de U’ de méme dimension
et de méme classe. On dit que N et f(N) sont difféomorphes.

3- Soit. N1, Ny deux sous-variétés de R™ et R™ de dimensions p; et ps resp. Alors Ny x Ny
est une sous-variété de dimension p; + po de R, De méme pour un produit fini.

Sous-variétés définies par des équations

Proposition 1.9. (Définition locale par fonction implicite) Une partie N de R™ est une
sous-variétés différentiable de R™ de dimension p < n si et seulement si, pour tout x de
N, il existe un voisinage U de x dans R™ et une application g : U — R" 7P différentiable

qui est une submersion en x, tels que
UNN =g 0).
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1.10. SOUS-VARIETES

On dit que g est une équation locale réguliere de N au voisinage de x.

Exemple 1.3. 1- S" = {z = (z0,...,2,) € R"™ : 3" (22 = 1} est une sous-variété de
R™*!. En effet, considérons I'application f de classe C* définie par : z € R*™ —
H:L‘H2 — 1 € R. L’application tangente de f en z est d,f = V,f = 2x. Donc d, [ est
surjective sauf si = 0. Comme 0 ¢ S™, f fournit une équation réguliére en tout point de
S™ (i.e. une équation réguliere globale).

2-Plus généralement, toutes les quadriques de R™, définies par une équation de la forme
Z ex? =1, e=+1
sont des sous-variétés de R".

Corollaire 1.2. Soit U un ouvert de R", f : U — RP une application différentiable et
y € RP. Si f est une submersion en tout point de f~*(y), alors f=1(y) est ou bien vide,

ou bien une sous-variété différentiable de dimension n — p de R™.

Proposition 1.10. Soit U un ouvert de R", et f : U — RP une application différentiable
et de rang constant v sur U. Alors, pour tout y dans f(U), l’ensemble f~1(y) est une sous-

variété différentiable de R™ de dimension n —r.

Sous-variétés définies par un paramétrage

Proposition 1.11. N une sous-variété différentiable de R™, de dimension p < n si et
seulement si, pour tout x dans N, il existe un voisinage U de x dans R™, un voisinage V'
de 0 dans R? et une application h : V. — R"™ différentiable tels que h(0) = x, h soit une
immersion en 0, et h soit un homéomorphisme de V sur U N N.

(V, h) est alors appelée paramétrisation locale réguliere de N au voisinage de x.
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1.10. SOUS-VARIETES

1.10.2 Sous variétés d’une variété

Soit M une variété différentiable de dimension n.

Définition 1.33. Une partie N de M est une sous-variété différentiavle de dimension
p (p < n) de M si pour tout x dans N et pour toute carte locale (U, ¢) de M en z, le
sous-espace ¢(U N N) est une sous-variété (au sens de la section 1.10.1) différentiable (de
classe C?) et de dimension p de ¢(U) au voisinage de ¢(z).

Si M est de dimension n, on dit alors que la sous-variété N est de codimension n — p.
Les couples (UNN, ¢|unn), avec U un ouvert de M et ¢ une carte de M telle que ¢(UNN)
soit contenu dans R? x {0,_,}, forment alors un atlas différentiable de N a valeurs dans
RP (apres identification évidente de R? et de R? x {0,_,}. Notons qu'un sous-espace to-
pologique d’'un espace topologique séparé et a base dénombrable 1’est encore.

Si M =R" et si {(U;,¢;) i € I} est 'ensemble des paramétrages locaux C? de N, alors
{(Ui NN, @ilu,nn), © € I} est un atlas de cartes sur N, qui est compatible avec le précé-
dent, donc définit la méme structure de variété sur N.

Définition 1.34. Un sous-ensemble W d’une variété M est une sous-variété immergée de
M de dimension p < n si il existe une immersion injective f : M — N ou N est une

variété de dimension p , dont I'image f(N) est égale a W .
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Chapitre 2

Champ de vecteurs

2.1 Fibrés vectoriels

Définition 2.1. Un fibré vectoriel réel de rang n est un triplet (E, B,7) ou E, B sont
deux espaces topologiques et m : E — B est une application continue, vérifiant :
i) Pour tout b € B, E, = 7 !(b) est un espace vectoriel réel de dimension n appelé le
fibré au dessus de b.
ii) Pour tout b € B, il existe une trivialisation locale, c’est a dire un voisinage ouvert
U, de b et un homéomorphisme ¢ : 7= 1(U,) — U, x R", qui commute avec les

projections sur U, et est linéaire sur chaque fibré E,, x € U,.
Définition 2.2. On dit que E est un espace totale, et B la base .

Définition 2.3. Lorsque E et B sont des variétés différentiables (de classe C*), le fi-
bré vectoriel (E, B, 7) est de classe différentiable (de classe C*) si et seulement si 7 est
différentiable, et il existe des trivialisations locales différentiables(de classe C*).

Soient £ = (E,B,7) et = (E',B',n’) des fibrés vectoriels réels (resp. complexes)
différentiables(de classe C*), d’applications 7 : E — B et n' : E' — B’ respectivement.
Définition 2.4. Un morphisme différentiable (de fibrés vectoriels) de £ dans £ est un

couple d’applications (f, f1) de classe différentiables qui commute avec les projections
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2.2. OPERATIONS SUR LES FIBRES VECTORIELS

et est linéaire sur la fibré . Pour tout = dans B, 'application f induise un morphisme
d’espaces vectoriels réels (resp. complexes) de E, = 7' (z) dans E}, @) = (7)1 (f(x)).
Propriétés :

i) Si m: E — B est un fibré vectoriel, alors le couple (id,id) est un morphisme du
fibré vectoriel m dans lui-méme, appelé le morphisme identité .

ii) Si (f, f1) et (g,91) sont deux morphismes de 7 : ¥ — B sur 7’ : E' — B’ et de
7' E' — B’ sur 7’ : E" — B” respectivement, alors le couple (go f,g1 0 f1) est
un morphisme de fibrés vectoriels, appelé composition de (f, f1) et (g, g1).

Définition 2.5. Un isomorphisme C* (de fibrés vectoriels) de & dans &’ est un morphisme
(f, f1) de € dans £’ tel qu’il existe un morphisme (g, g;) de &’ dans & qui vérifie : go f = id,
fog=id, fiogi=1id, g1o fr =1id.

Deux fibrés vectoriels sont isomorphes s’il existe un isomorphisme entre eux.

Définition 2.6. Une section (resp. section de classe C*' k; < k) d’un fibré vectoriel
7 : E — B (de classe C*) est une application s (resp. application s de classe C*1) de B

dans E telle que mo s = idp.

Définition 2.7. Le fibré trivial de rang n sur B est B x R" avec la structure d’espace
vectoriel constante sur R™. Les sections du fibré trivial s’identifient aux applications :

B — R".

Définition 2.8. Tout fibré vectoriel isomorphe a un fibré vectoriel trivial est dit triviali-

sable.

2.2 Opérations sur les fibrés vectoriels

2.2.1 Produit

Définition 2.9. Soit k& € N* | soient £ et & deux fibrés vectoriels de classe C*, d’applica-
tions m: E — B et ' : B/ — B’ respectivement.

Le fibré vectoriel produit de & et de € est le fibré vectoriel, noté, £ x €', de base la variété

21



2.3. FIBRE TANGENT

produit B x B’, d’espace total la variété produit E'x E’, de projection 'application produit
Txn : Ex FE — B x B définie par (z,2') — (w(z),7'(x)), de structure vectorielle

sur la fibré de (b,0) la structure d’espace vectoriel produit sur Ej, x Ej,.

2.2.2 Somme directe

Définition 2.10. Soient £ et £ deux fibrés vectoriels sur B. Leur somme directe £ @ &’

est le fibré sur B dont le fibré en b est Ej, @ Ej. Son espace total est :
{(byz,2') e BXEX FE :b=mn(z) =7'(x)},
On peut le voir comme le fibré induit
E0 ¢ =0d(Ex()

ou ¢ : B — B x B est la diagonale. Toute section o de £ ® & s’écrit uniquement o = s+ s’

ou s et s’ sont des sections de £ et &'.

2.3 Fibré tangent

Soit M une varieté différetiable de dimension n.
Définition 2.11. L’ensemble :

™ = |J{z}xT.M
zeM

= {(z, X,)/x e M, X, € T,M}
est appelé le fibré tangent a la varieté M.

Théoréme 2.1. Le fibré tangent T M d un structure naturelle de variété différentiable de

dimension 2n.

Démonstration. On a la projection canonique définie comme :
m:TM — M
(x, X)) >z,

22



2.4. APPLICATION TANGENTE ENTRE LES FIBRES TANGENTS

donc les ouvert définie sur TM sont 7~ (U), tel que U ouvert de M.
Soit (U, ¢) carte locale de x € M et 7~ (U) I'ensemble des fibrés au dessus d’un point de
U.

On considére 'application :

o7 (U) — pU)xR* C R*™

(2, X:) = (p(x),v).

1) 1l suffit de montrer que ® est homéomorphisme.

2) Soit (V,1) une autre carte au voiinage de x et

U:n i (V) — Y(V)xR®

(v, %) — (V) w).

avec U NV #£ 0.

I1 suffit de montrer que ¥ o ®~ ! est différentiable.

2.4 Application tangente entre les fibrés tangents

Soit f : M — N une application différentiable entre deux variétés différetiables de
dimension n, m respectivement .

Définition 2.12. L’application tangente, noté, df (ou T'f) est définie par :

df : TM — TN
(fv, Xm) — (f(l’), drf>'
Proprietés :

1. L’application df n’est pas linéaire, elle est juste linéaire par rapport a la deuxime
composante.

2. L’application df est différetiable.
3. d(Idy) = Idy,.
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2.5. CHAMP DE VECTEURS

4. Soit f: M — N et g: N — N, deux applications differentiales entre les deux
varietés différetiables, alors g o f : M — Nj est une application différetiable, de
plus :

dlgo f):TM — TN
(2, Xz) — ((go f)(x),da(g 0 [)(Xa))

d(go f)=dgodf.

2.5 Champ de vecteurs

Soit M une varieté différetiable de dimension n, et T'M son fibré tangent.

Définition 2.13. Un champ de vecteurs (tangent) sur M est une application

X : M — TM, qui associe un point z de M un couple (z, X,) € TM.

Définition 2.14. Un champ de vecteurs sur M est la section du fibré tangent.

On note H (M) I'ensemble des champ de vecteurs sur M.

Proposition 2.1. Le fibré tangent est un fibré vectoriel de rang n, avec projection m :

TM = M, n(X,) = z.

Proposition 2.2. Tout champ de vecteur s’exprime localement comme combinaison C*(U)—

linéaire X (.) = ivz()aiz/@(), avec v; € C*(U).
Proposition 2.3. Un champ de vecteur différetiable sur M , définit une dérivation sur
C>®(M), c’est a dire :
X:C®M) — C®(M)
g — X(9) =Xy
Elle vérifie les deux conditions suivantes :

i) Linéairité : ¥Yg,h € C*(U),Vo,B € R :
X(ag+ Bh) = aX(g) + BX(h).
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2.6. CROCHET DE LIE

i) Le régle de leibniz Ng,h € C*(U) :
X(gh) = gX(h) + hX(g).

Proposition 2.4. L’ensemble de champ de vecteur sur M est un module sur l’anneau
C>(U), définie par les lois :
i) L’addition Nx € M

(X +Y)(x)=X(z) +Y(2)VX,Y € H(M).
ii) YVh € C*°(M),Yx € M
(hX)(x) = h(z) X (2).

Exemple 2.1.

i) Un champ de vecteur sur S* est de la forme :
0
X=f—
f@x

avec f: S — R, sixze S X(z) = f(x)(‘fx et f e C™(Sh).

ii) Un champ de vecteur sur 5% C R? est de la forme :

0 0 0

x=52 142 2

Tor 98, " g,
i( z) € 5% ona X( z) = f( z)gjL ( z)gjth( z)g
S x? y? ) a x??/’ - :L" y7 ax g x7 y’ ay x) y’ aZ Y

avec xf(x,y,2) +yg(w,y, 2) + zh(x,y, 2) = 0.

2.6 Crochet de lie

Définition 2.15. Soit X,Y deux champs de vecteurs sur M ,on définie le crochet de lie,

noté, [.,.] entre X,Y par :
X,Y]= XY — VX

telle que [X,Y]f = X (Y(f)) = V(X (f))-

25



2.6. CROCHET DE LIE

Proposition 2.5. Le crochet de lie est un champ de vecteur c’est- a -dire :

[,.] HM) x H(M) — H(M).

Démonstration.

i) Linéairité : Vf,g € C°(M),Va, B € R :

X, Y](af +8g) = X(Y(af+Bg)—Y(X(af+Bg))
= X(aY(f)+B8Y(9) - V(aX(f) + BX(9)).
= aX(Y(f) +8X(Y(9) — oY (X(f)) - BY (X (9))-
= a(x(v(n) - v(x(0)) +8(X(v) - ¥ (x(9) ).

= aflX,Y]f+ BIX,Y]g.
ii) Régle de leibniz,Vf, g € C>°(M)
X, Y)(f.9) = X(Y(fg)) - Y(X(fg)

(Y(r
= X(fY(9)+9Y(H) =Y (X(9) +9X(f))
(1Y (9)) + X(gV () - Y (fX(9) - Y (9X(f))

Proposition 2.6. (Expression locale d’un crochet de lie)

Soit (U, ¢ une carte locale en x € M, et X, Y € H(M) avec :

X() = v; € C*(M);

}1): . wj € C®(M);

300

8%
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2.6. CROCHET DE LIE

alors [X,Y] =Y (Z ZZZ — 23) gjj avec 0; € C°(M).

J=1

0;

X, Y]f = X(zn:wj(.)gi)—}/ 4n vz()gi)

Faisant un changement d’indice, on obtint :

= Ow; Of “ c% of
X Y — J J
X, Y]f Z Vi ox; 8% 8@ ox;

L Ow; v\ Of
o .Zl (Ul 0x; ze)axj

o “ awj_ Ovj of
n Z(;wﬁxz wl@x,;) ﬁxj'

]

Définition 2.16. On dit que deux champs de vecteurs X, Y commute ; si et seulment si :
[X,Y]=0.

En particulier :[aii, 88%1 = 0.

Tansport d’un champ de vecteurs par un difféomorphisme

Soit f : M — N un difféomorphisme entre les variétés différentiable (dimM = dimN =
n), soit X un champ de vecteur sur M.
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2.7. GROUPE A UN PARAMETRE DE DIFFEOMORPHISME ET FLOT

Définition 2.17. Le transport de X par f, noté, f,X est un champ de vecteurs sur N,

défine par :
for (M) — H(M)
X — fX
tel que
Vhe C®(N)  fu(X)h = X(hof)
= X(hof)of™'()
o

VyeN  (fuX))y=pw) = df(X)of(y).

Proposition 2.7. Soit X,Y deux champ de vecteurs sur M, alors

f*[Xv Y] = [f*X7 f*Y]

2.7 Groupe a un paramétre de difféomorphisme et

flot

Soit M une variété différenntiable de dimension n, et X € H(M).

Définition 2.18. (Groupe locale & un paramétre de difféomorphisme)
Un groupe locale a un paramétre sur M est un couple (U, ®), ou U est un ouvert de M

et 'application ® de classe C* définie par :

Q| —¢e,+e[xU — M

(t,z) — O(t,z) = Oy(2)
vérifiant :
1.VeeU:9(0,z) = Py(z) =x .
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2.7. GROUPE A UN PARAMETRE DE DIFFEOMORPHISME ET FLOT

2. Vt €] — e, 4¢[ : Iapplication :

O U — B(L,U) = dy(U)

r — P(t,z) = Py(x) est un difféomorphisme.

3. Vs, t €l —e,+e] , avec t+s€l—e,+e[, PoP, =D, 0D, =D, .

Définition 2.19. On appelle équation différentielle sur la variété M une équation de la
forme :

i=X(q), qeM,

ou X est un champ de vecteurs sur M.

Définition 2.20. Une courbe ¢: I C R — M s’appelle courbe intégrale d’un champ de
vecteurs X € H(M) si

d(t) = Xew), pourtout tel

En coordonnés locales, si on pose ¢(t) = (x1(t), ..., x,(t)), ceci est équivalent aux équation

différentielle du 1¢" ordre
i(t) = Xi(x1(t), ..., xp(t) , i=1,...,n.

Proposition 2.8. Pour tout x € M, il existe une unique courbe intégrale mazximale de
X € H(M) qui passe par .

En appliquant le théoreme de Cauchy 1.1, on trouve :

Théoréeme 2.2. (Ezistence et unicité des solutions).
Soit ¢ = X(q),q € M, une équation différentielle sur M. Pour tout point p € M, si
e > 0 est suffisamment petit il existe une unique courbe intégrale c,(t) de X , définie pour

t €] — e, +¢l, satisfaisant la condition initiale c,(0) = p.

Proposition 2.9. Le groupe locale a un paramétre de difféomorphisme engedrie un champ

de vecteur X telle que :
jt(ébt(x)) = X(¢t(x)>~
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2.7. GROUPE A UN PARAMETRE DE DIFFEOMORPHISME ET FLOT

En particulier X, = jt(qbt(x))“_o avec x = ¢o(x) , la courbe ¢i(x) t€|]—e,+¢|

est la courbe intégrale du champ X.

Définition 2.21. (Flot)

Le flot d’'un champ de vecteurs X € H (M) est application
¢~ : R — Diff(M) (2.1)

t — ¢ (2.2)

définie sur x € M par

or (x) = c(t) € M,

oll ¢ est la courbe intégrale maximale de X qui passe par x. Le flot ¢ a donc le meéme

domaine I de c.
Remarque 2.1. Le flot de X est défini par ’équation différentielle

d
£¢tX($) = X¢g<(l’) ) ¢3((33) =T

Groupe globale 4 un paramétre de difféomorphisme :

Définition 2.22. Considérons 'application ¢ de classe C* :
p: U =RxM — M
(t,x) — &(x)
sur €2, ou les difféomorphisme ¢; de M, Vi € R :

oM — M
r — ¢(x) = o(t, ).
sont tels que :
1. ¢q est I'identite sur M.

2. ()" = ot
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2.8. REDRESSEMENT D’UN CHAMP DE VECTEUR

3.Vs,teR |, avec t+seR, ¢0¢s=0ds0 0 = Prys.

Dans ce cas, on dit que (€21, ¢;) est un groupe globale a un paramétre de difféomorphisme

Proposition 2.10. Soit f : M — N un difféomorphisme et X un champ de vecteur sur

M, si ¢y est le flot de X, celui f, X est :

fongtof_l.

2.8 Redressement d’un champ de vecteur

Théoréme 2.3. Soit X un champ de vecteurs sur une variété M. Pour tout point xq de

M tel que X (zo) # 0, il existe une carte locale (U, ¢) de classe C* en xq, telle que :
P+ (Xjv) = (Xey) o)
ot ey est le premier vecteur de la base canonique de R™.

Démonstration.
Comme le probleme est local, et par les propriétés des champs de vecteurs,nous pouvons
supposer que M est un ouvert de R", que xy = 0 et que X (zg) = €;.

Notons (¢;) le flot local de X en 0. Considérons I’application :
0:(t,xe,...,xn) —> 0¢(0,29,...,2,)

qui est de classe CF et définie sur un voisinage de 0.

Comme ¢y = id et d¢§§0) 0= X(0) = 1, on a la différentielle de 6 en 0 est I'identité.

Donc par le théoréme d’inversion locale, @ est un C*- difféomorphisme local en 0. Pour

tout x = (x1;...;x,) suffisamment proche de 0, on a :
df,(e1) d o(t )
e1) = — X2y, Ty
! dt|t:1'1 2
= X(¢2,(0,29,...,2,))
= X(0(x))
Donc §,(X,,) = X sur un voisinage de 0, ce qui montre le résultat. O
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Chapitre 3

Théoréeme de Frobenius et

feuilletages

3.1 Champs de p-plans

On introduit maintenant les champs de p-plans , objets que ’on peut penser comme
généralisation des champs de vecteurs . Ils seront utilisés dans la suite pour donner la
définition de feuilletage .

Soit M une variété de dimension n .

Définition 3.1. On appelle fibration grassmannienne de M de rang p la fibration grass-
mannienne de rang p , p < n duxw:TM — M de M, qui est de classe C*.
comme le fibré tangent T'M de M s’identifie avec M x R"™, alors la fibration grassman-

nienne de rang p de T'M est isomorphe a la fibration triviale pry : M x G,(R") — M.

Définition 3.2. Un champ de p-plans A de classe C* sur M est une section différentiable

( de classe C*) de la fibration grassmannienne de rang p de M.

Remarque 3.1. Un champ de p-plans CF sur M est la donnée, pour tout point x de M,
d’un sous-espace vectoriel A, de T,M, qui « dépend de maniére C* de x. » c’est -a -dire :

Az — A,
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3.1. CHAMPS DE P-PLANS

Définition 3.3. Un champ de vecteurs X sur M est dit tangent a un champ de p-plans

A si pour tout z dans X, le vecteur X (x) appartient au sous-espace A, de T, M.

Proposition 3.1. Si A est un champ de p-plans C* sur M, et si U est un ouvert de M,
alors, en identifiant TU avec son image canonique dans TM, la rectriction Ay de A a

U est un champ de p-plans C* sur U.

Proposition 3.2. soient N une variété de dimension n et de classe C**', f : M — N

un C*L_difféeomorphisme local et A un champ de p-plans C* sur N. Posons, pour tout x

dans M,
FA@) = (def) " (Afiw)-
Alors x — f*A(z) est un champ de p-plans C* sur M, appelé transport de A par le
diféomorphisme f.
Propriétes :

1. id, A=A

2. (90 A = fulg"A).
3. De plus, si U est un ouvert de NV et i : U — N l'inclusion, alors i*A = Ay et

(S D)=y = i) (Ap).

4. Si f est un C**1-difféomorphisme et si A est un champ de p-plans C* sur M, alors
on note f,A = (f~1)*A, i.e. pour tout y € N,

[A(y) = dffl(y)f(Af”(y))-

On peut aussi définir un champ de p-plan de classe C* par la proposition suivante :

Proposition 3.3. Un champ de p-plans A : x — A(x) de M est de classe C* si et
seulement si, pour tout point xoy de M, il existe un voisinage ouvert U de xy et p champs
de vecteurs X', ..., X? sur U, de classe C*, tels que, en tout point x de U, le p-champ

de vecteurs (X'(z),...,XP(z)) soit une base de A,.
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3.2. FEUILLETAGES

Exemple 3.1. Considérons le champ de plans A de classe C° sur la variété R munie des
coordonnées u = (x,y, z), qui est engendré par les champs de vecteurs C* linéairement

indépendants en tout point

0 0 0
x=2 y=2
ox’ 8y+x8z

i.e. qui est défini par u — A, = (X(u),Y (u)). Ce champ de plans est invariant par
les translations dans les directions y et z. Le long de 'axe de coordonnée des x, il est

horizontal en l'origine, et devient de plus en plus vertical quand on va vers U'infini (voir

figure ci-dessous). Notons que :

o0 0 0
X,Y] = [&v’ay—'—x@z}
0 0 0 0 0 0
- (@) t5) - (5 +e) ()
= 872—1-24-96 o - G - o
oxdy 0z 0x0z  Oyox 0x0z
0
- @ <X>Y>

x S

FIGURE 3.1 — Exmple de champ de p-plans

3.2 Feuilletages

Soit M une variété différentiable (de classe C”) de dimension n.

Définition 3.4. Un atlas de cartes feuilletées de dimension p et de classe C*, k < r, sur

M est un sous-atlas de cartes A = {(Uy, o), @ € I} de classe C* de M, tel que :
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3.2. FEUILLETAGES

i) pour chaque carte (U,p) de A, on a o(U) =V x T avec V un ouvert de R? et T’

un ouvert de R"? |

ii) pour toutes les cartes ¢ : U =V x T et ¢' : U' — V' x T" dans A, le changement

de cartes est localement de la forme : (z,y) € RP x R*?

(z,y) — (f(z,9),9(y)),

ol f, g sont des fonctions des classes C*.

Définition 3.5. Un feuilletage F de dimension p, et différentiable(de classe C*) sur M
est un atlas maximal de cartes feuilletées différentiable(de classe C*) de dimension p. Si

M est de dimension n, on appelle 'entier (n — p) la codimension du feuilletage.

Définition 3.6. Une variété feuilletée (M ; F) différentiable (de classe C* )est une variété
M de classe C* munie d'un feuilletage différentiable(de classe C*).
Propriété :

i) Sip:U — V x T est une carte feuilletée de classe C* alors p=! : V x {y} — U
est un plongement pour tout y € T'; de méme pour ¢ ' : {z} x T - U,z € V.

ii) Si ¢ : U — V x T est une carte locale d’'un feuilletage F alors les sous-variétés
de classe C* de U données par ¢~ 1(V x {y}) sont appelés les feuilles locales, ou
plaques locales, de F dans cette carte. Les sous-variétés ¢~ 1({z} x T) sont les
transverses locales de F.

Remarque 3.2. Les feuilles locales sont indépendantes des cartes.
En effet, si (U,p); (U',¢") sont deuz cartes feuilletées de F et si (z,y) € UNU’, alors

x,y sont dans une méme feuille locale pour la carte (U, p) si et seulement s’ils le sont

pour la carte (U',¢').

On peut dire que la définition du feuilletage F est donnée afin que les feuilles locales soient
bien définie, c’est -a -dire indépendantes de la carte locale choisie. On remarque que deux

feuilles locales différentes sont disjointes.
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3.2. FEUILLETAGES

L’ T e Rp
A TI

FIGURE 3.2 —

Propriétes :

L’espace topologique R™ est identifié de maniere usuelle a ’espace topologique produit
RP x R™P. Munissons I’ensemble R™ d’une nouvelle topologie produit de la topologie
usuelle sur R? et de la topologie discrete sur R" 7, qui est plus fine (plus faible) que la
topologie usuelle. Comme les homéomorphismes locaux de R" de la forme :

(z,y) — (f(z,9),9(v)),

sont aussi des homéomorphismes locaux pour cette nouvelle topologie sur R”.

Proposition 3.4. Soit (M, F) une variété feuilletée. La variété M admet une seule to-
pologie telle que les cartes feuilletées de F soient des homéomorphismes entre des ouverts

de M et des ouverts de R™, muni de la nouvelle topologie qu’on vient d’introduire.
Définition 3.7. On appelle topologie des feuilles cette nouvelle topologie sur M.

Définition 3.8. Si A C M est une partie de M, on appelle encore topologie des feuilles

sur A la topologie induite sur A par la topologie des feuilles sur M.

Proposition 3.5. La topologie des feuilles est plus fine de la topologie originelle sur M ;
de plus, si 0 < p < n alors elle est strictement plus fine.

Comme la topologie originelle de M est séparée, la topologie des feuilles I'est aussi.
Les feuilles locales sont ouvertes pour la topologie des feuilles.
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3.2. FEUILLETAGES

Définition 3.9. Soit (M, F) une variété feuilletée, et x € M un point. On appelle feuille
du feuilletage F passant pour z la composante connexe de x dans la topologie des feuilles

de M. On la note F,.

Propriétés

Proposition 3.6. les feuilles de F forment une partition de M. En général, I’ensemble

des feuilles est non dénombrable .

Démonstration. Soit F,, une feuille locale de F, muni de la topologie induit par la topologie
des feuilles.

Montrons que F, est un espace topologique séparé et a base dénombrable 7.

Puisque M est une variété feuilleté donc F, est séparé.

Comme M est dénombrable, on peut recouvrir M par un ensemble dénombrable de cartes

feuilletées (U, ¢;)ien telles que U; soit relativement compact, et telle que,
{MVieN:jel:UnNU; #0} soit fini.

Soit z un élément de M. Alors la feuille F, est réunion d’'un ensemble dénombrable de
feuilles locales : si x € U,,, prendre la feuille locale de x dans U, puis pour tout ¢ tel que
Ui, NU; # 0, prendre la feuille locale dans U; d’un point fixé quelconque de U;, NU;. Donc

F, est a base dénombrable. O

Proposition 3.7. Les feuilles locales de F sont des sous-variétés différentiable( de classe
C*), chaque feuille F,, munie de sa topologie des feuilles et de son atlas des feuilles locales
est une variété différentiable( de classe C* ). De plus, si on munit F, de la topologie induite
par la topologie originelle de M, alors elle résulte en une sous-variété immergée de M,
avec ['inclusion canonique.

On peut définir le quotient d’une variété feuilletée par son feuilletage.
Soit (M, F) une variété feuilletée, avec F de codimension n— p. Supposons que les feuilles
de F soient fermées dans M.
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3.3. THEOREME DE FROBENIUS

Définition 3.10. On définit I'espace des feuilles de la variété feuilletée (M, F) comme
'espace topologique quotient M\ R, par la relation d’équivalence ou : 2Ry si et seulement

si F, = F, : on identifie les point de M dans la méme feuille de F.

Définition 3.11. Un isomorphisme (de feuilletages C*) d'une variété feuilletée (M, F)
de classe C* dans une autre (M', F) est un C*-difféomorphisme f : M — M’ tel que

f*(F) = F (ou de manitre équivalente, telle que les applications f et f~!, lues dans des

cartes locales feuilletées.

3.3 Théoréme de Frobenius

Dans la suite on travaille avec des variétés lisse (ou de classe C'°), et on donne une
définition qui généralise le fait qu'un champ de vecteurs dans une variété soit intégrable.

Proposition 3.8. Tout feuilletage F de classe C* et de dimension p sur M définit un

champ de p-plans de classe C*~', qui est Uapplication
x— T, F,

qui a un point x de M associe [’espace tangent en x d la feuille F, passant par x.

Cette application est bien défini, car F, est une sous-variété immergée de classe C* de

M.

Définition 3.12. Un champ de p-plans A lisse sur M, est dit intégrable s’il existe un
feuilletage F lisse de dimension p sur M tel que A, = T,.F, pour tout x € M.
Cela dit qu’il existe une variété tangente au champ de p-plans en tout point, a savoir la

feuille de notre feuilletage.

Définition 3.13. On dit qu'un champ de plans est involutif si étant donnés deux champs

de vecteurs X et Y tels que Vo € M
X(x) et Y(r)e A, alors [X;Y](x)e€ A,

Proposition 3.9. Un tel feuilletage est unique.
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3.3. THEOREME DE FROBENIUS

Démonstration. Considérons deux feuilletages F, F’ sur M tel que T, F, = T,F. pour
tout x dans M. Alors la composée ¢’ o p~! d’une carte feuilletée (U, ) € F et d'une autre

(U',¢') € F est (localement) de la forme :

plop™hi(zt) = (f(z1),9())

9
0z

car la dérivée partielle de sa seconde composante par rapport a la premiere variable
est nulle.
Cela dit que les atlas maximal F,F’ sont compatibles, et la condition de maximalité

donne F = F'. m
Si on se donne un p-champ de plans A sur M, sous quelle conditions existe-t-il un

feuilletage F, de dimension n — p, tal que Ve ¢ M T, F = A,7.

La réponse a cette question se trouve dans le théoréeme de Froebenius :

Théoréme 3.1. (Théoréme de Frobenius)

Un champ de p-plans A de classe C'*° sur M est intégrable si et seulement si, pour tous

les champs de vecteurs X et Y sur M de classe C* et tangents a A, le crochet de Lie

[X,Y] sur M est tangent a A.

Démonstration. Soit A est intégrable, donc il existe un feuilletage F de dimension p,
c’est-a-dire : A, = T, F,.

Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M tangents a A, et x € M, montrons
(X, Y](z) € A,.

Soit (U, ¢) une carte locale en z, si on remplase X et Y par :

X = SO*(X|U)7
YV =o.(Yu).
X, Y tangent a A équivaut a dire qu’il est combinaison linéaire de —, ..., — engendre

J
1 Ox,,
linéairement A, C T, M .

(X, Y](z) = [« (Xjp), o (Vi) (@) = 0. X, Y]jpy (z) € ToF = A,
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3.3. THEOREME DE FROBENIUS

Donc on a [X,Y](x) € A,.

Réciproquement, supposons que la seconde propriété soit vérifiée, et montrons qu’alors A
est intégrable.

Montrons par récurrence sur p que :

Si (Xy,...,X,) est un des champs de vecteurs C* linéairement indépendants, et com-
mutants alors il existe un C*>°— difféomorphisme local ¢ en 0 tel que, au voisinage de

0.

0. (X5) ie{l,...,p}.

al’i’

Ceci montrera que le champ de p-plans engendré par ¢, (Xi),...,¢.(X,) est tangent au
feuilletage F. Donc le champ de plans engendré par Xy, ..., X, est intégrable au voisinage
de 0.

e Le cas p = 1 découle du théoréme de redressement 2.3 .

e Supposons le résultat vrai pour (p — 1), et montrons pour p.

On a [X;, X;] =0, pour tout 4,5 € {1,...,p}.

0 (0) pour i € {1,...,p}, si:

On suppose que X;(0) = 5
Ty

- 0
Xi(z) = ) ay(x)5—,
jz::l J 8.’13'j

ol (a;;())1<ij<p, la matrice identité en x = 0, est inversible, d’inverse (b;;(x))1<i;j<p- Par
les formules donnant 'inverse d'une matrice, les fonctions b;; sont C'*°.

Posons :
Xz/ = Z binj
j=1
Alors les X;(z) engendrent encore A,.

Par construction, on a :

0 " 0
8a:i j%—l J &xj
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3.3. THEOREME DE FROBENIUS

utilisant le fait que [ G aa] = 0, par la linéairité de crochet de lie on a
7 xj
0 " o 0 " 0
X! X! [ + cri(®) 57—, 5=— + c»x}
[ J] axz kal k ( )al'k axj k%& k]( )axk
o 0 - 0 0 " o 0
= |osas) RN ki R )50 5
° 0 0
+ Cril®) 77—, Crj(x) 7—
k=p+1 O

Or par I'hypothese, il existe des fonctions e;;; pour i, 7,k € {1,...,p} de classe C™ telles

que

p
(XL X5 = D e X

k=1

I
NE

=
Il
—

eijk( + Z ija ) (3.2)

i=p+1

I
M@

mk + Z ezgk Z Ck:] a (33)

1 Jj=p+1

=
I

De (3.1) et (3.2), on obtient :
P 0
iin— = 0. 3.4
e 3.4

0
P montre que e;;, = 0 pour 4,7,k € {1,...,p}.
Tk

Utilisons un C*°— difféomorphisme local en 0, que X; =

ce qui, par indépendance des

pouri € {1,...,p—1}.

81‘,‘
Soit,
& 0
X, = a;—.
p ]22:1 Jaxj
Comme [X,, X;] =0, pouri e {1,...,p—1}.
" 0 i d .y 0 0 /& 0
X, Xi] = {Z ]895] GxJ N (.Zjlaj&rj)ari 81‘2(2:1%81:]»)

j
" 0? 0
B Zaﬁ@xﬁxz _Z 8%( Jax )
" 0? " Oa; O o
- Z:: 7 Ox;0x; o 0w dx; ]Zl “ O0z;0x;
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3.3. THEOREME DE FROBENIUS

" Oda; O
Donc [ X,, X;| = — I —
[ P Z] 2_:1 8352 833'j
j_
a .
D’aprés 3.4, on a 8—] = 0. pour tout j et i € {1,...,p—1}.
T
c’est-a-dire que a; est une fonction des coordonnées x,, ..., x, seulement.

Par le théoréeme du redressement (2.3) appliqué au champ de vecteurs

L 0
Y = Z aj—
Jj=p ax]
on peut supposer que ¥ = — alors :
Ox,,
L 0 L 0 =9
Xp=) aj— = aj— +
b 92::1 Jaxj jz:;) ]ax] JZ=:1 J@xj
p—1 )
= Y+)> a
; T O,
=l 0
X, = aj—— + — (3.5)
P ]21 j@xj Oz,

Pouri e {1,...,p—1}:
Posons fi(zp,...,2n) = —/ ’ a;(t, Ty, ..., xy,)dt qui est de classe C*°.
0

Posons aussi :

zi + fi(xp, ..., xp); pouri € {1,...,p—1}

Yi
T pour ¢ € {p,...,n}.

L’application (z1,...,x,) — yi(21,...,x,) est un C>*°— difféomorphisme local en 0. Pour

tout j € {1,...,n}, on a

0 _gow
81‘]‘ —i:1 8xj ﬁyz
Dong, pour j € {1,...,p—1}, onaaij:;yjet:
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0 " Oy; 0
or, lz::l(?xp 0y;
= 0y, 0 dy; 0

pl @l’l 0 p1 8fz 0 " 81‘1 0

- Z@xpﬁyi +iz:8xpayi +Z

i=1 =1 i=p Oy Oy
_Xrano o
= 0z, dy; Oy,
=000
= X% Yy,
o = a9 0 o = o9 0 0
Ona — = —a;—+—,d D — ;— = — d’aprés 3.5, X,=—.
na o, ; a D, + B onc oz, +i:1a oz, oy, apres on a X, oy,
0
Donc, pour j € {1,...,p}, ona X; = a—,c’est—é—dire A est intégrable. O
Yj
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons presentée la notion de feuilletage et ses propriétés, aprés
on a enoncé et démentrer le théoréeme fondamental de Frobenius qui donne une condition
nécessaire et suffisante d’intégrabilité locale d’un systeme d’équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre dont le membre de droite dépend des variables, des inconnues,
mais ne dépend pas de dérivées partielles de ces inconnues.
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