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Introduction

Ce mémoire représente 1’adjoint d’un opérateur linéaire borné dans un espace de
Hilbert. Pour cela, on a traité notre théme en trois chapitres.

Le chapitre 1 contient un rappel en premiére partie et la définition d’un espace
de Hilbert dans la deuxieme.

Le chapitre 2 donne quelques définitions et propriétés consernant les opérateurs
linéaires.

Le chapitre 3 est consacré a étudier ’adjoint d’un opérateur linéaire borné et

donner leurs propriétés.



CHAPITRE 1

Espace de Hilbert

Ce chapitre contient quelques notions fondamentales qui nous permet de définir

I’espace de Hilbert qui vient apres.

1.1 Rappels

1.1.1 Produit scalaire

Soit E un espace vectoriel (réel ou complexe) on appelle produit scalaire (.,.)sur E,
toute application {E x E — k (Rou C), (z,y) — (x,y)}, vérifiant:
oVr e E, (x,y) >0
o [(z,2) =0] < [z =0]
oVr,yc B, (x+y,z) = (x,2)+ (y,2)
oz, y € EVA ek, (\r,y) = A(z,y)

oVr,y € E, (1,y) = (y, 7).

Exemples:

Produit scalaire canonique sur R”

Soient x = (x1,_x,)" et y = (y1.. yn)" deux éléments de R™.
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L’application: (x,y) — > xryr est le produit scalaire canonique de R™.
k=1
Un produit scalaire entre applications continues
Soit E = C([a,b],R) Uespace vectoriel des applications continues de |a,b] dans R,

b
avec a < b. L’application: (f,g) — [f(t)g(t)dt est un produit scalaire de E.

1.1.2 Espace euclidien

Un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire est dit préhilbertien.

Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

Proposition 1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit (.,.) un produit scalaire sur E. AlorsVz,y € E,

(@) < (z, ) (y,y)

Preuve.
Pour montrer cette inégalité, on considére I’expression suivante:
Ve,y € EEVAER,  (x+ My,z+ \y) >0
(@ + My, + Ay) = (2,2) + 27 (2,9) + A (y,9) > 0

On pose \ = —@, alors

YY)
(o 4+ My 3+ Ay) = (2,2) — 282 () + |- 22

; . (v,y) (v,y)
_olmy)” | (zy)”
(x,x) 2 (y,y) (y,y) =0

(z,2) (y,y) —2(z,9)* + (2,1)° > 0
(z,2) {y,y) > (v,y)*. =

2
(y,y) >0

1.1.3 Espace normé

Soit E un espace vectoriel sur k, on dit que E est un espace normé s’il est muni d’une
norme. On appelle une norme, toute application {||.|| : E — k (Rou C), x — ||z||}
vérifiant

eVz e E, |x|| >0 (positive)



eVre E | x| =0 2=0 (définie)

o Vr e EVA ek, || \x|| = |Al||z|| (homogénité)

oVr,yc E |lz+yl <|z||+ |lyl|. (inégalité triangulaire)
Exemples:

Avec nos deux premiers exemples de produit scalaire, les normes associées s’écrivent:

x,)! un élément de R

n
el =y ) >k -
k=1

Soit E = C([a,b],R) l’espace vectoriel des applications continues de [a,b] dans R,

HENo

Proposition 2 (Norme induite par un produit scalaire)

Soit x = (11

.....

avec a < b.

Soit E un espace préhilbertien, 'application ||.|| : E — R, donnée par
Vo € B, 2] = (z,x)*

est une norme sur F.

Remarque 1

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit maintenant: Vx,y € E, |[(z,y)| < ||z| ||y -

Preuve. Vr € F, na (x,x)% = |lz|]| > 0 et ||z|]| =0« x = 0. De plus
nmn—uxxw% (A (z,2))E = (2 (,2))F = N[ (2, 2)2 = A [l2]] .
Ve,y € B, |z +yl® = (z+y,z+y) = (@) + (x,9) + (v, 2) + (. y)
= (z,2) + (z,y) + (z,9) + (4, 9)
= (z,z) + 2Re (z,y) + (y,9)
<ll*+2 [(z,9)] + [yl
< l|* + 2|2l Iyl + Iyl

< (llll + llyl)®
[z +yll < llefl + 1yl =



Lemme 1
Soit y et z de E,
y=z <= (y,x)=(z,x) VYrekE.

Preuve.
(=)
On suppose que y = z
Vee E: (y,x)=(z,x)
(=)
On suppose que (y,x) = (z, )
Vee E:  (y,z)=(zx)
<y,l’> - <va> =0
(y—2z,2)=0
on choisit xr =y — 2z
<y —ZY— Z> =0
ly—z*=0 = y—2=0

= y=2 n

Théoréme 1 (Loi de parallélogramme)

La norme induite par le produit scalaire sur E vérifiée [’égalité

2 2 2 2
Vo,y € B, o +yll” Hlz —yll™ = 2(=[" + [ly]%)-

Preuve.
En effet Vz,y € F,
lz+yl® +Hlz =yl = @ +y, 2 +y) + (z -y, 2 —y)
= (z,2) +(z,y) +(y,2) + (v, y) + (z, ) —
= 2(]|z[* + [|y]I*)-

<l’,y>—

(y, 2) +(y,y)



1.1.4 Espace complet

Un espace vectoriel normé (E,||.||) est dit complet, si toute suite de Cauchy dans
E est une suite convergente. Un espace vectoriel normé et complet est appelé espace de
Banach.
Soit (xy,)n une suite de E, (), est de Cauchy si
Ve>0,3NeN, Vpg>N= |z, —x,] <e.

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1
Un espace de Hilbert que ’on note H est un espace préhilbertien complet. Autrement
dit, un espace de Hilbert est un espace complet par rapport a la norme induite par un

produit scalaire.

Exemples:

Les R™ espaces vectoriels de dimension finie sont des espaces de Hilbert.

L’espace noté 1? des suites de carrés sommables est un espace hilbertien.

Définition 2
Un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est induite par un produit

scalaire.

Exemples:

Si (A, u) est un espace mesuré (par exemple: un intervalle de R, avec la mesure de

Lebesgue), 'espace

LA p)={f:A->ktaq £|f<x>|2du < 400} [ ~

est l'espace des classes d’équivalences de fonctions de carré intégrable, ot ~ est la

relation d’équivalence définie par



f~g < f=g presque partout sur A.

C’est un espace de Hilbert quand on le munit du produit scalaire

(f.9) = [f(2)g(z)dp

A

et la norme induite par il est: Ifl = [ [ 1f(x)]dp.
\ a

Remarque 2
Nous avons dit que l’espace de Hilbert est un espace de Banach mais un espace de
Banach n’est pas nécessairement un espace de Hilbert. Il suffit de prendre ’exemple de

LY (A, i), Uensemble des fonctions intégrables.

1.2.1 Base hilbertienne

Définition 3
Soit E un espace de Hilbert, (e,)ner une famille de vecteurs est dite
orthogonale si (en,€,) =0 ., n#m

orthonormale si  |le,|| =1V n € 1.

Exemples:

La base canonique de R™ est une base orthonormale pour le produit scalaire canonique.
Dans 12, la famille formée de vecteurs e; = (0,0,...,1,...) le 1 étant a la i éme

coordonnée, est une famille orthonormale.

Définition 4
On dit qu’une famille {x;, i € I} d’éléments d’un espace de Hilbert E, est totale

dans E si le sous-espace de Hilbert qu’elle engendre est égale o E.

Définition 5
Un espace de Hilbert est dit séparable, ou de dimension dénombrable, s’il contient

une famille dénombrable totale.



Définition 6
On appelle base hilbertienne une suite (e,) d’éléments de H tels que
elle.|| =1V n, (en,em) =0 V¥V n, m, n#m.

e [’espace vectoriel engendré par les (e,) est dense dans H.

Remarque 3

Un espace de Hilbert qui posséde une base hilbertienne est séparable.



CHAPITRE 2

Opérateur linéaire sur un espace de

Hilbert

Ce chapitre consiste a étudier les opérateurs dans un espace de Hilbert et énoncer
quelques théorémes qui sont trés importants a caractériser I’ensemble des opérateurs

linéaires.

2.1 Opérateur linéaire

Définition 7
Soient E et F deux espaces vectoriels sur k (Rou C). Un opérateur u est une appli-
cation de E dans F': uw: E — F.
On dit que l'opérateur u est linéaire si et seulement si
Vo,y € B, uw(r +y) = u(z) + uly)
Vo e B,V €k, u(Ar) = Au(z)

L’ensemble de tous les opérateurs linéaires de E dans F est noté par L(E, F).

Remarque 4 Lorsque F =k (Rou C) un opérateur est une forme linéaire sur E.

10



2.2 Opérateur continue

Définition 8
Soient E et F deux espaces normés sur k (Rou C). Un opérateur linéaire u défini
de E dans I est dit continu en xo € E si
Ve>0,30>0: |z—ap<d=|u(x)—u(z)|p <e.
1l y a une définition équivalente : l’opérateur u est continu en xq Si
u(zy,) — u(zg) (dans F') dés que x, — x¢ (dans E).
L opérateur u est continu sur A tel que A C E, s’il est continu en chaque point de A.

L’ensemble de tous les opérateurs linéaires continus de E dans F' est noté par L(E, F').

Exemple:

Opérateur intégral de Fredholm
On considére un intervalle fermé borné [a,b] et une fonction k continue sur
[a,b] x [a,b] & valeur dans C. A une fonction f de L*([a,b],dx), on fait correspondre la

fonction K f définit sur lintervalle [a,b] par
b
Kf(x) = [K(z,y)f(y)dy.

Théoréme 2
Soient E et F deux espaces normés sur k (Rou C) et uw : E — F un opérateur

linéaire. Siu est continu en xq, alors u est continu partout.

Preuve.
On suppose que u est continu en zg.
Soit x, une suite convergente vers x dans £, on doit montrer que u(x,) converge
vers u(z) dans F.
On a Tp = (o + 2z — ) + (z — 20)
Ty =Yn + (x —x0) telle que y, =z9+x, —

Par passage a la limite, on obtient

11



lim y, = lim (xg 4z, — ) = o
n—-+o00 n—-+o0o

d’on w(zy) = u(yn) + u(z — o)
u(@n) = u(yn) + u(x) — u(zo)
Par passage a la limite, on obtient
im u(z,) = lim (u(ya) + u(x) — u(z))
= u(zo) + u(z) — u(xo)

u(z). C.QFD. m

Théoréme 3
Soient E et F' deux espaces normés. L’ensemble L(E, F) est un sous-espace vectoriel

de L(E, F).

Preuve.

Ona L(E,F)C L(E,F).
On a L(E,F) # ¢, car Popérateur nul est un opérateur linéaire continu.
Car u: E — F continu

v:FE — F continu

on sait que u 4 v est aussi continu
= u+veL(EF).
et u 4 v est linéaire

De méme pour A € k,

Au est linéaire car u est linéaire

= \u € L(E,F).

Au est continu car v est continu

Donc L(E, F) est un sous espace vectoriel de L(E, F'). m

Remarque 5
Soit u € L(E,F), u continu en point 0 donc w est continu partout.

2.3 Opérateur borné

Définition 9

12



Un opérateur linéaire u défini sur E dans F' est dit borné s’il existe une constante
positive M, telle que
Ve e B, |lu(@)|lp <Mz

Proposition 3

La plus petite constante des M est la norme de u.
lu(@)ll

llzll g

= sup [lu(z)p = sup Ju(@)|p.

[|ul]| = sup
40 el =1 2]l <1,00

Preuve.
En effet, la constante M s’écrit

Vz € E, ”“(nggM,xyéO

[l

()]l
/|

d’ot, la plus petite valeur de M est ||u|| = sup
x#0

llu@)ll p
Hx”E

de plus, ||u|| = sup
x#0

@) )

F

— sup(
x#0

= sup
x#0

u(ary)

d’ou la deuxieme égalité.
Passons sur la boule fermée B(0,1) des deux membres, on obtient

sup |lu(z)[|p < sup [[u(z)z-
[lz]| <1,27£0 l|lz||=1

Des deux inégalités précédentes, on a

sup |[u(z)|p = sup |lu(a)]|
lefl=1 ]| <10

d’ou la troisiéme égalité

Ju = sup Ju(z)]. =
il 1,20

2.4 La norme d’un opérateur

Définition 10

13



Soit u € L(E, F), on définit sa norme opérateur par

[ull = sup{fu()]|p : = € H, 2[5 <1}

Proposition 4
o Siue L(E,F), alors ||u]| =0 si et seulement si u = 0.
e Siacketue LIE,F), alors |au|| = |af ||u] .
e Siu,v € LE,F), alors ||u+v|| < |lul] + ||v]| -

Les trois points de la proposition précédente affirment que ||.|| définit une norme sur
L(E,F).
Preuve.
En effet, si ||u]| = 0 avec u € L(FE, F'), alors on a
Ve e B, |lu(@)|p < ullllz]lg
donc wu(x) =0,Vx € E dou u=0.
Soient u,v € L(E, F), on pose w =u+v € L(E,F)
[w(@)p < Jwll ]l
on a Jw(@)|[p = [Ju(z) +v()]
< Nu@)|[p + o)l 5
< lultllzllg + ol =]
< (ull +llvl) =l g
alors [+ ol < [[ul] + (o]
Car ||w|| est une borne supérieure.
Soient « € k et u € L(E,F),on aau € L(E, F)
lou()]|p < [loul] lz]l
law(@)[|p = lef u(@)]|lz < | [[ull 2] 5
d’on lowu]] < fal [lull.-
D’autre part, on a
o llew@)|p = lu@)llp < ull 2]
< & flau] 12l

d’ou ul| < & leu|| = |allju]] <|lou). C.QF.D. =

|al

14



Théoréme 4
Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, alors L(E, F') est un espace de

Banach.

Preuve.
Soit (u,) une suite de Cauchy d’éléments de L(FE, F),
Ve>0,3N.eN,Vpg>N.=|Ju, —uyl <e
ona luple) — ug@)l <y — gl 2l
<ol
la suite (u,(z)) est de Cauchy dans 'espace de Banach F alors (u,(z)) converge
dans F' vers un opérateur u(x).
Passant a la limite, on obtient
Tim () — ()] = ) — wg()| < < el ¥ > .
d’ott l'opérateur v(x) = u(x) — uqy(x) est continu de £ dans F, il est donc un élément
de L(E, F),
Ju(@) — ug(@ < llw— gl ]
avec la condition
= gll < e
donc u, converge vers u dans L(E, F).

On a u(z) = v(z) —uy(xr) € L(E,F). =

Remarque 6
L’ensemble des fonctions linéaies continues L(E,K) est un espace de Banach car

l’espace des scalaires k est complet.

Théoréme 5

Un opérateur linéaire u est continu, si et seulement sl est borné.

Preuve.

(=)

15



On suppose que u est continu alors u est continu en 0,

on a
Ve>0,30>0: |yllp<d= fu@)llr<e — 1)
Onpose y =
done u(y) = Erru@) = lu@)lr = G lu@)le

E
en remplacant dans (1), on obtient

i @)l < e

=/l

= |u(@)|p<clzlp Ve>0

il suffit de prendre = M
d’ou 'opérateur u est borné.
(=)
On suppose que u est borné alors, on a
[u(@)][p < M lzll; --(2)
de (2), on obtient la continuité en point 0, d’aprés la remarque (5) u est continu sur

FE dans F'. =

2.5 Espace dual

Définition 11
Soit E un espace normé sur k, on appelle dual topologique [’espace vectoriel des

formes linéaires continues de E dans k. Cet espace est noté par El.

Remarque 7

Le dual topologique est normé par la norme d’opérateur
Jul] = sup [lu(z)]|p.
lzfl<1
On appelle ||u|| la norme duale.

L’espace E1 est un espace de Banach d’aprés le théoréme 5.

Théoréme 6  Représentation de Riesz

16



Soit H/ le dual topologique de H, soit a € H, on note ¢, :x € H — {(a,x) € k
alors p:a€ H —p, € H

est bien définie, et c’est un isomorphisme ( application linéaire bijectif ) de H sur H/.

Preuve.
@ est linéaire donc est bien définie.
© est injective:
si a = 0 alors en particuliér, ¢,(a) = (a,a) = ||a/|* = 0 donc a = 0 et ker p = {0}.
@ est surjective:
soit L € Hl, si L = 0,L = ¢(0) et c’est bon, sinon notons F = ker L, E est un
hyperplan de H.
Ayant E = L= ({0}) et L continue, E est un fermé de H.
On a F@® E+ = H. Ayant L différente de 'application nulle, il existe u € E+ tel que
L(u) # 0.

On aen fait £ = Vect a:
L(z)

si on prend # € E* et si on note w = x — T
on a L(w) = L(z) — ig;L(a)

par linéairité, on obtient  L(w) = L(z) — L(z) = 0 w € E. Or w € E* par
construction, donc

w=FENEL={0} dou z = %a : x € Vect a et par double inclusion (I'autre

inclusion étant évidente) on a bien E+ = Vect a.

On a donc pour tout x € H = = %a—FxE, rp € B,
L(a)

Notons maitenant b= Wa.

On a pour tout x € H

(z,b) = <§E§§a + TE, ﬁiﬁg > = igi; ﬁa(ﬁg (a,a) = L(z)

car xgp € E et a € B+,

D’ou, on a L = ¢, et ¢ est surjective donc il y a un isomorphisme entre H et H/. m



CHAPITRE 3

Adjoint d’un opérateur borné

Dans ce chapitre, on définit un opérateur linéaire continu qui correspond & un

autre que l'on appelle I’adjoint et donne leurs propriétés.

Définition 12
Sotent E, F deux espaces de Hilbert et soit u un opérateur linéaire borné défini de K
dans F, alors il existe un opérateur linéaire borné unique noté u* défini de F' dans E par
pourtoutz € E ety e F (u(x),y)p = (z,u"(y)) 5.
En effet pour tout élément y € F, l'opérateur ¢ est défini de E dans k par
p: E—k
r— ¢(z) = (u(z),y)
© est un opérateur linéaire borné, car
[o()] = [{u(z), )] < llul@)] |yl
< el {l ]yl
D’aprés le théoréme de Riesz, il s’ensuit qu’il existe un élément ¢ € E, unique tel
que
p(a) = (u(x),y) = (z,9)
cette égalié défini un opérateur adjoint de u noté u* de F' dans E par
u(y) =

Maintenant, on doit vérifier que l'opérateur u* est unique et linéaire.

18



Preuve.
1- La linéairité de u*
Soit u € L(E,F) et y,z € F, on a
VeeB:  (nuly+2))y = (ul)y+ 2,
(u(@),y)p + (u(z), 2)p
= (2, u(y)) g + (z, 0" (2))
{

{
*(

z,u*(y) +u
Soit y € F' et pour tout a € k, on a
Ve E: (z,u(ay))p = (u(z),0y)p

D’apres le lemme 1, on obtient
w(y +2) = u(y) + v (2)
u*(ay) = au(y).
2- L’unicité de u*
On suppose que u admet deux adjoints différents u* et v* tels que u* # v*.
Ona VzekE: (uz,y) p = (r,u*y) »
(uz,y)p = (2, V" Y) g
(z,uy)p = (2, 0"y) .
D’apés le lemme 1, on trouve
u*(y) =v*(y) ( contradiction avec ’hypothése )

Donc v admet un unique adjoint u*. m

Exemple:

E = (C0,1],C) muni d’un produit scalaire tel que
1
(f.9) = [f()g(y)dy
0

On définit l'opérateur

19



u: b — F
1
f—u(f)(@) = [K(z,y)f(y)dy
0
avec K une fonction de (C[0,1]2,C)
On voit que u est linéaire et borné, on veut trouver [ adjomt u* de u

Vf,ge E: (uf,g) = (f,u*g) = ff

=
=
=
/E

I
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Par coincide, on a  u*(g)(y) = [K(z,y)g9(z)dz avec K(z,y) le conjugué de

K(x,y). ’

Définition 13
Soit u un opérateur linéaire borné, u est dit auto-adjoint si u* = u

(i.e) Nr,ye H: (ux,y)= (x,uy).

Remarque 8
o k=R, u auto-adjoint est aussi appellé symétrique.

e k=C, u est appellé Hermétien.

Théoréme 7
Soient E et F' deux espaces de Hilbert, u un opérateur linéaire borné défini de E

dans F alors on a
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[l = flu]] -

Preuve.

1)- On a
luyl* = (uy, uy)
= (uu'y,y)
< [Juwyl| |yl
u un opérateur borné, alors
Juwyll < ull luyl]
donc lury|* < fluwy|l ||y
< [l lwyl Iyl
aprés simplification, on obtient
[yl < flull Iyl -
D’ou I'inégalité suivante
Ju] < lull -1
2)- On a
luz||* = (uz, uz)
= (u*ux,x)
< [Jutuz| [
u* un opérateur borné, alors
Juruz| < flur ]| [uz]]
donc luz]|* < [luruz| ||
< [l fluz]] |||
aprés simplification, on obtient
Juz| < {lur] ||
D’ou I'inégalité suivante
Jul| < fur]] --»>2
De 1 et 2, on obtient I’égalité des normes

lull = flu]]. =
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Proposition 5

Soient E et F deux espaces de Hilbert, pour tout u,v € L(E,F) on a :

1- (u*)* = u.
2 (I") =1.
- |umoull = Jull-

4- (u+v)" =u*+v"
5- YaeC: (au)*=au"

6- (uow)* =v*ou’

Preuve.
Pour démontrer la proposition précédente, on utilise le lemme 1.
- (u")*=u
On a pour tout z € K, y € F':
(uz,y) = (x,u"y)
(uz,y) = ((u*)"z,y)
d’ou (u*)* = u.
2- (I")=1
On a pour tout z € £, y € F :
(It,y) = (z,y) car [z ==x
(Iz,y) = (z,I"y)

dot (1) = I.
3 fluroull = [lull
* * 2
On a [u*oull < [[u[ flul] = [Jul® --+1

De plus, pour tout z € E tel que ||z|| <1 on a
2 *
lu(@)[]” = (u(z), u(z)) = (z, v*u(z))
( D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz)
(@, wru(z)) < [l [luru(z)]]
et comme ||z|| <1 don |ul]® < ||u*oul --»2

D’apres les relations 1 et 2, on a lul = [|Ju* o ul|
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4- (u+v)* =u*+0v*
On a pour tout z € £, y € F :

alors  (z, (u+v)*y) = (x, (u* + v*)y) .
Donc  (u+v)* = u* 4 v*.
5 YaeC: (au)* =au*
On a pour tout z € K, y € F':
((au)z,y) = (z, (au)™y)

alors  (z, (au)*y) = (z,au*(y)) .
Donc (au)* = au®.

6- (uowv)* =v*out
Onapourtout x € £,y € F:

((uov)z,y) = (z,(uov)
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Proposition 6

Soit w € L(H), alors (u*)™! = (u™1)*.

Preuve.

Théoréme 8
Soit u un opérateur dans L(H), alors
1- (u™)* = (u*)", pour tout n € N.

2- Yxe H: (ur,x)=0= u=0.

Preuve.
I- Vne N:  (u")* = (u*)"
La démonstration se fait par récurrence, soient x et y deux éléments de H.
Pour n =2, on a
(w*z,y) = (uz, u'y) = (z, (")) Yo,y € H
d’autre part,
(v?z,y) = (x, (u*)"y)
d’ou (u?)* = (u*)?
On suppose qu’elle est vraie pour n, c’est & dire (u™)* = (u*)™ et on doit montrer
pour n + 1.
(W z,y) = ((u")z,u'y) = (z, (W")"u"y)
d’apreés I’hypothése, on a
(@, (u") wy) = (@, (w)"u'y) = (z, (u*)"y)
(' z,y) = (z,(u)"ly) Vo,y € H.
2-VeeH: (ur,z)=0—= z=0
Ona Ve,ye H: (u(x+vy),(x+y))=0
ce qui implique  (uz,z) + (uz,y) + (uy, ) + (uy,y) =0
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ona Vr,y€ H: (uz,z)= (uy,y) =0 donc

(uz,y) + (uy,z) =0 --»1
en remplagant y dans 1 par iy

—i(uz,y) + i (uy,z) =0 --» 2
on multiple 2 par i, on trouve

(uz,y) — (uy,z) =0 --+3
en additionnant 1 et 3, on obtient

(uz,y) =0 Vz,y € H.
On peut remplacer y par ux
(uz,uz) =0 Yo € H = |juz|* =0
—ur=0 VreH

— u=0. m

Théoréme 9
Soient E et F' deux espaces de Hilbert et u un opérateur linéaire borné, alors
1) (Imu)t = keru*.
2) (Imu*)* = keru.

Preuve.
1)
Vy € (Imu)t <= (uz,y) =0 Vo € £

— (z,u'y) =0 Yz € FE
= u'y=0
<= y € keru™.

D’ou (Imu)* = ker u*.

2)



— uy =20
< y € keru.

D’ou (Imu*)* = keru. m

Proposition 7
Sotent E et F' deux espaces de Hilbert et u un opérateur linéaire borné, alors
1) Imu est dense dans F' si et seulement si u* est injectif.

1) Imu* est dense dans F' si et seulement si u est injectif.

Preuve.

1)  Siwu* est injectif <= keru* = {0} <= (Imu)* = {0p}
= ((Imu)")* = ({0p})" =F

on a (Imu)Y)*+ =Imu
<= Imu= ({0p})" =F
< Imu=F.

2)  Siw est injectif <= keru = {0r} <= (Imu*)* = {0p}
= (Imw)h)t = ({0p})*" = F

on a (Imu*)t)*t = Imu*
< Imu* = ({0p})t = F

<= Imu*=F. m
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Conclusion

L’étude des opérateurs linéaires continus occupe une partie importante en analyse
hilbertienne. L’un de ces opérateurs est I’adjoint qui associé & un opérateur linéarie borné.
Grace a cette notion, on peut définit plusieurs des classes particuliéres d’opérateurs

bornés.
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