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Introduction

Ce mémoire est consacré à l’étude des opérateurs de composition qui est un sujet

intéressent et d’actualité. Cette étude utilise des techniques de plusieurs parties

d’analyse pour prouver les résultats présentés à savoir la théorie des opérateurs,

l’analyse fonctionnelle, la théorie de la mesure et la théorie des fonctions analytiques.

L’étude des opérateurs de compositions a été l’objet d’études de plusieurs

mathématiciens, voir par exemple le livre de Joel H.Shapiro [10].

Soit E un espace de Banach des fonctions holomorphes sur le disque unité D de

C. Si ϕ est une fonction holomorphe de D dans D, l’opérateur de composition de

symbole ϕ est défini par:

Cϕ : E −→ E

f 7−→ Cϕ(f) = f ◦ϕ

Le but de notre travail est l’étude des opérateurs de composition sur l’espace

de Dirichlet. Le problème auquel nous nous intéressons concerne la compacité d’un

opérateur de composition. Il se base essentiellement sur l’article de Z.Bendaoud

et F.Korrichi [3], et la thèse du Dr.F.Korrichi qui à été dirigée par E.Strouse et

Z.Bendaoud et soutenue en 2016 [18].
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On note parHol(D) l’espace des fonctions holomorphes sur D. On définit l’espace

de Hardy H2(D) par l’espace des fonctions holomorphes

f : D−→ C

sur le disque unité telle que la norme,

‖f‖22 = lim
r→1−

1
2π

∫
T
|f(eit)|dt, avecTle cercle de centre r

est finie. Ou bien, si f(z) =
∑
n≥0

anz
n, on a:

‖f‖22 =
∑
n≥0
|an|2.

On note par T = ∂D le cercle unité du plan complexe C, L2(T) l’espace de

Lebesgue sur T. L’espace H2(D) peut être identifié a un sous espace fermé de

l’espace de Hilbert L2(T) défini par:

H2(T) = {f ∈ L2(T) : f̂(n) = 0, n < 0}.

muni de la norme de L2(T).

Il s’ensuit par la formule de Littlewood-Paley que nous avons une autre

expression de la norme de H2(D):

‖f‖22 = |f(0)|2 + 2
∫
D

|f
′
(w)|2 log

(
1
|w|

)
dA(w).

où dA(z) = dxdy/π, z = x+ iy (dA(z) = rdrdθ/π, z = reiθ).

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe, l’opérateur de composition sur H2(D)

de symbole ϕ est défini par:

Cϕ : H2(D) −→ H2(D)

f 7−→ Cϕ(f) = f ◦ϕ

La bornitude ou bien la continuité de l’opérateur Cϕ est assurée par le principe

de subordination de Littlewood (1925).

On définit la fonction de comptage de Nevanlinna de ϕ pour tout z ∈D\{ϕ(0)}

par:

Nϕ(z) :=



∑
w∈ϕ−1({z})

log
(

1
|w|

)
, z ∈ ϕ(D)

0 , z 6∈ ϕ(D)
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où ϕ−1({z}) désigne l’ensemble des antécédents de z par ϕ.

La compacité des opérateurs de composition est basée sur la fonction de comptage

de Nevanlinna de symbole ϕ. En 1987, J.H.Shapiro [10] a caractérise la compacité

de l’opérateur de composition dans l’espace de Hardy H2(D) en terme de la fonction

de comptage de Nevanlinna comme suit:

Cϕ est compact ⇔ lim
|w|→1−

Nϕ(w)

log 1
|w|

= 0.

Soit w : D→ [0,∞) une fonction mesurable telle que∫
D

w(z)dA(z)<∞.

Soit f ∈Hol(D), On définit son intégrale de Dirichlet pondérée par:

Dw(f) :=
∫
D

|f
′
(z)|2w(z)dA(z).

On définit aussi l’espace de Dirichlet pondéré correspondant Dw qui est

l’espace vectoriel des fonctions f ∈Hol(D) tel que Dw(f)<∞.

L’espace Dw est un espace vectoriel normé muni de la norme:

‖f‖2Dw := |f(0)|2 +
∫
D

|f
′
(z)|2w(z)dA(z).

Si w(z) = (1−|z|2)α, on pose:

dAα(z) = (1 +a)(1−|z|2)αdA(z), z ∈ D,

On définit l’espace de Dirichlet Dα par l’espace des fonctions holomorphes

f : D→ C sur le disque unité telle que la norme,

‖f‖2α = |f(0)|2 +
∫
D

|f
′
(z)|2dAα(z)�

∑
n≥0

(1 +n)1−α|an|2,

soit finie.

Quand α = 1, D1 = H2 est l’espace de Hardy, quand α = 0, D0 =D est l’espace de

Dirichlet classique.

La compacité et la bornitude de l’opérateur de composition sur l’espaces de Dirichlet

Dα, pour 0 ≤ α ≤ 1, sont caractérisée par la fonction de comptage généralisée de

3



Nevanlinna associée aux symboles.

Nous donnons un exemple de la fonction distance correspondant à Ω et K qui est

définie par:

|ϕΩ,K(ζ)|= e−Ω(d(ζ,K)) p.p ζ ∈ T.

Pour K un sous-ensemble fermé de T, Ω ∈ C1([0,2π]) telle que Ω(0) = 0 et
∫
T

Ω(d(ζ,K)|dζ|<∞.

Puis, nous donnons une estimation de la fonction généralisée de Nevanlinna, cette

estimation nous donne la compacité et la bornitude de l’opérateur de composition

associé aux fonctions distance ϕΩ,K .

1. Soit K le Cantor généralisé associé à la suite {an}n∈N vérifiant sup
n≥1

an+1
an

<
1
2,

soit Ω une fonction croissante avec Ω(0) = 0 et β < µ, alors:

NϕΩ,K (z) =O
(

(1−|z|)
µ
β

)
, |z| → 1−.

2. Soit 0 < α < 1. Soit K le Cantor généralisé associé à la suite {an}n∈N qui

vérifie supn≥1
an+1
an

<
1
2, telle que α+µ≥ 1. Et soit Ω(t) = tβ telle que

β <min{(1−α)/2,α+µ−1},

alors:

NϕΩ,K ,α(z) =O

(1−|z|)
α+µ−1

β

 , (|z| → 1−).

A la fin de l’exemple, nous allons démonter que l’opérateur de composition de la

fonction distance est un opérateur de la classe de Hilbert-Schmidt avec la condition:

∫
T

Ω′(d(ζ,K))
(Ω(d(ζ,K)))2+α (d(ζ,K))α+1|dζ|<∞,

où 0≤ α < 1.

4



Notre travail est divisé en trois chapitres:

• Dans le premier chapitre, on présente quelques rappels eu analyse fonction-

nelle et la théorie des opérateurs.

• Dans le deuxième chapitre, nous avons donné la définition des opérateurs

de composition sur l’espace de Hardy H2(D) et leurs propriétés fondamentales,

en particulier on a étudie leur compacité.

• Dans le troisième chapitre, nous allons étudier les opérateurs de composi-

tion sur l’espaces de Dirichlet Dα pour 0≤ α< 1. Nous nous somme intéressés

plus particulièrement, à la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna as-

sociée aux symboles et étudie l’exemple de l’opérateur de composition associé

à la fonction distance.
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CHAPTER 1

Espaces de Hardy Hp(D),0< p≤∞
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Espaces de Hardy Hp(D),0< p≤∞.

1.1 Préliminaire

Dans ce qui suit, nous allons présenter un petit rappel sur l’analyse fonctionnelle

et la théorie des opérateurs.

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1.

Soit E un espace vectoriel sur C, on appelle produit scalaire sur E toute forme

symétrie hermitienne, sesquilinéaire, définie positive et non dégénéré. C’est a dire,

l’application < ., . > défini par
E×E → C

(x,y) 7→ < x,y >
et qui vérifie:

1. < x,y >=< y,x >, ∀x,y ∈ E (symétrie hermitienne).

2. < x+ay,z >=< x,y >+a < y,z >, ∀x,y,z ∈ E, a ∈ C (linéaire a gauche).

3. < x,x >≥ 0, ∀x ∈ E (définie positive).

4. < x,x >= 0⇔ x= 0 (non dégénéré).

Définition 1.1.2.

Un espace pré-hilbertien est un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire.

Définition 1.1.3.

Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien complet i.e. un espace

vectoriel, muni d’un produit scalaire, qui est complet pour la norme ‖x‖=√< x,x >.

Définition 1.1.4.

On appelle base hilbertienne d’un espace de Hilbert séparable H de dimension

infinie une suite orthonormée {en}n≥0 qui est de plus totale dansH i.e, qui engendre

un sous-espace dense dans H. On dit aussi base orthonormée de H.

7



Espaces de Hardy Hp(D),0< p≤∞.

Noyau Reproduisant d’un Espace de Hilbert

Définition 1.1.5.

Soit H un espace de Hilbert des fonctions définies sur D et à valeurs dans C, on

note 〈,〉 et ||.||, respectivement le produit scalaire et la norme de H.

On dit qu’une application k de D×D est un noyau reproduisant pour H si,

1. Pour tous z,w ∈ D,kz(w) = k(z,w) est une fonction de w qui appartient à H.

2. Pour tout z ∈ D et tout f ∈H, f(z) = 〈f,kz〉.

En particulier pour tous z,w ∈ D,kz(w) = 〈kz,kw〉 et

||kz||= 〈kz,kz〉
1
2 = k(z,z)

1
2 .

Ainsi, on dit qu’un espace de Hilbert H admet un noyau reproduisant, s’il existe

k ∈H vérifiant les conditions 1 et 2.

Proposition 1.1.1.

Soit H un espace de Hilbert de fonctions holomorphes sur D admettant un noyau

reproduisant k. Alors:

1. k est unique.

2. Pour tout z,w ∈ D,k(z,w) = k(w,z).

3. Soit z ∈ D,k(z,z) = 0⇔ f(z) = 0, pour tout f ∈H.

4. Pour tous z,w ∈ D, |k(z,w)| ≤ k(z,z) 1
2 ×k(w,w) 1

2 .

Pour tout z ∈ D, l’application kz = k(z, ·) est bornée sur tout compact de D et

k est bornée sur tout compact de D×D.

8



Espaces de Hardy Hp(D),0< p≤∞.

1.1.2 Opérateurs sur les espaces vectoriels

Soient E et F deux espaces vectoriels sur un corps C.

On appelle opérateur de E dans F toute application T définie de E dans F par:

T : E→ F

x 7→ Tx

tel que D(T ) soit le domaine de définition de l’opérateur T .

L’opérateur T est dit linéaire si:

∀x,y ∈ E,λ,µ ∈K, T (λx+µy) = λT (x) +µT (y).

On note par L(E,F ) l’ensemble des opérateurs linéaire de E dans F .

Définition 1.1.6.

Un opérateur linéaire T de E dans F est dit borné s’il est défini partout dans E

et transforme tout ensemble borné de E en un ensemble borné de F .

Théorème 1.1.1.

Soient E et F des espaces normés, Soit T un opérateur linéaire de E dans F .

Alors:

T continue ⇔ T borné.

Définition 1.1.7.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et soit T ∈ L(E,F ).

On dit que T est un opérateur compact si l’image par T d’un ensemble bornée A de

E est relativement compacte dans F (l’adhérence de T (A) est compact).

On note par K(E,F ) l’ensemble des opérateurs compacts de E dans F .

Définition 1.1.8.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et soit T ∈ L(E,F ).

On dit que l’opérateur T est de rang fini si l’image de T est de dimension finie, son

rang étant la dimension de l’image de T .

Proposition 1.1.2.

Tout opérateur de rang fini est compact.

9



Espaces de Hardy Hp(D),0< p≤∞.

Théorème 1.1.2. [10]

Supposons que T est un opérateur linéaire borné de l’espace de Hilbert H, alors

T compact si et seulement s’il existe une suite d’opérateurs bornées {Fn}n∈N de

rang finie tel que:

‖T −Fn‖→ 0, n→+∞.

1.1.3 Fonctions Holomorphes

On note par D le disque unité du plan complexe C, T = ∂D le cercle unité.

Définition 1.1.9. [9]

Une fonction f : D→ C est dite C-dérivable en un point a ∈ D si sa la limite

f
′
(a) = lim

h→0

f(a+h)−f(a)
h

,

existe dans C.

Si f est C-dérivable en tout point de D, la fonction f
′ : D→ C est appelée la

dérivée de la fonction f .

Exemple.

La fonction z→ z est C-dérivable sur C, et sa dérivée est la fonction constante 1.

Définition 1.1.10. [9]

On dit qu’une fonction f : D→ C est holomorphe dans D si f est C-dérivable

en tout point.

On note par Hol(D) l’espace des fonctions holomorphes sur D.

Définition 1.1.11. [9]

On dit qu’une fonction f : D→ C est C-analytique si elle est développable en

série entière de la variable z au voisinage de chaque point.

Autrement dit: si pour tout point z0 ∈D, il existe une suite de coefficients {an}n∈N(dépendant

de z0) et un nombre r > 0 tels que pour z ∈D(z0, r), on a:

f(z) =
∞∑
n=0

an(z− z0)n.

Corollaire 1.1.1. [9]

Toute fonction C-analytique si et seulement si holomorphe.
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Espaces de Hardy Hp(D),0< p≤∞.

Inégalité de Jensen

Théorème 1.1.3. Inégalité de Jensen [5]

Soit µ une mesure positive sur une tribuM dans un ensemble mesurable Ω telle

que µ(Ω)∈]0,∞[. Soit f ∈L1(µ) une fonction à valeurs réelles telle que a < f(x)< b

pour tout x ∈ Ω avec a ∈ R∪{−∞} et b ∈ R∪{+∞}.

Soit ϕ une fonction convexe sur ]a,b[. On a l’inégalité

ϕ

 1
µ(Ω)

∫
Ω

fdµ

≤ 1
µ(Ω)

∫
Ω

ϕ◦fdµ

 . (1.1)

En particulier si µ(Ω) = 1 on obtient:

ϕ

∫
Ω

fdµ

≤
∫

Ω

ϕ◦fdµ

 .
Inégalité de Hölder et Minkowski

Théorème 1.1.4.

Soit X un espace mesuré, de mesure µ positive. Soient f et g deux fonctions

mesurables sur X à valeurs dans R+.

1. Inégalité de Hölder:

Soient p et q deux exposants conjugués ( i.e. 1
p + 1

q = 1 ) avec 1< p <∞.

Alors: ∫
X

fgdµ≤

∫
X

|f |pdµ


1
p
∫
X

|g|qdµ


1
q

.

2. Inégalité de (Herman) Schwarz:

L’inégalité de Hölder dans le cas où p= q = 2, donc on a:

∫
X

fgdµ≤

∫
X

|f |2dµ


1
2
∫
X

|g|2dµ


1
2

.

3. Inégalité de Minkowski:

Soit p ∈ [1,∞[. Alors
∫
X

|f +g|pdµ


1
p

≤

∫
X

|f |pdµ


1
p

+
∫
X

|g|pdµ


1
p

.
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L’espace L2

Définition 1.1.12.

On défini l’espace L2 sur Ω par:

L2(Ω,µ) = {f : Ω→ C mesurable ; ‖f‖2 <∞} ,

où ‖f‖2 =
∫

Ω

|f |2dµ


1
2

.

L’espace L2 est un espace complet.

Autrement dit, c’est un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire:

〈f,g〉=
∫
Ω

fgdµ, f,g ∈ L2.

Théorème 1.1.5. (Plancherel-Parseval) [5]

Si f ∈ L2(T) et si {an}n∈Z est la suite de ses coefficients de Fourier, tel que

an = 1
2π

2π∫
0
f(eit)e−intdt,

‖f‖2 :=
 1

2π

2π∫
0
|f(eit)|2dt


1
2

=
∑
n∈Z
|an|2


1
2

.

De plus f est la somme de sa série de Fourier (Sn(f))n≥0, où

Sn(f)(eit) =
∑
|k|≤n

ake
ikt

avec,

lim
n→+∞

‖f −Sn(f)‖= 0.

Théorème 1.1.6. (Riesz-Fischer) [5]

Toute suite {an}n∈Z de C telle que
∑
n∈Z
|an|2 <∞ est la suite des coefficients de

Fourier d’une fonction g ∈ L2(T).
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1.1.4 Fonction harmonique et sous-harmonique

Définition 1.1.13.

Soit Ω un ouvert de C et soit f une fonction f : Ω→ R.

On dit que f est harmonique sur Ω si f est de classe C2 sur Ω et si ∆f ≡ 0 sur Ω,

où ∆f est le Laplacien de f défini par ∆f = ∂2f

∂x2 + ∂2f

∂y2 .

Définition 1.1.14.

Une fonction f : D→ R continue sur D est dite sous-harmonique si elle a la

propriété suivante:

pour tout domaine (ouvert connexe) Ω de D, dont la fermeture Ω est inclus dans D et

pour toute fonction U harmonique dans Ω et continue dans Ω, vérifiant f(z)≤ U(z)

sur la frontière Fr(Ω) de Ω, on a:

f(z)≤ U(z) pour tout z ∈ D.

Théorème 1.1.7. [5]

Soit f : D→ R continue sur D. Alors f est sous-harmonique si et seulement si,

pour tout z0 ∈ D, il existe ρ0 > 0 tel que D(z0,ρ0)⊂ D avec, de plus,

f(z0)≤ 1
2π

∫ 2π

0
f(z0 +ρeit)dt, (1.2)

pour tout ρ < ρ0.

Exemple. [5]

1. Soit f analytique dans D et soit p > 0. Alors la fonction g continue sur D à

valeurs réelles définie par g(z) = |f(z)|p est sous-harmonique.

2. Soit u une fonction harmonique dans D et soit p ≥ 1. Alors la fonction g

continue sur D à valeurs réelles définie par g(z) = |u(z)|p est sous-harmonique.
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1.2 Espaces de Hardy Hp(D),0< p≤∞

Dans cette partie, nous commençons par définir l’espace de Hardy Hp(D) pour

p ∈ [0,∞[ et donner quelques propriétés fondamentales.

Définition 1.2.1.

Pour f ∈Hol(D) on définit les quantités suivantes:

M0(f,r) = 1
2π

2π∫
0

log+ |f(reit)|dt

Mp(f,r) =
 1

2π

2π∫
0
|f(reit)|pdt


1
p

; 0< p <∞

M∞(f,r) = sup
0≤t≤2π

|f(reit)|

tel que la fonction log+ est la fonction continue définie sur ]0,+∞[ par:

log+(x) =

 log(x) si x≥ 1

0 si 0< x < 1

Autrement dit, log+(x) = sup(log(x),0).

L’espace de Hardy Hp(D),0≤ p≤∞, est défini par:

Hp(D) =
{
f ∈Hol(D) : sup

0≤r<1
Mp(f,r)<∞

}
.

Proposition 1.2.1. [5]

Soit f ∈Hol(D). Les fonctions r 7→Mp(f,r) (pour 0< p≤∞) sont des fonctions

croissantes sur [0,1[.

Pour démonter cette proposition, on a besoin de la proposition suivante.

Proposition 1.2.2. [5]

Soit f une fonction continue à valeurs réelles sous-harmonique sur D et soit

m(r) = 1
2π

2π∫
0
f(reit)dt ; ∀r ∈ [0,1[

Alors r 7→m(r) est une fonction croissante sur [0,1[.
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Démonstration.

Soit f ∈Hol(D).

Alors |f |p et log+ |f | sont des fonctions sous-harmoniques sur D pour 0< p <∞.

D’après la Proposition.1.2.2, r 7→Mp(f,r) (pour 0≤ p≤∞) est une fonction crois-

sante sur [0,1[.

On peut alors redéfinir les espaces de Hardy Hp(D),0< p≤∞ de la façon suivante:

Corollaire 1.2.1.

Pour 0≤ p≤∞ nous avons:

Hp(D) =
{
f ∈Hol(D) : lim

r→1
Mp(f,r)<∞

}
.

Notation:

Si f ∈Hp(D) pour 0< p≤∞, on pose:

‖f‖p = lim
r→1

Mp(f,r).

Le théorème suivant précise le lien entre les différents espaces de Hardy:

Théorème 1.2.1. [5]

On a les inclusions suivantes:

H∞(D)⊂Hp(D)⊂Hs(D),

pour 0< s < p <∞.

Démonstration.

• H∞(D)⊂Hp(D):

Si f ∈H∞(D), pour tout p ∈]0,∞[ on a:

|f(reit)|p ≤ ‖f‖p∞

pour r ∈ [0,1[ et t ∈ [0,2π[.

On en déduit que:

Mp(f,r)≤ ‖f‖∞
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Espaces de Hardy Hp(D),0< p≤∞.

pour r ∈ [0,1[, ce qui implique que

‖f‖p ≤ ‖f‖∞

et donc H∞(D)⊂Hp(D) pour tout p > 0.

• Hp(D)⊂Hs(D):

Pour p > s > 0, d’après l’inégalité de Hölder, pour f mesurable sur le cercle

centré en 0 de rayon r ∈]0,1[, on a:

2π∫
0
|f(reit)|sdt≤

 2π∫
0
|f(reit)|pdt


s
p

(2π)1− sp

D’où Ms(f,r)≤Mp(f,r).

Et donc Hp(D)⊂Hs(D) pour p > s > 0.

Théorème 1.2.2. [5]

Si 1≤ p≤∞, l’espace de Hardy Hp(D) muni de la norme ‖.‖p est un espace de

Banach.

Démonstration.

1. ‖.‖p est une norme:

Pour cela il suffit de démonter que la norme ‖.‖p vérifie l’inégalité triangulaire.

D’après l’inégalité de Minkowski (si 1≤ p <∞) ou d’après l’inégalité

triangulaire que vérifie le module sur C (si p =∞), pour toutes les fonctions

f et g mesurables sur le cercle centré en 0 de rayon r ∈]0,1[, on a:

Mp(f +g,r)≤Mp(f,r) +Mp(g,r) pour tout r ∈ [0,1[.

Pour toutes les fonctions f,g ∈Hp(D) ( avec 1< p≤∞ ),

on a dans ce cas

‖f +g‖p ≤ ‖f‖p+‖g‖p.
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Donc ‖.‖p est bien une norme sur Hp(D).

Pour p < 1, Hp(D) est encore un espace vectoriel. Mais le problème est que

‖.‖p ne vérifie pas l’inégalité triangulaire.

2. Fixons à présent p∈ [1,∞] et montrons que les espaces vectoriels normésHp(D)

sont complets.

Soit {fn}n∈N une suite de Cauchy dansHp(D). Soient r,R tels que r <R< 1

et supposons que |z| ≤ r. On applique la formule de Cauchy à fn−fm sur le

cercle ΓR centré en 0 et de rayon R. On obtient alors:

|fn(z)−fm(z)| ≤

∣∣∣∣∣∣∣
1

2iπ

∫
ΓR

fn(ξ)−fm(ξ)
ξ− z

dξ

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2π
1

R− r

π∫
−π

R|fn(Reiθ)−fm(Reiθ)|dθ

Ainsi, pour |z| ≤ r on a:

|fn(z)−fm(z)| ≤ 1
R− r

M1(fn−fm,R)

Comme l’application φ : x 7→ xp est convexe pour p≥ 1, et d’après l’inégalité

de Jensen appliquée à la mesure µ définie par dµ(t) = 1
2πdt sur [−π,π],

on obtient:  π∫
−π

|(fn−fm)(Reit)
2π dt

p ≤ 1
2π

π∫
−π
|(fn−fm)(Reit)|pdt

Et donc

M1(fn−fm,R)≤Mp(fn−fm,R).

D’après la Proposition.1.2.1 , on a:

Mp(fn−fm,R)≤ lim
R→1

Mp(fn−fm,R) = ‖fn−fm‖p

dans ce cas et pour |z| ≤ r on a:

|fn(z)−fm(z)| ≤ 1
R− r

‖fn−fm‖p

La suite {fn}n∈N converge donc uniformément sur tout compact de D vers une

fonction f holomorphe sur D.
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{fn}n∈N ébut de Cauchy dans Hp(D), et comme ε > 0, il existe m=m(ε)≥ 1

tel que ∀n >m on ait:

‖fn−fm‖< ε.

Pour r < 1 on obtient:

Mp(f −fm, r) = lim
n→+∞

Mp(fn−fm, r)≤ lim
n→+∞

‖fn−fm‖p < ε

Ce qui implique que:

lim
n→+∞

‖f −fm‖p = 0.

D’autre part, sachant que ‖f‖ ≤ ‖fn−f‖p+‖fn‖, alors ‖f‖<∞

donc La suite {fn}n∈N converge dans Hp(D) qui est dans ce cas un espace de

Banach. cqfd,

1.2.1 L’espace de Hardy H2(D)

Définition 1.2.2.

On définit l’espace de Hardy H2 sur le disque unité D par:

H2(D) =
{
f ∈Hol(D) : lim

r→1
M2(f,r)<∞

}
.

H2(D) =

f ∈Hol(D) : lim
r→1

1
2π

2π∫
0
|f(reit)|2dt <∞

 .
Théorème 1.2.3. [5]

Soit f une fonction holomorphe sur D de la forme f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n, on a:

f ∈H2(D)⇔
+∞∑
n=0
|an|2 <∞ ( an = 1

2π

2π∫
0
f(eit)e−intdt)

Démonstration.

Soit f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n pour z ∈ D. Pour r ∈ [0,1[ et t ∈ R, on a:

f(z) =
+∞∑
n=0

anr
neint⇒ 1

2π

2π∫
0
|f(reit)|2dt=

+∞∑
n=0
|an|2r2n.
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En passant à la limite, on a:

∞> lim
r→1

1
2π

2π∫
0
|f(reit)|2dt= lim

r→1

+∞∑
n=0
|an|2r2n =

+∞∑
n=0
|an|2.

Ce qui terminer la preuve.

Remarque 1.2.1.

Une autre écriture de la norme de f ∈H2(D):

‖f‖2 =
(+∞∑
n=0
|an|2

) 1
2

.

Définition 1.2.3.

On définit l’espace de Hardy H2 sur le cercle unité T par:

H2(T) =
{
f ∈ L2(T) ; an = f̂(n) = 0, n < 0

}
.

Théorème 1.2.4. (la limite radiale) [10]

Supposons que f(z) =
+∞∑
n=0

anz
n une fonction dans H2(D), et f∗ une fonction

dans L2(T) tel que:

f∗(eit) =
+∞∑
n=0

ane
int,

alors limr→1 f(reit) = f∗(eit) existe presque partout sur T, de plus

‖f‖H2(D) = ‖f∗‖L2(T).

f∗ est la limits radiale de f .

On peut identifier H2(T) à l’espace H2(D), d’après le théorème suivants:

Théorème 1.2.5. [5]

L’application:
Φ : H2(D) −→ H2(T)

f 7−→ Φ(f) = f∗

est un isomorphisme isométrique. Avec f∗ sa la limite radial.
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Démonstration.

1. Φ est isométrique:

Puisque limr→1 ‖f∗−fr‖= 0, on a:

‖f‖2 := lim
r→1
‖fr‖2 = ‖f∗‖2.

Comme f̂∗(n) = 0 pour tout n < 0, l’application Φ : f 7→ f∗ est bien une

isométrie de H2(D) dans H2(T).

2. l’application Φ est linéaire (Par définition).

3. Φ est isomorphisme:

• l’application est automatiquement injective.

• l’application surjective:

Soit g ∈H2(T), donc g est de la forme:

g(eit) =
∑
n≥0

ane
int avec

∑
n≥0
|an|2 <∞.

Alors la fonction f est défini sur D par:

f(z) =
∑
n≥0

anz
n ∈H2(D)

D’après la définition de Hardy, l’application Φ est surjective. Ainsi Φ est

bien un isomorphisme isométrique.

Théorème 1.2.6. [5]

H2(D) est un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire:

< f,g >H2(D)=< f∗,g∗ >L2(T)=
1

2π

2π∫
0
f∗(eit)g∗(eit)dt.

Démonstration.

Par définition, < f,f >H2(D)= ‖f∗‖22. Comme ‖f∗‖2 = ‖f‖2, la norme sur H2(D)

se déduit bien du produit scalaire que nous avons fixé.

De plus H2(D) est complet d’après le Théorème.1.2.2, Ainsi H2(D) est bien un

espace de Hilbert.
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Théorème 1.2.7. (Estimation de Growth ) [10]

Pour toute f ∈H2(D), on a:

|f(z)| ≤ ‖f‖2√
1− z2 , ∀z ∈ D.

Démonstration.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwartz à la série de puissance de f on

obtient, pour tout z ∈ D:

|f(z)| ≤ |
∑
n≥0

anz
n|

≤
∑
n≥0
|an||zn|

≤

∑
n≥0
|an|2


1
2
∑
n≥0
|z|2n


1
2

= ‖f‖2×
( 1

1− z2

) 1
2
.

Corollaire 1.2.2. [10]

Toute suite convergente en norme dans H2(D) converge uniformément sur tout

compact de D.

Démonstration.

Supposons {fn}n∈N est une suite convergente en norme dans H2(D) à une

fonction f ∈H2(D), i.e.‖fn−f‖2→ 0,

pour o < R < 1, et pour n fixe, on utilise l’estimation de Growth on obtient:

sup
|z|≤R

|fn(z)−f(z)| ≤ ‖fn−f‖2√
1− z2 , ∀z ∈ D

donc fn→ f converge uniformément dans le disque fermé {|z| ≤ R}, comme R est

arbitraire, alors fn→ f converge uniformément sur tout le compact D.

Exemple.

La fonction z 7→ log
( 1

1− z

)
=
∑
n≥0

zn

n
appartient à H2(D), car la série

∑
n≥0

1
n2 est

finie.
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Corollaire 1.2.3. [10]

H∞(D)⊂H2(D). En générale, si b ∈H∞(D) et si f ∈H2(D) alors bf ∈H2(D),

De plus ‖bf‖2 ≤ ‖b‖∞‖f‖2.

Démonstration.

Soit b ∈H∞(D) et f ∈H2(D), on a donc:

‖bf‖22 = lim
r→1

1
2π

2π∫
0
|b(reit)f(reit)|2dt≤

(
sup
z∈D
‖b(z)‖

)2lim
r→1

1
2π

2π∫
0
|f(reit)|2dt

<∞.
De plus

‖bf‖2 ≤ ‖b‖∞‖f‖2.

Ce qui terminer la preuve.

Définition 1.2.4.

Pour λ ∈ D, on définit le noyau reproduisant en λ qu’on note kλ, la fonction

kλ ∈H2(D) qui est définie par:

kλ(z) = 1
1−λz

.

On a:

∀f ∈H2,〈f,kλ〉= f(λ).

De plus,

||kλ||2 = 〈kλ,kλ〉= kλ(λ) = 1
1−|λ|2 .
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CHAPTER 2

Opérateurs de composition sur l’espace de Hardy H2(D)
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Opérateurs de composition sur l’espace de Hardy H2(D).

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux opérateurs de composition associés à des

fonctions holomorphes définies sur D dans lui même. Nous nous intéressons aux

principales propriétés de ces opérateurs sur l’espace de Hardy H2(D), et nous nous

concentrerons à la bornitude et à la compacité.

2.1 Opérateur de Composition

Définition 2.1.1.

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe, l’opérateur de composition sur H2(D)

de symbole ϕ est défini par:

Cϕ : H2(D) −→ H2(D)

f 7−→ Cϕ(f) = f ◦ϕ

Proposition 2.1.1.

Pour ϕ : D→ D une fonction holomorphe, Il est à remarqué que Cϕ est un

opérateurs linéaire.

Démonstration.

Soit f,g ∈H2 et a,b ∈ C, on a:

(Cϕ(af + bg))(z) = (af + bg)(ϕ(z))

= (af)(ϕ(z)) + (bg)(ϕ(z))

= a(f)(ϕ(z)) + b(g)(ϕ(z))

= a(Cϕf)(z) + b(Cϕg)(z)

= (aCϕf + bCϕg)(z),

Alors:

∀z ∈ D, (Cϕ(af + bg))(z) = (aCϕf + bCϕg)(z).

Théorème 2.1.1. [20]

Soit ϕ,ψ : D→ D deux fonctions holomorphe, si Cϕ et Cψ sont des opérateurs

de composition, alors

CϕCψ = Cψ◦ϕ.
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Démonstration.

Notons que,

(CϕCψf)(z) = (Cϕ(f ◦ψ))(z) = (f ◦ψ ◦ϕ)(z) = (Cψ◦ϕf)(z), ∀z ∈ D.

Donc,

CϕCψ = Cψ◦ϕ.

Exemple.

Soit ϕ(z) = z2. Si f est dans H2, alors Cϕf est dans H2 et ‖Cϕf‖ = ‖f‖. Par

conséquent, Cϕ est une isométrie de H2 dans lui même.

Démonstration.

Si f est la série de puissance f(z) =
∑
n≥0

anz
n, alors Cϕf est la série de puissance

(Cϕf)(z) =
∑
n≥0

anz
2n.

Ainsi Cϕf ∈H2, et toutes les affirmations ci-dessus sont immédiates.

L’opérateur de composition Cϕ sur l’espace de Hardy H2(D) est toujours borné

si ϕ(0) = 0, cela d’après le principe de subordination de Littlewood, qui est

énoncé dans le théorème suivant.

Théorème 2.1.2. (Principe de Subordination de Littlewood (1925)) [10]

Soit ϕ une fonction holomorphe de D dans D, et ϕ(0) = 0, pour toute fonction

f ∈H2(D), on a:

Cϕ ∈H2(D) et ‖Cϕ(f)‖2 ≤ ‖f‖2.

Démonstration.

La preuve est basée sur l’opérateur de déplacement à gauche (backward shift

operator) B, définit sur H2(D) par:

Bf(z) =
+∞∑
n=0

f̂(n+ 1)zn,

Où f(z) =
+∞∑
n=0

f̂(n)zn ∈H2(D).
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L’opérateur de déplacement:

Le nom vient du fait que B déplace les coefficients de la série de puissance

de f par un pas à gauche et élimine le terme constant.

Donc,

∀f ∈H2(D), ‖Bf‖2 ≤ ‖f‖2.

On remarque que pour toute fonction holomorphe f ∈H2(D), on a:

f(z) = f(0) + zBf(z) z ∈ D, (2.1)

Bnf(0) = f̂(n) ∀n ∈ N, (2.2)

On suppose que f est un polynôme. Il est clair, dans ce cas, que f est bornée

sur D, alors f ◦ϕ est aussi borné. On déduit que f ◦ϕ ∈H2(D).

En remplaçant z par ϕ(z) dans l’équation (2.1), on obtient:

f(ϕ(z)) = f(0) +ϕ(z)(Bf)(ϕ(z)) z ∈ D, (2.3)

On réécrit cette équation avec les notations des opérateurs de composition et de

multiplication:

Cϕf = f(0) +MϕCϕBf, (2.4)

Puisque ϕ(0) = 0, le coefficient constant de MϕCϕBf est nul, donc MϕCϕBf est

orthogonale à la fonction constante f(0) dans H2(D). Ainsi,

‖Cϕ(f)‖22 = |f(0)|2 +‖MϕCϕBf‖22 ≤ |f(0)|2 +‖CϕBf‖22, (2.5)

la dernière inégalité résulte de la propriété de contraction des opérateurs de multi-

plication puisque ‖ϕ‖∞ ≤ 1.

Remplaçons maintenant f , successivement, par Bf,B2f, · · · ,Bnf dans l’équation

(2.5) on obtient:

‖CϕBf‖22 ≤ |Bf(0)|2 +‖CϕB2f‖22
‖CϕB2f‖22 ≤ |B2f(0)|2 +‖CϕB3f‖22

...

...

‖CϕBnf‖22 ≤ |Bnf(0)|2 +‖CϕBn+1f‖22
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On déduit que, pour tout entier n positif, on a:

‖Cϕf‖22 ≤
n∑
k=0
|Bkf(0)|2 +‖CϕBn+1f‖22. (2.6)

Rappelons que f est un polynôme, si n est son degré, alors Bn+1f = 0 , donc

l’inégalité (2.6) devient:

‖Cϕf‖22 ≤
n∑
k=0
|Bkf(0)|2 +‖CϕBn+1f‖22

=
n∑
k=0
|Bkf(0)|2

=
n∑
k=0
|f̂(k)|2

= ‖f‖22,

ceci nous montre que Cϕ est une contraction de norme dans H2(D).

Soit

fn(z) =
n∑
k=0

f̂(k)zk

On note par fn la somme partielle de la série de Taylor d’ordre n associé à f .

On a fn→ f en norme dans H2(D), alors fn→ f uniformément sur tout compact

de D, Dans ce cas fn ◦ϕ converge uniformément vers f ◦ϕ sur tout compact de D.

Dans ce cas et pour chaque r, 0< r < 1 fixé, on a:

‖fr ◦ϕ‖22 = 1
2π

2π∫
0
|f(ϕ(reiθ))|dθ = lim

n→∞
1

2π

2π∫
0
|fn(ϕ(reiθ))|dθ

≤ lim
n→∞sup‖fn ◦ϕ‖22
≤ lim
n→∞sup‖fn‖22
≤ ‖f‖22,

il suffit de faire tendre r vers 1.
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Opérateurs de composition induit par des automorphismes

Pour prouver que Cϕ est bornée même lorsque ϕ(0) 6= 0, nous utiliserons les

automorphismes conformes pour déplacer des points de D.

Pour chaque point p ∈ D, rappelons l’automorphisme spéciale (transformation

de Möbius):

αp(z) = p− z
1−pz ,

qui transforme D en lui même, il échange p avec l’origine et il est son propre inverse.

Posons p = ϕ(0). La fonction holomorphe ψ = αp ◦ϕ prend D en elle même et

fixe l’origine.

Par la propriété d’auto-inverse de αp, nous avons ϕ = αp ◦ψ et cela se traduit

par l’équation de l’opérateur Cϕ = CψCαp .

On a vu que Cψ est borné (Contractante), et on sait que le produit des

opérateurs bornés est toujours borné.

Lemme 2.1.1. [10]

Pour tout p ∈ D, l’opérateur Cαp est borné dans H2(D), de plus:

‖Cαp‖ ≤
(

1 + |p|
1−|p|

) 1
2
.

Démonstration.

Supposons que f est holomorphe dans une partie du disque fermé, RD= {|z|<R},

pour certain R > 1. Comme

lim
r→1

1
2π

π∫
−π
|f(reiθ)|2dθ <∞,

En passant à la limite à l’intérieur de l’intégrale de sorte que:

‖f‖2 = 1
2π

π∫
−π
|f(eiθ)|2dθ

Par un simple changement de variable on a:

‖f ◦αp‖2 = 1
2π

π∫
−π
|f(αp(eiθ))|2dθ

= 1
2π

π∫
−π
|f(eit)|2|α

′
p(eit)|dt
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= 1
2π

π∫
−π
|f(eit)|2 1−|p|2

|1−peit|2dt

≤ 1−|p|2
(1−|p|)2

 1
2π

π∫
−π
|f(eit)|2dt


= 1 + |p|

(1−|p|)‖f‖
2.

On fait tendre R vers 1, cqfd.

Le théorème de Littlewood suivant donne l’estimation de la norme de

l’opérateur de composition Cϕ.

Théorème 2.1.3. [10]

Soit ϕ une fonction holomorphe de D dans D avec ϕ(0) 6= 0, alors Cϕ est un

opérateur borné dans H2(D), et

‖Cϕ‖ ≤

√√√√1 + |ϕ(0)|
1−|ϕ(0)| .

Démonstration.

Il a été indiqué précédemment que Cϕ = CψCαp , où p= ϕ(0), ψ fixé.

D’après le lemme précédent et le principe de subordination de Little-

wood, qui montrent que les deux opérateurs sont bornés dans H2(D), d’où Cϕ est

le produit d’opérateurs bornés de H2(D).

Comme ‖Cψ‖ ≤ 1, on déduit que:

‖Cϕ‖ ≤ ‖Cψ‖‖Cαp‖ ≤

√√√√1 + |ϕ(0)|
1−|ϕ(0)| .

Définition 2.1.2. Pour deux fonctions f et g analytiques sur D, f est sub-

ordonné à g, s’il existe une fonction analytique ϕ : D→ D avec ϕ(0) = 0 telle que

f = g ◦ϕ.

Corollaire 2.1.1. (Principe de Subordination de Littlewood (1925))[20]

Si f dans H2 est subordonné à g dans H2, alors

‖f‖ ≤ ‖g‖.
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Lemme 2.1.2. [20]

Soit ϕ une fonction holomorphe de D dans D, si Cϕ est un opérateur de composition

et kλ le noyau reproduisant, alors:

C∗ϕkλ = kϕ(λ).

Démonstration.

Pour tout f dans H2, on a:

(f,C∗ϕkλ) = (Cϕf,kλ) = (f ◦ϕ,kλ) = f(ϕ(λ)).

Comme:

(f,kϕ(λ)) = f(ϕ(λ)),

on obtient:

(f,C∗ϕkλ) = (f,kϕ(λ)) , ∀f ∈H2(D)

Ce qui implique que C∗ϕkλ = kϕ(λ).

Le théorème suivant donne une estimation de la borne inférieure et la borne

supérieure de la norme de l’opérateur de composition Cϕ.

Théorème 2.1.4. [20]

Soit ϕ une fonction holomorphe de D dans D, Cϕ un opérateur de composition,

on a:
1√

1−|ϕ(0)|2
≤ ‖Cϕ‖ ≤

2√
1−|ϕ(0)|2

.

Démonstration.

En utilisant le lemme précédent avec λ= 0, on obtient:

C∗ϕk0 = kϕ(0).

Et, on a:

‖kλ‖2 = 1
1−|λ|2 ,

Donc ‖k0‖= 1, et ‖kϕ(0)‖= 1√
1−|ϕ(0)|2

.

de plus, on a:

‖kϕ(0)‖= ‖C∗ϕk0‖ ≤ ‖C∗ϕ‖‖k0‖,
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Donc:
1√

1−|ϕ(0)|2
≤ ‖C∗ϕ‖= ‖Cϕ‖.

Pour prouver l’autre inégalité, nous commençons par le résultat précédent,

‖Cϕ‖ ≤

√√√√1 + |ϕ(0)|
1−|ϕ(0)| .

Notons que pour 0≤ r < 1, on a l’inégalité:√
1 + r

1− r =
√

(1 + r)2

1− r2 = 1 + r√
1− r2 ≤

2√
1− r2 ,

On pose ϕ(0) = r, on obtient,

‖Cϕ‖ ≤

√√√√1 + |ϕ(0)|
1−|ϕ(0)| ≤

2√
1−|ϕ(0)|2

.

Corollaire 2.1.2. [20]

Soit ϕ une fonction holomorphe de D dans D, la norme de l’opérateur de compo-

sition Cϕ est égale 1 si et seulement si ϕ(0) = 0.

Démonstration.

• Si ϕ(0) = 0, alors 1≤ ‖Cϕ‖ ≤ 1, donc on a:

‖Cϕ‖= 1.

• Si ‖Cϕ‖= 1, alors |ϕ(0)|2 ≤ 0, donc on a:

ϕ(0) = 0.

Théorème 2.1.5. [20]

Soit ϕ une fonction holomorphe de D dans D, un opérateur A sur H2 dans lui

mème est un opérateur de composition si et seulement si,

A∗kλ = kϕ(λ).
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Démonstration.

• Nous avons montré précédent que A∗kλ = kϕ(λ) quand A= Cϕ.

• Inversement, Supposons que pour tout λ∈D, A∗kλ = kλ′ , Pour certains λ
′ ∈D,

défini ϕ par:
ϕ : D → D

λ 7→ ϕ(λ) = λ
′

Notons que, pour f ∈H2, on a:

(Af,kλ) = (f,A∗kλ) = (f,kϕ(λ)) = f(ϕ(λ)).

Si on prend f(z) = z, alors g = Af est dans H2, donc analytique. Mais alors,

par l’équation ci-dessus, nous avons,

g(λ) = (g,kλ) = (Af,kλ) = ϕ(λ).

donc g = ϕ et ϕ est analytique, alors l’opérateur de composition Cϕ est bien

défini.

On a donc A= Cϕ, puisque, pour tout f ∈H2

(Af)(λ) = (Af,kλ) = f(ϕ(λ)) = (Cϕf)(λ).

Théorème 2.1.6. [20]

Si fn(z) = zn, pour n ∈ N, si A est un opérateur de composition de H2(D) dans

H2(D) si et seulement si, Afn = (Af1)n pour tout n ∈ N.

Démonstration.

• Si A= Cϕ, alors

Af1 = Cϕf1 = Cϕz = ϕ et Afn = Cϕfn = Cϕz
n = ϕn,

et donc

(Af1)n = Afn.
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• Inversement, Supposons Afn = (Af1)n, ∀n ∈ N, si ϕ= Af1 alors ϕ ∈H2(D).

Pour tout n ∈ N, on a:

‖ϕn‖
1
n = ‖Afn‖

1
n ≤ ‖A‖

1
n ,

passant à la limite quand n 7→+∞, on obtient:

‖ϕ∗‖∞ ≤ 1,

où ϕ∗ désigne la limite radiale de ϕ, qui existe presque partout sur le cercle

unité. Ainsi, et par le principe de module ϕ fonction de D dans D et il ne peut

pas être une fonction constante de module unité. Donc ϕ définit l’opérateur

de composition Cϕ qui coïncide avec A au point fn et donc,

A= Cϕ.

Corollaire 2.1.3. [20]

L’opérateur A sur H2 est un opérateur de composition si et seulement si A a la

propriété multiplicative, i.e, A(f.g) = Af.Ag pour toute fonctions f et g dans H2.

Démonstration.

• Il est clair que les opérateurs de composition ont la propriété multiplicative

indiquée.

• Inversement, si A a la propriété multiplicative alors, en particulier,

Afn = (Af1)n, ∀n,

donc le fait que A soit un opérateur de composition découle du théorème

précédent.

Théorème 2.1.7. [11]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe, Si ϕ n’est pas constant, alors Cϕ est

injective sur H2(D).

33



Opérateurs de composition sur l’espace de Hardy H2(D).

Démonstration.

Supposons que, pour certains f et g dans H2(D), on a:

Cϕ(f) = Cϕ(g),

i.e

f(ϕ(z)) = g(ϕ(z)) pour tout z ∈ D.

Alors f ≡ g sur ϕ(D), mais les fonctions holomorphes ne sont pas constante donc

f ≡ g sur une partie ouverte non vide de D.

Ainsi f et g sont égaux sur un sous-ensemble de D ayant un point limite dans D.

Donc, par le théorème caractère unique, f ≡ g dans D, ainsi Cϕ est injectif.

Théorème 2.1.8. [22]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe, Cϕ est inversible sur H2(D) si et

seulement si ϕ est un automorphisme conforme de D.

Démonstration.

Supposons que A est l’inverse de Cϕ et soient f et g des fonctions holomorphes

sur H2(D). Alors:

CϕA(fg) = A(fg)◦ϕ= f.g = (CϕAf)(CϕAg) = (Af.Ag)◦ϕ.

Ainsi (A(f.g)−Af.Ag)◦ϕ = 0, puisque ϕ n’est pas constante et Cϕ est inversible,

on conclu que l’image de ϕ est un ensemble ouvert.

D’où

A(f.g) = Af.Ag,

d’après le Corollaire.2.1.3, il existe une fonction holomorphe ψ de D dans D, tel que:

A= Cψ.

Étant donné que

(CψCϕf1)(z) = (ϕ◦ψ)(z) = z = (ψ ◦ϕ)(z) pour tout z ∈ D.

Nous concluons que ϕ est inversible et son inverse est analytique. Donc ϕ est un

automorphisme conforme.
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Remarque 2.1.1.

l’inversibilité de Cϕ implique que ϕ est inversible.

Exemple.

Pour un λ ∈ D fixe, on défini la fonction φλ par:

φλ(z) = λ− z
1−λz

,

Alors:

(Cφλ)2 = I (i.e., C−1
φλ

= Cφλ).

Démonstration.

On a:

φλ(z) = φ−1
λ (z), ∀z ∈ D,

Donc,

φλ(φλ(z)) = z, ∀z ∈ D.

le théorème.2.1.1 conclure la preuve.

Théorème 2.1.9. [20]

Si la fonction ϕ a un point fixe dans D, alors l’opérateur Cϕ est semblable à un

opérateur de composition Cψ, avec ψ(0) = 0.

Démonstration.

Soit ϕ(λ) = λ, pour un λ ∈ D. Et soit,

φλ(z) = λ− z
1−λz

,

D’aprés l’exemple précédent, on a: C−1
φλ

= Cφλ , Alors:

C−1
φλ
CϕCφλ = Cφλ◦ϕ◦φλ = Cψ,

et, ψ(0) = (φλ ◦ϕ◦φλ)(0) = 0.
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2.2 Compacité des opérateurs de composition

Après avoir définit les opérateurs de composition et donner leurs propriétés fon-

damentales, dans cette section, on va exploiter cette notion et étudier la compacité

des opérateurs de composition.

Théorème 2.2.1. [10]

Soit ϕ : D→D une fonction holomorphe, Si ‖ϕ‖∞ < 1 alors Cϕ est un opérateur

compact sur H2(D).

Démonstration.

Pour chaque entier positif n, on défini l’opérateur:

Tnf =
n∑
k=0

f̂(k)ϕk (f ∈H2(D)),

Ainsi Tn envoi H2(D) à l’ensemble engendré par les n premières puissances de ϕ.

D’après la comparaison des normes de H2(D) et H∞(D), Tn est donc borné et de

rang fini sur H2(D). On affirment que lim
n→+∞

‖Cϕ−Tn‖= 0.

Cela résulte du calcul ci-dessous:

‖(Cϕ−Tn)(f)‖= ‖
+∞∑

k=n+1
f̂(k)ϕk‖

≤
+∞∑

k=n+1
|f̂(k)|‖ϕk‖

≤
+∞∑

k=n+1
|f̂(k)|‖ϕ‖k∞

≤

 +∞∑
k=n+1

|f̂(k)|2


1
2
 +∞∑
k=n+1

‖ϕ‖2k∞


1
2

≤ ‖ϕ‖n+1
∞√

1−‖ϕ‖2∞
‖f‖.

Où nous avons utilisé respectivement: l’inégalité triangulaire, la comparaison des

normes de H2(D) et H∞(D), l’inégalité de Cauchy-Schwarz et enfin la somme de la

série géométrique,

l’hypothèse que ‖ϕ‖∞ < 1, Ainsi,

‖Cϕ−Tn‖ ≤
‖ϕ‖n+1

∞√
1−‖ϕ‖2∞

−→ 0,

36



Opérateurs de composition sur l’espace de Hardy H2(D).

lorsque n−→ +∞, cela signifier que Cϕ est une limite en norme des opérateurs de

rang fini donc Cϕ est un opérateur compact sur H2(D).

2.2.1 Opérateur de Hilbert-Schmidt

Définition 2.2.1.

Soit H un espace de Hilbert séparable, et T ∈ L(H),

On dit que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt, s’il existe une base

hilbertienne {en(z)}n∈N de H telle que,
∞∑
n=0
‖Ten‖2 <∞.

On désigne par S2(H) la classe des opérateurs de Hilbert Schmidt.

Remarque 2.2.1. [13]

Tout opérateur de rang fini est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Théorème 2.2.2.

On dit que Cϕ est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H2 si et seulement si ϕ

satisfait la condition suivant,
2π∫
0

[
1

1−|ϕ(eit)|2

]
dt <∞.

Démonstration.

On pose

{en(z)}n∈N = {zn}n∈N,

une base orthonormée de H2, alors Cϕ est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H2

si et seulement si,

∞> 2π
∞∑
n=0
‖Cϕen‖22 =

∞∑
n=0

2π∫
0
|ϕ(eit)|2ndt

=
2π∫
0

lim
n→∞

(
1−|ϕ(eit)|2n
1−|ϕ(eit)|2

)
dt

=
2π∫
0

1
1−|ϕ(eit)|2dt

ce qui achève la preuve.
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Théorème 2.2.3. [10]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe, Si

2π∫
0

[
1

1−|ϕ(eit)|2

]
dt <∞.

alors Cϕ est un opérateur compact sur H2(D).

Démonstration.

Pour chaque entier positif n, on défini l’opérateur:

Tnf =
n∑
k=0

f̂(k)ϕk (f ∈H2(D)),

Ainsi Tn envoi H2(D) à l’ensemble engendré par les n premières puissances de ϕ.

Tn :H2(D)−→ {1,ϕ,ϕ2, · · · ,ϕn}

f 7−→ Tnf

D’après la comparaison des normes de H2(D) et H∞(D), Tn est donc borné, et de

rang fini sur H2(D). On affirment que lim
n→+∞

‖Cϕ−Tn‖= 0.

Cela résulte du calcul ci-dessous:

‖(Cϕ−Tn)(f)‖= ‖
+∞∑

k=n+1
f̂(k)ϕk‖

≤
+∞∑

k=n+1
|f̂(k)|‖ϕk‖

≤
+∞∑

k=n+1
|f̂(k)|‖ϕ‖k

≤

 +∞∑
k=n+1

|f̂(k)|2


1
2
 +∞∑
k=n+1

‖ϕ‖2k


1
2

≤ ‖f‖

 +∞∑
k=n+1

‖ϕ‖2k


1
2

Où nous avons utilise respectivement: l’inégalité triangulaire, l’inégalité de Cauchy-

Schwartz. Ainsi que,

‖Cϕ−Tn‖ ≤

 +∞∑
k=n+1

‖ϕ‖2k


1
2
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Et, comme précédemment, cela implique la compacité de Cϕ à condition que
+∞∑
k=0
‖ϕ‖2k <∞.

Donc, on a:

∞>
∞∑
n=0

1
2

π∫
−π
|ϕ(eiθ)|2ndθ

= 1
2

π∫
−π

∞∑
n=0
|ϕ(eiθ)|2ndθ

=
π∫
−π

[
1

1−|ϕ(eiθ)|2

]
dθ.

ce qui termine la preuve.

Remarque 2.2.2.

Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Théorème 2.2.4. (Convergence faible) [10]

Soit ϕ une fonction holomorphe de D dans D, les assertions suivantes sont

équivalentes:

1- Cϕ un opérateur compact sur H2(D).

2- Si {fn}n∈N une suite bornée dans H2(D) et converge uniformément vers zéro

sur tout compact de D, alors ‖Cϕfn‖→ 0.

Pour démontrer ce théorème, nous avons besoin du théorème suivant:

Théorème 2.2.5. (Théorème de Montel)[9]

Soit {fn}n∈N une suite de fonctions dans Ω. On suppose que la suite {fn}n∈N est

uniformément bornée sur les compacts de Ω, autrement dit que pour tout compact

K ⊂ Ω, il existe une constante CK (indépendante de n) telle que:

|fn(z)| ≤ CK sur K pour tout n ∈ N.

Alors {fn}n∈N admet une sous suite qui converge uniformément sur les compacts

de Ω vers une fonction f ∈Hol(Ω).
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Démonstration.

Soit B la boule unité fermée dans H2(D).

• (1)⇒ (2): On suppose que Cϕ est un opérateur compact, i.e. que Cϕ(B) est

un sous-ensemble relativement compact de H2(D).

On considère une suite {fn}n∈N dans MB (la boule de rayon M), qui

converge uniformément vers zéro sur un sous ensemble compact de D, (en

symbole fn→ 0).

On veut montrer que ‖Cϕfn‖⇀ 0, pour cela, il suffit de montrer que la

fonction zéro est le seule point limite de la suite {Cϕfn}n∈N (pour la norme

topologique). Cϕfn⇀ 0, puisque la convergence de H2(D) implique la conver-

gence simple, zéro est le seule point limite possible.

Par la compacité de Cϕ, l’ensemble {Cϕfn}n∈N est relativement compact,

alors, Il doit avoir un point limite,.

• (2)⇒ (1): Supposons {fn}n∈N une suite de fonction dans B, on veut montrer

que la suite d’image {Cϕfn}n∈N a une sous-suite convergente.

Parce que les fonctions de B sont uniformément bornées sur un sous-

ensemble compact de D, et d’aprés le théorème de Montel on peut extraite

une sous suite {gk = fnk} qui converge uniformément sur un sous-ensemble

compact de D vers une fonction holomorphe g.

Il est claire que g ∈H2(D). En effet pour chaque 0< r < 1:

1
2π

π∫
−π
|g(reiθ)|2dθ = lim

k→+∞

1
2π

π∫
−π
|gk(reiθ)|2dθ ≤ sup

k
‖gk‖2 ≤ 1.

Cette Inégalité montre que g ∈ H2(D) et donc ‖g‖ ≤ 1. Ainsi la suite

{gk− g} est bornée sur H2(D) et gk− g→ 0. De plus l’hypothèse (2) assure

que:

‖Cϕ(gk−g)‖→ 0.
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2.3 Opérateurs de composition non compact

Exemple. [10]

Pour 0< λ < 1, soit ϕ(z) = λz+ (1−λ), Cϕ n’est pas compact sur H2(D).

Théorème 2.3.1. (Principe de comparaison pour la compacité)[10]

Supposons que ϕ et ψ sont des fonctions holomorphes de D dans D, et ϕ

univalente (injective), et ψ(D)⊂ ϕ(D).

Si Cϕ est un opérateur compact sur H2(D), alors Cψ est aussi un opérateur compact

sur H2(D).

Démonstration.

Lorsque ϕ est univalente et son intervalle contient l’ensemble ψ(D), nous pouvons

former la fonction χ= ϕ−1 ◦ψ, qui prend D holomorphiquement sur lui même.

Ainsi, ψ = ϕ◦χ, alors l’opérateur Cψ = CχCϕ.

le résultat qui suit maintenant très simple.

Si S et T sont des opérateurs sur l’espace de Hilbert H, avec S bornée et T

compact, alors ST et TS sont compact.

La preuve découle immédiatement de la définition de l’opérateur compact, et le

fait que les opérateurs bornés préserve à la fois la bornitude et la relative compacité

des sous-ensembles d’un espace de Hilbert H.

Corollaire 2.3.1. [10]

Supposons que ϕ soit une fonction univalente de D dans D, que ϕ(D) contient

un disque de D qui est tangent au cercle unité, alors Cϕ n’est pas compact.

Démonstration.

On peut supposer, sans perte de généralité, que le disque (noté ∆) est tangent

au cercle unité en +1, par conséquent, si λ est le rayon de ∆, on a:

0< λ < 1 et ∆ = λD+ (1−λ).

Ainsi ∆ est l’image de D par la fonction ψ(z) = λz+ (1−λ) qui n’est pas compact.

D’après le principe de comparaison Cϕ n’est pas compact.

41



Opérateurs de composition sur l’espace de Hardy H2(D).

Exemple.

Soit ϕ(z) = 1 + z

2 , alors Cϕ est un opérateur qui n’est pas compact sur H2(D).

Démonstration.

On considère, pour α < 1
2, la fonction fα(z) = (1− z)−α,

d’aprés l’exemple 1.1.14 [20] f ∈H2(D) et ‖fα‖→∞ quand α→ 1
2.

Soit gα = fα
‖fα‖

, alors gα est converges uniformément vers zéro sur sous-ensemble

compact de D. Quand α→ 1
2.

Chaque fα est un vecteur propre de Cϕ, en fait Cϕfα = 2αfα.

Ce qui reste vrai pour gα, quand α→
1
2,

‖Cϕgα‖= 2α −→ 2
1
2 =
√

2 6= 0.

donc d’après le théorème de Convergence faible, Cϕ n’est pas compact.

Les points de contact (Définition.2.3.1) de la fonction ϕ avec bord joue un rôle

essentiel. Alors nous avons besoin d’introduire les ensembles niveaux Eϕ.

Définition 2.3.1.

Pour une fonction holomorphe ϕ : D→D et pour s ∈ (0,1), on définit l’ensemble

de niveaux de ϕ par:

Eϕ(s) = {θ ∈ [−π,π] : |ϕ(eiθ)| ≥ s}.

L’ensemble de contact de ϕ est donné par:

E = Eϕ(1) = {θ ∈ [−π,π] : |ϕ(eiθ)|= 1}.

La proposition suivante montre que l’ensemble de contact de la fonction ϕ d’un

opérateur de composition compact est de mesure nulle.

Soit E ⊂ T, on désigne par |E| la mesure de Lebesgue de l’ensemble E.

Proposition 2.3.1. [1]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe et soit E(ϕ) l’ensemble de contact de ϕ.

Si Cϕ est compact sur H2(D), alors |Eϕ(1)|= 0.
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Démonstration.

Supposons que Cϕ est compact sur H2(D), on démontré que |Eϕ(1)|= 0. Pour cela

il suffit de démonter que Cϕ n’est pas compact sur H2(D) quand |Eϕ(1)|> 0,

Soit {zn}n≥0 une suite de H2(D), zn tend vers zéro uniformément sur un

sous-ensemble compact de D. On a:

‖Cϕ(zn)‖2 = 1
2π

π∫
−π
|ϕ(eiθ)|2ndθ

≥ 1
2π

∫
E

|ϕ(eiθ)|2ndθ

≥ 1
2π |E|> 0.

La suite Cϕ(zn) ne tend pas vers zéro en norme, donc Cϕ n’est pas compact sur

H2(D).

En conséquence de ceci, on obtient le théorème suivant.

Théorème 2.3.2. [20]

Soit ϕ une fonction holomorphe de D dans D, si Cϕ est compact sur H2(D)

alors |ϕ(eit)|< 1.

2.4 Fonction de comptage de Nevanlinna

Nous allons définir la fonction de comptage de Nevanlinna, qui joue un rôle

essentielle dans l’étude des opérateurs de composition.

Définition 2.4.1.

Soit ϕ : D→D une fonction holomorphe. On définit la fonction de comptage de

Nevanlinna de ϕ pour tout z ∈ D\{ϕ(0)} par:

Nϕ(z) :=



∑
w∈ϕ−1({z})

log
(

1
|w|

)
, z ∈ ϕ(D)

0 , z 6∈ ϕ(D)

où ϕ−1({z}) désigne l’ensemble des antécédents de z par ϕ, chacun étant compté

avec sa multiplicité (en tant que zéro de la fonction (ϕ− z)).
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Notation:

Soit dA(z) = dxdy

π
, z ∈D. (avec z= x+iy), la mesure de Lebesgue planaire

normalisée sur D (dA(z) = rdrdθ

π
avec z = reiθ).

Le lemme suivant montre l’invariance de la fonction de comptage de Nevanlinna

par l’automorphisme spéciale à savoir la transformation de Möbius.

Lemme 2.4.1.

Soit φp = p− z
1−pz l’automorphisme spéciale (transformation de Möbius) de

D, pour tout p ∈ D, on a:

Nϕ(φp(z)) =Nφp◦ϕ(z), z ∈ D.

Démonstration.

D’aprés la définition de la fonction de comptage de Nevanlinna, on a:

Nϕ(φp(z)) : =



∑
w∈ϕ−1({φp(z)})

log
(

1
|w|

)
, φp(z) ∈ ϕ(D)

0 , φp(z) 6∈ ϕ(D)

=



∑
w∈ϕ−1(φ−1

p ({z}))
log

(
1
|w|

)
, φ−1

p (z) ∈ ϕ(D)

0 , φ−1
p (z) 6∈ ϕ(D)

=



∑
w∈(φp◦ϕ)−1({z})

log
(

1
|w|

)
, z ∈ φp ◦ϕ(D)

0 , z 6∈ φp ◦ϕ(D)


=:Nφp◦ϕ(z).
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Dans le théorème suivant, nous avons l’identité de Littlewood-Paley qui nous

donne une autre expression de la norme de H2(D).

Théorème 2.4.1. [10]

Soit f ∈H2(D), alors on a:

‖f‖22 = |f(0)|2 + 2
∫
D

|f
′
(w)|2 log

(
1
|w|

)
dA(w). (2.7)

Démonstration.

Soit f ∈H2(D), on écrit f(w) =
+∞∑
n=0

anw
n, on a:

∫
D

|f
′
(w)|2 log 1

|w|
dA(w) =

1∫
0

 1
π

2π∫
0
|
∞∑
n=1

nanr
n−1ei(n−1)θ|2dθ

 log 1
r
rdr

= 2
1∫

0

[ ∞∑
n=1

n2|an|2r2(n−1) log 1
r
rdr

]

= 2
∞∑
n=1

n2|an|2
1∫

0
r2n−1 log 1

r
dr

= 2
∞∑
n=1

n2|an|2
−

 1∫
0
r2n−1 logrdr


= 2

∞∑
n=1

n2|an|2
−

[ 1
2nr

2n logr
]1

0
−

1∫
0

1
2nr

2n−1dr


= 2

∞∑
n=1

n2|an|2
( 1

2n

)2

= 1
2
[
‖f‖22−|f(0)|2

]
Donc, on a:

‖f‖22 = |f(0)|2 + 2
∫
D

|f
′
(w)|2 log

(
1
|w|

)
dA(w).

Théorème 2.4.2. (Formule de changement de variable) [10]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe et soit f ∈H2(D), alors:

‖Cϕf‖22 = |f(ϕ(0))|2 + 2
∫
D

|f
′
(w)|2Nϕ(w)dA(w). (2.8)
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Démonstration.

Appliquant l’identité de Littlewood-Paley a la fonction f ◦ϕ,

‖f ◦ϕ‖22−|f(ϕ(0))|2 = 2
∫
D

|(f ◦ϕ)
′
(z)|2 log 1

|z|
dA(z)

= 2
∫
D

|f
′
(ϕ(z))|2|ϕ

′
(z)|2 log 1

|z|
dA(z).

La fonction ϕ est localement univalente sur D (ϕ′(z) 6= 0), sauf sur un nombre

dénombrable de points où la dérivée de ϕ s’annule.

Donc l’ensemble Z = {z ∈ D : ϕ′(z) = 0} est dénombrable et D\Z peut s’écrire

comme une union de rectangles disjoints Rj où sur chaque rectangle, ϕ est biholo-

morphe. On note par ψj l’inverse de la restriction de ϕ sur Rj .

Par la formule de changement de variable usuel, si w = ϕ(z) , alors

dA(w) = |ϕ
′
(z)|2dA(z),

pour tout j on a:∫
Rj

|f
′
(ϕ(z))|2|ϕ

′
(z)|2 log 1

|z|
dA(z) =

∫
ϕ(Rj)

|f
′
(w)|2 log 1

|ψj(w)|dA(w)

Par sommation sur j, où χj est la fonction caractéristique de l’ensemble ϕ(Rj), on

obtient:∫
D

|f
′
(ϕ(z))|2|ϕ

′
(z)|2 log 1

|z|
dA(z) =

∑
j

∫
Rj

|f
′
(ϕ(z))|2|ϕ

′
(z)|2 log 1

|z|
dA(z)

=
∑
j

∫
ϕ(Rj)

|f
′
(w)|2 log 1

|ψj(w)|dA(w)

=
∫
D

|f
′
(w)|2

∑
j

χj log 1
|ψj(w)|dA(w)

si w ∈ ϕ(D)\ϕ(z) chaque point de ϕ−1({w}) est de multiplicité 1, donc
∑
j

χj log 1
|ψj(w)| =Nϕ(w),

pour w ∈ ϕ(D) presque partout, alors on a:∫
D

|f
′
(ϕ(z))|2|ϕ

′
(z)|2 log 1

|z|
dA(z) =

∫
D

|f
′
(w)|2Nϕ(w)dA(w).

46



Opérateurs de composition sur l’espace de Hardy H2(D).

Théorème 2.4.3. [10]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe. Pour tout w ∈ D\{ϕ(0)}, on a:

Nϕ(w)≤ log
∣∣∣∣∣1−wϕ(0)
w−ϕ(0)

∣∣∣∣∣ .
Démonstration.

Soit ψ : D→ D une fonction holomorphe telle que ψ(0) 6= 0, si {zj}i∈J est

l’ensemble de zéros de ψ, alors ψ(0)≤
∏
j∈J
|zj | donc, on a:

log(ψ(0))≤ log
∏
j∈J
|zj |

=
∑
j∈J

log |zj |,

D’où

Nψ(0) =
∑
j∈J

log 1
|zj |
≤ log

(
1
|ψ(0)|

)
. (2.9)

Maintenant, on considère la fonction:

ψ(z) = w−ϕ(z)
1−wϕ(z) = φw(ϕ(z)).

Puisque ϕ est holomorphe de D dans D et w ∈D tel que ϕ(0) 6=w, alors |ψ(z)|< 1

et ψ(0) 6= 0, l’inégalité (2.9) devient:

Nψ(0)≤ log
∣∣∣∣∣1−wϕ(0)
w−ϕ(0)

∣∣∣∣∣ ,
comme ψ(z) = 0 si et seulement si ϕ(z) = w, on a l’inégalité:

Nϕ(w)≤ log
∣∣∣∣∣1−wϕ(0)
w−ϕ(0)

∣∣∣∣∣ .

Corollaire 2.4.1. [10]

Pour tout ϕ : D→ D une fonction holomorphe, on a:

Nϕ(w)≤ 1 +ϕ(0)
1−ϕ(0) log 1

|w|
.

Démonstration.

On a:

Nϕ(w)≤ log
∣∣∣∣∣1−wϕ(0)
w−ϕ(0)

∣∣∣∣∣ ,
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alors:

Nϕ(w)

log 1
|w|

≤
log

∣∣∣∣∣1−wϕ(0)
w−ϕ(0)

∣∣∣∣∣
log 1
|w|

≤
log

∣∣∣∣∣1−wϕ(0)
w−ϕ(0)

∣∣∣∣∣
2

log
(

1
|w|

)2

≤
1−

∣∣∣∣∣ w−ϕ(0)
1−wϕ(0)

∣∣∣∣∣
2

1−|w|2

≤

(1−|w|2)(1−|ϕ(0)|2)
|1−wϕ(0)|2

1−|w|2

≤ 1 + |ϕ(0)|
1−|ϕ(0)| .

Donc:
Nϕ(w)

log 1
|w|

≤ 1 + |ϕ(0)|
1−|ϕ(0)| .

Corollaire 2.4.2. [10]

Pour tout ϕ : D→ D une fonction holomorphe, on a:

1. Nϕ(w) =O

(
log 1
|w|

)
, w ∈ D.

2. Si ϕ(0) = 0 alors, plus précisément Nϕ(w)≤ log 1
|w|

∀w ∈ D.

La fonction de comptage de Nevanlinna vérifie l’inégalité de la moyenne dans le

théorème suivant.

Théorème 2.4.4. [10]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe avec ϕ(0) = 0, alors:

Nϕ(z)≤ 2
R2

∫
D(z,R)

Nϕ(w)dA(w), (2.10)

pour tout disque de centre z et de rayon R, tel que D(z,R)⊂ D\D(0, 1
2).
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Pour démonter le théorème, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.4.2. [10]

Soit ψ : D→ D une fonction holomorphe avec ψ(0) 6= 0, si 0<R < |ψ(0)| alors:

Nψ(0)≤ 1
R2

∫
RD

Nψ(z)dA(z).

Démonstration.

Pour la suit nous avons besoin de cette formule:

Théorème 2.4.5. (Formule de Jensen)[5]

Soient 0< r <R et soit f holomorphe sur le disque ouvert D(0,R) avec f(0) 6= 0.

Si a1, .....,aN désigne la suite des zéros de f dans le disque fermé D(0, r comptés

selon leur multiplicité, alors on a:

log |f(0)|+
N∑
n=1

log r

|an|
= 1

2π

π∫
−π

log |f(reiθ)|dθ.

avec la convention
N∑
n=1

log r

|an|
= 0 si f n’a pas de zéro dans D(0,R).

Supposons f une fonction holomorphe dans D avec f(0) 6= 0.

Soit {an}n∈N la suite des zéros de f , on utilise la formule de Jensen sur f , on obtient:

n(r)∑
n=1

log r

|an|
= 1

2π

π∫
−π

log |f(reiθ)|dθ− log |f(0)|, 0≤ r < 1.

Les termes de la somme du premier membre de l’équation sont tous positifs, alors:

log |f(0)| ≤ 1
2π

π∫
−π

log |f(reiθ)|dθ.

Si w ∈ D, alors pour f(z) = z−w l’inégalité précédente devient:

log |w| ≤ 1
2π

π∫
−π

log |reiθ−w|dθ,

pour tout 0≤ r < 1.

Par intégration sur l’intervalle [0,R] par rapport à la mesure 2
R2 rdr, on obtient:

log |w| ≤ 1
R2

∫
RD

log |z−w|dA(z), (2.11)
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Soit

Nψ,r(w) :=
∑
j∈J

log r

|zj(w)|

pour tout 0≤ r < 1, avec {zj}j∈J l’ensemble des zéros de ψ.

Ensuite, la formule de Jensen pour f = ψ−w est

Nψ,r(w) = 1
2π

π∫
−π

log |ψ(reiθ)−w|dθ− log |ψ(0)−w|

Intégrons les deux membres de cette identité par rapport à la mesure de probabilité
1
R2dA(w) et utilisé le théorème de Fubini, on obtient:

1
R2

∫
RD

Nψ,r(w)dA(w) = 1
2π

π∫
−π

 1
R2

∫
RD

log |ψ(reiθ)−w|dA(w)

dθ− log |ψ(0)|

Nous Utilisons l’équation (2.11) sur l’intégral intérieure, avec z = ψ(reiθ), on

obtient, pour tout 0≤ r < 1,

1
R2

∫
RD

Nψ,r(w)dA(w)≥ 1
2π

π∫
−π

log |ψ(reiθ)|dθ− log |ψ(0)|=Nψ,r(0).

Puisque, pour tout w ∈ D

Nψ,r(w)→Nψ(w) quand r→ 1,

ce qui termine la preuve.

Démonstration. (du théorème)

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe avec ϕ(0) = 0. D’après le lemme.2.4.1,

et le lemme.2.4.2, on a:

Nϕ(z) =Nφz◦ϕ(0) ≤ 2
R2

∫
D(0,R)

Nφz◦ϕ(w)dA(w)

= 2
R2

∫
D(0,R)

Nϕ(φz(w))dA(w),

avec

φz(ϕ(0)) = z−ϕ(0)
1− zϕ(0) ,

et 0<R < |φz(ϕ(0))|= |z|< 1.

On pose: ζ = φz(w), alors φz(ζ) = w, et

dA(w) = |φ
′
z(ζ)|2dA(ζ) =

[
(1−|z|2)
|1− zζ|2

]2
dA(ζ).
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Notons aussi que si w ∈D(0,R), alors ζ ∈ φz(D(0,R))⊂D(z,r),Donc:

Nϕ(z)≤ 2
R2

∫
D(z,R)

Nϕ(ζ)
[

(1−|z|2)2

|1− zζ|4

]
dA(ζ),

Si |z|> 1
2 >R, d’après le lemme 4.3.3 de [14] on a:

Nϕ(z)≤ 2
R2

∫
D(z,R)

Nϕ(ζ)dA(ζ),

Pour l’espace de Hardy H2(D), nous avons deux autres caractérisations de

la compacité de l’opérateur de composition, en effet deux points de vue différents,

un utilise les mesures de Careleson [1], l’autre utilise les fonctions de comptage de

Nevanlinna. La deuxième est donnée par J.Shapiro dans [10] comme suit:

Théorème 2.4.6.

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe, alors Cϕ est compact sur H2(D) si et

seulement si

lim
|w|→1−

Nϕ(w)

log 1
|w|

= 0.

Démonstration.

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe.

1. Supposons que

lim
|w|→1−

Nϕ(w)

log 1
|w|

= 0.

On montre que Cϕ est compact sur H2(D).

Soit {fn}n∈N une suite de fonctions de H2(D) qui converge uniformément

vers 0 sur tout compact de D.

D’apré le théorème de la convergence faible, il suffit de montrer que:

‖Cϕfn‖→ 0.

Soit ε > 0 donné, de l’hypothèse de Nϕ on choisit 0< r < 1 tel que:
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Nϕ(w)< ε log 1
|w|

quand r ≤ |w|< 1.

Comme fn→ 0 uniformément sur tout compact de D, on peut choisir nε
tel que |fn|< ε sur rD∪{ϕ(0)}, ∀n > nε.

Alors pour tout n, on a:

‖Cϕfn‖2 = |fn(ϕ(0))|+
∫
rD

+
∫

D\rD

|f
′
n(w)|2Nϕ(w)dA(w)

< ε+ ε
∫
rD

Nϕ(w)dA(w) + ε
∫

D\rD

|f
′
n(w)|2 log 1

|w|
dA(w)

≤ ε+ ε
∫
rD

Nϕ(w)dA(w) + ε
∫
D

|f
′
n(w)|2 log 1

|w|
dA(w)

= ε+ ε

2(‖ϕ(z)‖2−|ϕ(0)|2) + ε

2
(
‖fn‖2−|fn(0)|2

)
≤ ε+ ε

2 + ε

2 = 2ε,

Où dans l’avant-dernière ligne, nous avons utilisé la formule (2.8) deux fois:

la première fois avec f(z) = z, et la deuxième avec f , et dans la dernière ligne

nous avons utilisé le fait que ‖fn‖ ≤ 1 Pour chaque n. Donc:

‖Cϕfn‖→ 0.

ce qui montre la compacité de Cϕ.

2. On suppose que Cϕ est compact sur H2(D) et on montre que:

Nϕ(w) = o

(
log 1
|w|

)
quand |w| → 1−.

qui est équivalent à:

lim
|w|→1−

Nϕ(w)
1−|w| = 0.

Pour a ∈ D, le noyau reproduisant normalisé est:

fa(z) =
√

1−a2

1−az ,

Comme ‖fa‖ = 1, ∀α, et fα → 0 uniformément sur tout compact de D

quand |α| → 1−, on obtient:

lim
|a|→1−

‖Cϕfa‖= 0.
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Puisque φα(z) = a− z
1−az est un automorphisme spéciale de D,

pour tout a ∈ D, alors:

Nϕ(φα(w)) =Nφα◦ϕ(w), ∀w ∈ D.

Appliquant la formule de changement de variable (2.7) et l’inégalité

de la moyenne, on obtient:

‖Cϕfa‖2 ≥ 2
∫
D

|f
′
a(w)|2Nϕ(w)dA(w)

= 2
∫
D

(1−|a|2)|a|2
|1−aw|4 Nϕ(w)dA(w)

= 2|a|2
1−|a|2

∫
D

|φ
′
a(w)|2Nϕ(w)dA(w),

Posons W = φa(w), on a:

‖Cϕfa‖2 ≥
2|a|2

1−|a|2
∫
D

Nϕ(φa(W ))dA(W )

= 2|a|2
1−|a|2

∫
D

Nφa◦ϕ(W )dA(W )

≥ 2|a|2
1−|a|2

∫
1
2D

Nφa◦ϕ(W )dA(W ),

En appliquant l’inégalité de la moyenne, lemme.2.4.2 à l’intégrale précédent,

avec

ψ = φa ◦ϕ,

on obtient:

‖Cϕfa‖2 ≥ 4 2|a|2
1−|a|2Nφa◦ϕ(0)

= 8|a|2
1 + |a|

Nϕ(a)
1−|a| .

On notera que dans la première ligne de l’équation précédente, l’application

de l’inégalité de la moyenne sur le disque 1
2D nécessite que:

|φa(ϕ(0))|> 1
2 ,
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Mais |φa(ϕ(0))| → 1 quand |a| → 1−, alors cela reste vrai pour tout a.

Par conséquent, pour toutes ces a,

‖Cϕfa‖2 ≥ c
Nϕ(a)
1−|a| , où c est constant.

Comme la compacité de Cϕ implique que ‖Cϕfa‖ → 0 quand |a| → 1−,

alors la dernière inégalité donne l’estimation souhaitée de la fonction Nϕ.

Théorème 2.4.7.

Supposons ϕ une fonction univalente de D dans lui même, ensuite Cϕ est compact

sur H2(D) si et seulement si,

lim
|z|→1−

1−|ϕ(z)|
1−|z| =∞.

Démonstration.

Comme ϕ est univalente, alors Nϕ(z) = (1− |ϕ−1(z)|) et le résultat est une

conséquence immédiate du Théorème précédent.

Le théorème suivant donné une caractérisation de la bornitude de l’opérateur

de composition sur l’espace de Hardy H2(D), ceci utilise la fonction de comptage de

Nevanlinna.

Théorème 2.4.8.

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe, alors Cϕ est borné sur H2(D) si et

seulement si,

sup
w∈D

Nϕ(w)

log 1
|w|

<∞.
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Démonstration. ⇐) Supposons que sup
w∈D

Nϕ(w)

log 1
|w|

<∞, (Supposons que ϕ(0) = 0

sans perte de généralité), on utilise la formule de changement de variable

(2.8), on a:

‖Cϕ(f)‖22 = |f(ϕ(0))|2 +
∫
D

|f ′(w)|2Nϕ(w)dA(w)

= |f(0)|2 +C
∫
D

|f ′(w)|2 log 1
|w|

dA(w)

≤max{1,C}‖f‖22

Donc Cϕ est borné sur H2(D).

⇒) Supposons que Cϕ est borné dans H2(D). D’après la preuve de théorème.2.4.6,

on a:

‖Cϕfa‖2 ≥ C
Nϕ(a)
1−|a| ,

tel que:

fa(z) =
√

1−a2

1−az .

Comme ‖Cϕfa‖2 <∞, on a donc,

sup
a∈D

Nϕ(a)
1−|a| <∞.

Ce qui terminer la preuve.
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Opérateurs de composition sur l’espace de Dirichlet Dα
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Dans ce chapitre, nous allons étudier les opérateurs de composition sur l’espace

de Dirichlet. Nous allons nous intéressés plus particulièrement à la fonction de

comptage généralisée de Nevanlinna associée aux symboles.

3.1 Espace de Dirichlet classique

Définition 3.1.1.

Soit f une fonction holomorphe dans le disque unité D. L’intégrale de Dirichlet

de f est défini par:

D(f) :=
∫
D

|f ′(z)|2dA(z),

où dA(z) = dxdy/π, z = x+ iy (dA(z) = rdrdθ/π, z = reiθ).

L’espace de Dirichlet D est l’espace vectoriel défini par:

D := {f ∈Hol(D) ; D(f)<∞}.

Comme f est holomorphe sur D, on peut la développer en série de Taylor. Écrivons,

donc f(z) =
∑
k≥0

akz
k. On trouve que,

D(f) :=
∫
D

|f ′(z)|2dA(z)

=
∫
D

f ′(z) ·f ′(z)dA(z)

=
∫
D

∑
k≥1

kakz
k−1 ·

∑
j≥1

jajz
j−1dA(z)

=
∫
D

∑
k≥1

∑
j≥1

kakz
k−1 · jajzj−1dA(z)

=
∑
k≥1

∑
j≥1

kak · jaj
∫
D

zk−1zj−1dA(z).

Or, 

∫
D

zk−1zj−1dA(z) = 1
k
, j = k

∫
D

zk−1zj−1dA(z) = 0, j 6= k
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Ainsi,

D(f) :=
∑
k≥1

k2ak ·ak
(1
k

)
=
∑
k≥1

k|ak|2.

Le calcul précédent, nous montrons que D est un sous-espace de H2.

On peut montrer que D ⊂ ⋂
p<∞

Hp, p ∈ (2,∞). De plus, comme D contient

les polynômes et que ceux-ci sont denses dans H2, il suit que D est un sous-espace

dense et propre de H2.

Donc, D n’est pas fermé dans H2 et n’est pas un espace de Hilbert avec la norme

usuelle de H2.

Cependant, nous pouvons contourner ce problème en définissant une nouvelle

norme sur D. Pour f,g ∈ D, posons;

D(f,g) :=
∫
D

f ′(z) ·g′(z)dA(z),

Ceci définit un semi-produit scalaire et D(f,f) = D(f). D(f) 1
2 est une semi-

norme sur D. Ce n’est cependant pas une norme puisque D(f) = 0 pour chaque f

constante. En posant pour f,g ∈ D,

(f,g)D := (f,g)H2 +D(f,g),

on obtient un produit scalaire sur D. La norme induite devient donc,

‖f‖2D = ‖f‖2H2 +D(f).

Ce n’est pas la seule façon de faire de D un espace de Hilbert. Un autre choix

commun est de prendre ‖f‖2 := |f(0)|2 +D(f). Cela donne aussi une norme d’espace

de Hilbert sur D, équivalente à ‖ · ‖D.

Théorème 3.1.1. [17]

Soit D l’espace de Dirichlet classique, on a (D,‖ · ‖D) l’est un espace de Hilbert.

Démonstration.

En écrivant f(z) =
∑
k≥0

akz
k, on obtient ‖f‖2D =

∑
k≥0

(k+ 1)|ak|2.

L’application f → ((k+ 1) 1
2ak)k≥0 définie donc une isométrie de D dans l2.

Comme l2 est un espace de Hilbert, donc D l’est aussi.
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3.2 Espaces de Dirichlet pondéré

Définition 3.2.1.

Soit w : D→ [0,∞) une fonction mesurable telle que
∫
D

w(z)dA(z)<∞.

Soit f ∈Hol(D), On définit son intégrale de Dirichlet pondérée par:

Dw(f) :=
∫
D

|f
′
(z)|2w(z)dA(z).

On définit aussi l’espace de Dirichlet pondéré correspondant à Dw, qui est

l’espace vectoriel des f ∈Hol(D) tel que Dw(f)<∞.

L’espace Dw est un espace vectoriel normé muni de la norme:

‖f‖2Dw := |f(0)|2 +
∫
D

|f
′
(z)|2w(z)dA(z).

Remarque 3.2.1. [17]

1. Si w ≡ 1, alors Dw ≡D, tel que D est l’espace de Dirichlet classique.

2. Si w(z) = log
(

1
|w|

)
, alors Dw =H2, et:

‖f‖2H2 = |f(0)|2 +Dw(f) (f ∈H2).

Démonstration.

1. Si w ≡ 1, on a Dw(f) =D(f) ∀f ∈Hol(D), alors Dw =D.

2. Soit f(z) =
∑
n≥0

anz
n. Alors:

Dw(f) = 1
π

∫ 1

0

∫ 2π

0
|
∑
k≥1

kakr
k−1ei(k−1)θ|2 log

( 1
r2

)
dθrdr

= 2
∫ 1

0

∑
k≥1

k2|ak|2r2k−2 log
( 1
r2

)
rdr

= 2
∑
k≥1

k2|ak|2
∫ 1

0
r2k−1 log

( 1
r2

)
dr

= 4
∞∑
k=1

k2|ak|2
−

 1∫
0
r2k−1 logrdr


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= 4
∞∑
k=1

k2|ak|2
−

[ 1
2kr

2k logr
]1

0
−

1∫
0

1
2kr

2k−1dr


= 4

∞∑
k=1

k2|ak|2
( 1

2k

)2

=
∞∑
k=1
|ak|2

Ceci termine la preuve.

Théorème 3.2.1. [17]

Supposons que lim
|z|→1−

inf
(
w(z)

1−|z|

)
> 0. Alors Dw ⊂H2, et Dw est un espace de

Hilbert par rapport à la norme ‖.‖Dw donné par:

‖f‖Dw := ‖f‖2H2 +Dw(f). (3.1)

Démonstration.

Par hypothèse, il existe c > 0 et r < 1 tels que w(z)≥ c log
(

1
|z|2

)
pour tout z,

avec r < |z|< 1. Si f(z) =
∑
n≥0

anz
n, alors:

Dw(f) ≥
∫

r<|z|<1

|f
′
(z)|2c log

(
1
|z|2

)
dA(z)

= c
∞∑
k=0

(
1− r2k−2kr2k log

(1
r

))
|ak|2

Il s’ensuit que Dw ⊂H2.

Il reste à prouver que (Dw,‖ · ‖Dw) est complet.

Soit {fn}n∈N une suite de Cauchy par rapport à ‖ · ‖Dw . Alors {fn}n∈N est une

suite de Cauchy sur (H2,‖ ·‖H2), comme H2 est un espace de Hilbert, donc il existe

f ∈H2 tel que fn→ f dans H2.

f est holomorphe dans D et fn→ f localement uniforme dans D, par conséquent

f ′n→ f ′ est localement uniforme dans D.

Par le lemme de Fatou, on a:

Dw(f)≤ lim
n→∞ infDw(fn)<∞,
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donc, on obtient: f ∈ Dw.

Par le lemme de Fatou encore, on a:

‖f −fn‖Dw ≤ lim
m→∞ inf ‖fm−fn‖Dw ,

on obtient facilement que ‖f −fn‖Dw → 0, quand n→∞.

Exemple. [16]

Soit a >−1, wa(z) = (1−|z|2)a tel que z ∈D, désignant Dwa par Da, L’espace de

Hardy H2 peut être identifié par D1 et D0 correspond à l’espace Dirichlet classique

D.

3.3 Espaces de Dirichlet Dα

Définition 3.3.1.

On pose:

dAα(z) = (1 +a)(1−|z|2)αdA(z), z ∈ D, 0≤ α≤ 1.

où dA(z) = dxdy/π, z = x+ iy (dA(z) = rdrdθ/π, z = reiθ).

Les espaces de Dirichlet sont définis par:

Dα =

f ∈Hol(D) ; ‖f‖2α = |f(0)|2 +
∫
D

|f
′
(z)|2dAα(z)<∞

 .
Définition 3.3.2.

On désigne par A.B, s’il existe une constante absolue c, telle que:

A≤ cB.

A�B signifie que A.B et B . A.

Proposition 3.3.1. [18]

Soit f ∈ Dα, si f(z) =
∑
n≥0

anz
n, alors:

‖f‖2α �
∑
n≥0

(1 +n)1−α|an|2.
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Pour la preuve de la proposition, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.1. [3]

Soit n un entier positif et 0< r < 1, alors:
∫ 1

0
rn(1− r)αdr � 1

(n+ 1)1+α .

Démonstration.

Soit n un entier positif et 0< r < 1, on a:

1.
∫ 1

0
rn(1− r)αdr ≥

∫ 1− 1
n

0
rn(1− r)αdr

≥ 1
nα

∫ 1− 1
n

0
rndr = 1

nα

[
rn+1

n+ 1

]1− 1
n

0

&
1

(n+ 1)α+1

(
1− 1

n

)n+1

� 1
(n+ 1)α+1 .

2.
∫ 1

0
rn(1− r)αdr =

∫ 1− 1
n

0
rn(1− r)1−(1−α)dr+

∫ 1

1− 1
n

rn(1− r)αdr

≤ n1−α
∫ 1− 1

n

0
rn(1− r)dr+ 1

nα

∫ 1

1− 1
n

dr

= n1−α
∫ 1− 1

n

0
rndr−n1−α

∫ 1− 1
n

0
rn+1dr+ 1

nα

∫ 1

1− 1
n

dr

= n1−α
( 1
n+ 1

)(
1− 1

n

)n+1
−n1−α

( 1
n+ 2

)(
1− 1

n

)n+2
+ 1
n(1+α)

≤ n1−α
( 1
n+ 1 −

1
n+ 2

)(
1− 1

n

)n+1
+ 1
n(1+α)

≤ n1−α
( 1
n2 + 3n+ 2

)
+ 1
n(1+α)

≤ 2
nα+1 �

1
(n+ 1)α+1 .
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Démonstration. (de la Proposition)

Soit f ∈ Dα. On a:

∫
D

|f
′
(z)|2dAα(z) =

1∫
0

2π∫
0
|
∑
n≥1

annz
n−1|2(1 +α)(1−|z|2)αrdrdθ

π

= 2(1 +α)
1∫

0

∑
n≥1
|an|2n2r2(n−1)(1− r2)αrdr

= 2(1 +α)
∑
|an|2n2

1∫
0
r2n−1(1− r2)αdr

�
∑
n≥1
|an|2n2 1

(2n)1+α �
∑
n≥1
|an|2n2 1

n(1+α)

�
∑
n≥1
|an|2n(1−α).

Donc, on obtient:

|f‖2α �
∑
n≥0
|an|2(n+ 1)(1−α).

Remarque 3.3.1.

D’après la proposition précédente, on peut redéfinir l’espace de Dirichlet Dα par:

Dα =

f ∈Hol(D) ; ‖f‖2α �
∑
n≥0

(1 +n)1−α|an|2 <∞

 .
Et, on pose,

Dα(f) =
∫
D

|f ′(z)|2dAα(z).

tel que

dAα(z) = (1 +α)(1−|z|2)αdA(z), z ∈ D,

et,

dA(z) = dxdy/π = rdrdθ/π.
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3.4 Opérateurs de composition sur l’espace de Dirich-

let Dα

Définition 3.4.1.

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe, l’opérateur de composition sur Dα de

symbole ϕ est défini par:

Cϕ : Dα −→ Dα
f 7−→ Cϕ(f) = f ◦ϕ.

3.4.1 Fonction de comptage généralisée de Nevanlinna

Définition 3.4.2.

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe. On définit la fonction de comptage

généralisée de Nevanlinna associée à l’espace de Dirichlet Dα par:

Nϕ,α(z) =
∑

z=ϕ(w),w∈D
(1−|w|)α, z ∈ D\{ϕ(0)}.

pour 0< α≤ 1, où chaque w est compté avec sa multiplicité.

Notons que Nϕ,α(z) = 0 lorsque z 6∈ ϕ(D).

Par convention, on considère Nϕ,α(z) = 0 lorsque z = ϕ(0).

Remarque 3.4.1.

Si α = 1, alors Nϕ,1 est comparable à la fonction de comptage de Nevanlinna

classique que nous avons définis précédemment,i.e:

Nϕ,1(z) =Nϕ(z) =
∑

z=ϕ(w),w∈D
log 1
|w|

, z ∈ D\{ϕ(0)}.

Dans la suite de notre travail, on aura besoin des lemmes suivants. Le premier

lemme donne la formule de changement de variable en terme de la fonction

de comptage de Nevanlinna généralisée:

Lemme 3.4.1. [3]

Pour 0≤ α≤ 1, soient ϕ une fonction holomorphe de D dans D, et f une fonction

mesurable sur D, alors:∫
D

(f ◦ϕ)(z)|ϕ′(z)|2dAα(z) = (1 +α)
∫
D

f(z)Nϕ,α(z)dA(z). (3.2)
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Démonstration.

On suppose que ϕ n’est pas constante.

L’ensemble Z = {z ∈D : ϕ′(z) = 0} est dénombrable et D\Z peut s’écrire comme

une union de rectangles disjoints Rj où sur chacun d’eux, ϕ est biholomorphe. On

note par ψj l’inverse de la restriction de ϕ sur Rj .

Par la formule de changement de variable usuel, avec ϕ(z) = w, pour tout j,

on a:∫
Rj

(f ◦ϕ)(z)|ϕ′(z)|2dAα(z) = (1 +α)
∫
Rj

f(ϕ(z))(1−|z|)α|ϕ′(z)|2dA(z)

= (1 +α)
∫

ϕ(Rj)

f(w)(1−|ψj(w)|)αdA(w).

Par sommation sur j, on déduit que:
∫

D\Z

(f ◦ϕ)(z)|ϕ′(z)|2dAα(z) = (1 +α)
∫
D

f(w)
∑

j

χj(1−|ψj(w)|)α
dA(w).

Où χj est la fonction caractéristique de l’ensemble ϕ(Rj).

L’ensemble Z est dénombrable, donc, il est de mesure nulle, alors, on a:∫
D

(f ◦ϕ)(z)|ϕ′(z)|2dAα(z) =
∫

D\Z

(f ◦ϕ)(z)|ϕ′(z)|2dAα(z)

= (1 +α)
∫
D

f(z)
∑

j

χj(1−|ψj(w)|)α
dA(w)

= (1 +α)
∫
D

f(z)Nϕ,α(z)dA(z).

Ceci termine la preuve.

Le deuxième lemme nous affirme que la fonction de comptage géneralisée Nϕ,a
vérifie l’inégalité de la moyenne.

Lemme 3.4.2. [3]

Soit 0< α≤ 1. Si ϕ : D→ D est une fonction holomorphe, alors:

Nϕ,α(z)≤ c

r2

∫
D(z,r)

Nϕ,α(w)dA(w), c ∈ R+. (3.3)

Pour tout disque D(z,r) tel que D(z,r)⊂ D\D(0, 1
2).
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Démonstration.

Soit w(z) = (1−|z|2)α, on a:

lim
|z|→1−

w(z) = 0,

Par le théorème de Green [P.363−364[9]], pour tout λ ∈ D, nous avons:

w(λ) = 1
2

∫
D

∆(w(z)) log
∣∣∣∣∣ z−λ1−λz

∣∣∣∣∣dA(z)

= 1
2

∫
D

∆(w(z)) log
∣∣∣φ−1
z (λ)

∣∣∣dA(z),

Où

φz(δ) = z+ δ

1− zδ .

et on a aussi:

∆(w(r)) = ∆(w(z)) = w′(r)/r+w′′(r)< 0,

pour 0< α≤ 1, d’aprés la Définition 1.2 [16] on a:

Nϕ,α(ζ) =
∑

ζ=ϕ(λ)
w(λ) = 1

2
∑

ζ=ϕ(λ)

∫
D

∆(w(z)) log
∣∣∣φ−1
z (λ)

∣∣∣dA(z)

=−1
2

∫
D

∆(w(z))
 ∑
ζ=ϕ(λ)

− log
∣∣∣φ−1
z (λ)

∣∣∣
dA(z).

Comme ζ = ϕ(λ) si et seulement si ϕ◦φz(φ−1
z (λ)) = ζ, on a dans ce cas:

Nϕ,α(ζ) =−1
2

∫
D

∆(w(z))Nϕ◦φz(ζ)dA(z),

où

Nϕ◦φz(ζ) =
∑

ζ=ϕ◦φz(λ)
log 1
|λ|
.

Donc,

Nϕ,α(ζ)≤−1
2

∫
D

∆(w(z))

 1
r2

∫
D(ζ,r)

Nϕ◦φz(λ)dA(λ)

dA(z)

= 1
r2

∫
D(ζ,r)

−1
2

∫
D

∆(w(z))Nϕ◦φz(λ)dA(λ)
dA(z)

= 1
r2

∫
D(ζ,r)

Nϕ,α(λ)dA(λ).

Ce qui termine la démonstration.
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Lien entre la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna

Nϕ,α et Dα(ϕn)

Le théorème suivant donne une majoration de la fonction de comptage généralisée

de Nevanlinna Nϕ,α par la norme dans Dα des itérées de ϕ.

Théorème 3.4.1. [3]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe et soit α ∈ (0,1]. Alors il existe C une

constante et n0 ∈ N tel que pour n≥ n0, on a:

Nϕ,α(z)≤ 8C
1 +a

Dα(ϕn+1), 1
n
≤ 1−|z| ≤ 1

n−1 . (3.4)

Démonstration.

Soit n1 ∈ N assez grand de sorte que si n≥ n1, alors:

D

(
1− 1

n−1 ,
1

2(n+ 1)

)
⊂ D\D(0,1/2).

Pour n≥n1, supposons que
1
n
≤ 1−|z| ≤ 1

n−1, alors par l’inégalité de la moyenne,

on a:

Nϕ,α(z)≤ 2×4(n+ 1)2
∫

D
(
z, 1

2(n+1)

) Nϕ,α(w)dA(w)

≤ 8(n+ 1)2
∫

D
(
z, 1

2(n+1)

) Nϕ,α(w) |w|
2n

|w|2n
dA(w)

≤ 8(n+ 1)2

 sup
D
(
z, 1

2(n+1)

) |w|−2n

 ∫
D
(
z, 1

2(n+1)

) Nϕ,α(w)|w|2ndA(w).

Il est facile de voir qu’il existe n0 ≥ n1 assez grand de sorte que pour tout n≥ n0,

on a:

sup
D
(
z, 1

2(n+1)

) |w|−2n ≤ C.

Donc,

Nϕ,α(z)≤ 8(n+ 1)2C
∫

D
(
z, 1

2(n+1)

) Nϕ,α(w)|w|2ndA(w).

≤ 8(n+ 1)2C
∫
D

Nϕ,α(w)|w|2ndA(w).
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D’autre part, par la formule de changement de variable, il découle que:∫
D

Nϕ,α(w)|w|2ndA(w) = 1
α+ 1

∫
D

|ϕ
′
(η)|2|ϕ(η)|2ndAα(η).

Donc, on a:

Nϕ,α(z)≤ 8C
1 +a

Dα(ϕn+1), 1
n
≤ 1−|z| ≤ 1

n−1 .

ce qui terminer la preuve.

3.4.2 La compacité et la bornitude des opérateurs de com-

position sur les espace de Dirichlet Dα

La fonction de comptage généralisée de Nevanlinna joue un rôle essentiel dans

l’étude des opérateurs de composition. En effet, on a déjà vu dans le chapitre

précédent que caractériser la compacité et la bornitude de l’opérateur de composition

sur l’espace de Hardy H2(D) par la fonction de comptage Nevanlinna, et sur les

espaces de Dirichlet Dα, pour 0< α≤ 1, il a été montré dans le théorème suivant.

Théorème 3.4.2. [3]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe. Alors pour 0< α≤ 1, on a:

1. Cϕ est borné dans Dα ⇔ Nϕ,α(z) =O(1−|z|)α, |z| → 1−.

2. Cϕ est compact dans Dα ⇔ Nϕ,α(z) = o(1−|z|)α, |z| → 1−.

Démonstration.

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe.

1. ⇐) Supposons que Nϕ,α(z) = O(1−|z|)α, |z| → 1−, (Supposons que ϕ(0) = 0

sans perte de généralité), on utilise la formule de changement de variable

(3.2), on a:

‖Cϕ(f)‖2α = |f(ϕ(0))|2 +
∫
D

|f ′ ◦ϕ(z)|2|ϕ′(z)|2dAα(z)

= |f(0)|2 + (1 +α)
∫
D

|f ′(z)|2Nϕ,α(z)dA(z)

≤ |f(0)|2 + c(1 +α)
∫
D

|f ′(z)|2(1−|z|2)αdA(z)

� ‖f‖2α
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⇒) Supposons maintenant que Cϕ est borné dans Dα. On considère la fonction

test donnée par:

Fλ(z) = (1−|λ|2)1−a2

(1−λz)
, λ ∈ D.

On a, d’après le lemme 2.5 de [16]:

‖Fλ‖α � 1,

Donc:

‖Cϕ(Fλ)‖2α �Dα(Cϕ(Fλ)) =
∫
D

|(Fλ(ϕ(w)))′|2dAα(w)

= (1 +α)
∫
D

|(F ′λ(z))|2Nϕ,α(z)dA(z)

� (1−|λ|2)2−α
∫
D

Nϕ,α(z)
|1−λz|4

dA(z)

≥ (1−|λ|2)2−α
∫

D(λ,(1−|λ|)/2)

Nϕ,α(z)
|1−λz|4

dA(z)

≥ c1(1−|λ|2)−2−α
∫

D(λ,(1−|λ|)/2)

Nϕ,α(z)dA(z)

≥ c2
Nϕ,α(λ)

(1−|λ|2)α ,

où c1, c2 sont indépendants de λ.

Dans la dernière inégalité de la moyenne (3.3) ( Lorsque |λ| → 1− ).

Nous concluons que:

sup
λ∈D

Nϕ,α(λ)
(1−|λ|2)α ≤ c

′
sup
λ∈D
‖Cϕ(Fλ)‖2α ≤ c′‖Cϕ‖2 sup

λ∈D
‖Fλ‖2α,

qui est borné par l’hypothèse (Cϕ borné dans Dα) et grâce a ‖Fλ‖Dα � 1.

2. ⇐) Soient Nϕ,α(z) = o(1−|z|)α, |z| → 1− et {fn}n∈N une suite dans Dα, qui

converge faiblement vers 0. Il suffit de montrer que:

‖Cϕ(fn)‖α→ 0, n→∞.

La convergence faible de fn vers 0 implique que fn(x)→ 0 et f ′n(x)→ 0

uniformément sur tout compact de D.
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Soit ε > 0, il existe ρε ∈ (1
2 ,1) tel que:

Nϕ,α(z)≤ ε(1−|z|)α, pour ρε < |z|< 1.

Par un changement de variable on obtient:

‖Cϕ(fn)‖α = |fn(ϕ(0))|2 +
∫
D

|(f ′ ◦ϕ)(z)|2|ϕ′(z)|2dAα(z)

� |fn(ϕ(0))|2 + (1 +α)
∫

ϕ(D)

|f ′n(z)|2Nϕ,α(z)dA(z)

≤ |fn(ϕ(0))|2 +
∫
ρεD

|f ′n(z)|2Nϕ,α(z)dA(z) + ε
∫

ϕ(D)\ρεD

|f ′n(z)|2(1−|z|)αdA(z)

≤ |fn(ϕ(0))|2 +
∫
ρεD

|f ′n(z)|2Nϕ,α(z)dA(z) + ε.

Nous avons f ′n(x) → 0 uniformément sur le disque fermé ρεD, donc

‖Cϕ(fn)‖α→ 0, quand n→ 0.

⇒) Supposons que ∀β > 0, la suite λn ∈ D tel que |λn| → 1− et

Nϕ,α(λn)≥ β(1−|λn|)α,

On a la fonction test:

Fλn(z) = (1−|λn|2)1−α2

(1−λnz)
, pour z ∈ D.

C’est une suite bornée dans Dα, qui converge faiblement vers 0.

D’autre part, par le changement de variable et l’inégalité de la moyenne,

on conclut que:

‖Cϕ(Fλn)‖2α = ‖Fλn ◦ϕ‖2α �
∫
D

|(Fλn(ϕ(w))
′
|2dAα(w)

� (1−|λn|2)2−α
∫
D

Nϕ,α(z)
|1−λnz|4

dA(z)

≥ (1−|λn|2)2−α
∫

D(λn, 1−|λn|2 )

Nϕ,α(z)
|1−λnz|4

dA(z)

≥ c1(1−|λn|2)−2−α
∫

D(λn, 1−|λn|2 )

Nϕ,α(z)dA(z)

≥ c2
Nϕ,α(λn)

(1−|λn|2)α ≥ c2β,
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où c1, c2 sont indépendants de n.

Donc Cϕ n’est pas compact, d’où la contradiction.

En conséquence de ceci, on obtient le lemme suivant.

Lemme 3.4.3.

Soit ϕ ∈Hol(D) telle que ϕ(D)⊂ D, et 0< α≤ 1. Alors:

1. Cϕ est borné dans Dα ⇔ sup
λ∈D
‖Fλ ◦ϕ‖α <∞.

2. Cϕ est compact dans Dα ⇔ lim|λ|→1− ‖Fλ ◦ϕ‖α = 0.

Le résultat suivant nous donne la relation entre la compacité, et la bornitude, de

l’opérateur Cϕ et la norme dans Dα des itérées de ϕ.

Corollaire 3.4.1.

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe. Alors pour 0< a≤ 1, on a:

1. Si sup
n≥1
Dα(ϕn)<∞, alors Cϕ est borné dans Dα.

2. Si lim
n−→∞Dα(ϕn) = 0, alors Cϕ est compact dans Dα.

Démonstration.

1. On a:

Dα(Cϕ(Fλ)) =
∫
D

|(Fλ(ϕ(w)))
′
|2dAα(z)

≤ c1(1−|λ|2)2−α
∫
D

|ϕ′(w)|2
(1−|λϕ(w)|2)4dAα(w)

≤ c2(1−|λ|2)2−α∑
n≥0

(1 +n)3|λ|2n
∫
D

|ϕ
′
(w)|2|ϕ(w)|2ndAα(w)

≤ c3(1−|λ|2)2−α∑
n≥0

(1 +n)|λ|2nDα(ϕn+1)

≤ c4 sup
n≥0
Dα(ϕn+1)<∞.

où c1, c2, c3 et c4 sont des constantes positives.

D’aprés le lemme.3.4.3, Cϕ est borné.
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2. On suppose que ϕ(0) = 0, sans perte de généralité. On a:

Dα(Cϕ(Fλ)) =
∫
D

|(Fλ(ϕ(w)))
′
|2dAα(z)

≤ c1(1−|λ|2)2−α
∫
D

|ϕ′(w)|2
(1−|λϕ(w)|2)4dAα(w)

≤ c2(1−|λ|2)2−α∑
n≥0

(1 +n)3|λ|2n
∫
D

|ϕ
′
(w)|2|ϕ(w)|2ndAα(w)

≤ c3(1−|λ|2)2−α∑
n≥0

(1 +n)|λ|2nDα(ϕn+1)

� o(1), |λ| → 1−.

où c1, c2, c3 et c4 sont des constantes positives.

D’aprés le lemme.3.4.3, Cϕ est compact.

En conséquence, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.4.2. [6]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe. Alors pour 0< α≤ 1, on a:

1. Si Dα(ϕn) =O
( 1
nα

)
, alors Cϕ est borné dans Dα.

2. Si Dα(ϕn) = o
( 1
nα

)
, alors Cϕ est compact dans Dα.

Démonstration.

La preuve est basée sur le corollaire.3.4.1:

• Si Dα(ϕn) =O
( 1
nα

)
, donc:

sup
n≥0
Dα(ϕn+1)<∞

D’aprés corollaire.3.4.1, Cϕ est borné dans Dα.

• Si Dα(ϕn) = o
( 1
nα

)
, donc:

lim
n−→∞Dα(ϕn) = 0

D’aprés corollaire.3.4.1, Cϕ est compact dans Dα.
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3.4.3 Normes essentielles d’opérateur de composition

Définition 3.4.3.

La norme essentielle d’un opérateur linéaire borné T est définie comme la

distance aux opérateurs compacts, i.e.,

‖T‖e = inf{‖T −K‖ : K compact}.

Le but de cette sous-section est d’obtenir l’estimation de la norme essentielle de

l’opérateur de composition Cϕ dans Dα.

Théorème 3.4.3. [19]

Soit 0<α< 1, et ϕ : D→D une fonction analytique. L’opérateur de composition

Cϕ est borné dans Dα si et seulement si,

sup
z∈D

Nϕ,a(z)
(1−|z|2)α <∞. (3.5)

Démonstration.

1. Supposons d’abord que l’opérateur de composition Cϕ est borné dans Dα, i.e.,

‖Cϕf‖Dα ≤ C‖f‖Dα pour tout f ∈ Dα.

Pour c ∈ D, on applique l’inégalité précédente à la fonction,

fc(z) = (1−|c|2)1+α
2

z∫
0

dζ

(1− cζ)2+α , z ∈ D

L’utilisation du lemme 3.10 de [15] donne sup
a∈D
‖f‖Dα ≤ C.

De plus, D’après la formule de changements de variables, on obtient:

‖Cϕfc‖2 = |fc(ϕ(0))|2 + (1 +α)
∫
D

|(fc)
′
(z)|2Nϕ,α(z)dA(z),

Et par conséquent, nous avons:
∫
D

(1−|c|2)2+α

|1− cz|4+2α Nϕ,α(z)dA(z)≤ C, (3.6)

Avec la constante C ne dépendant pas de α.
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• Pour c ∈ D avec |c|> 1
2(1 + |ϕ(0)|), on considère

D(c) = {z ∈ D : |z− c|< 1
2(1−|c|)},

on a: (1−|c|2)� |1− cz|, pour z ∈D(c).

D’après la formule de la moyenne, et l’inégalité (3.6), on obtient:

Nϕ,α(c)≤ 4
(1−|c|)2

∫
D(c)

Nϕ,α(z)dA(z)

= 4
∫

D(c)

(1−|c|2)2+2α

|1− cz|4+2α Nϕ,α(z)dA(z)

= 4
∫
D

(1−|c|2)2+2α

|1− cz|4+2α Nϕ,α(z)dA(z)

≤ C(1−|c|2)α.

Où C ne dépend pas du point c. Cela donne:

sup
|z|> 1+|ϕ(0)|

2

Nϕ,α(z)
(1−|z|2)α <∞. (3.7)

• D’autre part, nous avons d’après la preuve de la Proposition.2.1 [15]

qu’il existe une fonction sous-harmonique uα telle que Nϕ,α ≤ uα.

Comme uα est sous-harmonique donc uα est semi-continue supérieure

(P.386 [9]). Puisque toute fonction semi-continue supérieure est bornée

sur des ensembles compacts, on obtient:

sup
|c|≤ (1+|ϕ(0)|)

2

Nϕ,α(c)
(1−|c|2)α ≤

2α
(1−|ϕ(0)|)α sup

|c|≤ (1+|ϕ(0)|)
2

uα(c)<∞.

Ceci, avec (3.7) termine la preuve.

2. Inversement, supposons que (3.5) est vrai. Alors:∫
D

|f
′
(z)|2Nϕ,α(z)dA(z)≤ C

∫
D

|f
′
(z)|2(1−|z|2)αdA(z)≤ C‖f‖2Dα ,

donc, d’aprés la formule de changements de variables, on obtient:

‖Cϕf‖2 = |f(ϕ(0))|2 + (1 +α)
∫
D

|f
′
(z)|2Nϕ,α(z)dA(z)≤ C1‖f‖2Dα .

Alors Cϕ borné dans Dα.
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Ce qui terminer la démonstration.

L’estimation suivante est de la norme essentielle d’opérateur de compo-

sition Cϕ dans Dα.

Théorème 3.4.4. [19]

Soit 0< α < 1, et ϕ : D→ D une fonction analytique, Cϕ l’opérateur de compo-

sition bornée dans Dα. Alors, on a:

‖Cϕ‖e � lim
|z|→1−

sup Nϕ,α(z)
(1−|z|2)α .

Démonstration.

on a ( [4] P.136 ):

‖Cϕ‖e . lim
|a|→1−

sup Nϕ,α(z)
(1−|z|2)α .

Nous allons donc montrer que l’estimation inférieure:

‖Cϕ‖e & lim
|c|→1−

sup Nϕ,α(c)
(1−|c|2)α .

pour tout c ∈ D, on considère la fonction:

fc(z) = (1−|c|2)1−a2

(1− cz) , z ∈ D.

Il est clair que la suite fc convergent vers zéro lorsque |c| → 1− uniformément sur

des sous-ensembles compacts de D.

Par conséquent, lim|c|→1− ‖K(fc)‖Dα = 0 pour tout opérateur compact K dans Dα.

Cela implique que:

‖Cϕ−K‖ ≥ C lim
|c|→1−

sup‖Cϕ(fc)−K(fc)‖Dα

≥ C lim
|c|→1−

sup‖Cϕ(fc)‖Dα

Puisque ceci est vrai pour tout opérateur compact K et

‖Cϕ‖e = inf{‖Cϕ−K‖ : K compact}.

On obtient:

‖Cϕ‖e ≥ C lim
|c|→1−

sup‖Cϕ(fc)‖Dα .
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Par la formule de changement de variables, on a:

‖Cϕfc‖2Dα = |fc(ϕ(0))|2 + (1 +α)
∫
D

|(fc)
′
(z)|2Nϕ,α(z)dA(z)

= (1−|c|2)2−α

|1− cϕ(0)|2 + (1 +α)|c|2(1−|c|2)2−α
∫
D

Nϕ,α(z)
|1− cz|4dA(z),

Il est clair que le premier terme tend vers zéro lorsque |c| → 1−. Ainsi,

lim
|c|→1−

sup‖Cϕ(fc)‖Dα ≥ (1 +α) lim
|c|→1−

sup |c|2(1−|c|2)2−α
∫

D(c)

Nϕ,α(z)
|1− cz|4dA(z)

≥ C lim
|c|→1−

sup Nϕ,α(c)
(1−|c|2)α .

Ce qui termine la preuve.

sachant que ‖Cϕ‖e = 0 si et seulement si Cϕ est compact, comme conséquence

immédiate du théorème précédent, on obtient la description suivante des opérateurs

de composition compact sur l’espaces de Dirichlet.

Corollaire 3.4.3. [19]

Soit ϕ : D→D une fonction analytique, et 0<α< 1. Alors Cϕ est compact dans

Dα si et seulement si,
Nϕ,α(z)

(1−|z|2)α → 0 si |z| → 1−.

En conséquence, on a le résultat suivant.

Corollaire 3.4.4. [19]

Soit ϕ : D→D une fonction analytique et univalente, et 0< α< 1. Alors Cϕ est

compact dans Dα si et seulement si,

(1−|ϕ(z)|2)
(1−|z|2) →∞ si |z| → 1−.

Démonstration.

Comme ϕ est univalent, alors Nϕ,α(z) = (1−|ϕ−1(z)|2)α et le résultat est une

conséquence immédiate du Corollaire précédent.
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Fonction de comptage de Nevanlinna dans l’espace D [1]

On associe à toute fonction ϕ, la fonction de comptage qui est défini par:

nϕ = card{w : ϕ(w) = z} ,

c’est le nombre de zéros de la fonction (ϕ− z). Rappelons aussi que Nϕ,0 = nϕ.

Nous obtenons une majoration de nϕ par la norme dans l’espace de Dirichlet

classique D des itérées de ϕ. Plus précisément, nous montrerons dans le paragraphe

suivant que:

inf
1

n+1≤1−|z|≤ 1
n

nϕ(z) .D(ϕn+1). (3.8)

Lien entre la fonction de comptage de Nevanlinna nϕ et D(ϕn)

Le résultat suivant est le théorème principale dans ce paragraphe, il donne le

lien entre le comportement en moyenne de nϕ et la norme des itérés de ϕn.

Théorème 3.4.5. [3]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe. Alors:

inf
1

n+1≤1−|z|≤ 1
n

nϕ(z)≤ 24 D(ϕn+1), pour n> 2.

Démonstration.

Pour la démonstration du théorème nous avons besoin du lemme suivant:

Lemme 3.4.4. [3]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe. Alors:∫
1− 1

n≤|z|≤1

nϕ(z)dA(z)≤ 24

(n+ 1)2D(ϕn+1), pour n> 2.

Démonstration.

Comme Nϕ,0 = nϕ, on a:

D(ϕn+1) =D0(ϕn+1)

=
∫
D

|(ϕn+1(z))
′
|2dA(z)

= (n+ 1)2
∫
D

|ϕ
′
(z)|2|ϕn(z)|2dA(z)
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= (n+ 1)2
∫
D

nϕ(w)|w|2ndA(w)

≥ (n+ 1)2
∫

1− 1
n≤|w|≤1

nϕ(w)|w|2ndA(w)

≥ (n+ 1)2
(

1− 1
n

)2n ∫
1− 1

n≤|w|≤1

nϕ(w)dA(w)

≥ 2−4(n+ 1)2
∫

1− 1
n≤|w|≤1

nϕ(w)dA(w) pour n> 2.

donc, ∫
1− 1

n≤|z|≤1

nϕ(z)dA(z)≤ 24

(n+ 1)2D(ϕn+1), pour n> 2.

Preuve du théorème.

On a l’inégalité suivante:

inf
1

n+1≤1−|z|≤ 1
n

nϕ(z)≤ (n+ 1)2
∫

1− 1
n≤|z|≤1

nϕ(z)dA(z),

D’après le lemme précédent, pour n≥ 2, on a :

inf
1

n+1≤1−|z|≤ 1
n

nϕ(z)≤ (n+ 1)2
∫

1− 1
n≤|z|≤1

nϕ(z)dA(z)

≤ (n+ 1)2 24

(n+ 1)2D(ϕn+1)

≤ 24 D(ϕn+1).

Ce qui finie la preuve.

3.4.4 La compacité et la bornitude des opérateurs de com-

position sur l’espace de Dirichlet classique D

Définition 3.4.4.

La fenêtre de Carleson est définie par:

W (ζ,δ) =
{
z ∈ D : |z|> 1− δ; |arg(ζz)|< δ

}
, ζ ∈ T.
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Pour ζ ∈ T et δ ∈ (0,1), on pose:

N (ζ,δ) :=
∫

W (ζ,δ)

nϕ(w)dA(w).

Le résultat suivant donne une condition pour assurer la compacité et la bornitude

de l’opérateur de composition sur l’espace de Dirichlet classique D.

Corollaire 3.4.5. [3]

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe. Alors:

1. Si D(ϕn+1) =O(1), alors Cϕ est borné sur D.

2. Si D(ϕn+1) = o(1), alors Cϕ est compact sur D.

Démonstration.

on a besoin du lemme de Zorboska [23] suivant:

Lemme 3.4.5.

Soit ϕ : D→ D une fonction holomorphe. Alors:

• Cϕ est borné sur D ⇔ sup
ζ∈T
N (ζ,δ) =O(δ2), δ→ 0.

• Cϕ est compact sur D ⇔ sup
ζ∈T
N (ζ,δ) = o(δ2), δ→ 0.

1. Supposons que D(ϕn+1) =O(1).

Soit δ > 0 et soit n≥ 1 tel que 1/(n+1)≤ δ ≤ 1/n, D’après le lemme.3.4.4,

on a:

sup
ζ∈T
N (ζ,δ)≤

∫
1− 1

n≤|z|≤1

nϕ(z)dA(z) =O

(
1

(n+ 1)2

)
=O(δ2).

Le lemme.3.4.5, nous permet de conclure.

2. Supposons que D(ϕn+1) = o(1).

Soit δ > 0 et soit n≥ 1 tel que 1/(n+1)≤ δ ≤ 1/n, D’après le lemme.3.4.4,

on a:

sup
ζ∈T
N (ζ,δ)≤

∫
1− 1

n≤|z|≤1

nϕ(z)dA(z) = o

(
1

(n+ 1)2

)
= o(δ2).

Le lemme.3.4.5, nous permet de conclure.
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3.5 Exemple - La fonction distance ϕΩ,K

Au début, on va donner quelques définitions ainsi que quelques théorèmes avant

de passer à l’exemple.

Définition 3.5.1.

On dit que la fonction f est éxterieure si,

log |f(0)|=
∫
T

log |f∗(ζ)| |dζ|2π .

Dans ce cas, f a la représentation intégrale suivante:

f(z) = exp
∫
T

ζ+ z

ζ− z
log |f∗(ζ)| |dζ|2π

 , z ∈ D.

Définition 3.5.2.

Soit K un sous-ensemble fermé de T et soit Ω ∈ C1([0,2π]) telle que Ω(0) = 0 et
∫
T

Ω(d(ζ,K)|dζ|<∞.

La fonction distance correspondant à Ω et K est une fonction éxtérieure ϕΩ,K sat-

isfaisant l’égalité suivante:

|ϕΩ,K(ζ)|= e−Ω(d(ζ,K)) p.p ζ ∈ T (3.9)

Ainsi,

ϕΩ,K(z) = exp
∫
T

z+ ζ

z− ζ
Ω(d(ζ,K)) |dζ|2π

 , z ∈ D.

Cantor généralisé [7]

Soit K0 = T et `0 = 2π.

Soit {an}n∈N une suite décroissante de réels positive avec a1 <
1
2. Nous enlevons

l’intervalle de longueur a1 du milieu de K0, on obtient deux intervalles de longueur

`1 qu’on notera K1.

Puis nous enlevons encore une fois deux intervalles centrés de longueur a2

de chaque intervalle de K1. Soit K2 l’union de 22 intervalles qui restent chacun
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Figure 3.1: la construction du Cantor généralisé sur T.

de longueur `2. A la n’ième étape nous aurons un ensemble compact Kn de 2n

intervalles de longueur `n. Notons que

2`n+an = `n−1.

Le compact,

K =
⋂
n≥1

Kn.

est appelé le Cantor généralisé.

il est à remarquer que, lorsque `n = (1/3)n, K est appelé le Cantor tri-adique.

Définition 3.5.3.

Soit t > 0. Pour K un sous-ensemble fermé de T, le t-voisinage de K est donné par:

Kt = {ζ ∈ T : d(ζ,K)≤ t}.
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La proposition suivante donne l’estimation de la mesure du t-voisinage Kt d’un

ensemble de Cantor généralisé.

Proposition 3.5.1. [7]

Soit K le Cantor généralisé associé à la suite {an}n∈N. Si

λK := sup
n≥1

an+1
an

<
1
2 , (3.10)

alors,

|Kt|=O(tµ), t→ 0,

où µ= 1− log(2)

log
( 1
λK

) .
Démonstration.

Soit t ∈ (0,a0], on choisit n tel que an < t≤ an−1, alors:

|Kt| ≤ 2n(an+ 2t)≤ 3×2n× t,

on a 2 =
( 1
λK

) log2
log(1/λK )

, car:

log2 = log2
log1/λK

log1/λK

log2 = log(1/λK)
log2

log1/λK

2 =
( 1
λK

) log2
log1/λK

.

On a aussi
1

λn−1
K

≤ a0
t

car:

λK := sup
n≥1

an+1
an
⇒ an+1

an
≤ λK , ∀n ∈ N

⇒ an+1 ≤ λKan⇒ an+1 ≤ λn+1
K a0

⇒ t≤ an−1 ≤ λn−1
K a0⇒

1
λn−1
K

≤ a0
t
.
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on a dans ce cas:

2n−1 =
(

1
λn−1
K

) log2
log(1/λK )

≤
(
a0
t

) log2
log(1/λK )

,

on obtient donc:

|Kt| ≤ c(a0,λK)t
1−

log2
log(1/λK) .

Ce qui terminer la preuve.

Pour ce qui suit on aura besoin du théorème suivant:

Théorème 3.5.1. [7]

Soit α∈ [0,1). SoitK un sous-ensemble fermé de T qui vérifie (3.10), Ω : [0,2π]→R+

une fonction croissante telle que t→ Ω(tγ) est concave pour γ > 2
1−α et soit fΩ

une fonction extérieure vérifiant:

|f∗(ζ)|= Ω(d(ζ,K)) p.p sur T,

alors,

Dα(fΩ)≤ c(α,γ,K)
∫
T

Ω
′
(d(ζ,K))2(d(ζ,K))α+1|dζ|.

En particulier fΩ ∈ Dα, si la dernière intégrale est finie.

Lemme 3.5.1. [7]

Soit K un sous-ensemble fermé de T et h : [0,π]→ R+ une fonction mesurable,

et soit (Ij)j∈J les composantes reliées de T\K ( T\K =
⋃
j∈J

Ij ).

On pose,

NK(t) := 2
∑
j∈J

χ{|Ij |>2t} (0≤ t≤ π).

On obtient: ∫
T

h(d(ζ,K))|dζ|=
π∫

0
h(t)NK(t)dt,

Notons que, si h(t) = χ[0,δ] alors:

δ∫
0
NK(t)dt=

∫
T

|{d(ζ,K)< δ}||dζ|= |Kδ|.

En particulier

δNK(δ)≤ |Kδ|.
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La formule énonce dans le lemme suivant, nous permet d’estimer supérieurement

la norme de la fonction distance ϕΩ,K .

Lemme 3.5.2. [3]

Soit α ∈ [0,1). Soit K l’ensemble fermé de T qui vérifie (3.10) et soit

Ω : [0,2π]→ R+

une fonction croissante telle que t→ Ω(tγ) est concave pour γ > 2
1−α . Alors:

Dα(ϕΩ,K)≤ c
2π∫
0

Ω
′
(t)2e−2Ω(t)tα|Kt|dt,

avec c une constante positive.

Démonstration.

Soit α∈ [0,1). SoitK l’ensemble fermé de T qui vérifie (3.10) et soit Ω : [0,2π]→R+

une fonction croissante telle que t→ Ω(tγ) est concave pour γ > 2
1−α . Soit la

fonction distance ϕΩ,K satisfaisant l’égalité:

|ϕΩ,K(ζ)|= e−Ω(d(ζ,K)) p.p ζ ∈ T

Alors, d’après le théorème.3.5.1 on a :

Dα(ϕΩ,K) ≤ c
∫
T

Ω
′
(d(ζ,K))2e−2Ω(d(ζ,K))(d(ζ,K))α+1|dζ|

≤ c
2π∫
0

Ω
′
(t)2e−2Ω(t)tα+1NK(t)dt

= c

2π∫
0

Ω
′
(t)2e−2Ω(t)tαtNK(t)dt

≤ c
2π∫
0

Ω
′
(t)2e−2Ω(t)tα|Kt|dt.

avec c une constante positive.

Où dans la dernière inégalité on utilise le lemme.3.5.1.
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Estimations de la fonction de comptage généralisée de Nevan-

linna associée à la fonction distance ϕΩ,K

Dans ce qui suit, nous allons donner quelques estimations de la fonction de

comptage généralisée de Nevanlinna associée à la fonction distance ϕΩ,K , ce qui

nous permet de monter que l’opérateur de composition associée à la fonction dis-

tance est bornés, et compacts, sur les espaces de Dirichlet.

Premier cas: l’espace de Hardy ( α = 1 ).

Le résultat suivant sera très utile par la suite.

Lemme 3.5.3. [3]

Soit K un sous-ensemble fermé de T et soit Ω : [0,2π]→ R+ une fonction

croissante telle que Ω(0) = 0. Alors:

NϕΩ,K (z) . inf
ε>0

{
|Kε|+ exp

(
−2 Ω(ε)

1−|z|

)}
, |z|< 1.

Démonstration.

Soit ε > 0. Par le théorème.3.4.1 et pour

1
n+ 1 ≤ 1−|z| ≤ 1

n
, n≥ 1,

on a:

NϕΩ,K (z) .D1(ϕn+1
Ω,K)

=
∫
D

|(ϕΩ,K(z)n+1)
′
|2dA1(z)

.
∫
D

|ϕ
′
Ω,K(z)|2|ϕΩ,K(z)|2ndA1(z),

d’aprés (3.9), on obtient:

NϕΩ,K (z) .
∫
T

e−2(n+1)Ω(d(ζ,K)) |dζ|
2π

=
∫
Kε

e−2(n+1)Ω(d(ζ,K)) |dζ|
2π +

∫
T\Kε

e−2(n+1)Ω(d(ζ,K)) |dζ|
2π

. |Kε|+ e−2(n+1)Ω(ε),
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alors, on a:

NϕΩ,K (z) . inf
ε>0

{
|Kε|+ exp

(
−2 Ω(ε)

1−|z|

)}
.

Le résultat suivant est le théorème principale dans le cas d’un espace de Hardy

H2(D), qui donne la compacité et la bornitude de l’opérateur de composition associée

à la fonction distance ϕΩ,K .

Théorème 3.5.2.

Soit K le Cantor généralisé associé à la suite {an}n∈N vérifiant (3.10) et soit

Ω(t) une fonction croissante tel que Ω(0) = 0, et β < µ, alors:

NϕΩ,K (z) =O
(

(1−|z|)
µ
β

)
, |z| → 1−

Démonstration.

D’après le lemme.3.5.3, on obtient:

NϕΩ,K (z) . inf
ε>0

{
|Kε|+ exp

(
−2 Ω(t)

1−|z|

)}
, |z|< 1.

Pour z→ 1−, on a:

NϕΩ,K (z) . inf
ε>0
{|Kε|} ,

D’après le proposition.3.5.1, on obtient:

NϕΩ,K (z) . inf
ε>0
{εµ} , ε→ 0,

Il suffit de choisir

ε= (1−|z|)
1
β , |z| → 1−.

Alors, on obtient:

NϕΩ,K (z) . inf
{

(1−|z|)
µ
β

}
.
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Deuxième cas: l’espace de Dirichlet Dα où 0< α < 1.

Le résultat suivant c’est le théorème principale dans le cas d’un espace de

Dirichlet Dα pour 0< α < 1, qui donne la compacité et la bornitude d’opérateur de

composition associé à la fonction distance ϕΩ,K .

Théorème 3.5.3. [3]

Soit 0< α < 1. Soit K le cantor généralisé associé à la suite {an}n∈N qui vérifie

(3.10) telle que α+µ≥ 1. Soit Ω(t) = tβ telle que β <min{(1−α)/2,α+µ−1}.

Alors:

NϕΩ,K ,α(z) =O

(1−|z|)
α+µ−1

β

 , (|z| → 1−).

Démonstration.

Soit 0 < α < 1, et K le cantor généralisé associé à la suite {an}n∈N qui vérifie

(3.10) telle que α+µ≥ 1. Et soit Ω(t) = tβ telle que β <min{(1−α)/2,α+µ−1}.

Car β < (1−α)/2, donc, il existe γ > 2/(1−α) telle que Ω(tγ) soit concave,

notons que:

Dα(ϕnΩ,K) =Dα(ϕnΩ,K).

Ainsi, par le lemme.3.5.2, on a:

Dα(ϕnΩ,K) =Dα(ϕnΩ,K)≤ n2c

2π∫
0

Ω
′
(t)2e−2nΩ(t)tα|Kt|dt,

D’après le proposition.3.5.1, on obtient:

Dα(ϕnΩ,K)≤ n2c

2π∫
0

Ω
′
(t)2e−2nΩ(t)tαtµdt

≤ n2β2c

2π∫
0
t2(β−1)e−2ntβ tαtµdt,

≤ n2β2c

2π∫
0
t2(β−1)+α+µe−2ntβdt

≤ n2c1

∞∫
0
u(β−1+α+µ)/βe−nudu
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= n2c1

∞∫
0
u(α+µ−1)/β+1e−nudu

= n2c1
Γ((α+µ−1)/β+ 2)

n(α+µ−1)/β+2

=O
( 1
n(α+µ−1)/β

)
.

Le théorème.3.4.1, nous permet de conclure.

L’opérateur de composition de la fonction distance ϕΩ,K est

de la classe de Hilbert-Schmidt

Dans ce qui suit, nous allons démonter que l’opérateur de composition de la

fonction distance est un opérateur de la classe de Hilbert-Schmidt avec la condition:

∫
T

Ω′(d(ζ,K))
(Ω(d(ζ,K)))2+α (d(ζ,K))α+1|dζ|<∞,

où 0≤ α < 1.

Le lemme suivant sera très utile par la suite.

Lemme 3.5.4. [3]

Soit 0≤ α < 1, et soit ϕ une fonction holomorphe de D dans D. Les assertions

suivantes sont équivalentes,

Cϕ ∈ S2(Dα), (3.11)∑
n≥1

Dα(ϕn)
(n+ 1)1−α <∞, (3.12)

∫
D

|ϕ′(z)|2
(1−|ϕ(z)|2)2+αdAα(z)<∞, (3.13)

Démonstration.

Soit 0≤ α < 1, et soit ϕ une fonction holomorphe de D dans D,

• (3.11)⇔(3.12)] Soit en = zn

(n+ 1) 1−α
2

puisque {en}∞n=0 est une base orthonor-

male de Dα, donc:

Cϕ(en) = ϕn

(n+ 1) 1−α
2
,
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alors on a:
∑
n≥1
‖Cϕ(en)‖2α =

∑
n≥1

|ϕ(0)|2n
(n+ 1)1−α +

∑
n≥1

Dα(ϕn)
(n+ 1)1−α

� |ϕ(0)|2
(1−|ϕ(0)|2)α +

∑
n≥1

Dα(ϕn)
(n+ 1)1−α

Comme |ϕ(0)|2
(1−|ϕ(0)|2)α <∞, on a Cϕ ∈ S2(Dα) si et seulement si,

∑
n≥1

Dα(ϕn)
(n+ 1)1−α <∞.

• (3.12)⇔(3.13)] Comme
∑
n≥1

Dα(ϕn)
(n+ 1)1−α �

∫
D

∑
n≥1

(n+ 1)1+α|ϕ
′
(z)|2|ϕ(z)|2n−2dAα(z)

�
∫
D

|ϕ′(z)|2
(1−|ϕ(z)|2)2+αdAα(z).

Ce qui termine la preuve.

Dans ce travail, nous démontrons le théorème suivante:

Théorème 3.5.4.

Soit 0 ≤ α < 1, soit K un sous-ensemble de T et Ω une fonction croissante tel

que t→ Ω(tγ) soit concave pour γ > 2
1−α . Alors Cϕ ∈ S2(Dα) si et seulement si,

∫
T

Ω′(d(ζ,K))
(Ω(d(ζ,K)))2+α (d(ζ,K))α+1|dζ|<∞.

Démonstration.

D’aprés le lemme.3.5.4, on a:
∫
D

|ϕ′Ω,K(z)|2

(1−|ϕΩ,K(z)|2)2+αdAα(z)�
∑
n≥1

Dα(ϕnΩ,K)
(n+ 1)1−α

�
∫
T
(Ω
′
(d(ζ,K)))2d(ζ,K)α+1 ∑

n≥1
(n+ 1)α+1e−2nΩ(d(ζ,K))|dζ|

�
∫
T

Ω′(d(ζ,K))
[1− e−2Ω(d(ζ,K))]2+α (d(ζ,K))α+1|dζ|.
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Comme

Ω(d(ζ,K)) = 1− e−2Ω(d(ζ,K)),

on obtient:
∫
D

|ϕ′Ω,K(z)|2

(1−|ϕΩ,K(z)|2)2+αdAα(z)�
∫
T

Ω′(d(ζ,K))
(Ω(d(ζ,K)))2+α (d(ζ,K))α+1|dζ|.

D’aprés, ∫
D

|ϕ′Ω,K(z)|2

(1−|ϕΩ,K(z)|2)2+αdAα(z)<∞.

Ce qui achève la démonstration.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié les opérateurs de composition sur l’espace de

Dirichlet Dα (0≤ α≤ 1), le problème auquel nous nous intéressons concerne la com-

pacité d’un opérateur de composition et les opérateurs de composition de la classe de

Hilbert-Schmidt. La caractérisation de la compacité des opérateurs de composition

repose sur l’étude de la fonction de comptage de Nevanlinna de symbole ϕ. Dans

[10] Shapiro a caractérisé la compacité des opérateurs de composition sur l’espace

de Hardy H2(D) (α= 1) à l’aide de la fonction de comptage de Nevanlinna de sym-

bole ϕ. Plus généralement, nous donnons une caractérisation de la compacité et la

bornitude sur les espaces de Dirichlet Dα (0≤ α < 1).

Mots-clés: Espace de Hardy, Espace de Dirichlet, Opérateur de Composition,

Opérateur compact, Fonction de comptage de Nevanlinna.

Abstract

In this work, we study the composition operators on Dirichlet space Dα (0≤ α≤ 1),

the problem which we are interested concerns the compactness of composition op-

erator, and the composition operators of the class of Hilbert-Schmidt. The charac-

terization of the compactness of the composition operators is based on the study of

the Nevanlinna counting function of the symbol ϕ. In [10] Shapiro characterized the

compactness of the composition operators on the Hardy space H2(D) (α= 1) using

the Nevanlinna counting function of the symbol ϕ. In general, we give a characteri-

zation of the compactness and the boundness on the Dirichlet spaces Dα (0≤α≤ 1).

Keywords: Hardy space, Dirichlet space, Composition operator, Compact opera-

tor, Nevanlinna counting function.
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