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Liste des symboles ]

D(zp,7): le disque ouvert de centre zg et de

rayon r > 0.

Hol(D): T'espace des fonctions holomorphes.
HP(D),0 < p < oo: lespace de Hardy sur D.

H?(D): I'espace de Hardy sur D pour p = 2.

Ny: la fonction de comptage de Nevanlinna
sur 'espace H2(D).

Cy: lopérateur de composition associe au
symbole ¢.
dA(z) = dzdy

, 2 € D: la mesure de Lebe-
sgue planaire normalisée sur D.

Ny, 0<a<1: lafonction de comptage
de Nevanlinna généralisée sur ’espace D,,.
ne: la fonction de comptage de Nevanlinna
sur ’espace D.

L(E,F): 'ensemble des opérateurs linéaire
de E dans F.

K(E, F): 'ensemble des opérateurs
compacts de E dans F.

¢,k la fonction distance correspondant
a la fonction (2 et 'ensemble K.

Dy (f): intégrale de Dirichlet pondéré

de la fonction f € D,,.

Sao(H): la classe d’opérateurs de Hilbert-
Schmidt.

IV

D: le disque unité.

T: le cercle unité T = OD.

L%(T): I'espace de Lebesgue sur T.
f*: la limits radiale de f.

|E|: la mesure de E.

D: l'espace de Dirichlet classique.

Dao, 0<a < 1: l'espace de Dirichlet.

¢p: transformation de Mobius

|| - Ile: la norme essentielle.

x: la fonction caractéristique.

ky: le noyau reproduisant pour A € D.

Ky: le t-voisinage d'un ensemble K de T.

W((,d): La fenétre de Carleson.

E,(1) 'ensemble de contact de .
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Introduction

Ce mémoire est consacré a I’étude des opérateurs de composition qui est un sujet
intéressent et d’actualité. Cette étude utilise des techniques de plusieurs parties
d’analyse pour prouver les résultats présentés a savoir la théorie des opérateurs,
I’analyse fonctionnelle, la théorie de la mesure et la théorie des fonctions analytiques.

L’étude des opérateurs de compositions a été 'objet d’études de plusieurs
mathématiciens, voir par exemple le livre de Joel H.Shapiro [10].

Soit £ un espace de Banach des fonctions holomorphes sur le disque unité D de

C. Si ¢ est une fonction holomorphe de D dans D, I'opérateur de composition de

symbole ¢ est défini par:

Co: B — E
[ Co(f)=Tfop
Le but de notre travail est I’étude des opérateurs de composition sur l'espace
de Dirichlet. Le probleme auquel nous nous intéressons concerne la compacité d’'un
opérateur de composition. Il se base essentiellement sur 'article de Z.Bendaoud

et F.Korrichi [3], et la thése du Dr.F.Korrichi qui & été dirigée par E.Strouse et
Z.Bendaoud et soutenue en 2016 [15].



On note par Hol(D) I'espace des fonctions holomorphes sur D. On définit 1’espace

de Hardy H?(D) par I'espace des fonctions holomorphes
f:D—C
sur le disque unité telle que la norme,
I£113 = Tl_ig{ 217T /?1‘ |f(e)|dt, avecTle cercle de centre 7

est finie. Ou bien, si f(z) = ) a,z", on a:

n>0
1£13 =" lanl*.

On note par T = JD le cercle unité du plan complexe C, L?(T) l'espace de
Lebesgue sur T. L’espace H?(D) peut étre identifié a un sous espace fermé de

I'espace de Hilbert L?(T) défini par:

-~

H*(T)={f e L*(T) : f(n)=0, n<0}.

muni de la norme de L?(T).
Il s’ensuit par la formule de Littlewood-Paley que nous avons une autre
expression de la norme de H?(D):
’ 1
118 = 17O +2 [ 1f () Pros 11
D

) dA(w).

ot dA(2) = dxdy/w, z =z +iy (dA(2) = rdrdf/x, z=re?).

Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, I'opérateur de composition sur H?(ID)
de symbole ¢ est défini par:

C,: H?*(D) — H*D)
f — Cy(f)=fop

La bornitude ou bien la continuité de 'opérateur C, est assurée par le principe
de subordination de Littlewood (1925).

On définit la fonction de comptage de Nevanlinna de ¢ pour tout z € D\ {¢(0)}

par:

Z{z})log <|w1|> , z€p(D)

wep—1(

0 , 2¢ (D)




ot o 1({z}) désigne I'ensemble des antécédents de z par .

La compacité des opérateurs de composition est basée sur la fonction de comptage
de Nevanlinna de symbole ¢. En 1987, J.H.Shapiro [10] a caractérise la compacité
de 'opérateur de composition dans I'espace de Hardy H 2(]D>) en terme de la fonction

de comptage de Nevanlinna comme suit:

N,
Cy est compact <« lim W(zf) =0.
wl=17 100 =
|w

Soit w : D — [0,00) une fonction mesurable telle que
/ w(z)dA(z) < co.
D
Soit f € Hol(D), On définit son intégrale de Dirichlet pondérée par:
Dulf)i= [1f (2)Pulz)dA(2).
D

On définit aussi l’espace de Dirichlet pondéré correspondant D,, qui est
I'espace vectoriel des fonctions f € Hol(D) tel que Dy, (f) < 0.

L’espace D,, est un espace vectoriel normé muni de la norme:
11, = 1FO)2+ [1f (2)Pw(z)dA().
D
Si w(z) = (1—|2*)?, on pose:
dAo(2) = (1+a)(1—|z*)dA(z), z €D,

On définit 'espace de Dirichlet D, par l'espace des fonctions holomorphes

f D — C sur le disque unité telle que la norme,

1A = 1FO)F + [ 17 () PdAa(z) = 3 (1+0)'=anf,
B n>0
soit finie.
Quand o =1, D; = H? est l'espace de Hardy, quand o =0, Dy = D est I'espace de
Dirichlet classique.

La compacité et la bornitude de 'opérateur de composition sur I’espaces de Dirichlet

D, pour 0 < a <1, sont caractérisée par la fonction de comptage généralisée de

3



Nevanlinna associée aux symboles.
Nous donnons un exemple de la fonction distance correspondant a 2 et K qui est
définie par:

loa,x ()] = e NAGE) ppceT.

Pour K un sous-ensemble fermé de T, 2 € C*([0,27]) telle que ©(0) =0 et
oK)l < oo.
T

Puis, nous donnons une estimation de la fonction généralisée de Nevanlinna, cette
estimation nous donne la compacité et la bornitude de 'opérateur de composition

associé aux fonctions distance ¢q .

. VR R . - ant1 1
1. Soit K le Cantor généralisé associé a la suite {a, }nen vérifiant supniJr < 2
n>1 Qan

soit 2 une fonction croissante avec (0) =0 et § < p, alors:
23 —
Noasl#) =0 ((=1sDF ), Jsl =17,

2. Soit 0 < aw < 1. Soit K le Cantor généralisé associé a la suite {ap}nen qui

1
vérifie sup,,>; il _ 3 telle que a+p > 1. Et soit Q(t) =t telle que
= a

n

f<min{(l—a)/2,a+u—1},

alors:
a+t+pu—1
N,

voxa)=0|0A=lz) B |, (=17

A la fin de I'exemple, nous allons démonter que l'opérateur de composition de la

fonction distance est un opérateur de la classe de Hilbert-Schmidt avec la condition:

/T (Q(()décgl,(ié)f)())gm (d(¢, K))*HHd¢| < o0,

ou 0<a<l.



Notre travail est divisé en trois chapitres:

e Dans le premier chapitre, on présente quelques rappels eu analyse fonction-

nelle et la théorie des opérateurs.

e Dans le deuxiéme chapitre, nous avons donné la définition des opérateurs
de composition sur 'espace de Hardy H?(D) et leurs propriétés fondamentales,

en particulier on a étudie leur compacité.

e Dans le troisiéme chapitre, nous allons étudier les opérateurs de composi-
tion sur I'espaces de Dirichlet D, pour 0 < o < 1. Nous nous somme intéressés
plus particulierement, a la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna as-
sociée aux symboles et étudie I'exemple de 'opérateur de composition associé

a la fonction distance.



CHAPTER 1

Espaces de Hardy H?(D),0 < p < o0




Espaces de Hardy H?(D),0 < p < oo.

1.1 Préliminaire

Dans ce qui suit, nous allons présenter un petit rappel sur 'analyse fonctionnelle

et la théorie des opérateurs.

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1.
Soit, E un espace vectoriel sur C, on appelle produit scalaire sur E toute forme

symétrie hermitienne, sesquilinéaire, définie positive et non dégénéré. C’est a dire,

_ s ExE — C o
I’application < .,. > défini par et qui vérifie:
(r,y) = <zy>

1. <z,y>=<y,x >, Va,y € E (symétrie hermitienne).

2. <z+tay,z>=<xz,y>+a<y,z>, Vr,y,z € E, a € C (linéaire a gauche).
3. <z,x>>0, Vo € E (définie positive).

4. <z,x>=0<4 2 =0 (non dégénéré).

Définition 1.1.2.

Un espace pré-hilbertien est un espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire.

Définition 1.1.3.
Un espace de Hilbert est un espace pré-hilbertien complet Z.e. un espace

vectoriel, muni d’un produit scalaire, qui est complet pour la norme ||z|| = /< z,z >.

Définition 1.1.4.
On appelle base hilbertienne d’un espace de Hilbert séparable H de dimension
infinie une suite orthonormée {e,, },,>0 qui est de plus totale dans H i.e, qui engendre

un sous-espace dense dans H. On dit aussi base orthonormée de H.



Espaces de Hardy H?(D),0 < p < co.

Noyau Reproduisant d’un Espace de Hilbert

Définition 1.1.5.
Soit H un espace de Hilbert des fonctions définies sur D et a valeurs dans C, on
note (,) et ||.||, respectivement le produit scalaire et la norme de H.

On dit qu’une application k£ de D x D est un noyau reproduisant pour H si,
1. Pour tous z,w € D, k,(w) = k(z,w) est une fonction de w qui appartient & H.

2. Pour tout z € D et tout f € H, f(z)=(f, k).

En particulier pour tous z,w € D, k,(w) = (k,, ky) et

N
[

[ka|] = (kzokz)2 = k(2,2)2.

Ainsi, on dit qu’'un espace de Hilbert H admet un noyau reproduisant, s’il existe

k € H vérifiant les conditions 1 et 2.

Proposition 1.1.1.
Soit H un espace de Hilbert de fonctions holomorphes sur D admettant un noyau

reproduisant k. Alors:

1. k est unique.

2. Pour tout z,w € D, k(z,w) = k(w, 2).
3. Soit z €D, k(z,2) =0« f(z) =0, pour tout f € H.
4. Pour tous z,w € D, |k(z,w)| < /{:(z,z)% X k(w,w)%.

Pour tout z € D, lapplication k, = k(z,-) est bornée sur tout compact de I et

k est bornée sur tout compact de D x .



Espaces de Hardy H?(D),0 < p < co.

1.1.2 Opérateurs sur les espaces vectoriels

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps C.

On appelle opérateur de E dans F' toute application T' définie de E' dans F' par:

T: FE— F

r— Tx

tel que D(T) soit le domaine de définition de I'opérateur 7'

L’opérateur T est dit linéaire si:
Ve,ye E\pe K, TAr+py) =T (x)+uT(y).
On note par L(E, F') I'ensemble des opérateurs linéaire de E dans F.

Définition 1.1.6.
Un opérateur linéaire T' de F dans F' est dit borné s’il est défini partout dans

et transforme tout ensemble borné de E en un ensemble borné de F'.

Théoreme 1.1.1.
Soient E et F' des espaces normés, Soit 7' un opérateur linéaire de F dans F.

Alors:
T continue < T borné.

Définition 1.1.7.

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, et soit T € L(E, F).
On dit que T est un opérateur compact si 'image par 7" d’un ensemble bornée A de
E est relativement compacte dans F' (I'adhérence de T'(A) est compact).

On note par K(E, F) 'ensemble des opérateurs compacts de E dans F.

Définition 1.1.8.
Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, et soit 7' € L(E, F).
On dit que 'opérateur T" est de rang fini si I'image de T" est de dimension finie, son

rang étant la dimension de I'image de T

Proposition 1.1.2.

Tout opérateur de rang fini est compact.



Espaces de Hardy H?(D),0 < p < co.

Théoréme 1.1.2. [10]

Supposons que 1" est un opérateur linéaire borné de ’espace de Hilbert H, alors
T compact si et seulement s’il existe une suite d’opérateurs bornées {F},},en de
rang finie tel que:

T —F,|| =0, n— +oc.

1.1.3 Fonctions Holomorphes

On note par D le disque unité du plan complexe C, T = 0D le cercle unité.

Définition 1.1.9. [9]

Une fonction f: 1D — C est dite C-dérivable en un point a € D si sa la limite

£ ) pim L) = (0

h—0 h

Y

existe dans C.
Si f est C-dérivable en tout point de D, la fonction f/ :D — C est appelée la

dérivée de la fonction f.

Exemple.

La fonction z — z est C-dérivable sur C, et sa dérivée est la fonction constante 1.

Définition 1.1.10. [9]
On dit qu'une fonction f: D — C est holomorphe dans D si f est C-dérivable
en tout point.

On note par Hol(ID) Iespace des fonctions holomorphes sur D.

Définition 1.1.11. [9]
On dit qu'une fonction f: DD — C est C-analytique si elle est développable en
série entiere de la variable z au voisinage de chaque point.

Autrement dit: si pour tout point zg € D, il existe une suite de coefficients {a, } nen(dépendant

de zp) et un nombre r > 0 tels que pour z € D(z,r), on a:

oo

f(2) =2 an(z—20)".

n=>0
Corollaire 1.1.1. [9]

Toute fonction C-analytique si et seulement si holomorphe.

10



Espaces de Hardy H?(D),0 < p < oo.

Inégalité de Jensen

Théoréme 1.1.3. Inégalité de Jensen O]

Soit 1 une mesure positive sur une tribu M dans un ensemble mesurable € telle
que () €]0,00][. Soit f € L' () une fonction & valeurs réelles telle que a < f(z) < b
pour tout z € Q avec a € RU{—o0} et b € RU{+00}.

Soit ¢ une fonction convexe sur ]a,b[. On a I'inégalité

1 1
@(M!fdﬂ)gu(m(/wofd,u). (1.1)

Q

En particulier si p(€2) =1 on obtient:

s@(g{fdu) < (Sl/sOOfdu).

Inégalité de Holder et Minkowski

Théoréeme 1.1.4.
Soit X un espace mesuré, de mesure p positive. Soient f et g deux fonctions

mesurables sur X a valeurs dans R;.

1. Inégalité de Holder:

Soient p et ¢ deux exposants conjugués ( i.e. %%—% =1)avecl<p<oo.

Alors: .
[ Fodu < ( / If!pdu) p ( / Iglqdu>
X X X

2. Inégalité de (Herman) Schwarz:

Q=

L’inégalité de Holder dans le cas ou p = ¢ = 2, donc on a:

)Z fodp < ( )Z Ideu)% ( )Z |9|2du) ;

3. Inégalité de Minkowsksi:

Soit p € [1,00[. Alors

()Zf+g”du); < ()prdu>;+ ()ngdu);.

11



Espaces de Hardy H?(D),0 < p < oo.

L’espace L?

Définition 1.1.12.

On défini I'espace L? sur Q par:

L2(Q, 1) = {f : Q — C mesurable ; ||f|j2 < oo},

ot |||z = </|f|2du) .
Q

L’espace L? est un espace complet.

Autrement dit, ¢’est un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire:

(f,9) = /fgdu, f,ge L2
Q

Théoréme 1.1.5. (Plancherel-Parseval) [’

Si f € L?(T) et si {an}nez est la suite de ses coefficients de Fourier, tel que

1 21
=5 0/ Fleft)e~tmtdt,

2T % %
wm:(;/mwwﬁ)z(zmm)_
0 neZ

De plus f est la somme de sa série de Fourier (Sy,(f))n>0, ol
Sn()(e) = 37 ape™
|k|<n
avec,

lim_[|f = Su(f)]| = 0.

n—-+00

Théoréme 1.1.6. (Riesz-Fischer) ||

Toute suite {a, }nez de C telle que Y |an|? < oo est la suite des coefficients de
nez
Fourier d’une fonction g € L?(T).

12



Espaces de Hardy H?(D),0 < p < co.

1.1.4 Fonction harmonique et sous-harmonique

Définition 1.1.13.
Soit £ un ouvert de C et soit f une fonction f:Q — R.
On dit que f est harmonique sur Q si f est de classe C? sur Q et si Af =0 sur €,
0’f  O%f

ou Af est le Laplacien de f défini par Af = —5 + —=.
ox?  Oy?

Définition 1.1.14.

Une fonction f: D — R continue sur D est dite sous-harmonique si elle a la
propriété suivante:
pour tout domaine (ouvert connexe) Q2 de D, dont la fermeture Q est inclus dans I et
pour toute fonction U harmonique dans € et continue dans €, vérifiant f(2) < U(2)

sur la frontiere F.(€2) de Q, on a:
f(2) <U(z) pour tout z € D.

Théoréme 1.1.7. [7]
Soit f: 1D — R continue sur . Alors f est sous-harmonique si et seulement si,
pour tout zg € D, il existe pg > 0 tel que D(zp,po) C D avec, de plus,

f(z0) < 1 27Tf(zo +peit)dt, (1.2)

— 2mJo
pour tout p < pg.

Exemple. [7]

1. Soit f analytique dans D et soit p > 0. Alors la fonction g continue sur D a

valeurs réelles définie par g(z) = |f(2)|P est sous-harmonique.

2. Soit u une fonction harmonique dans D et soit p > 1. Alors la fonction g

continue sur D & valeurs réelles définie par g(z) = |u(2)|P est sous-harmonique.
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Espaces de Hardy H?(D),0 < p < co.

1.2 Espaces de Hardy H?(D),0 < p < o0

Dans cette partie, nous commencons par définir l'espace de Hardy HP(D) pour

p € [0,00[ et donner quelques propriétés fondamentales.

Définition 1.2.1.

Pour f € Hol(D) on définit les quantités suivantes:

2
Mo(fir) = g [log™|f(re®)at
0

2 P
My(fr) = (; / |f(7"e”)\pdt) 0<p<oo
0

Mo(f,r) = sup |f(re”)]

0<t<2mw

tel que la fonction log™ est la fonction continue définie sur ]0,4oo[ par:

log(z) si x>1
log™ () = 8(@) N
0 st O<zx<l

Autrement dit, log™ (z) = sup(log(z),0).
L’espace de Hardy HP(D),0 < p < oo, est défini par:
HP(D) = {f e Hol(D) : sup M,(f,r)< oo}.
0<r<1
Proposition 1.2.1. [7]
Soit f € Hol(ID). Les fonctions r +— M,(f,r) (pour 0 < p < 0o) sont des fonctions

croissantes sur [0, 1].
Pour démonter cette proposition, on a besoin de la proposition suivante.

Proposition 1.2.2. [7]
Soit f une fonction continue a valeurs réelles sous-harmonique sur D et soit
2m

m(r) = ;To/f(reit)dt ; Vre[0,1]

Alors r — m(r) est une fonction croissante sur [0, 1].

14
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Démonstration.

Soit f € Hol(D).

Alors |f[P et log™ | f| sont des fonctions sous-harmoniques sur I pour 0 < p < co.
D’apres la Proposition.1.2.2, r+— M,(f,r) (pour 0 < p < 00) est une fonction crois-

sante sur [0,1]. O
On peut alors redéfinir les espaces de Hardy HP(D),0 < p < oo de la fagon suivante:

Corollaire 1.2.1.

Pour 0 < p < oo nous avons:

Hp(]D))—{fe’Hol(]D)) i Mp(f,r)<oo}.

Notation:

Si f € HP(D) pour 0 < p < 0o, on pose:

||f||p = }1_% Mp(fﬂ‘)

Le théoreme suivant précise le lien entre les différents espaces de Hardy:

Théoréme 1.2.1. [7]

On a les inclusions suivantes:
H>(D) c H?(D) c H*(D),
pour 0 < s < p < Q.

Démonstration.

e H*(D) C HP(D):
Si f € H*(D), pour tout p €]0,00[ on a:

fre)P < 1£1E

pour r € [0,1[ et t € [0, 27].
On en déduit que:
My(f,r) < | flleo

15



Espaces de Hardy H?(D),0 < p < co.

pour r € [0,1[, ce qui implique que

£ llp < [1flloo
et donc H*(D) C HP(D) pour tout p > 0.

e HP(D)C H*(D):
Pour p > s > 0, d’apres 'inégalité de Holder, pour f mesurable sur le cercle

centré en 0 de rayon r €]0,1[, on a:

27 o %
J (et < ( / |f(reit)|pdt) (2m) 5
0

0

Dot M(f,r) < My(f,r).
Et donc HP(D) C H*(D) pour p > s > 0.

Théoréme 1.2.2. [7]
Si 1 <p < oo, 'espace de Hardy HP(DD) muni de la norme ||.||, est un espace de

Banach.
Démonstration.

1. |||l est une norme:

Pour cela il suffit de démonter que la norme ||.||, vérifie 'inégalité triangulaire.

D’apres I’inégalité de Minkowski (si 1 < p < 00) ou d’apres I'inégalité
triangulaire que vérifie le module sur C (si p = c0), pour toutes les fonctions

f et g mesurables sur le cercle centré en 0 de rayon r €]0,1[, on a:

M,(f+g,7) < My(f,r)+ My(g,r) pour tout r € [0,1].

Pour toutes les fonctions f,g € HP(D) (‘avec 1 <p < oo ),

on a dans ce cas

1+ 9gllp < [[£llp+ gl

16



Espaces de Hardy H?(D),0 < p < co.

Donc |||, est bien une norme sur H?(D).
Pour p < 1, HP(D) est encore un espace vectoriel. Mais le probleme est que

|||, ne vérifie pas I'inégalité triangulaire.

. Fixons a présent p € [1,00] et montrons que les espaces vectoriels normés H? (D)

sont complets.

Soit { f }nen une suite de Cauchy dans HP (D). Soient 7, R tels que r < R < 1
et supposons que |z| <r. On applique la formule de Cauchy a f,, — f,,, sur le

cercle I'r centré en 0 et de rayon R. On obtient alors:

ful 5
() = ()] < |5 / e
1 9 9
< oo [ RIaRE) = (R

Ainsi, pour |z| <7 on a:

|fn(Z) _fm(z)| < Rl_er(fn_fmaR)

Comme I'application ¢ : z — xP est convexe pour p > 1, et d’apres ’inégalité
1

de Jensen appliquée a la mesure p définie par du(t) = 2—dt sur [—m, 7],
i

on obtient:

(j |(f”_J;’;)(Ren dt) <= / |(fn — fm)(Re™)|Pdt

™

Et donc
Mi(fn = fm, B) < Mp(fn— fm, R).

D’apres la Proposition.1.2.1 | on a:
My(fr— fm, R) < }l%iinlMp(fn_fmaR) = || fn— fmllp

dans ce cas et pour |z| <7 on a:

1

| fn(2) = fm(2)] < ﬁ”fn — fmllp

La suite { fj, }nen converge donc uniformément sur tout compact de D vers une

fonction f holomorphe sur D.

17
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{fn}nen ébut de Cauchy dans HP(DD), et comme £ > 0, il existe m =m(e) > 1

tel que Vn > m on ait:

[ fn = fmll <e.

Pour r < 1 on obtient:

Mp(f_fmvr): lim M(fn_fma )< lim an fm||17<8

n—-+00 n—-+00

Ce qui implique que:
lim {|f = fmlp=0.

n—-+00
D’autre part, sachant que || f|| < || fn — fl|p + || fall, alors || f]| < oo
donc La suite {f, }nen converge dans HP(ID) qui est dans ce cas un espace de

Banach. cqfd,

1.2.1 L’espace de Hardy H?(D)

Définition 1.2.2.

On définit I'espace de Hardy H? sur le disque unité D par:

H2(D):{f€HOl(D) ; };H% My(f,r) <oo}.

2m
H*(D) = {fEHOZ(]D) ; }er%;ro/]f(reit)\th<oo}.

Théoréme 1.2.3. [7]

Soit f une fonction holomorphe sur D de la forme f(z Z apz", on a:
Foo T
feH*D)& > lan|? < 00 ((a, = —/f(elt)e_mtdt)
0 2 ;
Démonstration.
+00
Soit f(2) =Y anz" pour z € D. Pour r € [0,1] et ¢ €R, on a:
n=0

OO
Z anre™ = — /\f |2dt Z \an|27"2”.
—0

18
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En passant a la limite, on a:

1 T ity (2 X e LS
_—— i o n_
oo>}1_>rri27r/|f(re )|“dt P—%ZMM r Z|an| :
0 n=0 n=0
Ce qui terminer la preuve. O

Remarque 1.2.1.

Une autre écriture de la norme de f € H?(D):

—+00 %
fll2 = (Z |an|2> .

Définition 1.2.3.

On définit I'espace de Hardy H? sur le cercle unité T par:

~

H*(T) = {f € L*(T) ; an=f(n) =0, n<0}.

Théoréme 1.2.4. (la limite radiale) [10)]
400
Supposons que f(z) = Y _ ap2" une fonction dans H?*(D), et f* une fonction
n=0
dans L%(T) tel que:
. oo .
f*(ezt) — Z anemt’
n=0

alors lim,_,1 f(re') = f*(e') existe presque partout sur T, de plus
1 2y = LF [ 2 my-
f* est la limits radiale de f.
On peut identifier H?(T) & I'espace H?(ID), d’aprés le théoréme suivants:

Théoréme 1.2.5. [7]

L’application:
®: H?*(D) — H?*T)

f — (f)=f

est un isomorphisme isométrique. Avec f* sa la limite radial.
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Espaces de Hardy H?(D),0 < p < co.

Démonstration.

1. ® est isométrique:

Puisque lim, 1 || f*— f-|| =0, on a:

11l = lim [ 7 ll2 = 11

Comme F(n) =0 pour tout n < 0, 'application ® : f — f* est bien une

isométrie de H?(D) dans H?(T).
2. Tapplication ® est linéaire (Par définition).
3. ® est isomorphisme:

e |'application est automatiquement injective.
e |'application surjective:
Soit g € H?(T), donc g est de la forme:

gley=>" ane™ avec > |an|? < co.
n>0 n>0

Alors la fonction f est défini sur ID par:
f(z)=>" ayz" € H*(D)
n>0
D’apres la définition de Hardy, I’application ® est surjective. Ainsi ® est

bien un isomorphisme isométrique.

Théoréme 1.2.6. [7]

H?(D) est un espace de Hilbert muni d'un produit scalaire:

127r

<[9>mm=<f"9" >rm= %/f*(eit)g*(eit)dt-
0

Démonstration.

Par définition, < f, f > pg2mpy= |£*/13. Comme || f*|l2 = ||f]|2, 1a norme sur H?(D)
se déduit bien du produit scalaire que nous avons fixé.

De plus H?(D) est complet d’apres le Théoreme.1.2.2, Ainsi H?(ID) est bien un
espace de Hilbert. O
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Théoréme 1.2.7. (Estimation de Growth ) [10]
Pour toute f € H%(D), on a:

/112

Nk Vz e D.
—z

f(z)l <

Démonstration.
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz a la série de puissance de f on
obtient, pour tout z € D:

[F( <12 anz"|

n>0

< 2 lan|lz"|

n>0

“(zr) (5)

= 1712 (1_122)%

(S

Corollaire 1.2.2. [10]
Toute suite convergente en norme dans H?(D) converge uniformément sur tout

compact de D.

Démonstration.
Supposons {f,}nen est une suite convergente en norme dans H?(D) & une
fonction f € H?(D), i.e.|fn— fll2 — 0,

pour o < R < 1, et pour n fixe, on utilise I’estimation de Growth on obtient:

sup [fu(e) — () < WnZdll2 g ey

|2I<R V1-2z2

donc f, — f converge uniformément dans le disque fermé {|z| < R}, comme R est

arbitraire, alors f,, — f converge uniformément sur tout le compact D. O]
Exemple.
. 1 2" . s 772 - 1
La fonction z — log <) = Z — appartient a H*(D), car la série Z — est
1—2 = n 2
n>0 n>0
finie.
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Opérateurs de composition sur I’espace de Hardy H?(D).

Corollaire 1.2.3. [10]
H>®(D) C H*(D). En générale, si b€ H>®(D) et si f € H*(D) alors bf € H*(D),
De plus [[of{l2 < [|bllooll f12-

Démonstration.

Soit b € H*®(D) et f € H*(D), on a donc:

2T 2 2T
1 . . 1 .
2 _ i it 1|2 = ity |2
13 = tim 0/ b(re®) £ (re®) Pt < (gggﬂb(z)ﬂ) (}gq ~ 0/ [F(re™) dt) <.
De plus

16 1]2 < llblloo[1f 12

Ce qui terminer la preuve. n

Définition 1.2.4.
Pour X € D, on définit le noyau reproduisant en A qu’on note k), la fonction

ky € H(D) qui est définie par:

1
=) = 1—)z
On a:
Ve H? (f k) =f(N).
De plus,
Rall? = (aka) = ka(A) = 1—1w?
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CHAPTER 2

Opérateurs de composition sur |'espace de Hardy H*(ID)
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Opérateurs de composition sur I’espace de Hardy H?(D).

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux opérateurs de composition associés a des
fonctions holomorphes définies sur D dans lui méme. Nous nous intéressons aux
principales propriétés de ces opérateurs sur l’espace de Hardy H 2(I[D), et nous nous

concentrerons a la bornitude et a la compacité.

2.1 Opérateur de Composition

Définition 2.1.1.
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, I'opérateur de composition sur H?(ID)
de symbole ¢ est défini par:
C,: H*D) — H*D)
f — Cu(f)=fop
Proposition 2.1.1.
Pour ¢ : D — D une fonction holomorphe, Il est a remarqué que C, est un

opérateurs linéaire.

Démonstration.

Soit f,g € H? et a,b € C, on a:

(Colaf +bg))(z) = (af +bg)(e(z))
= (af)(e(2)) + (bg)(¢(2))
= a(f)((2)) +b(g)(¢(2))
= a(Cy [)(2) +b(Cpg)(2)
= (aCyf +bCyg)(2),
Alors:
VzeD, (Cylaf+0bg))(z)=(aCyf+bCpg)(z).

Théoréme 2.1.1. [20)]
Soit ¢, : D — D deux fonctions holomorphe, si Cy, et Cy sont des opérateurs

de composition, alors

CyCy = Cyoyp.
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Opérateurs de composition sur I’espace de Hardy H?(D).

Démonstration.

Notons que,

(CoCyf)(2) = (Co(fo))(z) = (foop)(2) = (Cpopf)(2), Vz €D.

Donc,

CyCy = Clo.

Exemple.
Soit ¢(z) = 2% Si f est dans H?, alors Cy, f est dans H? et |Cf|| = || f||. Par

conséquent, C,, est une isométrie de H 2 dans lui méme.

Démonstration.

Si f est la série de puissance f(z) = Y _ a,z", alors Cyf est la série de puissance

n>0
(Cof)(z)=>_ anz".
n>0
Ainsi C,f € H 2 et toutes les affirmations ci-dessus sont immédiates. m

L’opérateur de composition Cy, sur I'espace de Hardy H 2 (D) est toujours borné
si ¢(0) =0, cela d’apres le principe de subordination de Littlewood, qui est

énoncé dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.2. (Principe de Subordination de Littlewood (1925)) [10]
Soit ¢ une fonction holomorphe de D dans D, et ¢(0) =0, pour toute fonction
f € H*(D), on a:
Cp € HA(D) et [[Co(f)l2 < | fll2-
Démonstration.

La preuve est basée sur 'opérateur de déplacement a gauche (backward shift

operator) B, définit sur H?(D) par:

BIG) =3 Fn+1)2"
n=0
too
Ou f(z) = E_:Of(n)z” € Hz(]D))
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Opérateurs de composition sur I’espace de Hardy H?(D).

L’opérateur de déplacement:

Le nom vient du fait que B déplace les coefficients de la série de puissance

de f par un pas a gauche et élimine le terme constant.

Donc,

vf e H* D), |[Bfll2 <IIf]l2-
On remarque que pour toute fonction holomorphe f € H?(ID), on a:

F(2) = f(0)+2Bf(z) z€D, (2.1)

~

B £(0) = f(n) ¥neN, (2.2)

On suppose que f est un polynéme. Il est clair, dans ce cas, que f est bornée
sur D, alors f o est aussi borné. On déduit que fop € H2(D).

En remplacant z par ¢(z) dans I’équation (2.1), on obtient:

f(e(2) = F0) +o(2)(Bf)(¢(2)) 2€D, (2.3)

On réécrit cette équation avec les notations des opérateurs de composition et de
multiplication:

Cof = f(0)+M,C,Bf, (2.4)

Puisque ¢(0) = 0, le coefficient constant de M,C,Bf est nul, donc M,C,Bf est

orthogonale & la fonction constante f(0) dans H?(D). Ainsi,
IC(DN5=FOF +MeCoBI 5 < I (O)* +ICo B3, (2.5)

la derniere inégalité résulte de la propriété de contraction des opérateurs de multi-
plication puisque ||¢|lo0 < 1.
Remplacons maintenant f, successivement, par Bf, B>f,---,B™f dans I’équation
(2.5) on obtient:
IC,BfIZ < IBfO)+[IC,B* 3
IC,BflI3 < |B*f(0)*+ICoB* 13

ICoB 5 < |B"f(0)*+[CoB"* fI3
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Opérateurs de composition sur I’espace de Hardy H?(D).

On déduit que, pour tout entier n positif, on a:

ICof1Z < S IBRFO) P+ IC,B™ £13. (2.6)
k=0

Rappelons que f est un polynome, si n est son degré, alors B"1f =0 , donc

I'inégalité (2.6) devient:
n
IG5 < 3 IBFO)P +CoB 113
k=0
= > [B*f(0)f
kio
= If (k)
k=0
=113,
ceci nous montre que Cy, est une contraction de norme dans H?(DD).

Soit
fulz) =" flk)2"
k=0

[ On note par f, la somme partielle de la série de Taylor d’ordre n associé a f . ]

On a f, — f en norme dans H?(DD), alors f,, — f uniformément sur tout compact
de I, Dans ce cas f, oy converge uniformément vers f oy sur tout compact de D.

Dans ce cas et pour chaque r, 0 <r <1 fixé, on a:

27 27
1 . 1 :
2 _ - i0 1 = 0
ol =5 0/ el = lim o 0/ [ Falip(re™))|do
< lim sup || fno 9|3
: 2
< lim sup | full3
<1713,
il suffit de faire tendre r vers 1. m
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Opérateurs de composition induit par des automorphismes

Pour prouver que C, est bornée méme lorsque ¢(0) # 0, nous utiliserons les
automorphismes conformes pour déplacer des points de ID.

Pour chaque point p € D, rappelons 'automorphisme spéciale (transformation

de Modbius):
ap(z) = 1p_—pzz )
qui transforme D en lui méme, il échange p avec l'origine et il est son propre inverse.
Posons p = ¢(0). La fonction holomorphe ¢ = o, 0 ¢ prend D en elle méme et
fixe I'origine.
Par la propriété d’auto-inverse de ), nous avons ¢ = a0 et cela se traduit
par I'équation de I'opérateur Cy = CyCl,,.

On a vu que Cy est borné (Contractante), et on sait que le produit des

opérateurs bornés est toujours borné.
Lemme 2.1.1. [10]
Pour tout p € D, 'opérateur Cy,, est borné dans H 2(D), de plus:

1
1+|p|>2

1—|p|

H%A§<

Démonstration.
Supposons que f est holomorphe dans une partie du disque fermé, RD = {|z| < R},

pour certain R > 1. Comme

r—1 2

™
lim L / | f(re®)2df < oo,
—T
En passant a la limite a 'intérieur de l'intégrale de sorte que:
TI'
1717 = 5 [ 158
—T
Par un simple changement de variable on a:

1 7 ‘
||foozp\|2:%/|f(ap(e7’9))|2d8

U
— o= [ 1 ePlagle™)at
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- L e

27 . |1 —peit|?
—T
L=lpP® (1] g
< R L . 1
<oz / 7t
1+|p
R
On fait tendre R vers 1, cqfd. O

Le théoréme de Littlewood suivant donne l’estimation de la norme de

I'opérateur de composition C,.

Théoréme 2.1.3. [10]
Soit ¢ une fonction holomorphe de D dans D avec ¢(0) # 0, alors Cy, est un

opérateur borné dans H?(ID), et

1+[¢(0)]

ol < | L2 OL
1€ <\ T=100))

Démonstration.
Il a été indiqué précédemment que Cy, = CyCly,, out p = ¢(0), 1 fixé.

D’apres le lemme précédent et le principe de subordination de Little-
wood, qui montrent que les deux opérateurs sont bornés dans H?(D), d’ou Cy, est
le produit d’opérateurs bornés de H?(D).

Comme ||Cy|| <1, on déduit que:

1+ [(0)]
1Coll < NCpllICapll < \| 7175
A e =N T e (0)]
O
Définition 2.1.2. Pour deux fonctions f et g analytiques sur D, f est sub-

ordonné a g, s'il existe une fonction analytique ¢ : D — D avec ¢(0) = 0 telle que

f=gop.

Corollaire 2.1.1. (Principe de Subordination de Littlewood (1925))[20]

Si f dans H? est subordonné & g dans H?, alors

11T < llgll.
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Lemme 2.1.2. [20]
Soit ¢ une fonction holomorphe de D dans D, si C, est un opérateur de composition

et k) le noyau reproduisant, alors:
*
C@k A= k:go( A)-

Démonstration.

Pour tout f dans H?, on a:

(f; Cokn) = (Cof,kx) = (f o, ka) = f(0(N)).

Comme:
(fikon) = fle(N),
on obtient:
(f,C5kx) = (fr ko) » Vf € HY(D)
Ce qui implique que Clhky = k(). O

Le théoréme suivant donne une estimation de la borne inférieure et la borne

supérieure de la norme de I'opérateur de composition C,,.

Théoréme 2.1.4. [20]
Soit ¢ une fonction holomorphe de D dans D, C,, un opérateur de composition,
on a:
Y 1o e —
1—1p(0)[? 1—e(0)]?

Démonstration.

En utilisant le lemme précédent avec A = 0, on obtient:

C:;ko - k:QO(O) .

Et, on a:
a2 = ——
Done [[kol| = 1, et [[u o !
ol =1, et [[ky(0)ll = ——=.
1—]p(0)[?

de plus, on a:

kg0l = TGkl < ICHN I Foll,
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Donc:

1
< =1IC,].
1-|p))2 7

Pour prouver I'autre inégalité, nous commencons par le résultat précédent,

1+ p(0)]
1—p(0)"

Notons que pour 0 <7 < 1, on a I'inégalité:

vq+r (L+r)? 147 2
L—r 1—r2  VI—r2 = V1-r2

On pose ¢(0) =r, on obtient,

1Cell <

1+ [(0)]

1—(0)[?

Corollaire 2.1.2. [20]
Soit ¢ une fonction holomorphe de D dans D, la norme de l'opérateur de compo-

sition Cy, est égale 1 si et seulement si ¢(0) = 0.

Démonstration.
e Sip(0) =0, alors 1 <||Cy|| <1, donc on a:
1Cll =1.
e Si||Cy|l =1, alors |¢(0)|? <0, donc on a:

©(0)=0.

Théoréme 2.1.5. [20)]
Soit ¢ une fonction holomorphe de I dans D, un opérateur A sur H? dans lui

meme est un opérateur de composition si et seulement si,

A*/{:)\ = k@()\).
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Démonstration.

e Nous avons montré précédent que A%k = k,(») quand A = C.

e Inversement, Supposons que pour tout A € D, A*ky = k,,, Pour certains \ e D,

défini ¢ par:
p: D = D
A= p(A) =X
Notons que, pour f € H?, on a:

Si on prend f(z) = z, alors g = Af est dans H?, donc analytique. Mais alors,

par I’équation ci-dessus, nous avons,

g(A) = (g,kx) = (Af, kx) = p(N).

donc g = ¢ et ¢ est analytique, alors I'opérateur de composition C, est bien
défini.
On a donc A = C,, puisque, pour tout f € H?

(Af)(A) = (Af, kx) = (V) = (Cof) ().

Théoréme 2.1.6. [20)]
Si fu(2) = 2", pour n € N, si A est un opérateur de composition de H2(D) dans

H?(D) si et seulement si, Af,, = (Af1)" pour tout n € N.

Démonstration.
o Si A=Cy, alors
Afr = ng:fl = C@Z =pet Af, = Cgofn = Ccpzn =",

et donc

(Afl)n = Afn.
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e Inversement, Supposons Af, = (Af1)", Vn €N, si ¢ = Af; alors p € H?(D).

Pour tout n € N, on a:
1 1 1
" I = [ Afnll™ < [|All,
passant a la limite quand n — 400, on obtient:

" loo <1,

ou ¢* désigne la limite radiale de ¢, qui existe presque partout sur le cercle
unité. Ainsi, et par le principe de module ¢ fonction de D dans D et il ne peut
pas étre une fonction constante de module unité. Donc ¢ définit 'opérateur

de composition C, qui coincide avec A au point f, et donc,

A=0C,.

Corollaire 2.1.3. [20]
L’opérateur A sur H? est un opérateur de composition si et seulement si A a la

propriété multiplicative, i.e, A(f.g) = Af.Ag pour toute fonctions f et g dans H?2.
Démonstration.

e Il est clair que les opérateurs de composition ont la propriété multiplicative
indiquée.
e Inversement, si A a la propriété multiplicative alors, en particulier,

Afp=(Af1)", Vn,

donc le fait que A soit un opérateur de composition découle du théoreme

précédent.

Théoréme 2.1.7. [11]
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, Si ¢ n’est pas constant, alors C, est

injective sur H2(D).
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Démonstration.

Supposons que, pour certains f et g dans H?(ID), on a:

fle(2)) =g(e(z)) pour tout z € D.

Alors f = g sur ¢(D), mais les fonctions holomorphes ne sont pas constante donc
f = g sur une partie ouverte non vide de D.
Ainsi f et g sont égaux sur un sous-ensemble de D ayant un point limite dans ID.

Donc, par le théoréme caractére unique, f = g dans I, ainsi C, est injectif. [

Théoréme 2.1.8. [22]
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, Cy, est inversible sur H?*(D) si et

seulement si ¢ est un automorphisme conforme de D.

Démonstration.
Supposons que A est I'inverse de C, et soient f et g des fonctions holomorphes

sur H2(D). Alors:

CoA(fg)=A(fg)op= f.g=(C,Af)(CpAg) = (Af.Ag)op.

Ainsi (A(f.g) — Af.Ag)op =0, puisque ¢ n’est pas constante et Cy, est inversible,
on conclu que l'image de ¢ est un ensemble ouvert.
D’ou

A(f.g) = Af.Ag,

d’apres le Corollaire.2.1.3, il existe une fonction holomorphe ¢ de D dans D, tel que:
A= Cy.

Etant donné que

(CypCofi)(2) = (po)(2) = 2= (Yo p)(2) pour tout z € D.

Nous concluons que ¢ est inversible et son inverse est analytique. Donc ¢ est un

automorphisme conforme. O
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Remarque 2.1.1.

I'inversibilité de C, implique que ¢ est inversible.

Exemple.

Pour un A € D fixe, on défini la fonction ¢y par:

A—z
oa(2) = 12
Alors:
(Cyy)? =1 (i.e., Oyl =Cy,).

Démonstration.
On a:

ox(2) = ¢y 1(2), VzeD,
Donc,

or(Pr(2)) =2z, VzeD.
le théoreme.2.1.1 conclure la preuve. =

Théoreme 2.1.9. [20]
Si la fonction ¢ a un point fixe dans D, alors I'opérateur C, est semblable a un

opérateur de composition Cy, avec 1(0) = 0.

Démonstration.

Soit (A) = A, pour un A € D. Et soit,

A—2

¢>\(2) = ﬁa

D’aprés I'exemple précédent, on a: C’(;; = Cy, , Alors:
-1
Cor CoCor = Coropon, = Cys

et, 1(0) = (pro0 w0 ¢y)(0) = 0. [
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2.2 Compacité des opérateurs de composition

Apres avoir définit les opérateurs de composition et donner leurs propriétés fon-
damentales, dans cette section, on va exploiter cette notion et étudier la compacité

des opérateurs de composition.

Théoréme 2.2.1. [10]
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, Si |||/« < 1 alors C, est un opérateur

compact sur H2(DD).

Démonstration.

Pour chaque entier positif n, on défini 'opérateur:

Tof =S Flk)e (f € HA(D)),

k=0
Ainsi T,, envoi H 2(]D)) a 'ensemble engendré par les n premieres puissances de .
D’aprés la comparaison des normes de H2(D) et H>(D), T}, est donc borné et de
rang fini sur (D). On affirment que lim ||Cy, —T5,|| = 0.
n—+0oo

Cela résulte du calcul ci-dessous:

+oo
I(Co =T =1 > k)]
k=n-+1
+oo
< 3 IFEI
k=n+1
+oo
< 3 1F®llels

k=n+1

+oo ) % +00 ok %
S( > |f(k‘)|) ( > IIsOIIOO)
k=n+1 k=n+1
lell

S X
Vi=llelz

Ou nous avons utilisé respectivement: 1'inégalité triangulaire, la comparaison des

I1F1-

normes de H?(D) et H>°(D), I'inégalité de Cauchy-Schwarz et enfin la somme de la
série géométrique,

I'hypothese que ||¢]|oo < 1, Ainsi,

lollsd

—
VI=llelz

36

1Cp =Tnll <



Opérateurs de composition sur I’espace de Hardy H?(D).

lorsque n — +o00, cela signifier que Cy, est une limite en norme des opérateurs de

rang fini donc C, est un opérateur compact sur H 2(D). O

2.2.1 Opérateur de Hilbert-Schmidt

Définition 2.2.1.
Soit H un espace de Hilbert séparable, et T € L(H),
On dit que T est un opérateur de Hilbert-Schmidt, s’il existe une base
hilbertienne {e,(2)}nen de H telle que,
o
Z | Ten||? < oc.
n=0

On désigne par So(H) la classe des opérateurs de Hilbert Schmidt.

Remarque 2.2.1. [13]

Tout opérateur de rang fini est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Théoreme 2.2.2.
On dit que Cy, est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H 2 §i et seulement si ¢

satisfait la condition suivant,
27

==
T=Teenp

dt < oco.

Démonstration.

On pose
{en<z)}n€N = {Zn}nENa

une base orthonormée de H?, alors C, est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H 2

si et seulement si,

[ee]
00 > 27 Z ||C<pen||§ =

n=0 n=

9
0
2
1— zt |2n
dt
/ 1_> ( 1— ‘90 ezt ’2)
S
/ 1
0

2
(et
0

—lp(e™)P?

ce qui acheve la preuve. O
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Théoréme 2.2.3. [10]
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, Si

2w

1
/[1—@(@%)]2

0

dt < oo.

alors Cy, est un opérateur compact sur H2(D).

Démonstration.

Pour chaque entier positif n, on défini 'opérateur:
- k 2
Tof =>_ f(k)e" (f € H(D)),
k=0
Ainsi T}, envoi H?(D) & I'ensemble engendré par les n premiéres puissances de (.

Th:}JQQ))__+{17@7@2f"7¢n}
f—Tnf
D’aprés la comparaison des normes de H?(D) et H*(DD), T}, est donc borné, et de

rang fini sur H2(D). On affirment que nll&loo |Cp — Tl = 0.

Cela résulte du calcul ci-dessous:

+oo
I(Co=T) NI =1 3 Fk)$|

k=n+1
+oo
< X IFIEM
k=n+1
+oo i
< > If®llel
k=n+1
+oo % +oo . %
S( ) !f(/f)|2> ( > HwHQ)
k=n+1 k=n+1
+00 . %
ngH( > H<p|!2)
k=n+1

Ot nous avons utilise respectivement: 1'inégalité triangulaire, 1'inégalité de Cauchy-

Schwartz. Ainsi que,

+0o0 %
IICw—TnHS( > ||so||2k>

k=n+1
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Et, comme précédemment, cela implique la compacité de C, a condition que

2k
> Nl < oo.
k=0

Donc, on a:
o0 1 m
0> 35 [ lpte)mds
n=0 2—7r
1 & 'NE
=5 [ X Il ap
Zx n=0
m
1
= . do
/ ll - !w(e“")\Q]
ce qui termine la preuve. O

Remarque 2.2.2.
Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Théoréme 2.2.4. (Convergence faible) [10)]
Soit ¢ une fonction holomorphe de I dans D, les assertions suivantes sont

équivalentes:
1- C, un opérateur compact sur H*(D).

2- Si {fn}nen une suite bornée dans H2(ID) et converge uniformément vers zéro

sur tout compact de D, alors ||C,, f,|| — 0.
Pour démontrer ce théoreme, nous avons besoin du théoreme suivant:

Théoréme 2.2.5. (Théoréme de Montel)|)|
Soit { fn }nen une suite de fonctions dans §2. On suppose que la suite { fy, }nen est
uniformément bornée sur les compacts de €2, autrement dit que pour tout compact

K C Q, il existe une constante Cx (indépendante de n) telle que:
|fn(2)| < Ck sur K pour tout n € N.

Alors { f }nen admet une sous suite qui converge uniformément sur les compacts

de Q vers une fonction f € Hol(€2).
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Démonstration.

Soit B la boule unité fermée dans H?(D).

e (1) = (2): On suppose que C,, est un opérateur compact, i.e. que Cy,(B) est

un sous-ensemble relativement compact de H?(ID).

On considere une suite {fy,}neny dans MB (la boule de rayon M), qui
converge uniformément vers zéro sur un sous ensemble compact de D, (en

symbole f,, — 0).

On veut montrer que ||Cyfy| = 0, pour cela, il suffit de montrer que la
fonction zéro est le seule point limite de la suite {Cy fn}nen (pour la norme
topologique). Cy f,, — 0, puisque la convergence de H 2(D) implique la conver-

gence simple, zéro est le seule point limite possible.

Par la compacité de Cy,, 'ensemble {Cy, f, }nen est relativement compact,

alors, Il doit avoir un point limite,.

e (2) = (1): Supposons { fy }nen une suite de fonction dans B, on veut montrer

que la suite d'image {Cy, fy, }nen @ une sous-suite convergente.

Parce que les fonctions de B sont uniformément bornées sur un sous-
ensemble compact de D, et d’aprés le théoréme de Montel on peut extraite
une sous suite {gy = fp,} qui converge uniformément sur un sous-ensemble

compact de D vers une fonction holomorphe g.

Il est claire que g € H?(D). En effet pour chaque 0 < r < 1:
T 1 T
5o [ latre®)Pdo = tim o= [ lg(re) 0 < sup gel* < 1.
T mJ k

k——+o0
—

Cette Inégalité montre que g € H?(D) et donc ||g|| < 1. Ainsi la suite
{gr. — g} est bornée sur H(D) et gx —g — 0. De plus 'hypothese (2) assure
que:

|1Co(gr—g)|| — 0.
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2.3 Opérateurs de composition non compact

Exemple. [10]
Pour 0 < A < 1, soit (2) = Az+ (1 —A), C,, n’est pas compact sur H*(D).

Théoréme 2.3.1. (Principe de comparaison pour la compacité)[! ()]
Supposons que ¢ et 1 sont des fonctions holomorphes de DD dans D, et ¢

univalente (injective), et ¥(D) C p(D).

Si Cy, est un opérateur compact sur H 2(D), alors Cy est aussi un opérateur compact

sur H2(D).

Démonstration.
Lorsque ¢ est univalente et son intervalle contient I’ensemble (D), nous pouvons

104), qui prend D holomorphiquement sur lui méme.

former la fonction y = ¢~
Ainsi, 1 = po, alors I'opérateur Cy, = C, Cl,.

le résultat qui suit maintenant tres simple.

Si S et T sont des opérateurs sur ’espace de Hilbert H, avec S bornée et T

compact, alors ST et T'S sont compact.

La preuve découle immédiatement de la définition de I'opérateur compact, et le
fait que les opérateurs bornés préserve a la fois la bornitude et la relative compacité

des sous-ensembles d'un espace de Hilbert H. O

Corollaire 2.3.1. [10]
Supposons que ¢ soit une fonction univalente de D dans D, que ¢(ID) contient

un disque de D qui est tangent au cercle unité, alors Cy, n’est pas compact.

Démonstration.
On peut supposer, sans perte de généralité, que le disque (noté A) est tangent

au cercle unité en +1, par conséquent, si \ est le rayon de A, on a:
O<A<let A=AD+(1-N).

Ainsi A est I'image de D par la fonction ¢(z) = Az+ (1 — \) qui n’est pas compact.

D’apres le principe de comparaison C, n’est pas compact. O
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Exemple.
. 14z ; o 2
Soit p(z) = , alors C, est un opérateur qui n’est pas compact sur H=(D).
Démonstration.

1
On considere, pour o < 2 la fonction fo(z)=(1—2)"%,

1
d’aprés lexemple 1.1.14 [20] f € H*(D) et ||fa| — oo quand o — 3

(0% . , ,
alors g, est converges uniformément vers zéro sur sous-ensemble

1 fall

compact de D. Quand o — 3

Soit g, =

Chaque f, est un vecteur propre de C,, en fait C,, fo =2 f,.

. . 1
Ce qui reste vrai pour g,, quand o — 2

1Cpgall = 2% — 22 = V2 £0.
donc d’apres le théoréme de Convergence faible, C, n’est pas compact. O

Les points de contact (Définition.2.3.1) de la fonction ¢ avec bord joue un réle

essentiel. Alors nous avons besoin d’introduire les ensembles niveaux E,.

Définition 2.3.1.
Pour une fonction holomorphe ¢ : D — I et pour s € (0,1), on définit 'ensemble

de niveaux de ¢ par:
Ey(s)={0€[-mm] : |p(c”)| = s}.
L’ensemble de contact de ¢ est donné par:
E=B,(1)={0¢[-m] : lp(e?)|=1}.

La proposition suivante montre que I’ensemble de contact de la fonction ¢ d'un
opérateur de composition compact est de mesure nulle.

Soit £ C T, on désigne par |F| la mesure de Lebesgue de I'ensemble E.

Proposition 2.3.1. [I]
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe et soit E(y) 'ensemble de contact de .
Si Cy, est compact sur H2(ID), alors |E,(1)| = 0.
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Démonstration.
Supposons que Cy, est compact sur H?(ID), on démontré que |E,(1)| = 0. Pour cela
il suffit de démonter que C, n’est pas compact sur H 2(D) quand |Ey(1)] >0,

Soit {2"},>0 une suite de H2(D), 2" tend vers zéro uniformément sur un

sous-ensemble compact de D. On a:

n 1 r 7 n
ICo (=2 = 5= [ le(e®)[a

1 10\12n

>7

> 27T/\90(€ )| do
E

1
> —|F| > 0.
2 5| El
La suite Cy(2") ne tend pas vers zéro en norme, donc Cy, n’est pas compact sur
H?*(D). O
En conséquence de ceci, on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.2. [20]
Soit ¢ une fonction holomorphe de D dans D, si Cy, est compact sur H?(D)

alors |p(e)| < 1.

2.4 Fonction de comptage de Nevanlinna

Nous allons définir la fonction de comptage de Nevanlinna, qui joue un role

essentielle dans 1’étude des opérateurs de composition.

Définition 2.4.1.
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. On définit la fonction de comptage de
Nevanlinna de ¢ pour tout z € D\ {¢(0)} par:

Z log (\wl\> , z€p(D)
{z})

wep1(
Ny(z) =

0 , 2¢¢(D)
ot p~1({z}) désigne I'ensemble des antécédents de z par ¢, chacun étant compté

avec sa multiplicité (en tant que zéro de la fonction (¢ — 2)).
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Notation:
: dxdy . .
Soit dA(z) = , 2 €D. (avec z=x+1iy), la mesure de Lebesgue planaire
T
drdf ,
normalisée sur D (dA(z) = T avec 2 = re'?).
T

Le lemme suivant montre 'invariance de la fonction de comptage de Nevanlinna

par 'automorphisme spéciale a savoir la transformation de Mobius.

Lemme 2.4.1.

Soit ¢, = fij l'automorphisme spéciale (transformation de Méobius) de
z

D, pour tout p € D, on a:

Ny(pp(2)) = Ngpop(2), 2z €D.

Démonstration.

D’aprés la définition de la fonction de comptage de Nevanlinna, on a:

1
> log| — | , &p(2) € p(D)
(2)}) QM)

wep~1({¢p

0 ) Gbp(Z) Z p(D)

2. 1%(@0, ¢y (2) € p(D)
({=})

0 , ¢y (2) € (D)

1
Z log <|w|> , 2€¢pop(D)
L({z})
= = Ng,o0,(2).

0 , 2 & dpop(D)
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Dans le théoreme suivant, nous avons l'identité de Littlewood-Paley qui nous

donne une autre expression de la norme de H?(DD).

Théoréme 2.4.1. [10]
Soit f € H?(D), alors on a:

I8 =17OP-+2 [ 1f ()Pt 11 ) o). (2.7
D
Démonstration.
Soit f € H?(D), on écrit f(w Z apw"
1 2T
2 17 & n—1 i(n—1)0,2 1
/| (w)] log—dA :/ ;/|Z na,r’"" e |“d6 log;rdr
D 0 0o n=l
! oo
1
:2/[2 2|an|2r2(”_1)logr7‘dr1
o tn=1
— 2 2 / o171
=2 n’lay| /7" log;dr
~ - 1
=23 n?lan)? |- (/rzn_llogrdr)]
n=1 L 0
- 1
—2§n2|a 2| - i7“2”10 r 1— i7“2"_1d7"
B " 2n & 0 2n
= L 0
=23 n?la,|? (271)
n=1
1 2
=5 I3 =1 (0) ]
Donc, on a:

118 =17OP-+2 [ 1f ()Pt 11 ) o
D

[l
Théoréme 2.4.2. (Formule de changement de variable) [10)]
Soit ¢ : D — I une fonction holomorphe et soit f € H2(ID), alors:
ICo 13 = 17 (p(0)+2 / 1 () PN (w)dA(w). (28)
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Démonstration.

Appliquant I'identité de Littlewood-Paley a la fonction f o,

1o ll3 - —2/Jfo¢ |2bgrﬂA<>

—Uﬁ DPIE (2)Plog rdA(2).

La fonction ¢ est localement univalente sur D (gol(z) #0), sauf sur un nombre
dénombrable de points ot la dérivée de ¢ s’annule.

Donc 'ensemble Z = {z € D: gol(z) =0} est dénombrable et D\ Z peut s’écrire
comme une union de rectangles disjoints I?; ou sur chaque rectangle, ¢ est biholo-
morphe. On note par ¢; I'inverse de la restriction de ¢ sur R;.

Par la formule de changement de variable usuel, si w = ¢(z) , alors
dA(w) = | (2)|*dA(2),

pour tout j on a:

L/If DRI ()P log () = [ 1f ()Pl

p(R;)

W<W“)

Par sommation sur j, ot x; est la fonction caractéristique de l'ensemble p(R;), on

obtient:
/u WDWMQM@=ZﬂNWM%WWmQM@
J R,
1
=> / ?log |¢j(w)|dA(w)

‘P(RJ)

j
/ 1
= [ 11 ()PY xjlog - dA(w)
J OB T )
si w € p(D)\ p(2) chaque point de ¢~ 1({w}) est de multiplicité 1, donc
1
Xjlog ——— = Ny(w),
25 lo8 ey = Ve
pour w € (D) presque partout, alors on a:

ﬂf NPl (2)Plos LdA(z) = [ If () Np(w)dAw).

2 J
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Théoréme 2.4.3. [10]
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Pour tout w € D\ {¢(0)}, on a:

1—w<,0(0)"

Ny(w) <log 0= (0)

Démonstration.
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe telle que (0) # 0, si {z;}ics est

ensemble de zéros de 1, alors ¢(0) < [ |;| donc, on a:
jeJ

log (¥(0)) <log (H |Zj|) = log|z],

J€J Jed
Dot
Ny (0) §31g1 <1g< ! ) (2.9)
= og — < log|———]. .
M= P [(0)

Maintenant, on considere la fonction:
02 = A o)),
1—wep(2)
Puisque ¢ est holomorphe de D dans D et w € D tel que ¢(0) # w, alors |1 (2)]| < 1
et 1(0) # 0, I'inégalité (2.9) devient:
1 —wp(0)
w—¢(0)

comme (z) = 0 si et seulement si p(z) =w, on a 'inégalité:

1 —wgp(O)‘
w—p(0) |

Y

Ny (0) < log’

No(w) < log

Corollaire 2.4.1. [10]

Pour tout ¢ : D — I une fonction holomorphe, on a:

< 1+ ¢(0) 1

Ny(w) < log —.
v 1—(0) ~ |wl
Démonstration.
On a:
1 —wp(0)
Ny(w) <log )
olw) w—(0)
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alors:
o | L= @P(0)
Now) _ g‘ w— (0 |
1 - 1
logm logm
1—wp(0) [
_ log w—gp(()g
o )
w —¢(0)
: ‘1—w<ﬁ(0>|
T 1-fwf?
(1=Jw[*)(1 = [p(0)]*)
|1 —wp(0)]?
- 1—|w|?
1+ ](0)]
~ 1-|e(0)]
Donc:
No(w) _ 1+4p(0)]
log|1| — 1=p(0)]

Corollaire 2.4.2. [10]

Pour tout ¢ : D — I une fonction holomorphe, on a:

1. Nw(w):O<log1>, w e D.

|w]

1
2. Si ¢(0) =0 alors, plus précisément N, (w) < logﬁ Vw € D.
w

La fonction de comptage de Nevanlinna vérifie 1'inégalité de la moyenne dans le

théoréme suivant.

Théoréme 2.4.4. [10]

Soit ¢ : D — I une fonction holomorphe avec ¢(0) = 0, alors:

Np(e) < oy [ Np(w)aA(w) (2.10)
D(z,R)

pour tout disque de centre z et de rayon R, tel que D(z,R) C D\ D(0, %)
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Pour démonter le théoreme, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.4.2. [10]
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe avec (0) # 0, si 0 < R < |¢(0)] alors:

M@S;/M@M@

Démonstration.

Pour la suit nous avons besoin de cette formule:

Théoréme 2.4.5. (Formule de Jensen)|’]

Soient 0 < r < R et soit f holomorphe sur le disque ouvert D (0, R) avec f(0) # 0.

Si ay,.....,an désigne la suite des zéros de f dans le disque fermé D(0,r comptés

selon leur multiplicité, alors on a:

log|f(0 |+Zlog /log|f re')|de.
N r YR
avec la convention Z log— =0 si f n’a pas de zéro dans D(0, R).

n=1 ’an‘

Supposons f une fonction holomorphe dans D avec f(0) # 0.

Soit {an }nen la suite des zéros de f, on utilise la formule de Jensen sur f, on obtient:

n(r) ™

r 1 :
> logr = %/log|f(re’0)|d0—log|f(())|, 0<r<l1.
n=1 n “r

Les termes de la somme du premier membre de 1’équation sont tous positifs, alors:

™

log |£(0) /og]f re |d9

—Tr
Si w € D, alors pour f(z) =z —w l'inégalité précédente devient:

™
1 .
log |w| < —/10g|rew—w|d9,
2T
—T

pour tout 0 <r < 1.

2
Par intégration sur 'intervalle [0, R] par rapport a la mesure ﬁrdr, on obtient:

1
log |w| < 2 / log |z —w|dA(z), (2.11)
RD
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Soit

N, log
brli) = log -y

pour tout 0 <r <1, avec {z;};cs I'ensemble des zéros de .

Ensuite, la formule de Jensen pour f =1 —w est

Ny r(w /log\w re) —w|df —log |4 (0) — w|

Intégrons les deux membres de cette identité par rapport a la mesure de probabilité

ﬁdA( w) et utilisé le théoréeme de Fubini, on obtient:

1 1
RzR/D Ny (w)dA(w) = / { 7 / log |1h(re') — w|dA(w)}d9—log|w(O)|

771'
Nous Utilisons 'équation (2.11) sur lintégral intérieure, avec z = 9)(re?), on

obtient, pour tout 0 <r <1,

‘m/w,cw >—/meMw4%wn—wm»

Puisque, pour tout w € D
Ny r(w) = Ny(w) quand 7 — 1,
ce qui termine la preuve. 0

Démonstration. (du théoreme)
Soit ¢ : D — I une fonction holomorphe avec ¢(0) = 0. D’apres le lemme.2.4.1,

et le lemme.2.4.2, on a:

Np(2) = Npwopl0) <5 [ NosopluldA(w)
) D(0,R)
2 | Ne(@x(w)dA(w),
D(0,R)
660 = T2
et 0< R < |¢.(p(0) = 2| < 1.
On pose: ( = ¢,(w), alors ¢.(¢) = w, et
o ovzaae  [A= 1A
dA(w) =16-(OPAAQ) = | T | A
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Notons aussi que si w € D(0, R), alors ¢ € ¢,(D(0,R)) C D(z,r),Donc:

2 (1—]z*)?
Ny(z) < 2 / Ny (¢) [‘1_204
D(z,R)

dA(C),

1
Si |z| > 5 > R, d’apres le lemme 4.3.3 de [11] on a:

No) < oy [ NAQdAQ),
D(z,R)

]

Pour l'espace de Hardy H 2(]1])), nous avons deux autres caractérisations de
la compacité de 'opérateur de composition, en effet deux points de vue différents,
un utilise les mesures de Careleson [1], I'autre utilise les fonctions de comptage de

Nevanlinna. La deuxieme est donnée par J.Shapiro dans [10] comme suit:

Théoreme 2.4.6.
Soit ¢ : D — ID une fonction holomorphe, alors C, est compact sur H 2(D) si et

seulement si
Ny (w)

lim 1 = 0.
lw[—=1~ log —
|w]
Démonstration.
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe.
1. Supposons que
N,
lim “”(lf) =0.
|w

On montre que C,, est compact sur H*(DD).

Soit { fn}nen une suite de fonctions de H2(ID) qui converge uniformément

vers 0 sur tout compact de D.

D’apré le théoreme de la convergence faible, il suffit de montrer que:

|G fnll = 0.

Soit € > 0 donné, de I'hypothese de N, on choisit 0 <7 <1 tel que:
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1
Ny (w) < 5logm

Comme f,, — 0 uniformément sur tout compact de D, on peut choisir n.

quand r < |w| < 1.

tel que | fp| < e sur rDU{p(0)}, Vn > n..

Alors pour tout n, on a:
ICofall = 1aleO)|+ [+ [ 11a(w) PN p(w)dA(w)
rD  D\rD

<5+5/N VdA(w) + & / 1f (w |logﬁdA( w)
D\rD

<5+6/N VdA(w +5/\fn ]2logﬁdA()

=+ (e =2 (O)) + 5 (Ifall* = 11201

<et4So9
_5—1—2—1—2 £,

Ot dans 'avant-derniere ligne, nous avons utilisé la formule (2.8) deux fois:
la premiere fois avec f(z) = z, et la deuxieme avec f, et dans la derniere ligne

nous avons utilisé le fait que || f,|| <1 Pour chaque n. Donc:
[Cofnll = 0.
ce qui montre la compacité de Cl,.

. On suppose que C, est compact sur H 2 (D) et on montre que:
1 _
Ny(w)=o0 (log ||> quand |w| — 17.
w

qui est équivalent a:
Ny (w) _

lw|—1- 1 — |w|

Pour a € D, le noyau reproduisant normalisé est:

vV1—a?

Ja(2) = l—az’
Comme || fq]| =1, Va, et f, — 0 uniformément sur tout compact de D
quand |a| — 17, on obtient:
hm NGy fall = 0.
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—2z
Puisque ¢q(z) = s est un automorphisme spéciale de I,

pour tout a € D, alors:
Ny(¢a(w)) = Ngop(w), Yw € D.

Appliquant la formule de changement de variable (2.7) et l’inégalité

de la moyenne, on obtient:

ICotall® > 2 / [Fa(w) 2Ny (w)dA(w)

—|a a2
_2/ 1|1L|Lw||4’ N, (w)dA(w)

2\a|2

W/m w)[2N (w)dA(w)

Posons W = ¢q(w), on a:

2
(el > 2oL [ Neton Ay

En appliquant I'inégalité de la moyenne, lemme.2.4.2 a I'intégrale précédent

avec
Y =¢q0,
on obtient:
||Csofa||2 >4 2|7‘2’2N¢aog0(0)
_ 8la2 Ny(a)
1+a| 1—|a|

On notera que dans la premieére ligne de I’équation précédente, 'application

de l'inégalité de la moyenne sur le disque %]D nécessite que:

Bl O)] > 5.
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Mais |¢q((0))| = 1 quand |a| — 17, alors cela reste vrai pour tout a.

Par conséquent, pour toutes ces a,

N
HCLpfaH2 > c1 ¢(‘a)’, ol c¢ est constant.
—la

Comme la compacité de C, implique que ||Cyfol = 0 quand |a| — 17,

alors la derniere inégalité donne I'estimation souhaitée de la fonction N,.

Théoréeme 2.4.7.
Supposons ¢ une fonction univalente de D dans lui méme, ensuite C, est compact

sur H?(D) si et seulement si,

lim 71—]@(2” = 0.
lz|l>1—  1—|z|

Démonstration.

Comme ¢ est univalente, alors Ny(2) = (1 —|o71(2)]) et le résultat est une

conséquence immeédiate du Théoréme précédent. O

Le théoreme suivant donné une caractérisation de la bornitude de l'opérateur
de composition sur I'espace de Hardy H?(DD), ceci utilise la fonction de comptage de

Nevanlinna.

Théoreme 2.4.8.
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, alors Cy, est borné sur H2(D) si et

seulement si,
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N,
Démonstration. <) Supposons que sup ¢(zi)) < 00, (Supposons que ¢(0) =0

weD logﬁ
w

sans perte de généralité), on utilise la formule de changement de variable

(2.8), on a:

ICHNIE = 1FODI+ [ 1 (w) 2N (w)dA(w)
D

= FOP+C [ 17/ (w)log [ dA(w)
D

[w]

< maz{1,C}| f13

Donc Cy, est borné sur H?(D).

=) Supposons que C,, est borné dans H%(D). D’apres la preuve de théoréme.2.4.6,

on a:
Ny(a)
C 2> o
tel que:
) ==
z) = :
“ 1—-az
Comme [|Cy f,]|* < 00, on a donc,
N,
supM < 0.
acD 11— ’a‘
Ce qui terminer la preuve. O]
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CHAPTER 3

Opérateurs de composition sur |'espace de Dirichlet D,
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Opérateurs de composition sur ’espace de Dirichlet D,.

Dans ce chapitre, nous allons étudier les opérateurs de composition sur ’espace
de Dirichlet. Nous allons nous intéressés plus particulierement a la fonction de

comptage généralisée de Nevanlinna associée aux symboles.

3.1 Espace de Dirichlet classique

Définition 3.1.1.
Soit f une fonction holomorphe dans le disque unité ID. L’intégrale de Dirichlet

de f est défini par:
D(f) = [ 1f/(=)PaA(),
D

ol dA(z) = dxdy/n, z =z +iy (dA(2) = rdrdf/x, z =re'?).
L’espace de Dirichlet D est ’espace vectoriel défini par:

D:={feHoD); D(f)<oo}.

Comme f est holomorphe sur D, on peut la développer en série de Taylor. Ecrivons,

donc f(z)=>_ arz®. On trouve que,
k>0

D(f) = [ £ (2)FaA()

k>1 j>1

S kap2F Tt jajz 1 A(2)

D
/
= / ka1 3 jaj T ldA(2)
D
/
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Ainsi,

D(f):=> kQ@k'ak(D = > klal*

E>1 E>1
Le calcul précédent, nous montrons que D est un sous-espace de H2.

On peut montrer que D C Q HP, pe€ (2,00). De plus, comme D contient
les polynomes et que ceux-ci soni (;Znses dans H?, il suit que D est un sous-espace
dense et propre de H?.

Donc, D n’est pas fermé dans H? et n’est pas un espace de Hilbert avec la norme
usuelle de H?.
Cependant, nous pouvons contourner ce probleme en définissant une nouvelle

norme sur D. Pour f,g € D, posons;

D(f.9) = [ '(2)- g ()dA(2),

D

Ceci définit un semi-produit scalaire et D(f, f) = D(f). D(f )% est une semi-
norme sur D. Ce n’est cependant pas une norme puisque D(f) =0 pour chaque f

constante. En posant pour f,g € D,

(f?g)'D = (fag)HZ +D(f7g)7

on obtient un produit scalaire sur D. La norme induite devient donc,

1A 1D = £ 172+ D(f)-

Ce n’est pas la seule facon de faire de D un espace de Hilbert. Un autre choix
commun est de prendre || f||? := | f(0)|?>+D(f). Cela donne aussi une norme d’espace

de Hilbert sur D, équivalente a || - ||p.

Théoréme 3.1.1. [17]

Soit D l'espace de Dirichlet classique, on a (D, || -||p) I'est un espace de Hilbert.

Démonstration.

En écrivant f(z) = Y az2", on obtient || f[|% = > (k+1)|ax|*.
k>0 k>0
1
L’application f — ((k+1)2ag)r>o définie donc une isométrie de D dans I2.

Comme [? est un espace de Hilbert, donc D I'est aussi. O
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3.2 Espaces de Dirichlet pondéré

Définition 3.2.1.

Soit w : D — [0,00) une fonction mesurable telle que /w(z)dA(z) < 00.

D
Soit f € Hol(D), On définit son intégrale de Dirichlet pondérée par:

= [1f ()Pw(z)dA().
D

On définit aussi l’espace de Dirichlet pondéré correspondant a D,,, qui est
'espace vectoriel des f € Hol(D) tel que Dy, (f) < oo.

L’espace D,, est un espace vectoriel normé muni de la norme:
1£13, = |f(0)|2+/|f (2)[Pw(2)dA(z).
D
Remarque 3.2.1. [17]

1. Siw=1, alors D, =D, tel que D est 'espace de Dirichlet classique.
. 1 2
2. Si w(z) =log ) alors D,, = H*, et
w
| £l = FO)F +Dulf) (f € H?).
Démonstration.

1. Siw=1, onaD,(f)=D(f) VfeHolD),alors D, =D.

2. Soit f(z Zan . Alors:

n>0

2m
// |Zkakr (k= 10]210g( )d@rdr

k>1

—2/ Zk2|a |22k 210g< >rdr

k>1

—2Zk2|a|/ 2k 1log( )d

k>1

00 1
=4y k2|a|? [— (/T%_llogrdr)]
k=1

0
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= 2 2 L o Lo 2%k—1
—43 %k [ [ —/7 1y
kz_:l la| [2kr og’r]o ri r
= 0
i 2, 2( 1
— 1Y Kl (5 )
=1 2k
0
= Jax/?
k=1

Ceci termine la preuve.

Théoréme 3.2.1. [17]

Supposons que lim inf ( w(z) ) > 0. Alors D, C H?, et D,, est un espace de

2| —1- 1—|z|
Hilbert par rapport a la norme ||.||p, donné par:

1£llp,, = 172+ Du(f). (3.1)

Démonstration.

1
Par hypothese, il existe ¢ > 0 et r < 1 tels que w(z) > clog ( ) pour tout z,

[EE
avec r < |z| <1. Si f(z) = Y _ ap2", alors:
n>0

Pulh) = [ I ) feton (1 ) date

2]
r<|z|<1

> 1
=cy <1 — 2k 2k log ()) |a|?
k=0 "

Il s’ensuit que D,, C H?.
Il reste a prouver que (D, || - ||p,,) est complet.

Soit { fn}nen une suite de Cauchy par rapport a || -||p,,. Alors {f,}nen est une
suite de Cauchy sur (H?, |||/ 2), comme H? est un espace de Hilbert, donc il existe
f € H? tel que f, — f dans H>.

f est holomorphe dans D et f,, — f localement uniforme dans ID, par conséquent

fl — f’ est localement uniforme dans D.

Par le lemme de Fatou, on a:

Dw(f) < T}i_gloloinfpw(fn) < 09,

60



Opérateurs de composition sur ’espace de Dirichlet D,.

donc, on obtient: f € D,,.

Par le lemme de Fatou encore, on a:

1f = fallpy < Jim_inf || fon — fullp,.

on obtient facilement que ||f — fy|p,, — 0, quand n — co. O

Exemple. [10]

Soit a > —1, we(2) = (1—|2|%) tel que z € D, désignant D,,, par Dy, L’espace de
Hardy H? peut étre identifié par D; et Dy correspond a I'espace Dirichlet classique
D.

3.3 Espaces de Dirichlet D,

Définition 3.3.1.
On pose:
dAo(2) = (1+a)(1—|2*)dA(2), z€eD, 0<a < 1.

ol dA(z) = dxdy/n, z =z +iy (dA(2) = rdrdf/x, z =re'?).
Les espaces de Dirichlet sont définis par:

D, = {feHol(D) IAIE = 17O+ [15 (2)PdAa(z) < oo}.
D

Définition 3.3.2.

On désigne par A < B, s’il existe une constante absolue ¢, telle que:
A<cB.
A = B signifie que AS Bet BS A
Proposition 3.3.1. [1§]

Soit f € Dq, si f(z) =) _ anz", alors:
n>0

112 = 3 () = an .

n>0
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Pour la preuve de la proposition, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.1. [3]

Soit n un entier positif et 0 <r < 1, alors:

1 1
A Tn(l—T)ader.

Démonstration.

Soit n un entier positif et 0 <r <1, on a:

1.
1 1-1
/0 r”(l—r)o‘drz/o (1 —r)%dr
1—1 n+1
> 1/ " rndr = i !
n® Jo n® [n+1],
- 1 1 n+1
- (1=Z
~ (n+1)0t! ( n)
_ 1
- (n_|_1)a+1'
2.

Alr"(l—r)adr—/l_ir (1—7)t —(1- adr—i—/ "(1—r)%dr

1 1
/ "(1—r) dr+—/ dr
1—1

-1 1
nl— O‘/ nr"“dr—l—l/ dr
0 n®Ji-1
( )( D () (-0
n n+2 n n(l+a)
1 a( 1 )(1_1>n—|—1+1
ntl n-+?2 n n(l+a)

1 a

1
n? —|—3n+2) n(l+a)

1 a

na-i—l (n_I__ 1)a+1

62



Opérateurs de composition sur ’espace de Dirichlet D,.

Démonstration. (de la Proposition)
Soit f € D,. On a:

2w

1
J1F Pada() = [ [15 amnz" P(1+a) (1 - [22)°r
D 00

drdf

n>1

2(1+a) /Z|an|2 22(n— 1( )O‘rdr

0 TL>1
1

— 2(1+a)2|an\2n2/r2”_1(1—TQ)O‘dr
0
AZ‘anF 2 AZ‘anF 2

n>1 n>1

= > \an|2n(1*a).

n>1

Donc, on obtient:

F1I2 = D Janl?(n+ 1)1,

n>0

Remarque 3.3.1.

D’apres la proposition précédente, on peut redéfinir I’espace de Dirichlet D, par:
D, = {f e Hol(D) ; ||f|I2 = 2(14—71)1_0‘|czn|2 < oo} )
n>0

Et, on pose,

Dalf) = [ 11/(2)PdAa(2).

D
tel que

dAn(2) = (14 a)(1—|z]*)?dA(z), z €D,

et,

dA(z) = dzdy/m = rdrdf /.
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3.4 Opérateurs de composition sur ’espace de Dirich-
let D,

Définition 3.4.1.
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe, 'opérateur de composition sur D, de

symbole ¢ est défini par:
Cyo: Dy — Dq
[ Colf)=fop

3.4.1 Fonction de comptage généralisée de Nevanlinna

Définition 3.4.2.
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. On définit la fonction de comptage
généralisée de Nevanlinna associée a l'espace de Dirichlet D, par:
Nealz)= > (1= zeD\{p0)}
z=p(w),weD
pour 0 < a < 1, ou chaque w est compté avec sa multiplicité.
Notons que Ny o(2) = 0 lorsque z & p(DD).

Par convention, on considere Ny o(2) = 0 lorsque z = ¢(0).

Remarque 3.4.1.
Si a =1, alors N, 1 est comparable a la fonction de comptage de Nevanlinna
classique que nous avons définis précédemment, 1. e:
Noi(z)=Ny(z)= 3 log |1| €D\ {(0)}.
z=p(w),weD
Dans la suite de notre travail, on aura besoin des lemmes suivants. Le premier
lemme donne la formule de changement de wvariable en terme de la fonction

de comptage de Nevanlinna généralisée:

Lemme 3.4.1. [3]
Pour 0 < a <1, soient ¢ une fonction holomorphe de D dans D, et f une fonction

mesurable sur D, alors:

J(Fo@)@I¢ (2)PdAalz) = (140) [ F(2)Npal2)dA(2). (3.2)
D

D
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Démonstration.
On suppose que ¢ n’est pas constante.

L’ensemble Z ={z €D : ¢/(z) =0} est dénombrable et D\ Z peut s’écrire comme
une union de rectangles disjoints R; ol sur chacun d’eux, ¢ est biholomorphe. On
note par 1; l'inverse de la restriction de ¢ sur R;.

Par la formule de changement de variable usuel, avec ¢(z) = w, pour tout j,
on a:
[Fo@)@I¢ () PdAaz) = (1+a) [ Flp(2)(1- 1219 (2) PaA(2)
R; R;
—(1+a) [ Jw)(1= ) dAw).
p(R;)

Par sommation sur j, on déduit que:

[ (Fo0)(2)1¢ () PdAa(z) = (1+0) [ f(w) (zw - |wj<w>|>a) dA(w).
J

D\Z D
Ou x; est la fonction caractéristique de I’ensemble p(R;).

L’ensemble Z est dénombrable, donc, il est de mesure nulle, alors, on a:

[(Foa) @@ () PdAa() = [ (For)(2)l¢ ()P dAa(2)

D D\Z
= (1+0) [ 12 (ny(l - |wj<w>|>a) dA(w)
D J
= (1+0) [ f(2)Np.al)dA(2).
D

Ceci termine la preuve. O

Le deuxieme lemme nous affirme que la fonction de comptage géneralisée N, q

vérifie I'inégalité de la moyenne.

Lemme 3.4.2. [3]

Soit 0 < < 1. Si ¢ : D — D est une fonction holomorphe, alors:

&
Npalz) € 55 / Npo(w)dA(w), ceRF. (3.3)
D(z,r)

Pour tout disque D(z,7) tel que D(z,r) C D\ D(0, %)
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Démonstration.
Soit w(z) = (1—|2]?)%, on a:

lim w(z) =0,
|z| =1~

Par le théoreme de Green [P.363 —364[9]], pour tout A € D, nous avons:

)\
2/A log dA( )
/ Nlog | (V)] dA().
D
Ou
z2+0
¢:(0) = 1—+ch’

et on a aussi:
Aw(r)) = A(w(2)) = w'(r) /r+w"(r) <0,

pour 0 < o < 1, d’aprés la Définition 1.2 [16] on a:

Neol)= X w=3 5 [aww)oe

¢=p(N) C e(MD

-5 A(w(Z))( > —log
2]1! =p(N)

Comme ¢ = () si et seulement si po¢,(¢;1(A\)) =¢, on a dans ce cas:

671 (V)| dA(z)

as;l(A)!) dA(z).

/ A(w(=)) Ny (dA(2)

Nsoocbz (O Z log ‘i|
C=pod=(
Donc,
NpalQ) < —5 [A@E) | [ Noog (AN | dA(2)
D D(¢,r)
- / {— [ A=) Niog. NAAR) | dA(2)

- / Ny a(A)dA().
Dc)

Ce qui termine la démonstration.
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Lien entre la fonction de comptage généralisée de Nevanlinna
No.o et Da(p")

Le théoreme suivant donne une majoration de la fonction de comptage généralisée

de Nevanlinna N, , par la norme dans D, des itérées de .

Théoréme 3.4.1. [3]
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe et soit a € (0,1]. Alors il existe C' une

constante et ng € N tel que pour n > ng, on a:

8C
N, <
so,a(z) =114

1
<1—|zl < ——. 3.4
<1-l2<— (34)

Da(SDnJrl)a

S|

Démonstration.

Soit n1 € N assez grand de sorte que si n > ny, alors:

D<1—ni1,2(n1ﬂ)) c D\ D(0,1/2).

1
Pour n > nj, supposons que — < 1—|z| < T alors par l’inégalité de la moyenne,
n

n_
on a:

Npa(z) <2x 4(n+1) / Nopo(w)dA(w)
D (255575
<S8+ [ Nealw)

D('Z’Q(nl—‘rl))

|w|2n
|w|2n

dA(w)

<8(n+1?| sup |u[™ / Nopo(w)|w|2"dA(w).

1
D(zﬁz(nfl)) D(z,m)

Il est facile de voir qu’il existe ng > n1 assez grand de sorte que pour tout n > ng,

on a:
sup  |w| "< C.
D<Z’2(n1+1)>
Donc,

Npa() S8(n+17%C [ Npa(w)uw/dA(w).
D(z,ﬁ)

<8(n+1)%C / Nopo(w)|w|?"dA(w).
D
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D’autre part, par la formule de changement de variable, il découle que:
1 /
[ Noalw)wlPdAw) = — [16 @) Plpt) P dAa(n).
D D

Donc, on a:
1

C
N, < <1-— < —.
so,a(z)_1+a > |z’_n_1

ce qui terminer la preuve. O

Da(SOnJrl)a

SRS

3.4.2 La compacité et la bornitude des opérateurs de com-

position sur les espace de Dirichlet D,

La fonction de comptage généralisée de Nevanlinna joue un role essentiel dans
I’étude des opérateurs de composition. En effet, on a déja vu dans le chapitre
précédent que caractériser la compacité et la bornitude de 'opérateur de composition
sur l'espace de Hardy H?(D) par la fonction de comptage Nevanlinna, et sur les

espaces de Dirichlet D,, pour 0 < a <1, il a été montré dans le théoreme suivant.

Théoréeme 3.4.2. [3]

Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors pour 0 < a <1, on a:
1. C, est borné dans Dy < Ny o(2) =O0(1—|2])*, |z| = 17.
2. Cy est compact dans Dy < Ny o(2) =0(1—12]), |2|—=17.

Démonstration.

Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe.

1. <) Supposons que Ny o(2) = O(1 —|z])%,|2| = 17, (Supposons que ¢(0) =0
sans perte de généralité), on utilise la formule de changement de variable

(3.2), on a:

ICo(DIZ = 17 (2(0) + H! 1 00(2)PI¢/ (2) PdAalz)
= |f(O)*+(1+0) H{ F/(2) 2 Ng.a(2)dA(2)
<|F(O) +e(1+a) ID/ /()21 - |22 dA(z)
= |I£12
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=) Supposons maintenant que C,, est borné dans D,. On considere la fonction
test donnée par:

Fy(2) = A=PA"  p

(1—-Xz)
On a, d’apres le lemme 2.5 de [10]:
[Exlla =1,
Donc:
ICo(FVIE = Pa(ColF2) = [ 1(FA(p(w))) PdAa(w)
D

(1+a) /| F{(2)) P Np.a(2)dA(2)

1o [Reeans

Ne,a ()dA()

> (1= [AP)* ﬂ

D(X,(1-]A))/2)
>a(-PB [ Npa(2)dAG)
DX, (1-[A))/2)
o Noal)
==
ol ¢y, co sont indépendants de .

Dans la derniere inégalité de la moyenne (3.3) ( Lorsque |A\| — 17 ).

Nous concluons que:

sup N(p,a()\>

!
PR < esup||CL(Fy)|12 < Cyl1Psup || Fxll,
sup 0 < swplColFIE < C Psup 3

qui est borné par I'hypothese (C, borné dans D) et grace a ||Fy||p, < 1.

<) Soient Ny o(2) = o(1—|z|)%, |2| = 17 et {fn}nen une suite dans D,, qui

converge faiblement vers 0. Il suffit de montrer que:

1Co(fr)lla =0, n— oo.

La convergence faible de f,, vers 0 implique que fp(x) — 0 et f)(x) =0

uniformément sur tout compact de .
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Soit € > 0, il existe p. € (%, 1) tel que:
Nypol(z) <e(l—|2])%, pour pe < |z < 1.
Par un changement de variable on obtient:

1Co(fn)lla = Ifn(¢(0))\2+/\(f’O@O)(Z)IQW(Z)!?dAa(Z)
D

<UalpO)P+(1+0) [ /() PNpa(2)dA(2)

¢ (D)
U+ [ 1 PNpa(2)dAE) 4 [ 1P |2)dA()
peD ©(D)\peD
<UalpO)P+ [ 1fh(2) P Npal2)dA(2) +

peD
Nous avons f!(z) — 0 uniformément sur le disque fermé p.D, donc
1Co(fr)lla = 0, quand n — 0.
=) Supposons que V3 > 0, la suite A, € D tel que |\,| — 17 et

Npa(An) 2 B(1=|Aa])%,

On a la fonction test:

(=A%

— , e D.
1= 2) pour 2

), (2) =
C’est une suite bornée dans D, qui converge faiblement vers 0.

D’autre part, par le changement de variable et I'inégalité de la moyenne,

on conclut que:

ICo(FAIE = 1Fx, 012 = [ 1Py, (p(w)) PdAa(w)
- —a N ,a(z)
= (1-|\nf?)? H{ 25 oA

2ol [ e

11— nz|4
D\, =Rl
> er(1- )2 / Npa(2)dA(2)
)\”7 \An\
Ny,a(An)
>y PR > 00,
21—
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ou c1, ¢ sont indépendants de n.

Donc C, n’est pas compact, d’ou la contradiction.

En conséquence de ceci, on obtient le lemme suivant.

Lemme 3.4.3.
Soit ¢ € Hol(D) telle que (D) CD, et 0 < a < 1. Alors:

1. C, est borné dans D, < sup || F) o ¢|o < 00.
AeD
2. Cy est compact dans Dy < limyq- [|[Fyoplla =0.

Le résultat suivant nous donne la relation entre la compacité, et la bornitude, de

l'opérateur C, et la norme dans D, des itérées de .

Corollaire 3.4.1.

Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors pour 0 <a <1, on a:

1. SisupDq(¢") < 00, alors Cy, est borné dans D,.
n>1

2. 8i lim Do(¢") =0, alors Cy, est compact dans D,.
Démonstration.

1. On a:

Da(Co(Fa)) = [1(F(p(w))) PdAa(2)
D

o [P @)
Scl(l_’)\|2)2 D[(l_‘)\@(w>|2>4

<e(l-AP)*e Zo(l+n)3lk\2"/Iso/(w)|2|so(w)|2”dAa(w)
n> D

dAq(w)

< (1= AP 3 (L4 n) A" Do)
n>0

< egsup Dy (") < 0.
n>0

ol cq, co, c3 et ¢4 sont des constantes positives.

D’aprés le lemme.3.4.3, C, est borné.
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2. On suppose que p(0) =0, sans perte de généralité. On a:

Da(Col(Fa)) = [1(Fr(p(w))) PdAa(2)
D

’ 2

Scl(l—’)\|2)2_a/ |90/(w)

dAq(w)
J T= )Py’

n>0

< ea(1= PR T (PP [ 16 () Pl w) Prd A (w)
D

< (L= AP 3 (L4 n) A" Do)
n>0

=o(1), |\—1".

ou ¢y, co, c3 et ¢4 sont des constantes positives.

D’aprés le lemme.3.4.3, C, est compact.

En conséquence, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.4.2. [0]

Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors pour 0 < a <1, on a:

1
1. Si Dy(p") =0 (), alors C, est borné dans D,,.
na

1
2. Si Dy(e™) =0 <), alors C, est compact dans D,.
noz

Démonstration.
La preuve est basée sur le corollaire.3.4.1:
1
e SiDy(¢")=0 (na>’ donc:
sup Do (") < 00
n>0

D’aprés corollaire.3.4.1, C, est borné dans D,
e SiDy(p") =0 (no‘)’ donc:
lim D,(¢")=0

D’aprés corollaire.3.4.1, C, est compact dans D,,.
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3.4.3 Normes essentielles d’opérateur de composition

Définition 3.4.3.
La norme essentielle d’un opérateur linéaire borné T est définie comme la

distance aux opérateurs compacts, .e.,
IT||e =inf{||T— K|| : K compact}.

Le but de cette sous-section est d’obtenir 'estimation de la norme essentielle de

I'opérateur de composition Cy, dans D,.

Théoréme 3.4.3. [19]
Soit 0 < a < 1, et ¢ : D — D une fonction analytique. L’opérateur de composition

Cy, est borné dans D, si et seulement si,

N
Sup %a(z)

U 2 < 0. (3.5)

Démonstration.

1. Supposons d’abord que I'opérateur de composition C, est borné dans D, i.e.,
1Cofllpa < Cllf Do pour tout f € D,

Pour ¢ € D, on applique I'inégalité précédente a la fonction,

o 7 d
fele) = (=) [t seD
0

L’utilisation du lemme 3.10 de [15] donne sup|| f||p, < C.
ach

De plus, D’apres la formule de changements de variables, on obtient:
IC fell? = |fc(¢(0))|2+(1+a)/|(fc) (2)* Nipa(2)dA(2),
D

Et par conséquent, nous avons:

(1 _ |C|2)2+a
D

Avec la constante C' ne dépendant pas de a.
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1
e Pour c € D avec |c| > 5(1—}— |©(0)]), on considere
1
D(c)={z€eD:|z—¢| < 5(1 —le))}s

on a: (1—|c|?) =< |1 -2z, pour z € D(c).

D’apres la formule de la moyenne, et I'inégalité (3.6), on obtient:

4
fwads“ﬁ®2/wmmmma

2+2a
— 4 / |1_CZ|4+2a O Npa(2)dA(2)

2+2a
/ |1 _ CZ|4+2a
D

Ny o(2)dA(2)

<C(1-|cP)e.

Ou C ne dépend pas du point c. Cela donne:

N,
wp  Neal)

< 0. 3.7
Ltle) (1—1z2) (3.7

|2|>

e D’autre part, nous avons d’apres la preuve de la Proposition.2.1 [15]
qu’il existe une fonction sous-harmonique u, telle que Ny, o < uq.
Comme u, est sous-harmonique donc wu, est semi-continue supérieure
(P.386 [9]). Puisque toute fonction semi-continue supérieure est bornée
sur des ensembles compacts, on obtient:

Ny.a(c) 2%

sup < sup  uqa(c) < oo.
< ttizop (1=[ef)* = (1= [0 || arigon

Ceci, avec (3.7) termine la preuve.

2. Inversement, supposons que (3.5) est vrai. Alors:

J17 2)ENaa(2)dAR) <C [ 17 ()= |2)dA() < Ol 71,
D D
donc, d’aprés la formule de changements de wvariables, on obtient:
ICof11? = !f(w(o))|2+(1+a)/|f ()P Npa(2)dA(2) < C1 fIIB,-
D
Alors C,, borné dans D,
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Ce qui terminer la démonstration. O

L’estimation suivante est de la norme essentielle d’opérateur de compo-

sition C, dans D,.

Théoréme 3.4.4. [19)]
Soit 0 < a <1, et ¢ : D — DD une fonction analytique, C, 'opérateur de compo-

sition bornée dans D,. Alors, on a:

Npa(2)
Colle = lim sup —222
1Cplle P p(l—\z|2)a
Démonstration.
ona ([1] P.136 ):
Npa(2)
Colle < lim sup—2222
ICelle 5 -5 T e
Nous allons donc montrer que I'estimation inférieure:
No,a(c)
Colle > lim sup —22 2
Celle 2 P (7 oy
pour tout ¢ € D, on considere la fonction:
1— 2 1—%
felz) = A=fef) 72 zeD.

(1—¢cz)

Il est clair que la suite f. convergent vers zéro lorsque |¢| — 17 uniformément sur
des sous-ensembles compacts de D.

Par conséquent, limy, ;- || K(fc)[lp, =0 pour tout opérateur compact K dans D,.

Cela implique que:
1Co— K| =C lim_sup|Cy(fe) — K(fe)llp,
lc|]—1
> C lim_sup||Cy(fe)llpa

lc|]—1

Puisque ceci est vrai pour tout opérateur compact K et
|1Cos|le =inf{||Cy, — K|| : K compact}.

On obtient:

1Colle > C lim sup|[|Cy(fe) Dy -

le]—1
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Par la formule de changement de variables, on a:

ICo B, = 1Fele(O)P+(1+a) / () (2) P Nip.a(2)dA(2)

_ (A=)

_W—f—(l—i—aﬂc] (1—|c[?)?~ 0‘/|1¢’ )dA( ),

cz|*
I1 est clair que le premier terme tend vers zéro lorsque |c| — 1. Ainsi,

. o Ny oz
fim_supl|C(folllp, > (1+0) Tim suplef(1— [P~ [ 22D g0
EES! R [1—cz|

N,
>(C lim sup pal0)

e»1= (1= [c[?)>

Ce qui termine la preuve.

sachant que ||Cy|le = 0 si et seulement si C, est compact, comme conséquence
immédiate du théoréme précédent, on obtient la description suivante des opérateurs

de composition compact sur ’espaces de Dirichlet.

Corollaire 3.4.3. [1Y]
Soit ¢ : D — D une fonction analytique, et 0 < a < 1. Alors Uy, est compact dans

D, si et seulement si,

= f% =0 si |z|—=1".

En conséquence, on a le résultat suivant.

Corollaire 3.4.4. [1Y]
Soit ¢ : D — D une fonction analytique et univalente, et 0 < o < 1. Alors C, est
compact dans D,, si et seulement si,

(1—le(2)]?)
(1=12[?)

— o0 si |z =17

Démonstration.
Comme ¢ est univalent, alors Ny o (2) = (1 — |7 1(2)[*)® et le résultat est une

conséquence immédiate du Corollaire précédent.

76



Opérateurs de composition sur ’espace de Dirichlet D,.

Fonction de comptage de Nevanlinna dans ’espace D [1]

On associe a toute fonction ¢, la fonction de comptage qui est défini par:
ne = card{w : p(w) = z},

c’est le nombre de zéros de la fonction (¢ — 2). Rappelons aussi que Ny, o = 1.
Nous obtenons une majoration de n, par la norme dans I'espace de Dirichlet
classique D des itérées de . Plus précisément, nous montrerons dans le paragraphe

suivant que:

inf ne(2) SD(P" ). (3.8)

Lien entre la fonction de comptage de Nevanlinna n, et D(¢")

Le résultat suivant est le théoréme principale dans ce paragraphe, il donne le

lien entre le comportement en moyenne de n, et la norme des itérés de ¢".

Théoréeme 3.4.5. [3]

Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors:
inf ny(z) <24 D™, pour n > 2.

Démonstration.

Pour la démonstration du théoreme nous avons besoin du lemme suivant:

Lemme 3.4.4. [3]
Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors:
24

(n+1)2 "

/ ne(2)dA(z) < D(p" ™), pour n > 2.

1-L1<z<t

1
n

Démonstration.

Comme N, = ny, on a:

D((pn+1> — D0(¢n+1)
= [ 1™ (2)) PdA(z)

D

= (n+1)? [ 1¢'(2) Ple" (2)PaA(2)
D
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:UHJf/ﬁdwmﬂ%dﬂw)
D

> (n+1)>2 /’ N (w) || dA(w)

1- L <jw|<1
1 2n
20H4f<1—) / no(w)dA(w)
n
1-1<jwl<1

> 274 (n+1)? / ne(w)dA(w) pour n > 2.

1
1-L<jw|<1

donc,
24

mp(@n—’—l), pour n 2 2.

Preuve du théoréeme.
On a l'inégalité suivante:
inf ny(z) < (n+1)> / ne(2)dA(2),

1 1
Sz <
n+1 | | n 1—%§‘Z|§1

D’apres le lemme précédent, pour n > 2, on a :

inf ny(z) < (n+1)> / ny(2)dA(2)

1
1-2<[2|<1

4
< (4 D D)

< 24 D).

Ce qui finie la preuve. n

3.4.4 La compacité et la bornitude des opérateurs de com-

position sur ’espace de Dirichlet classique D

Définition 3.4.4.

La fenétre de Carleson est définie par:
W(C,0)={z€D:|z| >1-0; larg(Cz)| <4}, CET.
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Pour ( € T et 6 € (0,1), on pose:

N(C,6) = / N (w)dA(w).
wi(cs)

Le résultat suivant donne une condition pour assurer la compacité et la bornitude

de I'opérateur de composition sur ’espace de Dirichlet classique D.

Corollaire 3.4.5. [3]

Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors:

1. Si D(p"™) = O(1), alors Cy, est borné sur D.

2. Si D(p"t1) = 0(1), alors C,, est compact sur D.

Démonstration.

on a besoin du lemme de Zorboska [23] suivant:

Lemme 3.4.5.

Soit ¢ : D — D une fonction holomorphe. Alors:

e C, est borné sur D < sup N ((,0) = O(6%), §— 0.
¢eT

e C, est compact sur D < supN((,8) = 0(6%), §— 0.
¢CeT

1. Supposons que D(p" 1) = O(1).

Soit § > 0 et soit n > 1 tel que 1/(n+1) <§ <1/n, D’apres le lemme.3.4.4,

on a:

supN(¢,d) < / ne(z)dA(z) = O <( !

T n+1 2
ce 11 )

) = 0(6?).
Le lemme.3.4.5, nous permet de conclure.

2. Supposons que D(p" 1) = o(1).

Soit 0 > 0 et soit n > 1 tel que 1/(n+1) <6 <1/n, D’apres le lemme.3.4.4,

on a:

sup N (¢,0) < / ne(2)dA(z) =0 ( ! ) = 0(0?).

n+1)2
< 1-1<2<1 (1)

Le lemme.3.4.5, nous permet de conclure.
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3.5 Exemple - La fonction distance g x

Au début, on va donner quelques définitions ainsi que quelques théoremes avant

de passer a I'exemple.

Définition 3.5.1.

On dit que la fonction f est éxterieure si,

d
g1 0= [ 10217 el

Dans ce cas, f a la représentation intégrale suivante:

f(z) —eXp( C+Z ()||d<|> zeD.

Définition 3.5.2.
Soit K un sous-ensemble fermé de T et soit Q € C'1([0,27]) telle que Q(0) =0 et

[ k)¢ < .
T

La fonction distance correspondant a {2 et K est une fonction éxtérieure pq g sat-

isfaisant ’égalité suivante:

lpax(Q)|=e HAUCED by ceT (3.9)

Ainsi,
poxl) = exp (/ aq >>‘d§’) 2€D,
T
Cantor généralisé [7]
Soit Ko =T et {y = 2.

Soit {ap, }nen une suite décroissante de réels positive avec a1 < ; Nous enlevons
I'intervalle de longueur a; du milieu de Ky, on obtient deux intervalles de longueur
{1 qu’on notera K.

Puis nous enlevons encore une fois deux intervalles centrés de longueur as

de chaque intervalle de K. Soit Ko l'union de 22 intervalles qui restent chacun
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ky
- EU =27
‘I"U .r": f.r ,.f‘f ,r'f ff
- L 5] == -
EJ EJ
I l
- - - -
;\.‘] '("J
[/ 1/
SR ) - IR A -
I, e I; Iy 2 ly
k:g —a .‘.‘3 .—.E
Iy ;
v v
v v
v v
"‘lr.' — +—» h—
Figure 3.1: la construction du Cantor généralisé sur T.

de longueur f5. A la n’ieme étape nous aurons un ensemble compact K, de 2"

intervalles de longueur ¢,,. Notons que

20+ an =lp_1.
Le compact,
K= ﬂ K.
n>1

est appelé le Cantor généralisé.

il est a remarquer que, lorsque ¢, = (1/3)", K est appelé le Cantor tri-adique.

Définition 3.5.3.

Soit t > 0. Pour K un sous-ensemble fermé de T, le t-voisinage de K est donné par:
Ky ={CeT:d(¢,K) <t}
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La proposition suivante donne 'estimation de la mesure du t-voisinage Ky d'un

ensemble de Cantor généralisé.

Proposition 3.5.1. [7]

Soit K le Cantor généralisé associé a la suite {a, }nen. Si

A = ilgi GZ: ;, (3.10)
alors,
|Ki| = O@"), t—=0,
oupu=1-— M.
log ()\K>
Démonstration.

Soit t € (0,ap], on choisit n tel que a, <t < a,_1, alors:

| Ky < 2™(an+2t) <3x2" xt,

log2

( 1 )10g(1/)\K)
onaz2=|— , car:
AK
log 2
log2 = —-="—1logl/A
log?2
log2 =log (1/A) e/ K
log2
9 — (1) logl/A
MK ’
On a aussi
1 a
/\n—l S 70
K
car:
)\K::supwﬁ% <Ag, VneN
n>1 Qan Gnp

= ant1 < Ay = ant1 < N ag

1 a
-1 0
>t<ap1 <Ay a=> —— <.
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on a dans ce cas:

_ log2 log2
2TL71 B ( 1 ) log(1/Ag) < (ao) Tog(1/7 )
o n—1 — )
- i

log2
)
K| < ca, M)t 108(1/Ak).

on obtient donc:

Ce qui terminer la preuve. O]

Pour ce qui suit on aura besoin du théoréeme suivant:

Théoréme 3.5.1. [7]
Soit a € [0,1). Soit K un sous-ensemble fermé de T qui vérifie (3.10), Q:[0,27] — R

2
une fonction croissante telle que ¢ — Q(t7) est concave pour 7y > ] et soit fq
—«

une fonction extérieure vérifiant:

/(O =Q(d(¢,K)) p.p sur T,
alors,

Dalfo) < clayy. K) [ @ (d(CK))d(C. K))*|d].
T
En particulier fo € D,, si la derniere intégrale est finie.

Lemme 3.5.1. [7]
Soit K un sous-ensemble fermé de T et h : [0, 7] — R™ une fonction mesurable,

et soit (I;);e les composantes reliées de T\ K ( T\ K = | J I; ).
jeJ
On pose,

NE(t) =2 xqu 2ty (0<t <),
jeJ
On obtient:

[ E)lde| = [ h(t)Nx (Dt
T 0

Notons que, si h(t) = x|o 4 alors:

0

[Nttt = [1{a(¢,K) < o}1dc| =K.
T

0

En particulier

5./\/[(((5) < |Ks].
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La formule énonce dans le lemme suivant, nous permet d’estimer supérieurement

la norme de la fonction distance ¢q k.

Lemme 3.5.2. [3]
Soit a € [0,1). Soit K l'ensemble fermé de T qui vérifie (3.10) et soit

Q:[0,27] = R

2
une fonction croissante telle que t — €(¢7) est concave pour v > o Alors:

2w
Dalpax) <c / O (12622049 K, dt.
0

avec ¢ une constante positive.

Démonstration.
Soit a € [0,1). Soit K ensemble fermé de T qui vérifie (3.10) et soit : [0,27] — R™

2
une fonction croissante telle que t — €(¢7) est concave pour 7y > T o Soit la

fonction distance ¢q g satisfaisant 1’égalité:

lpar(Q)|=e MK pp CeT

Alors, d’apres le théoréme.3.5.1 on a :

Q' (d(¢, K))%e 2UACED (g(¢, K)o+ ag |

IA
o

Da(‘PQ,K)

Q (1) 22U\ (1) dt

IA
o

MC’\E‘J%\

3

"(4)2e 202 N (1)t

I

o
MO\

2

3

Q' (£)2e 20| K, | dt.

IA
o
o

avec ¢ une constante positive.

Ou dans la derniere inégalité on utilise le lemme.3.5.1. O
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Estimations de la fonction de comptage généralisée de Nevan-

linna associée a la fonction distance ¢q g

Dans ce qui suit, nous allons donner quelques estimations de la fonction de
comptage généralisée de Nevanlinna associée a la fonction distance ¢q g, ce qui
nous permet de monter que 'opérateur de composition associée a la fonction dis-

tance est bornés, et compacts, sur les espaces de Dirichlet.

[ Premier cas: I'espace de Hardy (a=1).

Le résultat suivant sera tres utile par la suite.

Lemme 3.5.3. [3]
Soit K un sous-ensemble fermé de T et soit Q : [0,27] — RT une fonction

croissante telle que 2(0) = 0. Alors:

: Q(e)
Nog x(2) S ;gg{\f(gl +exp (—21 - |Z|> } . Jzl< 1.

Démonstration.
Soit € > 0. Par le théoréme.3.4.1 et pour

1 1
—— <1—|2| <=, n>1,
n—+1 n

on a:

Neoic(2) S Dilwgx)

= [leax (=) Pdas(z)
D

S [ lea.x(2) Pleai(2) P dA (),
D

d’aprés (3.9), on obtient:

N‘PQ,K

< [ ~2rnede,K) 9]
() < T/ : >

/ o2 1)2(d(¢ K [9C] / o~ 2n+1)0(d(¢, k) 196
2 2m
K. T\K.

< |K5| _}_e—Z(n—i—l)Q(a)’
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alors, on a:

, Q(e)
< _

]

Le résultat suivant est le théoreme principale dans le cas d’un espace de Hardy
H 2(]])), qui donne la compacité et la bornitude de 'opérateur de composition associée

a la fonction distance pq k.

Théoréme 3.5.2.
Soit K le Cantor généralisé associé a la suite {ay},en vérifiant (3.10) et soit

Q(t) une fonction croissante tel que 2(0) =0, et 5 < p, alors:

Noox(2)=0((1=1:DF),  |z/=17

Démonstration.

D’apres le lemme.3.5.3, on obtient:

. Q(t)
N@SZ,K(Z)SéEE{‘K€|+eXp <_21—|Z|>}’ 2| < 1.

Pour z — 17, on a:
<
N@Q,K(2> N;g%{|K5|}7

D’apres le proposition.3.5.1, on obtient:

< M
Noge(2) Sinf e}, &0,

Il suffit de choisir

1
e=1-lzD7, || =17.

Alors, on obtient:

Nipg o (2) S inf{(l— |z|)5}.
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[ Deuxieéme cas: 'espace de Dirichlet D, ou 0 < o < 1. ]

Le résultat suivant c’est le théoreme principale dans le cas d’un espace de
Dirichlet D, pour 0 < a < 1, qui donne la compacité et la bornitude d’opérateur de

composition associé a la fonction distance ¢gq .

Théoréme 3.5.3. [3]
Soit 0 < < 1. Soit K le cantor généralisé associé a la suite {ay, }nen qui vérifie
(3.10) telle que a4 p > 1. Soit Q(t) =t telle que f < min{(1—a)/2,a+pu—1}.

Alors:
a+pu—1

Negraz)=0|1=12)) B |, (]z]=>17).

Démonstration.

Soit 0 < a < 1, et K le cantor généralisé associé a la suite {ap }nen qui vérifie
(3.10) telle que a+pu > 1. Et soit Q(t) =t telle que 8 < min{(1 —a)/2,a+pu—1}.
Car 8 < (1—a)/2, donc, il existe v > 2/(1 — ) telle que Q(t7) soit concave,
notons que:

Da(#6,x) = Pal$ng,x)-

Ainsi, par le lemme.3.5.2, on a:

2w

,Da(SO?Z,K) = ’Da((an’K) < nQC/Q/ (t>2672nQ(t)ta’Kt|dt,
0

D’apres le proposition.3.5.1, on obtient:

2T
Da(pd ) <nc / Q) (t)2e 2D o gy

0
2w

<n?B% / $208=1) =20t ey gy
0

<:n252(/€2 D+atp,—2nt” g

/u —14a+p) /,6’ —nu g,
0
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o0
=n cl/u atu=1)/B+1,—nu g,

0
_ 2. Tlletp—1)/6+2)
AT e em1)/B+2

1
=0 (n(a+u—1)/ﬁ> :

Le théoreme.3.4.1, nous permet de conclure. O

L’opérateur de composition de la fonction distance ¢q i est

de la classe de Hilbert-Schmidt

Dans ce qui suit, nous allons démonter que 'opérateur de composition de la

fonction distance est un opérateur de la classe de Hilbert-Schmidt avec la condition:

/T (Q?dég(ié)[)());ra (d(¢, K))*THd¢| < oo,

oul<a<l.

Le lemme suivant sera tres utile par la suite.

Lemme 3.5.4. [3]
Soit 0 < a < 1, et soit ¢ une fonction holomorphe de D dans . Les assertions

suivantes sont équivalentes,

Cy € S2(Da), (3.11)
Da(‘Pn)
— 3.12
Lt yia < (3.12)
0 (2)]?
dA, , 3.13
Jo T o pprataats) <o (3.13)
Démonstration.

Soit 0 < a < 1, et soit ¢ une fonction holomorphe de D dans D,

n

e (3.11)<(3.12)] Soit e, = (Z)la puisque {e, }>2 est une base orthonor-
n+1)72
male de D,, donc:
son
Coplen) =
(n+1)
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alors on a:
|£(0 )|2” )
Co(
S el - X e 2,
|io(0 )I2 Da(sO”)
= +
1 IplOP) 25 s s
|(0)? . .
Comme 1= [o(0)2)" <00, on a Oy, € S2(D,) si et seulement si,
— ¥
Da(9")
1; (i < 0.
e (3.12)<(3.13)] Comme
DOé o' n—
S e = S I R P
n>1

(2)
V/ 1_ B 2+adA (2).

Ce qui termine la preuve.

Dans ce travail, nous démontrons le théoreme suivante:

Théoreme 3.5.4.
Soit 0 < a < 1, soit K un sous-ensemble de T et €2 une fonction croissante tel

2
que t — (t7) soit concave pour 7y > o Alors Cy, € S2(Dy) si et seulement si,
o

/T m@ﬁ?f&f@% (d(¢, K))*FHdC] < oo

Démonstration.

D’aprés le lemme.3.5.4, on a:

o0k (2) Da(ed )

: dA,(2) = §° Z K

o T Ton e = ¥ o
A/ 2d(¢, K)ot Z(n—i—1)a+16_2n9(d(<’K))|dC|

n>1

O (d(¢, K )
= /T [1— egagg(g,;)z]m (d(¢, K))* T d¢).
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Comme

Qd(G,K)) = 1 — 2K,

on obtient:

por(2) Q(d(¢, K X
b o) = g oy €

S
D’aprés,

pa,x(2)
/]D) (1— ‘SOQ,K(Z)’2)2+C“ dAqy(z) < o0.

Ce qui acheve la démonstration. O
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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié les opérateurs de composition sur 1’espace de
Dirichlet Dy, (0 < a <1), le probleme auquel nous nous intéressons concerne la com-
pacité d'un opérateur de composition et les opérateurs de composition de la classe de
Hilbert-Schmidt. La caractérisation de la compacité des opérateurs de composition
repose sur 1’étude de la fonction de comptage de Nevanlinna de symbole . Dans
[10] Shapiro a caractérisé la compacité des opérateurs de composition sur l’espace
de Hardy H?(D) (o =1) a l'aide de la fonction de comptage de Nevanlinna de sym-
bole ¢. Plus généralement, nous donnons une caractérisation de la compacité et la
bornitude sur les espaces de Dirichlet D, (0 < a < 1).

Mots-clés: Espace de Hardy, Espace de Dirichlet, Opérateur de Composition,

Opérateur compact, Fonction de comptage de Nevanlinna.
Abstract

In this work, we study the composition operators on Dirichlet space D, (0 < a <1),
the problem which we are interested concerns the compactness of composition op-
erator, and the composition operators of the class of Hilbert-Schmidt. The charac-
terization of the compactness of the composition operators is based on the study of
the Nevanlinna counting function of the symbol ¢. In [10] Shapiro characterized the
compactness of the composition operators on the Hardy space H?(D) (o= 1) using
the Nevanlinna counting function of the symbol ¢. In general, we give a characteri-
zation of the compactness and the boundness on the Dirichlet spaces Dy, (0 < < 1).
Keywords: Hardy space, Dirichlet space, Composition operator, Compact opera-

tor, Nevanlinna counting function.
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