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Notations et significations

Notation Signification
K RouC
X Un espace vectoriel sur le corps C ou R.
AB,... Des parties de X.
A Un sous-ensemble de K
A, [y .. des éléments de C

A+B |{xeX;x=a+b avecac Aetbe B}

AA {xeX;x=M\ag,aveca € Aet A € A}
P(X) I’ensemble des toute parties de X.
aNb inf{a,b}

X I'intérieure de I’ensemble X

X I'adhérent(fermeture) de ’ensemble X




Introduction

Contrairement a ce que beaucoup de gens considerent les mathématiques sont om-
niprésentes dans le monde actuel. En effet, les trucs technologiques qui nous entourent
ou les processus de communication dont nous ne nous dispensons pas aujourd’hui (les
téléphones portables ou de smartphone, TV LCD ou LED, les jeux vidéo, les voitures,. . .)
ne peuvent étre pas réalisés sans les mathématiques.

C’est grace aux gens qui maitrisent les mathématiques que de telles situations sont
rendues possibles. Les nombres spécifiques sont remplacés par des symboles. Un person-
nage d’un jeu vidéo n’est rien d’autre qu’une chaine de symboles. Le programmeur utilise
sa connaissance pour le mettre en avant. Enfin de compte, 'univers dans un jeu vidéo se
résume & des nombres et des équations. La chose qui a poussé Max Tegmark! de penser
qu’il y a une similarité entre notre monde et celui d'un jeu vidéo. Mais elles le sont géné-

ralement de fagon invisible.

Les mathématiques offrent des outils d’une manieére directe ou indirecte qui permettent
de répondre a des problemes tres complexes dans des matieres bien différentes, elles tra-
vaillent votre maniere de penser et d’avoir des raisonnements plus justes, la raison pour
laquelle j’ai choisi ce domaine et particulierement cette filiere. Donc, les mathématiques

sont la clé de tous les apprentissages.

Ce mémoire étudie, sans I'approfondir, les propriétés des Espaces Vectoriels Topolo-
giques " E.V.T." dont on a besoin pour étudier les limites inductives strictes qui est

le sujet de ce mémoire.

1. professeur au MIT



Nous allons structurer un espace vectoriel en un espace localement convexe a partir
d’une topologie compatible avec la structure d’espace vectoriel dite la topologie limite
inductive stricte, et caractériser les éléments de cet espace ( voisinage, les applications
continues), puis on définit 1’espace limite inductive stricte d’espace de Fréchet " L.F. " et
caractérise les fonctions linéaires définies d’un espace L.F. dans un E.V.T. et mentionne

les propriétés des bornés dans un L.F.

Ce travail sera présenté en trois chapitres :

e Le premier chapitre comprend des rappels mathématiques, en particulier (les par-
ties remarquables d’un espace vectoriel, enveloppe convexe, suites généralisées,
filtres et base de filtres).

e Le deuxiéme chapitre expose les propriétés générales des E.V.T. (étude de semi-
normes, convexité locale, espace de Fréchet).

e Dans le dernier chapitre, on présente les limites inductives strictes (limites induc-
tives strictes d’espace localement convexe, limites inductives strictes d’espace de
Fréchet)

Cette notion est utile dans la théorie des distributions et dans la théorie des mesures

de Radon sur les espaces localement compacts.

Allaoui Hana 2



Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Compléments sur les espaces vectoriels

1.1.1 Des parties remarquables dans un espace vectoriel

On dit que A est un sous-ensemble de B, si B est un sur-ensemble de A.

Définition 1.1.1.

i. On dit que A est équilibrée si DA C A (ou D désigne le disque unité fermé de
C).

it. On dit que A est convexe si A\x + uy € A, quelque soient X et p positifs et quelque
soient © et y des élément de A, avec N\ + u = 1.

iii. On dit que A absorbe B s’il existe o > 0(# 00) tel que NA D B pour X\ > a.

iv. On dit que A est absorbante si elle absorbe tout point de X. En d’autre terme,
A est absorbante si, pour chaque x € X, il existe un disque D, (de centre O' | et
de rayon € > 0) tel que D.x C A.
VeeX Je>0 VYAeK avee |\ <eonalveA.

Il est claire que O? appartenir a chaque ensemble absorbant ou équilibré.

Définition 1.1.2. On dit qu'un ensemble A de X est absolument convexe s’il est

convexe et équilibré.

1. signifie 'origine
2. signifie 'origine



1.1. COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS

(a) Absorb (b) équilibré
a sorbant

FIGURE 1.1 — Exemple d’'un ensemble absorbant (a), et, équilibré (b)

Exemple.
1. Dans un espace normé les boules unités sont des parties absorbantes et équilibrées.
2. Dans R?, ’ensemble dans la figure 1.1a est absorbante et dans la figure 1.1b est
équilibré.
3. Les polynomes R[x] sont des parties équilibrées mais non pas absorbantes de [’espace
des fonctions continues d variables réelles dans C([0,1],R). En effet, tout produit

des polynomes est un polynome mais pas toute fonction continue peut s’écrit comme

un produit des polynomes.
4. les ensembles convexes de R sont les intervalles.
5. les boules dans un espace normé sont des convezes.

6. Soit X un espace topologique et C(X) l’ensemble des fonctions réelles définies et

continues sur X. firons g dans C(X), 'ensemble

S:={felCX): f(zr) > g(x), Vo € X} est convere.

Allaoui Hana 4



1.1. COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS

(a) ensemble convexe (b) ensemble n’est pas convexe

FIGURE 1.2 — Exemple d’un ensemble convexe (a), et, ensemble n’est pas convexe (b)

Proposition 1.1.1.
1. Soit A un ensemble équilibré ; alors NA = |\|A, et [N < |u| = ANA C pA.

2. Soit A un ensemble convexe ; alors pour X et u positifs ou nul, on a

A+ p)A =X A+ pA.

3. Pour qu’une partie équilibrée A absorbe une partie B, il suffit qu’il existe \y € C
tel que \gA D B. En particulier, pour qu’une partie équilibrée A soit absorbante, il

suffit qu’il existe g # 0 tel que poxr € A.

4. L’intersection finie d’absorbants est absorbante.
L’intersection d’équilibrées nest équilibrée.

Lintersection de convexes est convexe.

Démonstration.

1. Les résultats sont triviaux pour A = 0.
Supposons A # 0.
M =Asi |\ =1
En effet, si |A\| = 1, on a AA C DA et %A C DA. Comme DA = A, si A est
équilibrée, alors

AAC Aet %ACA,

d’ott NA = A(si|\| =1).
On déduit alors que AA = |A|A.

Allaoui Hana )



1.1. COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS

A A

D’autre part, si |A| < |u] # 0, on a H € D, donc HA € A, car A est équilibrée.
7 7

Par conséquent,

AA = [A|A C |u]A = pA.

2. Si A= pu =0, le résultat est trivial.

Sinon posons &« = —— et 5 = B Alors,
1

A p A+
M+ pA =N+ p)aA+ A+ p)A = (A + p)(aA + BA).

D’autre part, la convexité de A donne
aA+BA=A, car a,5 >0
et
a+ =1,

dott AA + pA = (A + p)A.

3. Posons a = |\g|. Soit A € C tel que |A\| > «; alors, AA D A\gA (par 1), par suite
A D B.
4. — AN B est absorbante : En effet, pour chaque x € X, il existe o« > O(resp. 5 > 0)
tel que px € A (resp. ux € B) deés que |u| < a (resp. |u| < B).
Posons alors v = a A . Donc pz € AN B dés que |p| < 7.

— L’intersection d’ équilibrés N; A; est équilibré. En effet,

DGMJCQD&CQ&.

— Montrons que l'intersection des convexes est convexe :

si A; est convexe, ona (A, u>0etA+pu=1).:

A (ﬂ Aj) + 1 (ﬂ Aj> C Q(AAj + pA;) C (A

J

Allaoui Hana 6



1.1. COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS

1.1.2 Effet d’une application linéaire

Proposition 1.1.2. Soit X et Y deux espace vectoriels et soit f une application linéaire
de X dans Y.
Soit B CY. Si B est équilibré (resp. conveze, resp. absorbant), alors f~1(B) est équilibré

(resp. conveze, resp. absorbant).

Démonstration.

e Soit B équilibré; alors Df~(B) = f~(DB) C f~*(B), donc f~'(B) est équilibré.

e Soit B convexe; alors, pour Aet u >0, A+ pu=1,
AFUB) + uf1(B) = fYAB) + fNuB) C fYAB + puB) C f(B), done

f7Y(B) est convexe.

e Soit B absorbant, soit x € X; posons y = f(z); il existe a > 0 tel que \y € B si
| | legslanta; or Ay = f(\x), donc Az € f~1(B), donc f~1(B) est absorbant.
m

Est-ce-que la somme de deux convexes sur un espace vectoriel est convexe ?

La réponse est facile apres avoir démontrer que 'ensemble produit A = [];c; A; est
convexe dans un espace produit X = [];c; X; si, et seulement si, chaque A; est convexe
dans Xj. (ot A; est une partie non vide de Xj.)

En effet, soit p; la projection de X sur X, alors p; est une application linéaire. On a
A; = pjA (car aucun des ensembles A; n’est vide) ; par suite la convexité de A entraine
celle de A;. D’autre part, A = (; pj’l(Aj), ce qui montre que tout les A; sont convexes,
alors A est convexe.

Répondons maintenant a la question qui se pose :

L’ensemble AA 4+ uB est I'image de I'ensemble A x B (dans X x X) par Iapplication
linéaire (z,y) — Ax 4+ py (de X x X dans X). D’apres le résultat précédant, 1’ensemble

A x B est convexe; par conséquent AA + uB est convexe.

Allaoui Hana 7



1.1. COMPLEMENTS SUR LES ESPACES VECTORIELS

1.1.3 Enveloppe convexe

Définition 1.1.3. On appelle I’enveloppe convexe K(A) d’un ensemble A, l'intersec-

tion de tous les convexes contenant A. C’est évidemment, le plus petit conveze contenant

A.

1.1.4 Ensembles dirigés

Définition 1.1.4. Soit (A, <) un ensemble partiellement ordonné.
On dit que A est dirigé par <, si deuzw éléments quelconques de A possédent toujours

un majorant.
Exemple.

1. Tout ensemble totalement ordonné est dirigé ; N, R, Q.

2. L’ensemble des parties d’un ensemble ordonné par la relation d’inclusion ou d’in-

clusion inverse est dirigé.

1.1.5 Suites généralisées

Définition 1.1.5. On appelle suite généralisée, a valeurs dans X, toute application
d’un ensemble dirigé A dans X.

Une suite généralisée se note {xx}rea, ou (Tx)yc4-

Exemple.
1. Toute suite(ordinaire) est une suite généralisée.

2. Toute fonction réelle d’une variable réelle est une suite généralisée.

1.1.6 Filtres et base de filtres

Définition 1.1.6. On dit qu’'un ensemble non vide F de parties X est un filtre sur X si
F posseéde les trois propriétés suivantes :
i. l’ensemble () n’appartient pas a F ;
1. F est stable par intersection finie;
iii. tout V€ P(X) contenant un U € F.
On dit qu’une famille non vide B de parties de X est une base d’un filtre F sur

X si

Allaoui Hana 8



1.2. COMPLEMENTS SUR LA TOPOLOGIE

— BCF (BeB= BecJF),
— tout F € F contient un certain B € B.

Définition 1.1.7. Pour qu’une famille B non vide soit une base d’un filtre F, il faut
et il suffit que
i. B ne contienne pas la partie ().

ii. B ordonné par inclusion inverse (< signifie D) soit dirigé.

Exemple.

1. L’exemple le plus simple d’un filtre est la famille de tous les sous-ensembles qui

contiennent un sous-ensemble A donné, a condition que ce dernier soit non vide.

2. Un exemple familier d’une base de filtre sur la ligne droite est donné par la famille
de tous les intervalles (—a,a) avec a > 0 : est une base du filtre des voisinages de

zéro dans la topologie usuelle sur la ligne réelle.

3. Soit F le filtre associé a S = {x1, T2, ..., xp,...}. Pour chaque n = 1,2, ..., posons

Sp = {Inyxn—i-la }

On a S, est un sous-ensemble de X. Alors S =51 D Sy D ...S,, D ... est une base
de F.

1.2 Compléments sur la topologie

1.2.1 Filtres des voisinages

Définition 1.2.1. On dit que l'on structure X en un espace topologique (ou encore
que 'on définit une topologie T sur X) si, a chaque x € X, on se donne un filtre V(x)
possédant les propriétés suivantes :

i. le point x appartient a tous les éléments V € V(x);

ii. étant donnée V€ V(x), il existe W € V(x) tel que V- € V(y) quel que soit y € W.
On dit alors que V(z) est le filtre des voisinages de x, que V € V(x) est un voisinage
de x. St un ensemble V est voisinage de chaque point de A, alors V est dit voisinage de
A.
Toute base de filtres de V(x) s’appelle une base de voisinages de = par B(z); on

obtient les éléments de V(x) comme sur-ensembles quelconque des éléments de B(x).

Allaoui Hana 9



1.2. COMPLEMENTS SUR LA TOPOLOGIE

Remarque 1.2.1. La topologie de X est évidemment définie par la donnée d’une base de
voisinages de chaque point. St chaque point posséde une base dénombrable de voisinages,

alors X est dit a base locale dénombrable .

Définition 1.2.2. Un espace topologique X est dit séparé (ou de Hausdorff)s’il vérifie

laziome suivant, dit de Hausdorff :

Soit x et y deux éléments distincts de X. Alors il existe V € V() et W € V(y) tels que
Vaw =0.

Exemple.
1. Chaque espace métrique est un espace d’ Hausdorff.
En effet, pour tout z,y € (X, d) avec x # y, soit 0 < € < %d(a:,y) alors
B.(x) N B(y) = 0.
2. Chaque espace doté par la topologie discréte est un espace d’ Hausdorff.
En effet, tout singleton est ouvert dans la topologie discréte, donc pour tout x, y

distinct, on a x et y sont disjoint et ouvert.

1.2.2 Exemples de topologies

1. Topologie induite
Définition 1.2.3. Soit M un sous-ensemble non vide de X.
On dit que M est muni de la topologie induite par X si le filtre des voisinages

Vu(m), m € M, est défini par

VM(m) = {VM =Mn M Ve Vx(m>}

2. Topologie de la convergence compact
C’est la o-topologie quand o est la famille de tous les sous-ensembles compacts de

X ; on 'appelle aussi la topologie de la convergence uniforme sur les sous-ensembles

compact de X, ou la convergence compact.

1.2.3 Comparaison de la topologie

e Soit 77 et 73 deux topologies sur un ensemble X.

On dit que la topologie 77 est plus fine que la topologie 75 si pour tout z € X, on

Allaoui Hana 10



1.2. COMPLEMENTS SUR LA TOPOLOGIE

a Vi(z) D Vo(z), ou V;(x) désigne le filtres des voisinages de = pour T;(i = 1,2),
Ou équivalent, si tout sous-ensemble ouvert de ’ensemble X pour 75 est ouvert
aussi pour T7.[1]

On Vécrit 7, D Ts.

Il peut arriver qu’aucun n’est plus fin que 'autre.
La topologie discréte est plus fine que toute autre topologie sur X; la topologie

trivial est moins fine que tous les autres.

Les topologies sur un ensemble forment donc un ensemble partiellement ordonné,
ayant un élément maximal, la topologie discret, et un élément minimal, la topologie
triviale.

La notion de topologie a été introduite afin de munir une base aux notions de

convergence et de continuité.

1.2.4 Limite d’une suite généralisée

Définition 1.2.4. On dit qu’une suite généralisée {x)}ren converge vers un point x € X
st

VV e V(x), INg € A tel que N\ = N\g = x) € V.

1.2.5 Unicité de la limite

Proposition 1.2.1. Dans un espace de Hausdorff, la limite d’une suite généralisée, si

elle existe, est unique.

Démonstration.

Par ’absurde, on suppose qu’ils existent deux limites x1 et x5 d’une suite généralisée
(xa)x €A, x1 # xo.
Alors ils existent Vi € V(1) et Vo € V(x2) tel que Vi NV = 2.

Allaoui Hana 11



1.2. COMPLEMENTS SUR LA TOPOLOGIE

Comme (z)) tend vers x; (i = 1,2), il existe \; € A tel que pour A > \; on a
xy € V;(i = 1,2). L’ensemble A étant dirigé, il existe Ag = A et Ag. Dés lors, pour A > A,

on a xy € Vi N Vs, ce qui contredit ’hypothése Vi NV, = 0, donc o = .

1.2.6 Fonctions continues

Soit f une application de X dans Y et g € X, 3o = f(20)-

Définition 1.2.5. On dit que [ est continue en xy si, pour chaque voisinage V de yo,

il existe un voisinage U de xq tel que f(U) CV
YV € V(yo), U € V(zo); f(U) C V.

Définition 1.2.6. L’image réciproque ( on dit aussi la préimage ) d’une partie A C'Y

par une application f: X — Y est définie par

YA ={zr e X: f(x) € AL

Allaoui Hana 12



Chapitre 2

Propriétés générales des E.V.T.

Définition 2.0.1. On appelle espace vectoriel topologique tout espace vectoriel, X,
muni d’une topologie T compatible avec la structure d’espace vectoriel, c’est a dire,
i- Uapplication (x,y) — x +y est continue de X x X dans X ;

it- Uapplication (X, z) — A\x est continue de K x X dans X.

Exemple.
® Lorsque T est associée a un produit scalaire, on parle d’espace préhilbertien.

e Lorsqu’elle est associée a une norme, on parle d’espace vectoriel normé.

2.1 Etude des semi-normes

Définition 2.1.1. Une fonction p positive finie [p(x) # oo et p = 0]sur un espace vecto-

riel X est dite une semi-norme si

e p est sous-additive : p(x +y) < p(x) + p(y), =,y € X;
e p est homogéne : p(Ax) =| X | p(z),\ € C. Au lieu de noter p(z),on note aussi

A

Remarque. Une norme est une semi-norme satisfaisant pour tout x de X :p(z) =0 = x = 0.
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2.1. ETUDE DES SEMI-NORMES

Exemple.
1. Le module est une semi-norme sur R™ et sur C";
2. p(x) = sup{|xk| : k =1,...,m} est une semi-norme pour tout m € N;

3. pour tout fermé F de R™ et un compact non vide K inclus dans F,

p(f) = Ifllx = supscklf ()]

est une semi-norme sur Cy(F).

2.1.1 Propriété des boules

Définition 2.1.2. Un sous-ensemble A C X est dit borné s’il est absorbé par tout

voisinage U de [’origine.
VU € V(0),3a > 0tel que A C A\Usi |\ = a.

Propriétés 2.1.1.
1. Toute partie d’un borné est un borné.
2. L’union finie de bornés est un borné; en particulier, un ensemble fini est borné.
3. L’adhérence d’un borné est un borné.
4. Toute suite ( ordinaire ) de Cauchy est un borné.

5. Tout compact est borné.

Démonstration.

1. 1 est triviale.

2. Soit A;(i = 1,2) deux bornés de X; soit V un voisinage équilibré de O il existe
a; > 0 tels que a;V D A;; posons a = a1 V as; alors aV D A; N As.

3. On utilise la régularité de la topologie d'un E.V.T.(2.1.7) : il existe une base de
voisinages fermés F de O dans X. Soit A un borné, F un élément de F; par

définition, A est absorbé par F, donc A est absorbé par F = F, donc A est borné.

4. Soit V un voisinage de O il existe toujours W équilibré, voisinage de O, tel que

W+ W C V. Comme la suite (x,),en est de Cauchy,

dngeN:ipg=2ny=>2,—2,€W.
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2.1. ETUDE DES SEMI-NORMES

Comme W est absorbant, il absorbe x,, ; il existe donc « tel que z,, € aWW ( on

supposera que « > 1). Mais alors, pour p > ng, on a
Tp € Tpy + W C oW +W C aW + aW (Wéquilibré) C a(W + W) C aV
ce qui montre que 'ensemble {x,,, Tpo11, Tngr2, -} €St borné. Quant a 1'ensemble

{0, 1, ..., Tny—1, il est borné car c’est un ensemble fini.

5. Soit K un compact, U un voisinage ouvert équilibré de O.

U nU = X; donc la famille {nU},cn recouvre K. Extrayons de cette famille une
neN

famille finie {n,U, nyU, ..., n, .U} qui recouvre K. Soit

ng = sup{ny, ..., ng},
alors K C noU ( car U est équilibré ). Donc K est absorbé par U.

]

Proposition 2.1.1. Les boules unités B(ouvertes ou fermées) d’une semi-norme p sont

des ensembles absorbants, équilibrés et convezxes.

Démonstration.
1. équilibré :
D’homogénéité de semi-norme, on a,
p(Az) = [Alp(z) < p(z)
si |A] < 1, d’ou la résultat.
2. Soit x € X, on a x € (e + p(x))B; donc B(et par conséquent B) est absorbant.

3. La convexité est immédiate de les propriétés de norme (homogénéité et l'inégalité

triangulaire) comme suit :

p(Az + py) = [Ap(r) + [ulp(y).

2.1.2 Jauge d’un ensemble

Définition 2.1.3. Minkowski.

On appelle jauge d’un ensemble A lapplication ps de X dans R définie par

pa(z) =inf{a e R ;z € aA}.
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2.1. ETUDE DES SEMI-NORMES

Est-ce que la jauge est une semi-norme ?

Alors la question qui se pose, est-ce qu’il existe un sous-ensemble sur lequel le fonc-
tionnelle de Minkowski est en fait une semi norme. La réponse est positive comme établi

dans les propositions Suivantes.

Proposition 2.1.2.

1. Si A est la boule unité (ouverte ou fermée) d’une semi-norme p alors la jauge de

A n’est autre que p.

2. Si A est un ensemble convexe équilibré absorbant, alors sa jauge est une semi-norme

dont la boule unité fermée contient A et dont la boule unité ouverte est contenue
dans A.
Démonstration.

1. Soit A la boule unité (ouverte ou fermée) d’une semi-norme p .
Sia > p(z), alors z € aA; si a < p(x), alors x ¢ aA.

Par suite,

2. L’homogénéité :

Comme A est absorbant, p, est partout finie.
Pour A quelconque, on a pa(Az) = Apa(z), si A >0, (x € A < \x € \aA);
si A est équilibré, on a de plus p(Az) = p(x) si|A| = 1,(A\z € A & x € aA).

la sous-additivité :

Soit z,y € X. Pour a > pa(z) et B > pa(y), on a

reaA et yepPA,
d’ou
r+y€aA+ A= (a+B)A (car Aestconvexe),

ce qui montre que

palr+y) <a+p.
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2.1. ETUDE DES SEMI-NORMES

Pour € > 0, prenons & = pa(z) + € et 8 =pa(y) + € ( on € > 0 est arbitraire).
On obtient p4s(z +y) < pa(x) +paly) + 2e.

Comme € est arbitraire, On en déduit que p4 est Sous-additive

BO CACBF:

En effet, d'une part z € A = pa(z) < 1= x € BF.

D’autre part, x € BO = pa(z) <1 =2 € A [on a utilis¢ x € aA, Va > pa(x)].

O

Proposition 2.1.3. Si A est un sous-ensemble non vide de X absorbant et absolument
convezxe, alors le fonctionnelle de Minkowski ps est un semi-norme et BO C A C BF.
Inversement, si p est une semi-norme sur X alors BO est absorbante et absolument convexe

et p=1pa.

Démonstration.
Soit A un sous-ensemble non vide de X absorbant et absolument convexe et désignent
par pa le fonctionnel de Minkowski associé.

montrons que p4 est une semi-norme.

e Tout d’abord, notons que pa(x) < oo pour tout x € X puisque A est absorbant.
En effet, par définition, pour tout x € X il existe p, > 0 pour tout A € K avec
| A< pr on a Ax € A donc 'ensemble {\ > 0 : x € AA} n’est jamais vide c.a.d.
pa n’a que des valeurs finie non négative. De plus, comme 0 € A on a aussi 0 € AA

pour tout A € K donc pa(o) =inf{\A>0:0¢€ AA} =0.

e [’équilibre de A implique que p4 est homogene. Comme on a montré que p4(o) =0
il reste de montrer 'homogénéité de p4 pour A # 0. comme A est équilibré on a

pour tout x € X et pour tout A\, u € K avec p # 0 :

A
pux € MA si et seulement si x € WA. (2.1)
]
En effet, ’équilibre de A garantit que uA = |u | A donc = € ﬁA est équivalent a
ux € )\|M’A = MA. En utilisant 2.1, obtient que pour tout € X et pour tout
1
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2.1. ETUDE DES SEMI-NORMES

i€ Kavec u # 0

pa(pz) = Inf{\ > 0: pxr € NA}

:Inf{)\>0::£€‘:‘A}

A A

=l plinfla>0:z € aA} = |ulpa(x).

e La convexité de A assure la sous-additivité de P4. Prenons z,y € X. Par définition

du Jauge, pour tout € > 0 ils existent A\, > 0
A< pa(x)+eet:ze

et

a <paly) +eety € aA.

AC A cad M+

A
Alors, par la convexité de A, on obtient que A+ a
A+« A+«
aA C (A4 a)A, et donc z +y € (A + «)A. Par conséquent :

pa(z+y)=inf{d>0:2+y€dA} <A+ a<pa(x)+paly) + 2¢

ce qui prouve la sous-additivité de p, dés que € est arbitraire.

On peut alors conclure que p4 est une semi norme. de plus, on a les inclusions suivantes :
BO C AC BF.

Si z € BO alors pa(z) < 1 et donc il existe 0 < A < 1 dés que x € M\A.
Comme A est équilibré, pour tout A on a AA C A et donc x € A. D’autre part, six € A
alors elle est claire que 1 € {A > 0:€ AA} ce qui donne que py(z) < 1 donc z € BF.
Inversement, prenons une semi-norme ¢ sur X. Tout d’abord montrons que BO est absor-
bant et absolument convexe et alors q coincide avec le fonctionnel de Minkowski associé
a BO.
e BO est absorbant.
soit x une point de X. Si g(x) = 0 alors il est claire que = € BO.
Si g(z) > 0, on peut prendre 0 < p < (1) alors pour tout A € K tel que | A |[< p

q(x
I'homogénéité de q implique que g(Az) =| A | ¢(x) < pg(z) < 1, C.a.d. Az € BO.
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2.1. ETUDE DES SEMI-NORMES

e BO est équilibré.
Pour tout z € BO et pour tout A € K avec | A |[< 1, encore par 'homogénéité de
g,ona:qgAxr)=|A|q(z) <qlx) <1cad Az e BO.

e BO est convexe.
Pour tout z,y € BO et pour tout ¢ € [0, 1], par les propriétés de semi-norme, on a
gtz + (1 —t)y) <tglx) + (1 —t)qly) <t+1—t=1cad. te+ (1 —-1t)y € BO.

De plus, pour tout z € X on a

p(x) =inf{A>0:2 € ABO} =inf{\ > 0:q(z) < \} = q(x).

2.1.3 Propriétés des boules unités :

Lemme 2.1.1. Soit p une semi-norme sur un espace vectoriel topologique X ; soit
BO et BF ses boules unités ( respectivement ) ouverte et fermée.

Alors, on a BF ¢ BO c BF c BO

Démonstration.
1. L’inclusion BO C BF est évidente.
2. BF C BO. Par définition, on a
BO = {z € X;p(x) < 1}
et
BF ={x € X;p(z) < 1}.

Soit © € BF,

on a, pour chaque € > 0 : € BO Faisons tendre € vers 0; la continuité de

€
x
lapplication (A, z) — Az montre que .

- +e€
z € BO.

tend vers = (quand € tend vers 0) ; donc

3. Posons AF = BO® = {x € X;p(x) > 1 et AO = BF*“.
Du méme que 2, on montre AO D AF. D’ou BF C BO.

Proposition 2.1.4. Soit p une semi-norme continue sur un E.V.T.

Alors
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2.1. ETUDE DES SEMI-NORMES

1. sa boule unité ouverte, BO, est un ouvert(convexe, équilibré, absorbant),
2. sa boule unité fermée, BF, est un fermé(conveze, équilibré, absorbant),
3. l'adhérence de BO est BF,

4. Uintérieure de BF est BO.

Démonstration. 1. BO est la préimage ( par p ) de louvert | — 1, +1].
2. BF est la préimage ( par p ) du fermé [—1,+1].

3. On a BO C BF = BO C BF = BF ( car BF est fermé ).
Comme BO D BF pour toute semi-norme ( 2.1.1 ), on en déduit BO = BF.

4. Ona BF D BO = BOF D BOO = BO. Comme BOF C BO pour toute semi-norme,
on en déduit BOF = BO.

2.1.4 Caractérisation des semi-normes continues

Proposition 2.1.5. Soit p une semi-norme sur un espace vectoriel topologique X. Alors

les assertions suivantes sont équivalentes :
1. La boule unité ouvert BO de p est un ouvert,
2. La boule unité fermé de p est un voisinage de O,
3. p est continue en O,

4. p est continue partout.

Démonstration.

e (1) implique (2).
La boule unité fermé BF contient la boule unité ouvert BO, qui est Voisinage de
O; donc BF est voisinage de O.

e (2) implique (3).
Soit J. = [—¢€, +€] un voisinage de O € R; lapréimage de J. (par p) est la boule
BF qui voisinage de O ;donc p est continue en O.

e (3) implique (4).
Soit () une suite généralisée tendant vers = € X ; alors la suite () — ) tend

vers 0 ( continuité de I’addition dans un E.V.T.). Mais alors p(x) — z) tend vers 0
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2.1. ETUDE DES SEMI-NORMES

(3)). Comme |p(z)) — p(x)| < p(x)x — x), On en déduit que p(z)) — p(x) tend vers
0, donc que p(z,) tend vers p(zx).
e (4) implique (1).
D’apres la proposition 2.1.4 | on a bien (4) = (1).
[

On dit que deux normes Ny, Ny sont équivalentes s’il existe une constante C' > 0 telle
que
1

Va, 5N2(x) < Ni(z) < CNy(z).

Dans ce cas les topologies associées a Ny, Ny sont les mémes.
L’espace E := C%(]0,1],R) des fonctions continues sur Pintervalle [0, 1], & valeurs réelles,

est un espace vectoriel de dimension infinie qui peut étre muni de plusieurs normes non

équivalentes.

Définition 2.1.4. Dans un E.V.T. on appelle tonneau tout ensemble absorbant équilibré

convexe fermé.

Exemple.
® La boule unité fermée de toute semi-norme continue est un tonneau.

e L’ adhérence de la boule unité ouverte de toute semi-norme (continue ou non) est

un tonneau.

e Soit U un voisinage de 0 sur un E.V.T. X. Notons par T(U) lenveloppe convexe
fermé c’est a dire, la fermeture de l’ensemble convexe) de I'ensemble Uxec,n<1 AU.
Alors T(U) est un tonneau.

En effet, les propriétés (3) et (4) sont évident; le faite que U C T(U) on a le
propriété (1). Il reste de montrer que T(U) est équilibré. 1l suffit de montrer que
lenveloppe convexe est équilibré (la fermeture d’un ensemble équilibré est évidem-

ment équilibré). Chaque point de l’enveloppe conveze peut étre écrite comme

z=tr+ (1-1t)y,

avec © € NU,y € uU, pour certains t, \,pu, 0 <t <1, | A< 1, | p|< 1. 80

ceC, |¢l<1,ona

£z =t(x) + (1 —t)(y) et Ex € ENU, y € EuU.
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2.1. ETUDE DES SEMI-NORMES

Définition 2.1.5. Soient X et Y deuz e.v.t sur K.

e Une homomorphisme est une application de X dans Y linéaire.

e Une homéomorphisme de X dans Y est une application linéaire bijective et bi-

continue.

e Une monomorphisme de X dans Y est une homomorphisme topologique injec-

tive.

e Une isomorphisme de X dans Y est une homomorphisme topologique bijective.

[

2.1.5 Invariance par translation.

Proposition 2.1.6. Le filtre des voisinages V(x) du point x est la famille des ensembles

de la forme x + V, ou V parcourt le filtre des voisinages V(0) de l’élément neutre :

V(z)={WeP(x), W=z+V, avecV € V(0)}.
Autrement dit,

la topologie d’un E.V.T. est invariante par translation.

Démonstration.  D’apres la définition 77, 'application y +— y + x est continue de X
dans X. Soit W un voisinage de x; I'image réciproque de W par cette application est un
voisinage, V, de 'image réciproque de x qui n’est autre que 0. On a donc W =V + .

Réciproquement, soit V' un voisinage de 0; alors V + x est un voisinage de x

2.1.6 Théoreme caractéristique

Théoreme 2.1.1. 1. Dorigine O appartient a tout V € F ;
2. pour tout V€ F, il existe W € F tel que W +W C V;

3. quels que soient V€ F et A € C(A #0), on a \V € F (invariance de F par les

homothéties non nulles) ;
4. chaque V€ F est absorbant ;

5. chaque V € F contient un certain W € F équilibré.
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Démonstration.

o Nécessité :

Soit Ve F etz € X.

1.

2.

Triviale; de plus, notons que (5) implique (1).

Soit ¢ 'application définie par

o:(z,y)—»x+y.
La préimage sous l'application ¢ de V doit étre un voisinage de O € X xX. Elle
contient donc au moins un rectangle U x U’, ou U et U’ sont des voisinages de
O € X ; mais alors il contient le carré (U NU’) x (UNU’) (qui n’est pas vide).
Posons W =UNU";ona ¢ (V) DW x W et par suite,
VoW xW)=W+W.

Pour A # 0 fixé, la continuité de I'application ¢ :  — A\ "'z assure que la
préimage de V par cette application est le voisinage de O € X qui n’est autre

que \V.

Soit 'application x — Az avec x fixé de X. En utilisant la continuité de cette
application au point O € C on a, la paréimage de V de O € X est un voisinage
de O € C, qui contient donc un disque fermé D, de centre O et de rayon r. Par
suite, I'image de D, est contenue dans V ; mais, on a, pour tout A € C tel que
Al <7, onalxeV;donc V est absorbant.

Soit f: (A, x) — Ax. f est continue au point (A,0), donc la préimage de V est
un voisinage de (A, 0). Elle contient donc un rectangle de la forme D x W, ou
D est un disque fermé de rayon r, et ou W est un voisinage de O (W, € F).
Par suite, f(D x Wy) C V.

Or f(D x Wy) = Upj<rAWo(que 'on posé égale a W). I'ensemble W est un

voisinage de O d’apres (3), W est équilibré, la nécessité de 5 est donc prouvée.

e Suffisance :

Désignons par x + F l'image de filtre F par 'application y — x +y; le filtre z + F

est, par définition, le filtre des voisinages V(x) de x.

1.

La topologie sur X.
L’'image x + F du filtre F est évidemment un filtre.
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— Onax € Vy+xsiVy € F, en effet, la propriété (1) montre que O € V4.
— Soit V € V(z); donc V =V + z avec V; € F =V(0).

D’apres la deuxieme propriété, il existe Wy tel que Wy + Wy C Vj. Posons
W =x+ Wy; alors W C V.

VeV(y).

Soit y € W;

on ay+ Wy € V(y), donc il suffit de montrer que V' contient y + Wy. Or

V:VE)—}-ID(W0+W())+JZ=W()+(W()+JZ)=W0+WDW0+y.

2. Tapplication (x,y) [ + y est continue.
Soit V' un voisinage arbitraire de x +y. On sait que V = Vj+x 4y, ou Vj € F.
Par la deuxieme propriété, on peut choisir Wy € F tel que Wy + W, C V4. Alors
(Wo+ )+ (W +y) C V, ce qui montre que I'image de (Wy + x) + (Wy + )
(par ¢) est dans V.
Comme (Wy + z) x (Wy + y) est justement un voisinage de (z,y), le résultat
précédent montre que ¢ est continue.

3. La continuité de 'application (A, x)i}Am au point (0, 0).
Soit Vo € V(0); il existe, d’apres la propriété (5), un Wy de V(0), équilibré tel
que Wy C Vp. Soit D le disque de centre O, de rayon 1 (dans C.) On a

f(D x Wy) C Wy
(car Wy est équilibré),
et
f(DxWy) CVy
(par construction),
d’ou la continuité de f au point (0, 0) de C x X.
4. Cette propriété montre que, pour tout x € X, 'application A — Az de C dans
X est continue au point A = 0.
5. La troisiéme propriété montre que, pour tout A € C, 'application x — Ax de
X dans X est continue au point z = 0.

6. Soit (A, z) € Cx X. Considérons une suite généralisée [(\;, z;)];es tendant vers

(A, x); évidement les suites généralisées (\;);jes tendent respectivement vers A
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et x.

Nz = x+ (N — Nz + ANz —x)+ (N — N)(z; — )

Les résultats obtenus montrent que la suite généralisée (\;, x;);es tend vers Az.

2.1.7 Régularité de la topologie d’un E.V.T.

Proposition 2.1.7. Dans un E.V.T., il existe une base de voisinages de l’origine formée

d’ensembles fermés équilibrés (absorbant).

Démonstration. Nous allons montrer que tout voisinage, V, de 1'origine contient un voi-

sinage fermé équilibré ce qui est suffisant.

En effet, d’apres les propriétés 2 et 5 du théoreme caractéristique, il existe un voisinage

équilibré W de O tel que W +W C V.

Montrons que W C V. En effet, soit z € W ; tout voisinage de x (en particulier z+W) ren-

contre W ; il existe donc y et z € W tels que z+y = 2. Maisalorsz = z2—y C W-W C V.
m

2.2 Convexité Locale

Définition 2.2.1. Un espace vectoriel topologique est dit localement convexe E.V.T.L.C.

s’il existe une base de voisinages de l’origine qui sont des ensembles convexes.

2.3 Espace de Fréchet

Définition 2.3.1. On appelle espace de Fréchet tout espace vectoriel topologique séparé

localement convexe, a base dénombrable de voisinages, complet.

Proposition 2.3.1. On peut remplacer dans 2.3.1 l'assertion " localement convexe, a

"

base dénombrable de voisinages par " a base dénombrable de semi-normes continues

Démonstration.
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(i) Soit X un espace localement convexe possédant une base dénombrable {U,, },en de
voisinages de O. Comme X est localement convexe, chaque U,, contient un tonneau.
On peut donc supposer que chaque U, est tonnelé.

Soit p, la jauge de U,. Alors, {p,}nen est une base dénombrable de semi-normes
continues sur X.

(ii) Réciproquement, si X est définie une base dénombrable de semi-normes {p, }nen

alors I’ensemble

1
{kBpn; k € N*, nEN}

est une base dénombrable de voisinages convexes de X.

[l
Un espace localement convexe X est dit normable s’il existe une norme || . || sur X
telle que {|| . ||} est une base de semi-normes continues sur X.
Exemple.

1. Tout espace normable complet s’appelle un espace de Banach.
2. Tout espace de Banach est de Fréchet.
3.

Théoreme 2.3.1. L’espace des fonctions holomorphes muni de la topologie T de
la convergence compacte est un E.V.T localement convexe, métrisable et complet

(c.a.d., de Fréchet). [2]
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Chapitre 3

Limites inductives strictes

X un E.V.T. (sur C);
M un sous-espace vectoriel de X ;
V (O) le filtre des voisinages de O dans X;

Vu(O) ={Vy € M; 3V € V(O) tel que Viy = VN M}. le filtre des voisinages de O
dans M, alors on peut structurer M en E.V.T.
On dit alors que la topologie de M est induite par celle de X.

Lemme 3.0.1.
o Soit X un E.V.T.L.C. (dont le filtre des voisinages de l'origine est V (0), M un

sous-espace vectoriel de X (muni de la topologie induite), U conveze de Vy (O).

Alors il existe V convexe de V(0O) tel que VN M = U.
o On suppose, en outre que M soit fermé. Soit xo & M; alors, il existe V conveze

dansV (0) tel que

VAM=U,
V%xo.

Démonstration.
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3.1. LIMITE INDUCTIVE STRICTE D’ESPACE LOCALEMENT CONVEXE

e Par définition, de la topologie induite, il existe W € V(O) tel que U = W N M. La
convexité locale de X montre que W contient un W, convexe appartenant a V(O)
. Soit V I'enveloppe convexe de U U W...
Evidemment on a U C V N M. Montrons que V N M C U. Soit donc z € V N M;
comme U et W, sont convexes, I'appartenance de x a V montre que x est une

combinaison convexe d’'un élément u € U et d’un élément w € W, :
r=Xu+pw (A p=0; Atpu=1).

Sip=0,alorsx=uecU.
: . : T — A\u :
Sinon, on a nécessairement w € M (car w = ———, x et u € M). par suite,
i

weW.NM CU (car W, C W). Comme U est convexe, on a x € U.

e L’ensemble 2y + M est fermé (car c’est la préimage de M par I'application z —
zo+x). Comme xg &€ M, on a O & xo+ M. Il existe donc un voisinage convexe W’
de O (dans X) qui ne rencontre pas M + . Posons V' = (W' + M)NV; alors V'

est convexe, appartient a V(O) et ne contient pas xy. (La somme de deux convexes

est convexe.)

3.1 Limite inductive stricte d’espace localement convexe

X un espace vectoriel sur C.
(Xn),en une suite croissante de sous-espaces vectoriels de X, recouvrant X (U, ey Xn = X).

On suppose que
1. chaque X,, est muni d'une topologie localement convexe T,,.
2. la topologie T, est identique a celle induite par T, .

Nous allons structurer X en un espace localement convexe.

3.1.1 Proposition et définition

Proposition 3.1.1.  Soit B l’ensemble des parties convezes, absorbantes, équilibrées B
de X telles que BN X, soit un voisinage de O dans X,, (pour tout n € N). Alors B est une

base de voisinage de O dans X pour une topologie T compatible avec la structure d’espace
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vectoriel.

Cette topologie T sera appelée la topologie limite inductive stricte des espace (X, 7, );

la suite (X, 7, )nen S'appelle une suite de définition de (X, 7).

Démonstration. B une base de filtre invariante par les homothétie de rapports

strictement positifs

— Invariante par homothétie.

Soit B un convexe absorbant équilibré tel que B N X soit voisinage de O dans X,
(pour chaque n € N). Alors aB est évidemment convexe absorbant équilibré dans
X.
D’autre part, aBN X, = a(BN X,) € V(O) dans X,, (invariance de V(O) par
homothéties strictement positives).

— Base de filtre.
Soit B’ et B” deux convexes appartenant a B. L’intersection B = B’ N B” est

évidemment équilibrée,convexe et absorbante. Or,
BNnX,=(B'NX,)N(B"NnX,) eV

O) dansX,,(car V(O)eststableparintersection), d' oulerésultat.
(O) p :

3.1.2 Voisinage dans T

Proposition 3.1.2. Condition pour qu’un ensemble convexe soit un voisinage

dans 7J.

Soit V un conveze de X. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. V est voisinage de O (dans X) pour T,
2. ¥Yn € N, VN X, est un voisinage (convexe) de O pour T,.
Démonstration. 1. Soit V un convexe appartenant a V(O) pour T; V contient un B

convexe équilibré absorbant tel que BN X, soit voisinage de O pour T,,. Mais alors

VNX, D BNX, est voisinage de O.
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2. Réciproquement, soit V un convexe de X tel que V,, = V N X, soit voisinage de O
pour T, ; V,, est convexe et contient un équilibré F,,, voisinage de O pour 7T,.
Posons F = U,en En; évidement, E est équilibré. Alors I'enveloppe convexe K(E)
de E dans X est équilibré et est évidement voisinage de O pour T [car K(E) est
convexe, équilibré absorbant et K(E)N X, D E,]. Il est claire que K(F) C V (car
E CVetVestconvexe; ECVecar ENX,=E, CV,=VnNJX,). Donc V est

voisinage de O pour 7.

3.1.3 Caractérisation des applications linéaires

Proposition 3.1.3. Soit X une limite inductive stricte d’espaces localement convexes

<X”)n6N’

— Y un espace localement conveze,

— f une application linéaire de X dans Y,

— fn une restriction de f a X, (muni de la topologie T, ).

Alors f est continue si, et seulement si, pour tout n, la restriction f, est continue (de

X, dans Y).

Démonstration. 1. Supposons f continue. Soit V un voisinage de O dans Y ; alors
J7H(V) est voisinage de O dans X et, par conséquent, contient un voisinage convexe
U de O dans X. Pour chaque n, U, = U N X, est voisinage de O dans X (d’apres

la proposition précédente). or,
Up CfH(V)NXn = £ (V) = {z € Xo; f(w) €V},

ce qui montre que f, est continue en O, donc partout (car f, est linéaire).

2. Réciproquement, supposons que pour chaque n € N, la restriction f,, est continue.
Soit V' € V(O) dans Y. Alors on peut supposer que V est convexe (en utilisant la
convexité locale de Y).

Par suite f~1(V) est convexe (car f est linéaire). Or, pour chaque n on a
V)N X, = 1),

qui est un voisinage de O dans X,, (par hypothese) ; d’apres la proposition précé-

dente, f~1(V) est voisinage de O dans X.
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3.1.4 Topologie induite par T sur X,
Proposition 3.1.4. La topologie T, est identique a celle induite par T sur X, :
T, = T\ X,

Démonstration. — T, D T|X,.
Soit V,, un voisinage de O (dans X,,) pour la topologie induite T|X,,. Par définition,
méme de la topologie induite, on a V,, = VN X,,, avec V € V(O) pour T.

Il existe U, voisinage convexe de O (pour T), contenue dans V (car T est localement
convexe). D’apres la proposition 3.1.2, U, = U N X,, est voisinage de O pour Ty,.
Or U, C V,, donc V,, est aussi voisinage de O pour 7T,.

— 71X, D Tn.
En utilisant la condition 3.1 on a T,, = T,,41|X,. Soit U, un voisinage arbitraire
(convexe) de O (dans X,,) pour T,,. Montrons qu’il existe U € V(O) pour T tel que
UnxX,="U,.
Par le lemme 3.0.1, il existe un voisinage convexe U,.1 € V,11(0) (pour T, 41 tel
que U1 N X, =U,.
Par récurrence, on voit qu’il existe, pour tout £ = 1, 2, ... un voisinage convexe

(de O) Un+k (danS Xn+k7 pour (.Tn+k) tel que Un+k+1 N XTH—/C = Un+]€.

Posons U = Upen Un+k-
On voit que U N X,, = U,,. D’autre part, U est un voisinage de O pour T, car U est
convexe (étant réunion croissante de convexe) et car U N X, est un voisinage de O
pour T,(Vn € N).

O

Corollaire 3.1.1. Si les topologies T,, sont séparées, alors T est une topologie séparée.

Démonstration.  Soit x un élément non nul de X. Alors, il existe n € N tel que z € X,.
Comme T, est séparée, il existe un voisinage U,, de O (pour 7,,) ne contenant pas x. Comme
T, est identique a celle induite par T, il existe U € V(O) pour T tel que U N X,, = U,,.

Donc x ¢ U, ce qui prouve que T est séparée. O
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3.2 Limites inductives strictes d’espace de Fréchet

3.2.1 Définition

Définition 3.2.1. On appelle espace L.F. toute limite inductive stricte d’espace de

Fréchet.

3.2.2 Caractérisation des fonctions linéaires continues

Proposition 3.2.1. Soit X un L.F.,
Yun EV.T.,
f une application linéaire de X dans Y.

Si Y est localement conveze et si f est séquentiellement continue, alors elle est continue.

Démonstration.
— On utilise le fait que chaque X,, posséde une base dénombrable de voisinages.
e On sait que f est continue sur X si f|X,, est continue sur X,,, Vn € N.

e Or la continuité séquentielle de f sur X entraine celle de sa restriction f|X,, (sur

Xn)-
O
Proposition 3.2.2. Lemme de Dieudonné-Schwartz
Soit X un espace L.F., défini par une suite d’espace de Fréchet (X,,), oy Soit A un

borné dans X ; alors il existe un ny € N* tel que A C X, .

Démonstration.  (On utilise la complétude de chaque X,,.) Raisonnons par 'absurde.
Supposons qu’il n’existe pas de X,,, contenant A. Donc pour chaque n € N*, il existe un
point x, € A tel que z,, € X,,.
On va construire un voisinage U € V(O) dans X qui n’absorbe pas la suite (zy,).
— Soit U; un voisinage arbitraire convexe de O dans X;.
Comme z; ¢ X; et comme X; est fermé dans Xy (X7 (muni de T7) est complet,
donc fermé dans Ts.), il existe un voisinage convexe U (de O) dans X5 tel que

Uy=U,nNX; et 1 ¢& U (lemme 3.0.1).
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— Comme x; ¢ U; et comme X5 est fermé dans X3, il existe un voisinage convexe

W3 (de O) dans X3 tel que
UQZngXQ et $1¢W3

(si x1 € Xy est immédiat; sinon, utilisant le lemme 3.0.1). Comme %xQ Z X, et
comme X5 est fermé dans X3, il existe un voisinage convexe V3 (de O) dans X3 tel
que (lemme 3.0.1)

Uy=VsNXy et ;.’l’g g Vs.

En posant U, = Uz N X5, on voit alors qu’il existe Us tel que
1
U2 = U3 ﬂX2 et 51'2 g U3.

— Par induction sur n, on peut donc construire une suite (U, ),en+ telle que

U, voisinage de O dansX,,
U =Ups1NX,
x1, %xg, e %xn Z Upy.
Posons alors U = ;2 U, ; U est un voisinage de O (dans X) car il est convexe
(réunion croissante de convexes) et U N X,, = U,, est voisinage de O dans X,.
Montrons que U ne peut pas absorber 'ensemble S = {x1,z2,...,Zp, ...}
En effet, si U absorbait S, il existerait £ € N* tel que kU D S. Pour une valeur k,

on aurait alors %xk € U, ce qui amenerait a une contradiction.

Corollaire 3.2.1. Une suite (x,)yen converge dans X si, et seulement si,
o il existe ng € N* tel que l'ensemble {x,}pen soit contenue dans X,,,

o la suite (z,)pen converge dans X, .

Démonstration.  La partie "si" est banale et est valable méme pour une suite généralisée.

La partie "seulement si" découle du faite que toute suite convergente est bornée. O
Soit 2 un espace topologique séparé, localement compact et dénombrable a I'infini.

Lemme 3.2.1. [l existe une suite (€););en d’ouvert relativement compact de €2, formant

un recouvrement de ) et tels que KTJ C Qjq1, pour tout j € N.
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Exemple.

1. L’espace des polynomes
Notons C[X] lespace vectoriel des polynomes en n variables X = (X1, ..., X, avec
des coefficients complexes. Cet espace vectoriel a une base algébrique canonique, la
monomes

XP=X{"...X3", p=(p1,---,pa) EN".

Tout polynome est une combinaison linéaire finie des monomes XP. Soit P l’es-
pace vectoriel couvert par les XP tel que |p| = p1 + -+ + pn < m. Les éléments de
P sont les polynomes de degré < m. Le degré d’un polynome P(X) est le plus pe-
tit entier m tel que P(X) € P ; on notera deg P ce entier. Un calcul élémentaire

montre qu’il y a exactement ™™ mondmes X? tel que |p| < m, autrement dit
dimP)" = (m +n)!/(m!n!).

Soit P(x) un polynome,
P(X) = Z cpXP

|p|<deg P

Il est évident que P peut étre vu comme une fonction sur l’ensemble N™ : pré-
cisément la fonction qui, 4 chaque p, affecte la valeur ¢, si |p| < deg P et égal
a zéro sinon. Notez que cette application des polynomes en fonctions sur N™ ne
préserve pas la multiplication. Dans tout les cas, si [’'on met la topologie discréte
sur N™ et que l’on constate que chaque ensemble est fermé dans cette topologie, on
voit que les fonctions correspondant aux polynomes sont exactement les fonctions a
support compact : un sous-ensemble de N est compact si et seulement s’il est fini.
Les fonctions arbitraires sur N correspondent (via les coefficients) d des séries de
puissance formelles; il est évident que l'on peut considérer C[X] comme un sous-
espace vectoriel de l'espace C[[X]] des séries de puissance formelle en n variables
(avec des coefficients complezes).

Etant un espace vectoriel de dimension finie, P muni d'une seule topologie de
Hausdorff, pour laquelle il devient un espace de Fréchet. On peut alors voir C[X]
comme ['union des espaces de Fréchet P]* comme m = 0,1,2,..., et lui munir de
la topologie limite inductive ; ainsi C[X] devient un espace LF. Ca devrait étre a

noté que la topologie ainsi définie sur C[X] est strictement plus fine que la topo-
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logie induite sur C [X] par C [[X]], lorsque ce dernier munir de la topologie de
convergence simple des coefficients.

2. L’espace K(2).
On désigne par K(Q2) l'ensemble des fonctions continues a support compact dans
Q.
Soit, d’aprés le lemme 3.2.1, une suite (§;);en) d’ouverts relativement compacts
dans Q, formant un recouvrement de ) et tels que Q; C Q1. Posons K; = Q; ;
alors KK(2) = Ujen Kk, ().
La topologie naturelle de K(QQ) est, par définition, la topologie limite inductive
stricte des topologies des K (S2); cette topologie de IC(S2) ne dépend pas de la suite
(Q))jen) de recouvrement.
Soit u une application linéaire de K(§2) dans un espace localement convezxe. Alors,

les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(a) u est continue;
(b) u est séquentiellement continue ;

(¢) pour tout compact K de ), la restriction de u d K (§2) est continue.
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Résumé :

Ce mémoire de Master a pour but, de faire une étude surles E.V.T, et les semi-normes
pour définir les limites inductives strictes.

Ce mémoire n’a pas la prétention d’apporter de nouveaux résultats, mais il présente
en détails, quelques résultats obtenus par différents auteurs, dans des travaux présentés en
bibliographie.

mots clés : Espace vectoriel topologique - semi-norme - filtres - convexité locale -

espace de Fréchet - espace L.F - limite inductive.

Abstract :

This Master Memory is intended, to do a study about topological vector space (linear
topological space) and seminorms in order to define strict inductive limits. This memory
has no claim to bring new results, but it presents in detail, a few results obtained by
different authors, in works presented in bibliography.

Keywords : topological vector spaces - seminorms - filters - locally convexr spaces -

Frechet space - LF-spaces - inductive limit.
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